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Uvod

Cilem této prace je zkoumani feSeni soustav s ridkymi maticemi. Budeme
pracovat zejména s fidkymi, symetrickymi, pozitivné definitnimi velkymi mati-
cemi. Zamétrime se hlavné na metodu minimalniho stupné, jelikoz je to jedna
z nejpouzivanéjsich metod pro praci s velkymi fidkymi maticemi. Tuto metodu
prostudujeme, véetné jejich variant. Tyto varianty naprogramujeme a budeme
testovat na nami ndhodné vygenerovanych datech. Jako programovaci jazyk pro
svoji praci jsem zvolil Python. Narozdil napiiklad od Matlabu, v Pythonu se inde-
xuje od nuly, nikoliv od jednicky, a proto i my budeme toto indexovani pouzivat
v této praci. Z toho plyne, ze texty budou v souladu s programovymi kody a
indexy budou zac¢inat nulou.

Nez se pustime do samotné metody miniméalniho stupné, bude treba si ujasnit
nékolik pojmu a definic. Také si uvedeme nékolik pojmu z teorie grafii, nebot
grafy jsou vyhodné pro reprezentaci ridkych matic. S timto se seznamime v prvni
kapitole.

V dalsich dvou kapitolach se zaméifime na principy, se kterymi budeme pra-
covat. Prvné si vysvétlime Gaussovu elimina¢ni metodu a rozklady matic, ne-
bot je dobré pripomenout zdklady feSeni soustav linedrnich rovnic. Nebudeme
se sice této problematice vénovat ptilis do hloubky, ale alespon ji nastinime pro
pripadné ctenare, ktefi s touto problematikou nejsou pftilis obeznameni. Daéle se
budeme zabyvat pamétovymi schématy, tedy tim, jak tidké matice uchovavat
v paméti efektivnéjsim zpusobem, nez jen jako dvourozmérné pole. V posledni
casti téchto kapitol budeme rozebirat zaplnovani jakozto negativni jev, kterému

se bude potieba vyhnout. Pravé zde vyuzijeme grafy a jejich vztah s maticemi.



Na otdzku, jak Fesit zapliovani, ndm dé odpovéd Algoritmus minimdlniho
stupné, ktery bude obsahem kapitoly ctvrté. Zde se podivame na zakladni imple-
mentaci Algoritmu minimalniho stupné a pak jeji upravenou variantu. V zavéru
této kapitoly bych rad predstavil svoji vlastni implementaci tohoto algoritmu.

V predposledni kapitole budeme testovat a srovnavat casovou efektivitu jed-
notlivych algoritmu na fesenych piikladech. Jedna se predevsim o obrazky a
tabulky, ptricemz se presvédcéime, o kolik je vyhodnéjsi pro ridké matice pouziti
Algoritmu minimélniho stupné oproti béznému vypoctu bez pouziti jakychkoliv
sofistikovanéjsich metod.

Posledni kapitola obsahuje okomentovany seznam algoritmu, které jsem v Py-
thonu vytvoril. Patfi sem naprogramované ruzné verze Algoritmu minimalniho

stupné, skripty pro testovani a také nékteré pomocné funkce.



Kapitola 1

Zakladni definice a pojmy

V samotném zacatku prace se ¢tenar seznami s nékterymi dulezitymi pojmy,
které se v této praci budou vyskytovat. Konkrétné se zde jedné o vybrané pojmy
z linearni algebry tykajici se fidkych matic a taktéz si uvedeme zaklady teorie
grafu a struktur.

Jak jiz bylo fec¢eno v tivodu, budeme se zaobirat symetrickymi, pozitivné defi-

nitnimi, f{dkymi maticemi. Pojdme si tedy jednotlivé pojmy rozebrat a objasnit.
Definice 1. Matice A je symetrickd, pokud plati, se A=AT.

Definice 2. Matice A je pozitivné definitni, pokud pro ni plati: ®F Az > 0, kde

x je libovolny, nenulovy, sloupcovy vektor.

Doplnéni informaci o pozitivné definitnich maticich lze nalézt v [5]. Tomuto
tématu se jiz ddle vénovat nebudeme, nebot to neni obsahem préce.

Poslednim terminem, ktery nam zbyva nadefinovat, je tidkd matice. V od-
borné literature lze najit mnoho definic fidkych matic, vétsina ma ovsem spolecny
zaklad. Tedy, ze matice je fidkd, obsahuje-li mnoho nul. Kolik presné nul, se lisi.
Je mozno najit 5, 10 ¢i tieba 20 a nebo klidné i 40%. My bychom si to mohli
upresnit v definici a nadéle s tim takto pracovat. Definovat ridké matice timto
zpusobem s sebou ovsem nese jisté problémy. Napriklad, pokud si zvolime hranici
20% a tuto hranici presdhneme o jedno procento. Budeme mit tedy matici s 21%

nenulovych prvku. Vytadime ji z fidkych matic? Atd.



Proto zvolime jesté trochu jiny postup. Kazda ridka matice muze byt zpra-
covana jako hustd, a naopak kazda hustd matice muze byt zpracovana i algorit-
mem pro fidké matice. Rozdil ale bude ve vypocetni narocnosti téchto algoritmu.
Tvrzeni, ze matice je fidka, bude ekvivalentni s tvrzenim, ze existuje takovy al-
goritmus, ktery jednoznacne vyuzije vysokého poc¢tu nul v matici aby vypocetni
narocnost byla mensi, nez kdybychom s matici pocitali jako s hustou. [2, str. 1]

Zapisme tedy tento poznatek do definice.

Definice 3. Matice A je ridkd, pokud existuje algoritmus, jehoZ vypocetni ndroénost

je mensi, neZ kdybychom pouzili stejnou variantu algoritmu pro hustou matici.

Jako priklad si muzeme vzit algoritmus, ktery nebude délat nic jiného, nez
ze po prvcich secte dvé pouze diagonalni matice A a B, pficemz obé budou
¢tvercové, fadu 100. Pokud budeme matice uvazovat jako husté, budeme scitat
100 x 100, tedy 10000 prvku a bude tak potfeba fadové i stejné mnozstvi ope-
raci. Ale vzhledem k tomu, Ze nenulové prvky je potieba secist jen na diagonaéle,
ktera ma pouze 100 prvku, tak jisté nebude problém napsat algoritmus, ktery
seCte pouze diagondly téchto matic a zbytek necha roven nule. Bude tak potieba
radoveé jen 100 operaci. Tj. 100x méné. Vidime, zZe tedy existuje algoritmus, ktery

vyuzil nul v matici a matice A a B tak muzeme povazovat za fidké.

Nyni si uvedeme nékolik pojmi, které budou souviset s grafy. Grafy budeme

hojné vyuzivat, protoze jsou pro popis fidkych matic velmi vhodné a ptinosné.
Definice 4. Graf G = (V, E) je mnozZina uzlu V = {1,...,n} a hran E = {{i,j} :

I,J € V'} spojujicich tyto uzly.

Déle tekneme, ze graf je neorientovany, pokud hrany {i,j} a {j,i} jsou
totozné. Jedné-li se o dvé ruzné hrany, fekneme, ze graf je orientovany. Muze

se tak stét, ze v orientovaném grafu hrana {i, j} existuje a hrana {j,4} nikoli.

Definice 5. Matice sousednosti A grafu G je bindrni n x n matice, ve které je

a;; = 1, pokud hrana {i,j} € E, a a;; = 0 v opacném pripadé.
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Tedy plati, Ze pro neorientovany graf je matice sousednosti symetricka.[l, str. 4]

My ovSsem nebudeme s matici sousednosti jako celkem prilis pracovat. Vice
vyuzijeme jednotlivé seznamy sousedu pro jednotlivé uzly. Sousedy uzlu x budeme
znacit Adj(z) a tyto sousedy zapiSeme do seznamu. V postaté se jedna o to samé,
lisi se jen zpusob reprezentace. Seznamy sousedu mnohem lépe koresponduji s

fidkymi schématy matic. Pokud tedy budeme mit matici sousednosti A, kde

co O
Y e R R
— o oo
o R o

Pak s ni budeme pracovat jako se seznamem o 4 seznamech, kde prvni seznam

bude obsahovat seznam c¢isel uzlu sousedu prvniho uzlu. Dostaneme
seznam_sousedu = [[1], [0, 3], [3], [1, 2]].

Tedy uzel xy ma za sousedy pouze uzel x1, uzel x; ma za sousedy dva uzly a to

To, x3 a tak dale.
Definice 6. Stupen uzlu je pocet sousedu daného uzlu.

Definice 7. Cesta zx doy délkyl > 0 je uspordadand mnozina, navzdjem riznych,
I+ 1 wzli (v1,v,...,v41) tak, Ze vy € Adj(v;) Proi=1,2,....,1 a kde vi = x a

Vi1 =Y

11



Kapitola 2

Zaklady reseni soustav rovnic

V této kratké kapitole se zbézné sezndmime se zaklady feSeni soustav linearnich
rovnic (SLR), aby i méné zkuseny ¢tenai byl schopen zvladnout pojmy z kapitol
nasledujicich. Nebudeme zde rozebirat feseni rovnic dopodrobna, nebot to neni

cilem této diplomové prace.

Definice 8. Soustavou n linedrnich rovnic o n nezndmych x, xs, ..., T, rozumime:

a11°C1 + a9y + ... + ATy = b1

211 + A99T9 + ... + A9y, T, = b2

Ap1T1 + ApaTs + ... + Appxy, = by,

kde aiy, ..., apn, b1, ..., by jsou dand redlnd cisla.

Soustavu lze zapsat i maticové ve tvaru Ax = b, kde A = (ay)},=), X =
(21, ..., z0]T ab=[b,...,b,] 7.
Zakladni myslenkou primych metod pro feSeni soustav rovnic, je nasi soustavu

(2.1) prevest do tvaru:

U111 + U122 + ...+ Uiy = C1
U292 + ... + U2pnXy, = C2

(2.2)
UpnTn = Cp.

12



n

Soustavu samoziejmé lze zapsat i maticové ve tvaru Ux = ¢, kde U = (uy)7,-,

T

Tac=ep,...,ca)T.

je horni trojihelnikovd matice, x = [zy, ..., ,]

2.1. Gaussova elimina¢ni metoda

Gaussova eliminacni metoda, zkracujeme GEM, je zdkladni pfimou metodou
feseni SLR. Ma dvé faze. Jeji prvni faze ndm ukazuje, jak prevést soustavu (2.1)
do (2.2). V druhé fazi fesime soustavu (2.2) od posledni rovnice smérem k prvni
a dostaneme tak pozadovany vektor x jakozto feseni nasi soustavy (2.1).

Nyni si tedy popiseme GEM. Budeme popisovat jen zakladni metodu bez
vybéru pivota. Pivotovani je proces, kdy prohazujeme v matici fadky a sloupce
ekvivalentnimi tpravami tak, aby matice byla pozitivné definitni a numericky sta-
bilni. Nicméné zde pracujeme jiz z pozitivné definitnimi maticemi, netifeba tedy
pivotovat za timto tcelem. Plati tak, ze v nasi soustave (2.2) je kazdy koeficient
a;; nenulovy. Je-li x = [z1,...,2,]T FeSenim soustavy (2.1), pak je také fesenim
soustavy:

a111 + 12T + ...+ ATy — b1

aly s + ... + abyw, = by

aggxg + .4 ala, =M.

Déje se tak z duvodu, ze od soustavy (2.1) jsme k soustavé (2.3) dosli radkove
ekvivalentnimi upravami. Konkrétné druhou rovnici této soustavy (2.3) jsme do-
stali tak, ze jsme odecetli od druhé rovnice v (2.1) (ag1/a11)—ndsobek rovnice
prvni. Tteti rovnici jsme dostali tak, ze jsme odecetli (a3;/ai;)—nédsobek prvni

rovnice od rovnice tiet{ atd. Obecné tedy
(1) _ —1 —
;. = Qi — Q107 Q1g, kK =2,..,n,

a na pravé strané



Timto zpusobem jsme vyeliminovali vsechny prvky pod diagondlou v prvnim
sloupci a presuneme se k dalsimu sloupci. A takto pokracujeme dal, az dostaneme
soustavu tvaru (2.2), coz je soustava s horni trojihelnikovou matici, ktera ma

stejné teseni jako puvodni soustava (2.1).

2.2. LU rozklad

Cilem LU rozkladu je najit takové regulérni, po fadé dolni a horni trojihelnikové
matice L a U, aby platilo A=LU. Uvedeme si, jak nasi SLR (2.1) vyfesit pomoci
LU rozkladu. V teseni SLR se LU rozklad uplatni nasledovné. Za A dosadime
LU do puvodni soustavy rovnic Ax=b, dostaneme LUx=b. Ozna¢ime Ux=c
a dostaneme soustavu rovnic Le=b. Soustavu rovnic Lc=Db vyfesime snadno,
vektor b zndme a stejne tak zndme i dolni trojuhelnikovou matici L. Za¢neme
prvni rovnici, ze které vypocitame c;. V druhé rovnici méme neznamé c; a co,
tedy co vypocitame, protoze c¢; jsme jiz vypocitali v minulém kroku a tak za néj
pouze dosadime. Takto postupujeme az k posledni rovnici, ¢imz dostaneme cely
vektor c.

Nyni mizeme zacit fesit soustavu Ux=c (zndzornéna v (2.2)). Reseni sou-
stavy Ux=c se nazyva zpétny chod a jejim vysledkem je hledany vektor x, ktery
je feSenim puvodni soustavy rovnic Ax=Db. Postup feseni soustavy Ux=c je
obdobny jako postup feSeni soustavy Lc=b s tim rozdilem, ze zde je matice
U horni trojuhelnikova. Proto nezac¢indme prvni rovnici, ale posledni. Od toho
nazev zpétny chod. Z posledni rovnice vypocitame x,. V predposledni rovnici
mame neznamé x, a x,_1, tedy z,_; vypocitdme, protoze x,, jsme jiz vypocitali
v minulém kroku a tak za néj pouze dosadime. Takto postupujeme az k prvni
rovnici a dostaneme cely vektor x.

Jak budou vypadat prvky matic L a U? Podivejme se na vypocet prvku matic

L = (l;;) po sloupcich a U = u;; po fadcich.
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Polozime
U1 = aqy-

Proi=1,...,n:

Pror=2,...,n:
Uiy = Q1p-

Prot=2,...,r:

i—1
Ui = Qg — Zj:l lijujr‘

Proi=r+1,..,n:
= (@i — X500 liyuge).
Prok=1,...,n:

lee = 1.

Zbylé prvky jsou pak rovny nule. Algoritmus, ktery jsme si pravé uvedli, je
odvozen z maticového nasobeni. Vyjdeme z puvodni rovnice A=LU, kde A je
matice fadu n, kterou chceme rozlozit. L je pro nas zatim neznaméd matice, o
které ale vime, ze je dolni trojuhelnikova. O matici U vime jen to, ze je horni
trojuhelnikova. Pro maticové nasobeni plati a;; = ZZ=1 likugj. Prvky matice A
zname. 7 téchto informaci jsme schopni postupné dopocitat prvky matic L a U.

Kdyz budeme fesit soustavu linarnich rovnic pomoci LU rozkladu, tak radové
provedeme stejné operaci jako pfi pouziti Gaussovy eliminacni metody. Z hle-
diska slozitosti jsou tedy tyto metody ekvivalentni. Pouziti LU rozkladu je ovsem
vyhodnejsi v piipadé, kdy fesime vice soustav linedrnich rovnic se stejnou matici
a meéni se nam pouze vektor pravé strany. Pak se totiz nejnarocnejsi ¢ast vypoctu,

tedy vypocet matic L a U, provede pouze jednou. [0, str. 94].

15



2.3. Choleského rozklad

Choleského rozklad je varianta LU rozkladu pro symetrické matice. Hledame
takovou matici L, pro kterou plati L¥L" = A. Tedy L je doln{ trojihelnikova
matice stejné jako u LU rozkladu, ale U je nyni rovno L”. Vzhledem k tomu,
ze zde budeme pracovat pouze se symetrickymi maticemi, tak pravé Choleského
rozklad je metoda, jiz budeme pii feseni rovnic vyuzivat. Za A tedy nyni dosadime
L*L" a dostaneme tak LL"x = b. A stejné jako u LU rozkladu si zde oznacime
L’x = ¢ a dostaneme tak Lc = b. Tuto soustavu vyFesime a po ziskan{ vektoru
¢ vyfesime zpétnym chodem soustavu L7x = c.

Matici L opét ziskdme pomoci maticového nésobeni v nasledujicim dvojitém

for cyklu.

Pro j=0,...,n:

Proi=7+1,...,n:

i
aij = Y y_g litljt

I
’ Ljj

Zbylé prvky jsou zase rovny nule. Stejné jako LU rozklad je i Choleského

rozklad odvozen z maticového nasobeni.
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Kapitola 3

Vlastnosti charakteristické pro
ridké matice

3.1. Struktura a datové schéma ridkych matic

V této sekci se budeme vénovat ruznym zpusobum, jak mit fidkou matici
uloZenou v paméti pocitace. Vezméme si tedy matici A, na niz v této sekci budeme
ukazovat jednotlivé zpusoby ulozeni v paméti pocitace. Vzhledem k tomu, ze
kazda tidkd matice je vlastné hustd matice se spoustou nul, muzeme kazdou

fidkou matici v poéitaci ulozit uplné stejné, jako matici hustou.

1200300 4
05060000
007003800
A:0901000110
120 0 0130 0 0O
0140 0 0150 O
00 0160 017 0
([0 0180 0 0 1920

Je pochopitelné, 7Ze tento zpusob nepiinese zadné inovace, nebot jsme nijak
nevyuzili mnozstvi nul v matici a tim v podstaté ani nesplnili definici fidké ma-
tice.

Jednim z moznych zpusobu ulozeni idké matice je takzvana triplet form neboli

trojice seznamu. Ta muze vypadat nasledovné:
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z=1{0,0,0,2,3,3,3,4,0,1,1,2,6,5,7,7,4,7,6,5},
y = {07 ]" 47 57 17 3’ 67 07 77 17 3’ 27 67 17 7’ 67 47 27 4’ 5}7
hodnoty = {1,2,3,8,9,10,11,12,4,5,6,7,17, 14, 20, 19, 13, 18, 16, 15}.

Tato forma je velice jednoducha na vytvoreni, ale jesté stale zabira v paméti
zbytecné vice mista, nez je potieba, a v algoritmech se pfilis nepouziva. [1, str.
8] V podstateé je to jen zapis hodnot z matice do vektoru a k nim jejich radkovy
a sloupcovy index, pficemz vynechame prvky matice rovné nule. V tomto sezna-
movém zépise tedy vzdy hodnoté hodnota(k) odpovida x(k) jako radkovy index
a y(k) jako sloupcovy index. Je tedy mozno hodnoty zapisovat v jakémkoliv
usporadani.

Pokud ovSem budeme tuto trojici vektoru sestavovat tak, ze matici budeme

projizdét po sloupcich, dostaneme nésledujici vysledek:

x={0,4,0,1,3,5,2,7,1,3,6,0,4,2,5,3,6,7,0, 7},
y=1{0,0,1,1,1,1,2,2,3,3,3,4,4,5,5,6,6,6, 7,7},
hodnoty = {1,12,2,5,9,14,7,18,6,10,16,3, 13,8, 15,11, 17, 19, 4, 20}

Kdyz se podivame na y, vidime, jak jsou tyto indexy postupné uspoidadany. To
je déno tim, Ze jsme matici projizdéli po sloupcich. (Kdybychom ji projizdeli po
fadcich, tak se totéz stane u x.)

Pravé tohoto poznatku lze vyuzit a dostat tak jiz hodné pouzivanou CCS
formu (Compressed column storage). Nékdy také jako CSC (Compressed sparse
column storage). A jak jiz ndzev napovidd, jednd se o komprimovanou, hojné
pouzivanou datovou strukturu k zapisu fidkych matic, ziskanou pomoci pruchodu
matice po sloupcich. Existuje také CRS (Compressed row storage), jenz je ziskdna

pomoci pruchodu po radcich. V pripadé nasi matice A vypadd CCS nésledovneé:

z=1{0,4,0,1,3,5,2,7,1,3,6,0,4,2,5,3,6,7,0, 7},
y ={0,2,6,8,11,13,15,18, 20},
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hodnoty = {1,12,2,5,9,14,7,18,6, 10, 16, 3,13,8,15, 11, 17, 19, 4, 20}.

Lze vidét, ze x a hodnoty zustaly stejné. AvSak nyni je jiz y mnohem kratsi
a taktéz se zménil jeho vyznam. Pokud tedy mame fidkou matici o rozmérech
m X n, kterd obsahuje ¢ nenulovych ¢isel, potom jako CCS ji reprezentujeme po-
moci:
—vektoru hodnot, obsahujictho pravé ¢ nenulovych hodnot z matice, vétsinou
formatu double.
—vektoru x, ktery obsahuje taktéz ¢ prvku, v tomto pripadé to jsou vsak indexy,
jedna se tudiz o celoc¢iselné hodnoty.
—vektoru y, délky n 4+ 1. Tento vektor nam iika, od kolikdtého indexu pole z
zacina dalsi sloupec nasi matice A. Prvni prvek je vzdy 0 a posledni je vzdy roven
poctu prvku matice.

Plati tedy, ze naptiklad hodnota(4) = 9 je v matici na fadku z(4) = 3, coz
je 4. fadek, protoze &fslujeme od nuly. A v 1. sloupci nebot éfslo 4 (index pole
hodnota) lezi ve vektoru y mezi ¢isly 2 a 6. Vezme se to mensi z nich, coz je ¢islo

2 a jeho index je 1.

3.2. Zaplnovani

V anglic¢tiné je tento fenomém znamy pod pojmem Fill-in. A jedna o stav, kdy
nam v matici pfibyvaji nenulové prvky. Zaplnovani nastava ve fazi, kdy resime
soustavu rovnic, reprezentovanou matici, pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.
Neboli, kdyz rozkladdme matici pomoci LU rozkladu, v pripadé symetrické matice
je to Choleského rozklad. Pripomenme si, ze v k-tém kroku provadime nasledujici:

;o @i = D litdye
,] - l

J:J
A tedy i pokud v puvodni matici na pozici a; ; byla nula, po rozkladu na stejné

pozici l;; nula jiz byt nemusi, pokud suma "  (l;; * [;;)) bude nenulovd. A

prave tyto prvky l; ;, pficemz a; ; = 0, jsou nazvéany zaplnénim. Pojd'me si uvést
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priklad. Vezméme si matici A, kterd vypada nasledovné. Jelikoz fesime pouze
pozice prvku, netieba znéat presné hodnoty. Tuto matici budeme rozkldadat Cho-

leského rozkladem, a dostaneme tak matici L.

OR 8 8 OO0 OR
OO R 88 OO
OR OK8 OO0 OO
8 oo ocooo o8 O

SO OKR 8 K8 8 8
8 oo o8& &K
DO OO 8 OR
DO O8 ©OO8

Do oOoO8 8 8 8 8
K8 OO e e & 8
e OO e e 3

e OKR e 8
o= K8 8

e I

Symbol e nam znaci zaplnéni zpusobené rozkladem matice A.

Cilem metod pro tidké matice je vSak vyhnout se pocetnim operacim s nulovymi
prvky, kterych chceme mit v matici co nejvice. Je proto snahou se zaplnovani
vyhnout. Zaplnhovani je tudiz negativni jev, a je ovlivnéno vybérem pivota.
Problém zaplnovani se da nejlépe demonstrovat na maticich typu Sipky. Vezméme

si takovou matici A1, jez vypada nasledovné.

Al =

8 8 8 8 8 8 8 &8
S o oo oOo 8 &
Do oo K8 OXR
Do OO R OOR8R
DO OR8 OO0 OR8R
DO OO O OR
OR OO OO OR
8 OO oo o OoO8
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Choleského rozklad L této matice bude mit nejvétsi mozné zaplnéni.

e 6 6 6 0 0 = O
e 6 0 0 0 = O O
e 0 0 0 =3 O OO
e 0 0 8 OO OO
o083 OO O OO
08 OO OO oo
8 OO0 oo o oo

8 8 8 8 8 8 8 8

Pritom staci, abychom matici A1 spravnou permutaci P pierovnali do podoby

A2

A2 =

g8 oo oo &8 OO
8 OO0 o&8 oo
8 OO0 &8 OO0 oo
8 O8 OO0 OO0 O
8 8 OO OO OO

8 OO oo o8 O
88 8 8 8 8 8 8

8 OO OO O OoORrR

Vysledek Choleského rozkladu L2 bude mnohem uspokojivéjsi.

L2 =

8 OO0 OO O OoOR
g8 oo ocooco o8 O
8 oo oo &8 OO
8 OO0 oK OO0 O
8 OO K8 OO OO
g8 OoOK8 oo oo
8 8 oo o oo
8 8 8 8 8 8 8 &8

Zde nedoslo k zaplnéni vibec. To nazyvame perfektni eliminace.

Jak se lze docist v [3, str. 99|, jde vidét, ze zapliovani zavisi na vlastnos-
tech matice. V obecném piipadé, pokud neni matice pozitivné definitni, musime
balancovat mezi zapliovanim a numerickou stabilitou. Je-li nase tidka matice
symetricka a pozitivné definitni, mame svobodu v pivotovani za tic¢elem minima-
lizace zaplnéni. Navic muzeme uz s predstihem uréit, ktera mista se nam zaplni.

Coz se nazyva symbolicka faktorizace. I na nasem piikladu v této kapitole jsme

21



mohli vidét, ze konkrétni hodnota jednotlivych prvku nema vliv na to, kterd mista
se zaplni. Zaplnovani ovliviiuje pouze struktura matice a pivotovani. Neboli Graf

této matice a jeho ocislovani.

3.3. Zaplnovani z pohledu graft

V predchozi sekci jsme si zaplnovani definovali a urcili jsme, co jej zpusobuje.
Nyni se podivame na to, jak s nim pracovat z pohledu grafi. Bude pro nés dulezita
nasledujici véta. Vezméme si posloupnost grafa G® tak, ze G© = G a G@ je

graf v i-tém kroku eliminace.

Véta 1. G ziskime z G odstranenim wzlu x; z grafu a odstranénim vsech
hran vedoucich k tomuto uzlu. Zdroven vsak do grafu priddme hrany mezi vsemi

zbyvagicimi sousedy daného uzlu tak, aby byl kazZdy s kaZdym propojen.

Diikaz ctenai najde napiiklad v [3, str. 102]. Nicméné hlavni myslenka je

nasledujici. Vezméme si prvni krok GEM. Pak plati, ze

0 0
1 _ (0 af) *ag,y)'
g — Qi T .

)

Q11

Vidime, Ze nové a; ; je nenulové, pokud puvodni a; ; bylo nenulové a nebo pokud
jsou ag)l) # 0 a zaroven ag(’)])- # 0. A pravé druhd varianta nam vlastné k4, ze oba
uzly z; a x; jsou sousedé uzlu z;. Tedy, pokud eliminujeme uzel z;, vytvoii se
mezi jeho sousedy nova hrana, ktera je reprezentovana pravé pomoci nenulového
ai,j-

Zaplneni v teorii grafi znacime do eliminacnich grafu (elimination graphs),

znacime Gp, F=L4+L”. A tedy Gp = (V, EF). Demonstrujme na nasledujicim
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prikladu. Vezméme si matici A, se kterou jsme se jiz setkali v predeslé sekci 3.2.

z x x x x 0 0 0
z x 0 0 0 0 0 =z
z 0z 0 0 0 0 O
A z 0 0 = 0 = 0 O
z 0 0 0 z = « 0
0 0 0 o = 0 O
0O 0 0 0 2 0 2 O
00z 0 0 0 0 0 x|

Jeji graf bude vypadat nasledovné.

Ukazeme si, jak se graf bude ménit postupnou eliminaci uzlu xq, z1, z9, ..., T7.







Vysledny elimina¢ni graf G pak bude vypadat nasledovné.

Jak jsme si v 3.2 ukazali, nasi matici A odpovida matice L. Pokud tedy udélame

L+L” (jen ji symetricky doplnime), tak tato matice bude odpovidat nasemu
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eliminaénimu grafu Gp. Nebude-li uvedeno jinak, matici L+L? budeme znaéit
F. Pro nasi matici A tak dostavame F(A) = (L4+L”)(A), pficemz viechny nové

hrany (Cervené) odpovidaji v matici F(A) symbolum e.

F(A) =

e OKR 0 8 0 e 7
e 8 8 K8 e e 0 =
o008 8 8 O OO

e OO e e 3 e &
e 5 e 8 oo O
5 © 0 0 0 0 B O

OO 8 8 88
g oo e 0 0 &8 8

Pro prehlednost si nasledujici poznatek zapiseme do definice.

Definice 9. F(A) = (L+L") (A) nazveme matici zapliieni matice A. Ta zdrover

odpovidd eliminacnimu grafu Gp.

V anglické literature se F(A) casto nazyva filled matrix a nebo factorized

matrix.

3.4. Dosazitelné mnoziny

V predeslé sekci jsme mohli pozorovat, jak ziskat G za pomoci posloupnosti
G; = (V;, E;). OvSem nejen v teorii, ale i pfi praktickych vypoctech, by bylo dobré
miti k dispozici postup, jak G ziskat piimo z origindlniho grafu Go = (V, Ey),
bez nutnosti postupovat rekurzivné po jednotlivych krocich. A pravé to je cilem
této sekce.

Zde si ukazeme, jak ziskat eliminacni graf Gp pfimo z originalniho grafu
Go = (Vi, Ep), aniz bychom museli tvofit posloupnosti grafu. Jinak feéeno nés
zajima, jak pfimo z puvodniho grafu urcit, které nové hrany vzniknou, a tedy,
kterd mista v matici se zaplni. Tento poznatek posléze vyuZzijeme i pii zjistovani
sousedu uzlu v i-tém kroku eliminace.

Budeme zde vyuzivat stejny graf jako v minulé sekci. Za¢neme tim, ze po-

drobnéji prostudujeme, jak vznikla hrana {4,7}, jednd se o hranu mezi uzly 4
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a x7. Tato hrana vznikla v grafu poté, co jsme eliminovali uzel x;. Tim se nam z
hran {1,4} a {1, 7} stala hrana {4, 7}. Ale ani hrana {1,4} v puvodnim grafu ne-
byla obsazena. Ta vznikla pfi eliminaci uzlu xg, kdy se z {0,4} a {0, 1} vytvorila
hrana {1,4}. Vidime tak, ze za vnikem hrany {4,7} stoji ve skutecnosti cesta
(x4, To, 1, 7). Pravé tohle je motivaci k pouziti dosazitelnych mnozin, které si

nyni predstavime.

Definice 10. Necht S je podmnoZina mnoZiny uzli V. Necht © ¢ S. Potom
rekneme, Ze x je dosaZitelné z uzlu y pres mnoZinu S, pokud existuje takovd cesta

(y, w1, Uz, ..., ug, ) zx do y, pro kterou u; € S prol <i <k .

Poznamenejme, ze muze nastat i k = 0. Tedy kazdy soused uzlu y, ktery neni
obsazen v mnoziné S, je dosazitelny z y pres S.

Dosazitelnou mnozinu z uzlu y pfes mnozinu S budeme tedy znacit:
Reach(y,S) = {x & S| x je dosazitelné z y pres S}.

Nyni, kdyz mame k dispozici funkci Reach(y, S), muzeme nové vzniklé hrany v
elimina¢nim grafu G uréit snadno z puvodniho grafu Gy = (Vp, Ey), bez nutnosti
sestavovani celé posloupnosti grafu, jako jsme to délali v sekci 3.3. Shriime tento

poznatek do nésledujici véty, jejiz dukaz lze najit v [1, str. 113].
Véta 2. EF = {{z;,2,}| v; € Reach(x;, {0, 71, ..., 7 1})}.

Véta nam tika, ze pro eliminacni graf davame do mnoziny S vSechny jiz
zpracované a ocislované uzly. Jelikoz ¢islujeme od zacatku, tak S obsahuje vzdy
vsechny uzly s éfslem mensim, nez je ¢islo uzlu, pro ktery aktualné zjistujeme jeho

dosah. Pojd'me si vétu demonstrovat na pifkladu. Vezméme si nds graf matice A.
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Jak bude vypadat Reach pro jednotlivé uzly? Jak jiz bylo zminéno, mnozina S
vypada nasledovneé: S; = {xg, z1, ..., z;_1}.

Reach(xg, So) = {x1, 29, 23,24}, So={}

Reach(zq, S

- {x27x37x4ax7}7 Sl — {'rO}

Reach(zg, So) = {3, 24, 27}, Sy = {wo, 21}

Reach(xy, S4) = {x5, x6, 27}, Sy ={xo, ..., x3}
Reach(zs, S5) = {x¢, x7}, Ss = {xo, ..., x4}
= {z7}, Se = {xo, ..., x5}
={}, S7 = {xo, ..., x6}.

Pripomenme si, jak vypadal nas puvodni graf po eliminaci.

(0, So0)
(1,51)
(2, 52)
Reach(zs, S3) = {za, x5, 27}, Sy = {xo, 21,22}
(4, 54)
(5, 95)
Reach(ws, Sg)
(

X7, 87)

Muzeme zde vidét, ze vySe uvedené schéma funkce Reach spliuje néledujici.

Reach(z;, S;) ndm vzdy d& sousedy uzlu x; v i-tém Gaussovy.
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Navic, mnozina { Reach(z;, S;), S;} ndm d4 vsechny sousedy uzlu x; ve vysledném
eliminacnim grafu Gp.
Pozorujeme, Zze se ndm podafilo strukturu L zcela popsat pouze vychozim

grafem G a funkci Reach. Shrime si tyto poznatky do véty.

Véta 3. Necht y je uzel v eliminacnim grafu G; = (Vi, E;). MnoZina sousedi uzlu
y v grafu G; je ddna pomoci Reach(y,{xo,...,x;}), kde funkci Reach aplikujeme

primo na puvodni graf Gy.

[1, str. 115]
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Kapitola 4

Algoritmus minimalniho stupné

V této kapitole, jak jiz jeji nazev napovida, se podivame na Algoritmus mi-
nimélniho stupné, budeme jej zkracovat MDA (minimum degree algorithm). Jedn4
se 0 nejcastéji pouzivany algoritmus. Nejprve si predstavime, na ¢em tento algo-
ritmus stoji, poté jeho zdkladni variantu a nésledné dalsi mozné zpusoby rychlejsi
implementace a dalsich pripadnych zrychleni vypoc¢tu. Abychom v dalsim textu
mohli na nésledujici varianty MDA odkazovat, algoritmy si oznac¢ime. Znacit je
budeme MDA1, MDA2 a tak dale, vzdy tucné, abychom odlisili, ze se jedna o
konkrétni algoritmus oproti obecné zkratce MDA. Algoritmus se opira o nasledujici
myslenku.

Necht A je libovolnd symetrick4d matice a P je permutacni matice. Pojdme
se podivat, jak je to s nulovymi prvky u matic A a PAPT. Pokud matici A
prerovname pomoci permutace P, umisténi nulovych prvku se samoziejmé zméni,
ovéem jejich pocet ziistane zachovan. Plati |[Nonz(A)| = |[Nonz(PAPT)|. Nonz
je zkratka pro non zeros, neboli nenulové. Co se ovSem zasadné lisi, je pocet

nenulovych prvku poté, co tyto matice rozlozime Choleského rozkladem. Tedy

|Nonz(F(A))| # |Nonz(F(PAP))|.
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V idedlnim piipadé bychom chtéli najit takovou permutaci P*, ktera nam

bude zaplneni minimalizovat, aby platilo néasledujici:

|Nonz(F(P*AP*"))| = min|Nonz(F(PAPT))|.

[1, str. 132]

Bohuzel, zatim neni znam zadny efektivni algoritmus, ktery by ndm dal optimalni
P* pro obecnou, symetrickou matici. Proto se tedy spoléhdme na heuristické

Pokud mame jiz oc¢islovanych {z1, ..., z;_1 } uzlu, je zaplnéni v téchto sloupcich
jiz pevné dano. Abychom minimalizovali zaplnéni v i-tém sloupci, tak ve zbyvajici
¢asti matice, ktera ma byt jesté zpracovana, najdeme sloupec s nejmensim poctem
nenulovych prvku a ten presuneme na pozici i-tého sloupce. Pro nazornost zob-

razeno na obrazku 4.2.

: Z
| N\
: 7
| 7

Obrézek 4.1: Motivace pro algoritmus minimélniho stupné.
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4.1. Zakladni algoritmus

7 teoretického hlediska je zakladni varianta algoritmu velmi jednoducha. Nejlépe
se nam bude popisovat pomoci grafii a eliminacnich grafi. Tento algoritmus si
oznacime jako MDA1 a pod stejnym nézvem je i v piflohdch. Necht Gy = (V, E)
je neocislovany graf. Algoritmus pak lze shrnout do nasledujicich kroku.

1. (Inicializace) i = 1.

2. (Vybeér nejmensiho stupné) V grafu G,_1 = (V;_1, F;_1) vyber uzel s nejmensim

stupném.

3. (Sestaveni nového grafu) Sestav novy elimina¢ni graf G; = (V;, E;) tak, ze

z grafu G;_; odeberes uzel x; podle véty 1.

4. (Ukoncovact kritérium) Nastav ¢ = i + 1. Pokud plati, ze i > |X]|, zastav.
Jinak pokracuj od kroku ¢islo 2.
(Posledni krok nam tedy fikd, ze algoritmus pracuje v cyklu o délce n, kde
n je pocet uzlu, neboli dimenze matice, dokud nevycerpa, a tedy neocisluje

vSechny uzly.)

Obrazek 4.2: MDA pro graf.
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Nez se pustime do iprav zékladniho algoritmu, pojdme se podivat na pouziti
tohoto algoritmu na konkrétnim piikladu. Vezméme si matici A, se kterou jsme

se jiz setkali v kapitole 3.2.

r xr x x x 0 0 O
z 0 0 0 0 0 =
z 0z 0 0 0 0 O
A r 0 0 =z 0 « 0 O
r 0 0 0 2 « = O
0 00z =z = 0 0
0O 00 0 = 0 x O
|0z 0 0 0 0 0 =

Graf matice A vidime vlevo na obréazku 4.2. V prvnim kroku algoritmu pracujeme
tedy s celym grafem. Stupné jednotlivych uzlu jsou deg(i) = [4,2,1,2,3,2,1,1]
v poradi od uzlu a do h. Nejmensi stupen uzlu je tedy cislo 1. Vidime, ze se
tu vyskytuje vicekrat, ale feSeni shod stupnu v zakladnim algoritmu neni nijak
implementovano a vybere se tedy prvni v poradi. Coz je pro nas uzel c. Uzel ¢
tedy oc¢islujeme jako uzel 0. Nyni dle kroku 3 transformujeme matici. O¢islovani
uzlu znamend, ze v matici A prohodime prvni a tieti fadek a sloupec. Dostaneme

tak matici AL,

OoOR8 O8 8 © O
o8 883 oy oo
o8R8 8 8 OO0 O
o8 o8 OO0 o O

8 o000 OoOo K8 8 O
DO OR8 8 K8 8 8
88 OO0 o oo 8 O

oo &8 OR8

0 0

A nyni odstranime ocislovany uzel 0, tedy vyskrtneme prvni rfadek a sloupec.

Pracujeme tak pouze se submatici A' = A[1:, 1:], kterd vypadd nasledovné.

Al =

SO R8 O8 8 O
OoOR8 O8 O OO
8 OO0 OO OoOR

OR 8 K8 ok ©
OO K8 8 8 OO

8 O oo 8 8
SO OR &8 8 8



Této matici A' odpovida graf G, = (Vi, E}).

Stupné jednotlivych uzlu jsou deg(i) = [2,3,2,3,2,1,1] v poradi uzla od b do h. A
nyni bychom zase vybrali uzel s nejmensim stupném a takto dél, dokud bychom

neocislovali vSechny uzly v grafu. Vysledny graf 1ze vidét vpravo na obrazku 4.2.

4.2. MDA pomoci dosazitelnych mnozin

Pouziti posloupnosti grafu v zakladnim algoritmu nam dava do rukou prvni
pouzitelny nastroj k urceni uzlu, ktery bude ocislovan jako dalsi. A tedy k
vhodnému prerovnani matice. Nicméné z hlediska implementace je sestaveni nového
moznost pracovat pouze s origindlnim grafem Gy = (V4, Ep). Tedy na ném uréit
celé ocislovani grafu, nikoli vzdy jen dalsi krok a pak sestavit graf novy. Takto
bychom se totiz vyhnuli tvorbé posloupnosti grafii a tim cely algoritmus pod-
statné zrychlili. Odpovéd je samoziejmé kladnd, a na otézku, jak to udélat, ndm
d4 odpoved funkce Reach, se kterou jsme se jiz sezndmili v kapitole 3.4. Variantu
Algoritmu minimalniho stupné s pouzitim funkce Reach si oznacme jako MDA2.

Pomoci Reach 1ze zékladni algoritmus popsat takto.
1. (Inicializace) S = 0. Deg(x) = |Adj(x)| pro z € V.

2. (Vybér nejmensiho stupné) Z mnoziny V — S vyber uzel y s nejmensim

stupném. Tento uzel o¢isluj a nastav T'= S U {y}.

3. (Aktualizace stupnii) Deg(u) = |Reach(u,T)| prou € X —1T.
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4. (Ukoncovaci kritérium) Nastav S = T. Pokud plati T = X, zastav. Jinak

pokracuj od kroku éislo 2.

Timto pristupem vyuzivame pouze puvodni graf Gy, konkrétné strukturu se-
znamu sousedt, a to po celou dobu béhu algoritmu. Pravé na této strukture v
kroku 3, pomoci funkce Reach, vzdy prepocitavame stupné uzla spolu s tim, jak
jednotlivé uzly oc¢islovavéame (eliminujeme).

Mnozina S ndm zde tika, které uzly jsme jiz zpracovali a o¢islovali. Na zacatku
je prazna a postupné nam narusta. V druhém kroku vybereme uzel s nejmensim
stupném z uzlu, které jsou doposud neocislované, tedy nepatii do .S. Ovsem po eli-
minaci uzlu se ndm stupné zméni, coz musime zohlednit, a proto prepocitavame
stupné. V zakladni verzi jsme sestavovali novy graf, zde jen aplikujeme funkci
Reach na puvodni graf a tim nam odpada nutnost sestavovat nové grafy. V po-
slednim kroku fesime pouze, kdy algoritmus zastavit, coz nastane v piipadé, ze
jsme prosli véechny uzly v cyklu n.

Nicméné, pokud se nad algoritmem jesté dale zamyslime, zjistime, Ze neni
nutno v kazdém kroku prepocitavat vSechny uzly z mnoziny X — 7. Stupen se
bude ménit pouze u ¢asti z nich. Pokud totiz eliminujeme uzel y, méni se nam
pouze stupné uzlu, jez patii do Adj(y) v daném kroku eliminace. Jako vzdy si to
Gy (4.2 vlevo). A podivejme se na krok, ve kterém budeme ocislovavat uzel a.
Nyni jiz méame uzly ¢, g, h, b (v tomto poradi) o¢islované jako 0, 1, 2, 3 (zndzornéno
sedou vyplni na obrdzku 4.3 vlevo). Tyto uzly nyni patii do mnoziny Sy. Uzel
a otislujeme, tedy a = x4. Mnozinu T nastavime jako 7' = S + {a} (obr. 4.3

vpravo). Celkové tak méme:
Sy = {wo, x1, 29, x3}, T = {wo, X1, T2, T3, T4}
Plati Reach(a,S3) = {d,e}. Tedy v kroku 3 naseho algoritmu sta¢i prepocitat
stupné uzlu d a e.
Deg(d) = Reach(d,T) = |{e, f}| =2 a Deg(e) = Reach(e,T) = |{d, f}| = 2.
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Obrézek 4.3: Reach a MDA

Muzeme tak krok 3 v nasem algoritmu ptrepsat nasledovné.

(Aktualizace stupnii) Deg(u) = |Reach(u,T)| pro u € Reach(y, S).

4.3. Moje implementace MDA

V této sekci bych rad shrnul a popsal svoji implementaci Algoritmu mi-
nimalniho stupné, sepsanou v Python 3.6. Duvodem, proc¢ ji zde uvadim, je,
Ze pri testovani na mnou generovanych ndhodnych maticich vykazuje jesté mensi
¢as vypoctu, nez algoritmus s uzitim funkce Reach. Casy méteni a dalsi pitklady
nasleduji v dalsi kapitole. Nez jsem se dostal k verzi algoritmu, kterou zde uvedu,
probéhlo mnoho tprav. Vychazel jsem z algoritmi MDA1 a MIDA2 a postupné
je zdokonaloval se snahou o zrychleni vypoctu. Vstupem pro tento algoritmus,
ktery si zde oznacime jako MDAGtoP, je graf dané matice A. Vystupem je
permutacni matice P. Po provedeni permutace PAPT dostaneme stejny vysledek

jako algoritmus MDA2. Nyni tedy jiz k samotné implementaci.

1. (Inicializace)
Vstupem je graf.
P = zeros(n,n),
deg(x) = zeros(n),

update = 0,1, ..., n,
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j=0.

Vstupem je graf, oznacme jej jako graf. Jedna se o seznam o délce n, kde
kazdéa polozka je Adj(x;) (tedy dalsi seznam). Matice P je nase vysledna
permuta¢ni matice, ve které zaznamenavame prohazovani uzlu. V seznamu
deg(z) budeme mit stupné jednotlivych uzlu a mnozina update nam slouzi
k tomu, abychom pfepocitavali jen potifebné uzly, nikoliv vSechny. Pies j

budeme projizdét cyklus o délce n.

. (Aktualizace stupnii a vgbér nejmensiho stupné)

deg(z;) = |Adj(x;)|, pro i € update.

mini = argmin(deg),

P(j,mini) = 1.

V prvnim kroku zde napoc¢itame stupné uzlia. Ty zjistime jen jako délku se-
znamu Adj(z) a v dalsich krocich uz pak prepocitavame pouze ty uzly, jez
jsou obsazeny v mnoziné update. Pak vybereme uzel s nejmensim stupném
(shody opét nefesime a vybereme prvni v potradi). mini tedy obsahuje ¢islo
uzlu v puvodnim usporadani, ktery ma nejmensi stupen v tomto kroku algo-
ritmu. Tento uzel bude oé¢islovan jako j. Oc¢islovani zapiSeme do permutaéni

matice.

. (Transformace grafu)

update = Adj(mini),

deg(mini) =n+ 1,

graf = eliminuj(mini, graf),

graf[mini] =" hotovo”.

V tomto kroku si do update ulozime sousedy uzlu, ktery vyeliminujeme. Jiné
totiz prepocitavat nepotiebujeme. Stupen vyeliminovaného uzlu nastavime
na n + 1, tedy vétsi, nez maximalni mozny stupen, abychom zabranili
jeho opétovnému vybéru. Neodebirdme jej iplné, nebot takto nemusime
upravovat indexy ostatnich uzlu. Kdybychom uzel odebrali, museli bychom

preindexovat vSechny ostatni uzly za odebranym uzlem a nebo mit dalsi se-
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znam pro indexy uzlu. Dale graf v tomto kroku pretransformujeme pomoci
pomocné funkce eliminuyj. Ta funguje nasledovneé.

Vstupem je uzel, ktery chceme symbolicky vyeliminovat, a graf, ve kterém
budeme eliminaci provadét. Vezme Adj(mini) a ke kazdému uzlu z; z této
mnoziny pridé k Adj(z;) vSechny ostatni uzly z Adj(mini), kromé uzlu z;,
které v této mnoziné Adj(x;) doposud nejsou. Jednd se vlastné o symbolické
vyeliminovani uzlu mini a tim dochézi k redukci grafu v dalsich krocich.
Vyeliminovany uzel totiz oznac¢ime "hotovo”a dale uz s nim nijak nepracu-
jeme. Opét jej ze seznamu neodebereme tplné, protoze by se ndm zménila

délka pole a tim i indexy ostatnich uzlu.

. (Ukonéovact kritérium)
Nastav j = j + 1. Pokud plati j = n, zastav, nebot jsme ocislovali vSechny
uzly. Jinak pokracuj od kroku ¢islo 2.

Tim je algoritmus u konce. Vysledkem je permutacni matice P.
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Kapitola 5

Priklady a testovani

V této kapitole si ukdzeme hned nékolik véci tykajicich se MDA. Piedné, jak
krok po kroku vyuzit algoritmus pii feSeni soustav linearnich rovnic na malych
maticich. Duvod, pro¢ zaCindme pravé mensimi maticemi, je, abychom je zde
mohli mit explicitné uvedené. Postup je samoziejmé stejny i na velkych maticich,
kde, jak jiz ¢tenar vi, je jeho pouziti bezesporu vyhodnéjsi. Nésledné si ukazeme,
jak bude vypadat prerovnani matic velkych. Ty uz zde explicitné psat nebudeme
kvili jejich rozmérum. Nicméné si uvedeme alespon nahledy rozmisténi prvku.
Tretim bodem bude mérit zaplnéni na maticich ruznych velikosti mezi jednot-
livymi variantami algoritmu. Uvedeme si také prumérné doby vypoctu jednot-
livych algoritmt na maticich ruznych velikosti a také srovnani s pripadem, kdy
MDA pouzivat nebudeme. Vsechny algoritmy, které zde zminime, jsou popsany

v nasledujici kapitole. Proto je zde nebudeme nijak detailnéji popisovat.
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5.1. Priklad na reSeni soustavy rovnic

Jak tedy vyresit nasledujici soustavu rovnic? Matici levé strany budeme znagcit

A a velktor pravé strany b.

+3r1 —x9  +2x35 + 226 =19
—x1 + Txs +3x5 + 276 —xg =32
+2x +3x3 =11
+ Txy +x¢ 4y =62

(5.1)
+ 3x9 +5xs —x7 =24
+2x1 + 29 + x4 + 6x¢ =46
+4x, —x5 +6x7 =53
— Iy + 2xg = 14,

V souladu se schématem popsanym v sekci 3.1 budeme mit tuto soustavu v
pocitaci zapsanou v CCS formé nasledovneé.
x=10,1,2,5,0,1,4,5,7,0,2,3,5,6,1,4,6,0,1,3,5,3,4,6, 1, 7],
y=10,4,9,11,14,17,21, 24, 26],

hodnoty = [3,—-1,2,2,—-1,7,3,2,-1,2,3,7,1,4,3,5,—1,2,2,1,6,4,—1,6,—1, 2],
Pro uziti MDA, musime mit graf. Zacneme tim, ze sestavime z této ¥idké matice

graf, ktery vypadd néasledovné.

@ 0‘6

Nyni muzeme na tento graf aplikovat algoritmus minimalniho stupné, abychom

jej precislovali. Pouzijeme tedy MDA GtoP ze sekce 4.3. vysledkem je matice
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Tedy muzeme soustavu rovnic prerovnat A? = PAP?. Spolu s ni pferovname
i vektor b?> = Pb. Vzhledem k tomu, Ze je matice symetrickd, bude ndm pro
Choleského rozklad stacit vzit dolnf polovinu prerovnané matice A2 Ta, zapsana
v CSS, vypada nésledovneé.

x=10,2,1,3,2,3,6,3,5,6,4,6,7,5,7,6, 7],

y=10,2,4,7,10, 13,15, 16, 17|,

hodnoty = [3,2,2,-1,3,-1,2,7,3,2,7,1,4,5,—1,6,6].

Pravé pri provadéni Choleského rozkladu na tidké struktute usetiime ob-
rovské mnozstvi ¢asu a paméti pii vypoctech. Pokud totiz provddime Choleského
rozklad na husté matici, jak jsme si jej popsali v sekci 2.2, provadime faddové n?
operaci, coz je pro velké matice enormni mnozstvi. Zde, pri pouziti Choleského
rozkladu pro feseni soustavy s fidkou matici usettime nejvice casu. Presto je Cho-
leského rozklad vypocetné nejnarocnéjsi ¢asti feseni soustavy s fidkou matici. Pii
testovani pro dimenzi n = 2000 mi Choleského rozklad zabral 41% celkového ¢asu
vypoctu, pro dimenzi n = 5000 to bylo 61%. Pro n = 8000 to bylo uz dokonce
69%. Je tedy vidét rostouci trend. Choleského rozklad je tak nejndroénéjsi casti
feSeni soustavy i pro ridké matice. Je mozné, ze muj kéd pro Choleského rozklad
by se dal zefektivnit, nicméné netusim zatim jak, a bylo by tfeba tomu vénovat
vice ¢asu. Srovnani rozkladu pro fidké a pro husté si ukazeme v sekci méteni.

Zpét k teseni naseho prikladu. Po provedeni Choleského rozkladu dostaneme
matici L. Modifikaci Choleského rozkladu mam ve svych algoritmech oznac¢enou

jako Cholezskysparse. L bude zase v CCS formé. Zde ji ovSsem uvedu v husté
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formeé kvuli prehlednosti. Navic ji zaokrouhlime na 3 desetinna mista.

[1.732 0 0 0 0
0 1.414 0 0 0
1.155 0 1.291 0 0
0 —0.707 =0.775 2.429 0
0 0 2646 0
0 1235 0 1.864 0
1.549 1.317 0.378 —0.873 0.980 0
0 0 1.512 —-0.536 —1.061 1.517

0
0
0
0

S OO OO
O OO DO OO

o O O O
o O O O

Nyni uz jen vyfesime soustavu Lc = b a ndsledné soustavu L'x = c. Oba
tyto kroky fesi algoritmus oznaceny jako RRS. Vysledkem je tak vektor x? =
3,8,1,2,4,5,6,7]7. Ten je fesenfm nasf pferovnané soustavy A’x* = b?. Resenfm
pivodni soustavy Ax=Db je vektor x = [1,2,3,4,5,6,7,8]7, ktery dostaneme jako

x = x°P.

5.2. testovani

Nyni se pojdme podivat, jak pferovnavani matic pomoci Algoritmu minimalniho
stupné ovlivni Choleského rozklad u velkych tidkych matic. Tato cast se bude
sklddat predevsim z obrazku, protoze zde se budeme zabyvat pouze rozmisténim
prvku ve velkych maticich. Tedy jejich symbolickou strukturou. Kazdy obrézek
obsahuje 4 grafy.

V levém hornim rohu je puvodni matice A, ndhodné vygenerovana.

Vpravo od nf je jeji matice zaplnéni F(A). Pro pfipomenuti F(A):L—l—LT, kde
L je Choleského rozklad matice A.

Vlevo dole je matice PAPT, tedy matice pierovnans pomoci MDA.

A vpravo od nf je jeji matice zaplnéni F(PAPT)
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Zactneme tedy matici s rozméry n = 100. Data k této konkrétni matici jsou

v prilohach oznacena “PR2_1¢. Zde plati, ze puvodni matice A ma 280 prvk.

A F(A)
0+ 0
- .
209 ) 201
[} -I
- -
404 0 -
. b
60 - 60 -
80 4- goq- "
- ) -
PAPT F(PAPT)
0
20 4
LS

40 - .- o -
60

- - .t - |I'
80 - . N Tt -:I_

T .= .

E) -

Obrazek 5.1: MDA pro n = 100

Matice PAPT m4 tedy stejné. Ovéem F(A) mé 1 234 prvka. Zato F(PAP")
jich ma pouze 332.
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Nyni si zvolime rozméry n = 1000. Data k této konkrétni matici jsou v

prilohdch oznacena “PR2_2“. Zde plati, ze puvodni matice A ma 4 372 prvki.

A F(A)
0 0
a0 ; , ® S . | a004
6007 -.*'?.. : {.," S 600-_" R
N
1000 L Lo Loop L
PAPT F(PAPT)
0 0
2009 : _ o | 200
200 ] ) | - _ 400 .
G0y S eood
1000 1000

T T T —T— T T T
0 200 400 00 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Obrazek 5.2: MDA pro n = 1000

Matice PAPT m4 tedy stejné. Ovsem F(A) m4 250 692 prvkil. Zato F(PAP")
jich ma pouze 38 840.
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Na zavér se podivejme na rozméry n = 2500. Data k této konkrétni matici

jsou v prilohach oznacena “PR2_3“. Zde plati, ze puvodni matice A ma 10 632

A F(A)
0 _ 0
004 N :' | s00-
1000 - :_" | . 1000
15004 . SN_ . |1500
20004 E N {2000 -
2500 | - ' 2500
PAPT F(PAPT)
0 0
500 - _ c ) 500
1000 1 . o - (1000
1500 -  % | _.T _”'mm—
2000 - ._ a :':.- ~ |20001
2500 2500

T T - T T : T T - T .I.
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Obrazek 5.3: MDA pro n = 2500

prvki. Matice PAPT mé4 tedy stejné. Ovéem F(A) ma 1 301 472 prvki. Zato
F(PAP") jich m4 193 174.
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Do vyssich rozmeéru se zde poustét nebudeme, hlavné z duvodu problematiky
zobrazeni. Uz pii rozméru n = 2500 lze stézi vidét prvky matice A. Navic i
zde je v matici s n = 1000 a n = 2500 nastavena dvojnasobna hustota oproti
n = 100, aby byly znatelné alespon néjaké prvky. Trend MDA zde jde vidét
krasné i presto. Ve vsech pripadech se snazi prvky shluknout do pravého dolniho
rohu, kde nésledny Choleského rozklad vytvori mensi zaplnéni.

V nasledujicich tadcich si popiseme mnou provadénd méreni. Vzdy jsem prova-
del 250 méteni, postupné pro dimenze n = 100, 1000, 2500. Méril jsem 2 typy
fidkych matic. Prvni, 7idsi, méla zaplnéni 2/n a druhd, dvakrat hustsi, méla
zaplnéni zhruba 4/n. U téchto matic jsem srovnédval rozdil jejich zaplnéni po pro-
vedeni Choleského rozkladu pii pouziti MDA a bez néj.

Pro n = 100 bylo naméfeno prumérné 9x vyssi zaplnéni pri nepouziti MDA. U
hustéjsich matic to bylo pouze 5.21x vétsi zaplnéni.

Pro n = 1000 se prumérné zaplnilo uz 14.15x vice mist pii vypoctu Choelzského
rozkladu bez pouziti MDA. Pfi méfeni na hustsi matici to bylo uz jen 6.32x vice.
A pro n = 2500 nam vyslo zaplnéni bez MDA 17.7x vyssi. A 7.07x pro vice
zaplnéné matice.

Lze pozorovat, ze ¢im je hustsi puvodni matice A, tim méné je MDA vyhodné,
coz jsme si tekli uz diive a nyni jen potvrdili pomoci vypoctu. Ale stejné tak ¢im
vysSi rozméry matic mame, tim znatelnéjsi je tispora casu.

Lze si také vSimnout, Ze od jistého ¢ je obecné submatice F(A) ;, hustd. A
MDA na husté matici je velice neefektivni, tedy zajimavou variantou pro zrych-
leni vypoctu by mohlo byt neprovadét MDA az do vyéerpani vsech uzlu ale jen

pro prvnich 80% uzlu. Tato hranice se vsak muze u jednotlivych matic velice lisit.
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Jak bylo zminéno v ivodu této kapitoly, nasleduje métreni délky trvani vypoctu
u jednotlivych variant MDA pro ruzné n. Vysledky shrneme do nésledujicich
tabulek. Casy jsou uvedené v sekundéch, n jako vzdy vyjadiuje velikost matice a
7 je pocet provedenych méreni, ze kterych byl spocitan prumérny ¢as. Pricemz v
kazdém kroku byla vygenerovana nova nahodna matice, na kterou byly aplikovany

vSechny algoritmy, které takto bézely na téch samych maticich.

Tabulka 5.1: n = 100, 7 = 500

Algoritmus Cas vypoétu

MDA1 0.176
MDA2 0.065
MDAGtoP 0.007

Tabulka 5.2: n = 200,7 = 500

Algoritmus Cas vypoétu

MDA1 1.133
MDA2 0.318
MDAGtoP 0.023

Tabulka 5.3: n = 400, 7 = 500

Algoritmus Cas vypoétu

MDA1 8.833
MDA2 2.422
MDAGtoP 0.087

Uz zde jde vidét, ze MDA1 za zbyvajicimi algoritmy velmi zaostava. Je to
zpusobeno tim, ze sestavovani grafu v kazdém kroku je velmi narocné, obzvlasté
z matice zapsané v dvourozmérném poli. Slozitost algoritmu se tak pohybuje

3

radové kolem n”, coz je pro velké matice nepiijatelné.
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Taktéz pozorujeme, o kolik je MDA2 efektivnéjsi oproti MDA1. Funkce Reach

totiz pracuje mnohem rychleji, nez sestavovani celého nového grafu. Nicméné,

jak uvidime v nasledujicich tabulkach, u vyssich n zacne i tato funkce zaostavat.

Nebot prochézet velkou mnozinu S, uzel po uzlu, je ndroéné. Nyni uz tedy z

tabulky vypustime algoritmus MDAT.

Tabulka 5.4: n = 800, 7 = 500

Algoritmus Cas vypoctu

MDA2

24.578

MDAGtoP 0.348

Tabulka 5.5: n = 1600, 7 = 200

Algoritmus Cas vypoétu

MDA2

324.241

MDAGtoP 1.583

Jde tedy vidét, ze pro narustajici n je i MDA2 nedostatecny. Je mozné,

Ze je to mou implementaci funkce Reach, protoze ta u vyssich n trva velmi

dlouho. Nicméné pozorujeme, ze MDAGtoP ma stale velmi nizky ¢as vypoctu. V

nasledujici tabulce si ukdzeme jeho dobu trvani na jesté vyssich rozmérech.

Tabulka 5.6: MDAGtoP pro ruzna n, i = 200

2000
3000
4000
5000
6000
8000

n Cas vypoctu

2.526
6.712
12.639
23.179
30.078
66.636

Tabulka ukazuje, ze s ¢asem okolo minuty tento algoritmus zvladne prerovnat
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i matici o rozmérech n = 8000, coz je zcela jisté obrovsky rozdil oproti dvéma
predchozim algoritmum.

Nyni, na zdvér této kapitoly, se pojdme podivat, jaky bude rozdil v ¢asu
vypoctu feseni soustavy rovnic pii pouziti MDA, oproti ptipadu, kdy jej ne-
vyuzijeme. Opét vygenerujeme nahodnou matici A a k ni pravou stranu b. Po-
prvé tuto soustavu vytesime s pouzitim algoritmu MDAGtoP a posléze vyresime
uplné stejnou soustavu pouze za pouziti Choleského rozkladu, tak jak jsme si jej
popsali v sekci 2.3. Do tabulky opét zapiseme prumérné casy vypoctu, ziskané z

7 méfeni.

Tabulka 5.7: Casy fesen{ soustav pro rtzné n, i = 200

n bez MDA s MDA
10 0.0005 0.003
20 0.001 0.007
50 0.015 0.021
60 0.027 0.027
100 0.104 0.052
200 0.754 0.169
500 10.957 0.711
1000 78.979 2.470
2500 1243.429 16.971
5000 10 134.558 96.118

Data z této tabulky zfetelné ukazuji na efektivitu MDA oproti béznému Cho-
leskému rozkladu. Pro n < 60 je sice Choleského rozklad rychlejsi, nicméné pouze
v zanedbatelném méiritku. Zajimaji nés velka n a pro ty MDA dava casy dokonce
fadove rychlejsi. Pro n = 5000 vypocet trva minutu a pul pii pouziti MDA, ale
bez néj nam Choleského rozklad zabere bezmala 3 hodiny. Zde by bylo dobré
podotknout, ze prumérny cas pro n = 5000 bez MDA byl spoc¢itan pouze z deseti
meéreni, nikoli z dvésté, a to kvuli ¢asové narocnosti.

Na zaver této kapitoly bych rad pripomnél, ze Casy vypoCtu na ruznych
pocitacich se lisi dle jejich vykonu. Tedy na jiném pocitaci nejspise budou vysledky
odlisné, ale poméry mezi vysledky by mély zustat zachovany.
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Kapitola 6

Algoritmy

Tato kapitola obsahuje seznam a kratky popis algoritmu, které jsou obsazeny
v prilohéch. Jedn4 se tedy o rtizné algoritmy, at uz vetsi jako MDA nebo jen malé

pomocné funkce, které se v této praci vyskytly.

1. MDA1

Zakladni Algoritmus minimalniho stupné. Dopodrobna popsany v 4.1.

2. MDA2
Upraveny Algoritmus minimalniho stupné pomoci funkce Reach, opét do-

podrobna popsany v 4.2.

3. MDAGtoP

Moje implementace Algoritmu minimalniho stupné. Popsand v 4.3.

4. genPDM
Generuje ndhodnou pozitivné definitni, #idkou matici. Ridkost matice je
2/n. Pozitivni definitnost zajisténa tim, Ze se na diagondlu pric¢te soucet
prvku v daném tadku. Mimo diagondlu se vyskytuji ndhodnd cela ¢isla v

rozmezi od -1 do 5.

5. densetograph
Tato funkce sestavi graf z matice ve dvourozmérném poli. Radové n? ope-

raci.
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10.

11.

12.

13.

sparsetograph,
Tahle sestavi graf z matice v CCS zapisu. Rédové p operaci, kde p je pocet

nenulovych prvku matice. Pracuje tedy rychleji nez densetograph.

sparsetodense

Slouzi k prevodu z CCS formy do dvourozmérného pole.

densetosparse

Slouzi k prevodu z dvourozmérného pole do CCS formy.

DtSL a DtSU

Obé slouzi opét k prevodu z dvourozmérného pole do CCS formy. Nicméné
DtSL vezme pouze dolni polovinu matice a DtSU pouze horni polovinu
matice. Slouzi tedy pievézné k prevodu matice L a LT do CCS formy.

Pracuji totiz jen s polovinou matice a jsou tedy rychlejsi.

eliminug

Drobnéa funkce, kterd operuje na grafu. 7Z daného grafu nam vyeliminuje
zadany uzel tak, ze ke vSem sousedum eliminovaného uzlu doplni ostatni
sousedy eliminovaného uzlu. Pracuje tedy s rychlosti s2, kde s je pocet

sousedu eliminovaného uzlu.

Cholezskydense
Jednd se o implementaci Choelzského rozkladu tak, jak jsme si jej popsali

v sekei 2.3.

Cholezskysparse

Tohle je Choleského rozklad na CCS struktute. Vstupem je dolni trojihelni-
kova ¢ast matice, jiz chceme rozlozit, zapsana v CCS formé a graf celé této
matice. Graf kvuli symbolické faktorizaci, ktera se zde taktéz provadi. Tedy

tento algoritmus operuje na strukture, ktera je vystupem z algoritmu DtSL.

Reach

Vstupem pro tuto funkci je uzel z;, mnozina S a graf. Pracuje tak, Ze na
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14.

15.

16.

17.

zacatku do seznamu zbyva déa sousedy zadaného uzlu s;. Poté tento seznam
prochézi. Pokud vybrany uzel x; ze seznamu zbyva jesté nebyl zpracovan,
funkce zkontroluje, zdali tento uzel patii do S nebo nikoli. Pokud patii do
S, tento uzel z; je piiddn do seznamu zbyva na konec a po case jej funkce
prochazi dale, az se k nému v seznamu dopracuje. Nepatii-li uzel x; do S,
pak se jedna o uzel, ktery patii do dosahu uzlu z; a tedy jej funkce pripise
do seznamu dosah, ktery je vystupem této funkce. Takto funkce pokracuje,

dokud seznam zbyva neni prazdny.

AdtoLPsparse

Jednd se o shrnuti nékolika jiz zminénych funkei pro zptehlednéni prak-
tickych vypoctu. Tato funkce dostane na vstupu matici A, jiz jsme si
nahodné vygenerovali pomoci gen P D M. Tuto matici prevede do CCS formy;,
provede MDA, prerovna matici, a poté provede jeji Choleského rozklad
na CCS formé pomoci Cholezskysparse. Vystupem je tedy matice L, pro
prehlednost na konci této funkce prevedend do standartniho zapisu pomoci

dvourozmeérného pole, nikoliv v CCS forme.

RRS
Funkce, ktera tesi soustavu rovnic v CCS zapisu. Vstupem je tedy CSS
zapis matice L a matice L7 a vektor pravé strany b. Vystupem je vektor x

jakozto teseni této soustavy Ax=b.

Priklad1

Zpracovany priklad ze sekce 5.1.

Priklad2

Zpracovany priklad ze zacatku sekce 5.2, kde jsme srovnavali zaplnéni.
Na zacatku tohoto skriptu se nactou data dle pozadované matice. Pokud
chceme obrazek 5.1, nacteme data “PR2_1.npy“, pokud chceme obrazek 5.2,
nacteme data “PR2 2.npy“ a pro obrazek 5.3 nacteme data “PR2_3.npy*“.
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18.

19.

Priklad3

Priklad na méfeni ¢asu pro jednotlivé MDA, ve kterém mérime casy jejich
trvani. Na zacatku pouze nastavime n na pozadovanou hodnotu a spustime
skript. Postupné pro MDA, MDA2 a MDAGtoP dostaneme vysledky v1,

v2 a v3.

Priklad/

Posledni piiklad slouzi k méreni ¢asové narocnosti vypoctu feseni soustav.
Srovnavame zde feSeni soustavy Choleského rozkladem tak, jak jsme si jej
popsali v sekci 2.3, s feSenim soustavy pomoci MDA tak, ze pracujeme s

CCS formou matice.
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Zaver

V této praci jsme si predstavili Algoritmus minimalniho stupné, jeho motivaci,
zékladni variantu a dalsi ipravy. Tomu predchazelo pochopeni dulezitych vlast-
nosti a jevu pro fidké matice, jako je napiiklad CCS forma pro uklddani matic do
pameéti, zaplnovani a pochopeni souvislosti mezi grafy a maticemi. VSem témto
poznatkum jsme se vénovali v kapitole 3. V kapitole 2 jsme si zopakovali, jak
fesit rovnice, a poté jsme si na piikladu 5.1 ukézali, jak pfi feSeni rovnic vyuzit
MDA krok za krokem. V dalsich prikladech z 5. kapitoly jsme provadéli testovani
a vypocetni experimenty, nakolik se ndm podafilo cil splnit. Vysledky ukazuji, ze
jiz_ i pro malé matice (n > 100) se MDA vyplati. Taktéz lze vidét, ze samotny
MDA pracuje velmi rychle i bez dalsich vylepseni, ktera jsou mozna. Mezi tyto vy-
lepseni patii ku piikladu masova eliminace a dalsi varianty, o kterych se lze docist
v [3], ale které jsem zde z ¢asovych diuvodu nerozebiral. Misto toho jsem se vydal
cestou implementace vlastniho algoritmu, ktery dava vysledky rychleji, nez vari-
anta MDA2. Ackoli mam jesté par napadu, jak svuj algoritmus zlepsit, nezbyl mi
k tomu jiz bohuzel ¢as. I presto vérim, ze byla prokazana znalost dané tématiky.
kem pfi feseni soustavy je Choleského rozklad, a to i ptesto, kdyz jej provadime
na CCS formé matice. Nicméné i pfesto je uziti MDA mnohem rychlejsi, nez

obycejny Choleského rozklad na matici husté.
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