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Úvod

Svazov¥ uspo°ádaná grupa je grupa vybavená kompatibilním svazovým uspo°ádáním.
K jedním z nejd·leºit¥j²ích výsledk· pat°í Hollandova v¥ta o vno°ení. Pro kaºdou
lineárn¥ uspo°ádanou mnoºinu, mnoºina v²ech permutací zachovávajících uspo°ádání
je svazov¥ uspo°ádanou grupou. V roce 1963 Charles Holland dokázal, ºe kaºdá svazov¥
uspo°ádaná grupa je vno°itelná do `-grupy permutací lineárn¥ uspo°ádané mnoºiny.
Vlastnosti svazov¥ uspo°ádaných grup je tedy moºné získat studiem `-grupy permutací.
Tento text si klade za úkol p°edvést Holland·v d·kaz s pouºitím pojm·, které se v
p·vodním Hollandov¥ d·kazu nevyskytují, ale v zahrani£ní literatu°e se jiº del²í dobu
pouºívají.

V první kapitole se de�nují svazov¥ uspo°ádané grupy a dále obsahuje vý£et jejich
základních vlastností.

Ve druhé kapitole se de�nují konvexní `-podgrupy a studují se jejich základní vlast-
nosti. Dále se tato kapitola zabývá n¥kterými druhy konvexních `-podgrup, tzv. prvo-
podgrupami, hodnotami a polárami. Buduje se zde pot°ebný aparát pro t°etí a £tvrtou
kapitolu.

Ve t°etí kapitole se nejprve de�nují subdirektní sou£iny `-grup. Druhá £ást této
kapitoly se zabývá automor�smy °et¥zc· a obsahuje d·kaz Hollandovy v¥ty a n¥které
její d·sledky.

Ve £tvrté kapitole se zkoumají vlastnosti archimedovských `-grup.
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1 Svazov¥ uspo°ádané grupy

V této úvodní kapitole de�nujeme pojem svazov¥ uspo°ádané grupy a uvedeme vý£et
jejich základních vlastností. D·kazy t¥chto tvrzení zde uvád¥t nebudeme, je moºné je
najít nap°íklad v [2].

De�nice 1. Uspo°ádaná grupa je struktura G = (G; ·,≤), kde (G; ·) je grupa a ≤

uspo°ádání takové, ºe pro kaºdé a, b, c ∈ G platí, ºe a ≤ b implikuje ca ≤ cb a ac ≤ bc.

Je-li (G;≤) °et¥zec, G se nazývá lineárn¥ uspo°ádaná grupa. Je-li (G;≤) svaz, G se

nazývá svazov¥ uspo°ádaná grupa.

V tomto textu budeme svazov¥ uspo°ádanou grupu G = (G; ·,≤) zna£it pouze G a

budeme ji v¥t²inou nazývat `-grupou.

Kaºdá uspo°ádaná grupa je charakterizována tzv. kladným kuºelem G+ = {x ∈ G |

1 ≤ x}. Prvky kladného kuºele budeme nazývat kladnými. Kladný kuºel charakterizuje

uspo°ádání vztahem a ≤ b, práv¥ kdyº ba−1 ∈ G+. Podobn¥ se de�nuje záporný kuºel

G− = {x ∈ G | x ≤ 1}.

Lemma 2. Nech´ G je `-grupa. Potom

(1) násobení je distributivní p°es svazové operace;

(2) kaºdý prvek je moºné psát ve tvaru g = xy−1, kde x, y ∈ G+;

(3) 1 je jediným prvkem kone£ného °ádu;

(4) pro v²echny x, y, z ∈ G+ platí x ∧ yz ≤ (x ∧ y)(x ∧ z);

(5) kdyº x ∧ y = 1, pak xy = yx;

(6) kdyº xy = yx, potom pro v²echna n ∈ N platí, ºe xn ≤ yn implikuje x ≤ y.

V¥ta 3 (Rieszova interpola£ní vlastnost). Nech´G je `-grupa. Dále nech´ a, b1, . . . , bn ∈

G+ a a ≤
∏n

i=1 bi. Pak existují a1, . . . , an ∈ G+ takové, ºe ai ≤ bi pro kaºdé i = 1, . . . , n

a a =
∏n

i=1 ai.

Lemma 4. Nech´ G je `-grupa a b, ai ∈ G pro kaºdé i ∈ I. Kdyº
∨
i∈I ai existuje,

potom

(1)
∨
i∈I a

−1
i = (

∧
i∈I ai)

−1;

(2)
∨
i∈I(bai) = b(

∨
i∈I ai);
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(3)
∨
i∈I(b ∧ ai) = b ∧

∨
i∈I ai.

Platí i duální tvrzení.

Lemma 5. Nech´ G je `-grupa. Nech´ x1, . . . , xn ∈ G+ jsou prvky takové, ºe xi∧xj = 1

pro kaºdé i 6= j. Pak x1 ∨ · · · ∨ xn = x1 . . . xn.

D·sledek 6. Nech´ pro x, y ∈ G+ platí x ∧ y = 1. Pak xm ∧ yn = 1 pro v²echna

m,n ∈ N.

P°ipome¬me, ºe svaz A se nazývá distributivní, pokud pro v²echna x, y, z ∈ A platí:

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

V¥ta 7. Pro kaºdou `-grupu G je svaz (G;≤) distributivní.

V `-grupách se pro kaºdý prvek x ∈ G de�nuje kladná £ást vztahem x+ = x ∨ 1 a

záporná £ást x− = x−1 ∨ 1. Absolutní hodnotou x se rozumí |x| = x ∨ x−1.

Lemma 8. V `-grup¥ pro v²echny prvky platí:

(1) |x| = x+x− ≥ 1;

(2) x+ ∧ x− = 1;

(3) x = x+(x−)−1;

(4) (xy)+ ≤ x+y+;

(5) (x+)n = (xn)+, (x−)n = (xn)−, |x|n = |xn|;

(6) |x| = |x−1|;

(7) |x ∨ y| ≤ |x| ∨ |y| ≤ |x||y|;

(8) |xy| ≤ |x||y||x|;

(9) |x| ≤ |y|, práv¥ kdyº |y|−1 ≤ x ≤ |y|;

(10) |xy−1| = (x ∨ y)(x ∧ y)−1 = |yx−1|.

Lemma 9. Nech´ G je `-grupa. Pak g1 = 1, . . . , gn = 1, práv¥ kdyº |g1|∨ · · ·∨ |gn| = 1.
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V¥ta 10. Nech´ G je `-grupa. Pak G je komutativní, práv¥ kdyº pro v²echna x, y ∈ G

platí |xy| ≤ |x||y|.

De�nice 11. Nech´ Gi jsou `-grupy. Kartézský sou£in G =
∏

i∈I Gi je mnoºina v²ech

zobrazení g : I →
⋃
i∈I Gi takových, ºe g(i) ∈ Gi pro kaºdé i ∈ I. De�nujeme-li f · g,

f∨g a f∧g p°edpisy (f ·g)(i) = f(i)·g(i), (f∨g)(i) = f(i)∨g(i), (f∧g)(i) = f(i)∧g(i),

pak G je `-grupa, tzv. direktní sou£in `-grup Gi. Ozna£me supp(g) = {i ∈ I | g(i) 6= 0}

(tzv. nosi£ funkce g). Direktní sou£et
∑

i∈I Gi je pak de�nován takto:
∑

i∈I Gi = {g ∈∏
i∈I Gi | supp(g) je kone£ný}.

P°ímo z de�nice plyne, ºe
∑

i∈I Gi je `-podgrupa
∏

i∈I Gi.

1.1 P°íklady `-grup

• Aditivní grupy Z,Q,R s p°irozeným uspo°ádáním jsou `-grupy.

• Aditivní grupa komplexních £ísel uspo°ádaná po sloºkách, tj. a + bi ≤ c + di,

práv¥ kdyº a ≤ c & b ≤ d.

• Reálný vektorový prostor V s bází ~e1, ~e2, . . . , ~en a uspo°ádáním ~u ≤ ~v, práv¥ kdyº

ai ≤ bi pro kaºdé i = 1, . . . , n, kde ~u =
∑n

i=1 ai~ei a ~v =
∑n

i=1 bi~ei a ai, bi jsou

reálná £ísla.

• Mnoºina v²ech reálných spojitých funkcí na intervalu [0, 1] s operací s£ítání a

uspo°ádáním po bodech, tj. f ≤ g, práv¥ kdyº pro kaºdé x ∈ I je f(x) ≤ g(x).

• Mnoºina dvojic (α, a), kde α : Z → Z, a ∈ Z se s£ítáním de�novaným (α, a) +

(β, b) = (γ, c), kde funkce γ : Z→ Z je dána p°edpisem γ(x) = α(x) +β(x+ a) a

c = a + b. Uspo°ádání je dáno p°edpisem (α, a) ≤ (β, b), práv¥ kdyº a < b nebo

a = b a α(x) ≤ β(x) pro kaºdé x ∈ Z. Tato konstrukce se nazývá v¥ncový sou£in.

• Nech´ Γ je uspo°ádaná mnoºina, kde pro kaºdé α ∈ Γ je {β ∈ Γ | α ≤ β} °et¥zec.

Taková uspo°ádaná mnoºina Γ se nazývá ko°enový systém. Nech´ Gα (α ∈ Γ) jsou

lineárn¥ uspo°ádané grupy. Nech´ V (Γ;Gα) je mnoºina takových g ∈
∏

α∈ΓGα,

ºe supp(g) je ∅ nebo má maximální prvek. Pak V (Γ;Gα) je podgrupa
∏

α∈ΓGα.

Uspo°ádání je de�nováno takto: g je kladný prvek, práv¥ kdyº g(α) je kladný

prvek Gα pro kaºdé α ∈ Γ, které je maximální prvek supp(g). Tato `-grupa se

nazývá Hahnova `-grupa.
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• Nech´ Aut(T ) je mnoºina v²ech permutací f na °et¥zci T, které zachovávají uspo-

°ádání, tj. pro kaºdé s, t ∈ T je s ≤ t, práv¥ kdyº f(s) ≤ f(t). Uspo°ádání je

de�nováno po bodech: f ≤ g, práv¥ kdyº f(t) ≤ g(t) pro kaºdé t ∈ T .

Mnoºina Aut(T ) se nazývá mnoºina automor�sm· °et¥zce T a pro tuto práci má

st¥ºejní význam. Proto zde provedeme d·kaz, ºe se jedná o `-grupu.

D·kaz. Zvolme f, g ∈ Aut(T ). Pak pro kaºdé s, t ∈ T platí s ≤ t ⇔ f(s) ≤

f(t)⇔ g(f(s)) ≤ g(f(t))⇔ (f ·g)(s) ≤ (f ·g)(t), tj. f ·g ∈ Aut(T ). Tedy Aut(T )

je vzhledem ke skládání zobrazení grupa. Je z°ejmé, ºe≤ je uspo°ádání na Aut(T ),

které je kompatibilní se skládáním zobrazení. M¥jme f, g ∈ Aut(T ). Supremum

je dáno vztahem (f ∨ g)(x) = max{f(x), g(x)}, podobn¥ pro in�mum platí (f ∧

g)(x) = min{f(x), g(x)}. Dokáºeme, ºe supremum spl¬uje podmínku: s ≤ t,

práv¥ kdyº (f ∨ g)(s) ≤ (f ∨ g)(t) pro v²echna s, t ∈ T . Nech´ max{f(s), g(s)} ≤

max{f(t), g(t)}. Rozli²íme jednotlivé p°ípady. V p°ípad¥, ºe f(s) ≤ f(t) nebo

g(s) ≤ g(t), platí s ≤ t. Kdyby f(s) ≤ g(t) a s > t, tak by g(s) > g(t) ≥ f(t), a

to je spor. Stejným zp·sobem by se dokázalo, ºe i in�mum spl¬uje tuto podmínku.

Takºe zobrazení jsou injektivní. Surjekce je z°ejmá. To znamená, ºe f ∨ g a f ∧ g

jsou automor�smy.

11



2 Konvexní `-podgrupy

2.1 Vlastnosti konvexních `-podgrup

V této £ásti se budeme v¥novat `-podgrupám a p°eváºn¥ konvexním `-podgrupám.

Obecn¥ podgrupa svazov¥ uspo°ádané grupy nemusí být podsvazem. Nap°íklad v adi-

tivní abelovské `-grup¥ G = Z×Z s uspo°ádáním po sloºkách je H = {(n,−n) | n ∈ Z}

podgrupa, ale není podsvazem, protoºe (0, 0)∨ (1,−1) = (1, 0) 6∈ H. Proto je p°irozené

zavést následující de�nici.

De�nice 12. Podgrupu C `-grupy G, která je sou£asn¥ podsvazem G, budeme nazývat

`-podgrupou.

Následující lemma je jednoduché kriterium °íkající, které podgrupy jsou `-podgrupami.

Lemma 13. Podgrupa H `-grupy G je `-podgrupou G, práv¥ kdyº x ∨ 1 ∈ H pro

kaºdé x ∈ H.

D·kaz. První £ást tvrzení je z°ejmá. Naopak, pokud x, y ∈ H, pak x∨y = (xy−1∨1)y ∈

H. Navíc platí x ∧ y = (x−1 ∨ y−1)−1 ∈ H. Tedy H je podsvazem G.

Lemma 14. Nech´ H1, H2 jsou `-podgrupy v G. Pak H1 ⊆ H2, práv¥ kdyº H+
1 ⊆ H+

2 .

D·kaz. Pro d·kaz H1 ⊆ H2 ⇒ H+
1 ⊆ H+

2 si sta£í uv¥domit, ºe H+
1 = G+ ∩ H1.

Naopak, zvolme h ∈ H1. Pak h+ ∈ H+
1 ⊆ H+

2 a h− ∈ H+
1 ⊆ H+

2 . Vzhledem k tomu, ºe

h = h+(h−)−1 je h ∈ H2.

V d·kazu následující v¥ty bude 〈g〉 ozna£ovat podgrupu generovanou prvkem g.

Podgrupa generovaná g je pr·nik v²ech podgrup obsahujících g a je to nejmen²í pod-

grupa obsahující g. Podobn¥ budeme zna£it 〈M〉 podgrupu generovanou mnoºinou M .

V¥ta 15. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) G je °et¥zec;

(2) kaºdá podgrupa G je `-podgrupa;

(3) pro kaºdé x, y ∈ G platí x, y > 1⇒ x ∧ y > 1.

D·kaz. (1)⇒ (2) Pro kaºdé x, y ∈ G je x ≤ y nebo y ≤ x. V prvním p°ípad¥ x∧y = x,

x ∨ y = y, ve druhém je x ∧ y = y a x ∨ y = x.
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(2)⇒ (3) P°edpokládejme, ºe kaºdá podgrupa je `-podgrupa. Dále p°edpokládejme,

ºe existují x, y > 1 takové, ºe x ∧ y = 1. Pak x ∨ y = xy = yx. Nech´ g = xy−1 a

uvaºujme podgrupu 〈g〉. Podle p°edpokladu 〈g〉 je `-podgrupa a tak g−1 ∨ 1 ∈ 〈g〉. Ale

g−1 ∨ 1 = yx−1 ∨ 1 = (y ∨ x)x−1 = yxx−1 = y. Tedy y = gn pro n¥které n ∈ Z a

x = gy = gn+1. Nyní protoºe x∧ y = 1, musí být také xn ∧ yn+1 = 1. Ale xn = gn
2+n =

yn+1 a tak gn
2+n = 1. Tedy `-podgrupa 〈g〉 je kone£ná. Ale kaºdá netriviální `-grupa

je nekone£ná, to je spor.

(3) ⇒ (1) Platí x+ ∧ x− = 1. Pak podle p°edpokladu x+ = 1 nebo x− = 1, tedy

x ≤ 1 nebo x ≥ 1. To znamená, ºe G je uspo°ádána lineárn¥.

Podgrupa C se nazývá konvexní, pokud pro kaºdé x ∈ G a a, b ∈ C platí, ºe

a ≤ x ≤ b implikuje x ∈ C.

De�nice 16. Konvexní `-podgrupou budeme rozum¥t `-podgrupu, která je konvexní.

Z de�nice snadno plyne, ºe triviální `-podgrupy, tj. G a {1}, jsou konvexní. Dále je

vid¥t, ºe pr·nik konvexních `-podgrup je konvexní `-podgrupou. Sjednocení konvexních

`-podgrup je konvexní `-podgrupa, pokud tvo°í tyto `-podgrupy °et¥zec.

V¥ta 17. Nech´ C je podgrupa `-grupy G. Pak C je konvexní `-podgrupa G, práv¥

kdyº pro kaºdé g ∈ G a pro kaºdé c ∈ C platí, ºe |g| ≤ |c| implikuje g ∈ C.

D·kaz. Nech´ C je konvexní `-podgrupa `-grupy G, c ∈ C, g ∈ G a |g| ≤ |c|. Vyjdeme

z nerovnosti |g|−1 ≤ g ≤ |g|. Pak |c|−1 ≤ |g|−1 ≤ g ≤ |g| ≤ |c| a g ∈ C.

Naopak, nech´ g ∈ C pro v²echna g, c ∈ G s vlastností |g| ≤ |c|. Kdyº g ≤ f ≤ h,

g, h ∈ C, pak 1 ≤ g−1f ≤ g−1h, 1 ≤ |g−1f | ≤ |g−1h|. Potom g−1f ∈ C a f ∈ C,

protoºe |g−1h| ∈ C. Tedy C je konvexní.

Nakonec zvolme g ∈ C. Potom 1 ≤ g ∨ 1 ≤ |g|, a tedy 1 ∨ g ∈ C. To znamená, ºe

C je `-podgrupa.

Následující v¥ta popisuje, jak vznikají konvexní podgrupy. Pro její d·kaz budeme

ov²em pot°ebovat jedno pomocné tvrzení týkající se vlastností kladných kuºel· kon-

vexních uspo°ádaných grup.

Lemma 18. Nech´ G je uspo°ádaná grupa a H je její podgrupa. Pak H+ = H ∩ G+

a H je konvexní, práv¥ kdyº H+ má vlastnost: x ∈ H+ a y ≤ x implikuje y ∈ H+ pro

kaºdé y ∈ G+.
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D·kaz. Nech´ H je konvexní. P°edpokládejme, ºe 1 ≤ y ≤ x, kde 1, x ∈ H+ ⊆ H. Pak

y ∈ H ∩ G+ = H+. Naopak, kdyº x ≤ y ≤ z, kde x, z ∈ H, pak 1 ≤ x−1y ≤ x−1z

a 1, x−1z ∈ H+. Potom x−1y ∈ H+ ⊆ H. Z toho plyne y ∈ xH = H, a proto H je

konvexní.

V¥ta 19. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa. Dále nech´ C je konvexní podpolo-

grupa G+ taková, ºe obsahuje 1. Pak podgrupa 〈C〉 je dána 〈C〉 = {xy−1 | x, y ∈ C} a

je to konvexní `-podgrupa G.

D·kaz. Uvaºujme mnoºinu C∗ = {xy−1 | x, y ∈ C}. Z°ejm¥ C ⊆ C∗ ⊆ 〈C〉. Kdyº

x ∈ C∗, pak x−1 ∈ C∗. Chceme dokázat, ºe C∗ je podgrupa, a tedy C∗ = 〈C〉. P°ed-

pokládejme, ºe xy−1, gh−1 ∈ C∗ a uvaºujme prvek xy−1gh−1. Ozna£me α = (y ∧ g)−1y

a β = (y ∧ g)−1g. Ukáºeme, ºe α, β ∈ C. Z°ejm¥ y, g ∈ C a 1 ≤ y ∧ g ≤ y, proto také

y ∧ g ∈ C. Potom ale také 1 ≤ (y ∧ g)−1y ≤ y, protoºe (y ∧ g)−1 ≤ 1, tedy α ∈ C.

Podobn¥ bychom získali β ∈ C. Platí α ∧ β = 1 a podle lemmatu 2 α, β komutují.

Pak α−1, β také komutují. D·sledkem je xy−1gh−1 = xα−1(y ∧ g)−1(y ∧ g)βh−1 =

xα−1βh−1 = xβα−1h−1 = (xβ)(hα)−1 ∈ C∗, coº jsme cht¥li dokázat.

K tomu, abychom dokázali, ºe 〈C〉 je konvexní, sta£í ukázat, ºe pro x ∈ 〈C〉+ a

y ∈ G+ platí, ºe y ≤ x implikuje y ∈ 〈C〉+. P°edpokládejme, ºe 1 ≤ g ≤ xy−1 ∈ 〈C〉.

Potom 1 ≤ g ≤ x ∈ C, protoºe 1 ≤ y. Protoºe C je konvexní a obsahuje 1, dostáváme

g ∈ C ⊆ 〈C〉.

Vzhledem k tomu, ºe pro v²echna x, y ∈ C platí 1 ≤ xy−1 ∨ 1 ≤ x ∨ 1 = x ∈ C,

musí xy−1 ∨ 1 ∈ C ⊆ 〈C〉 a tedy 〈C〉 je podsvaz v G, a proto je `-podgrupou.

V¥ta 20. Mnoºina v²ech konvexních `-podgrup `-grupy G spolu s mnoºinovou inkluzí

je úplný distributivní svaz. Navíc pro v²echny konvexní `-podgrupy A,Ci (i ∈ I) platí

A ∩
∨
i∈I

Ci =
∨
i∈I

(A ∩ Ci).

D·kaz. Nech´ Ci jsou konvexní `-podgrupy G. Je z°ejmé, ºe
⋂
i∈I Ci je konvexní `-

podgrupa. Dokáºeme, ºe podgrupa C generovaná
⋃
i∈I Ci (i ∈ I) je konvexní `-podgrupa.

Nech´ |g| ≤ |c| pro n¥které c ∈ C. Pak c =
∏n

k=1 ck, kde ck ∈ Cik . Podle lemmatu 8

a Rieszovy interpola£ní vlastnosti m·ºeme g+ a g− napsat ve tvaru sou£inu prvk·

z
⋃
i∈I C

+
i a g = g+(g−)−1. Proto g ∈ C, a tedy C je konvexní `-podgrupa.

Z°ejm¥
∨
i∈I(A ∩ Ci) ⊆ A ∩

∨
i∈I Ci, a kdyº g ∈ A+ ∩

∨
i∈I Ci, pak g ≤

∏n
k=1 ck,

kde ck ∈ C+
ik
. Podle Rieszovy interpola£ní vlastnosti g =

∏n
k=1 gk, kde 1 ≤ gk ≤ ck.

Vzhledem k tomu, ºe 1 ≤ gk ≤ g ∈ A, kaºdé gk ∈ A ∩ Cik.
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Dále budeme zna£it G(g) konvexní `-podgrupu generovanou g.

V¥ta 21. Nech´ G je `-grupa, g ∈ G. Pak G(g) = {f ∈ G | |f | ≤ |g|n pro n¥které

n ∈ N0}.

D·kaz. Ozna£me T = {f ∈ G | |f | ≤ |g|n pro n ∈ N0}. Nech´ f ∈ T . Pak |f | ≤ |g|n,

kde |g|n ∈ G(g). Vzhledem k tomu, ºe G(g) je konvexní a 1 ≤ |f | ≤ |g|n, je |f | ∈ G(g).

Ale op¥t vzhledem k konvexnosti a 1 ≤ f ∨1 ≤ (f ∨1)∨ (f−1∨1) = |f | je f ∨1 ∈ G(g).

Stejným zp·sobem by se dokázalo f−1 ∨ 1 ∈ G(g). Tím jsme dokázali, ºe f ∈ G(g),

tedy T ⊆ G(g).

Pro d·kaz T ⊇ G(g) sta£í ov¥°it, ºe T je konvexní `-podgrupa G. Je z°ejmé, ºe

T je neprázdná, protoºe |1| ≤ |g|, tedy 1 ∈ T . Dále existují inverzní prvky a platí

|f−1| = |f |. Pro násobení platí |f1f2| ≤ |f1||f2||f1| ≤ |g|n|g|m|g|n ≤ |g|2n+m pro n¥které

m,n ∈ N0. Konvexnost plyne z v¥ty 17.

V d·kazu následující v¥ty pouºijeme toto jednoduché lemma.

Lemma 22. Nech´ G je `-grupa x, y ∈ G+. Pak (xm ∧ yn) ≤ (x ∧ y)mn.

D·kaz. Podle lemmatu 2 je x ∧ y2 ≤ (x ∧ y)2. P°edpokládejme, ºe platí x ∧ yn−1 ≤

(x ∧ y)n−1. Pak (x ∧ y)n ≥ (x ∧ y)(x ∧ yn−1) = x2 ∧ xyn−1 ∧ yx ∧ yn ≥ x ∧ yn, protoºe

x2 ∧ xyn−1 ∧ yx ≥ x. Podobným zp·sobem dostaneme xm ∧ yn ≤ x ∧ ymn.

V¥ta 23. Nech´ G je `-grupa a f, g ∈ G+. Pak G(f ∧ g) = G(f) ∩G(g) a G(f ∨ g) =

G(f) ∨G(g).

D·kaz. Kdyº x ∈ G(g∧h), pak |x| ≤ (g∧h)n ≤ gn, hn a tedy x ∈ G(g)∩G(h). Naopak,

kdyº x ∈ G(g)∩G(h), pak |x| ≤ gn ∧ hm ≤ (g ∧ h)nm, odkud dostáváme x ∈ G(g ∧ h).

Nyní kdyº x ∈ G(g ∨ h), pak |x| ≤ (g ∨ h)n ≤ [g(g ∧ h)−1h]n ≤ (gh)n a tedy

x ∈ G(gh) ⊆ G(g)∨G(h), protoºe gh ∈ G(g)∨G(h). Naopak, kdyº x ∈ G(g)∨G(h), pak

x =
∏k

i=1 xi, kde kaºdé xi ∈ G(g)∪G(h). Vzhledem k tomu, ºe |xi| ≤ gn nebo |xi| ≤ hm

pro kaºdé i, existuje kladné t takové, ºe |x| ≤ (g ∨ h)t. D·sledkem je x ∈ G(g ∨ h).

Nech´ H `-podgrupa G a x ∈ G. Mnoºina xH = {xh | h ∈ H} se nazývá levou

t°ídou prvku x. Podobn¥ se de�nuje pravá t°ída Hx = {hx | h ∈ H}. Systém v²ech

pravých t°íd budeme zna£it G/PH, systém v²ech levých t°íd G/LH. V p°ípad¥, ºe

G/PH = G/LH, budeme psát pouze G/H.
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V¥ta 24. Nech´ C je konvexní `-podgrupa G. Na G/PC m·ºeme zavést uspo°ádání

takto: Cx ≤ Cy, práv¥ kdyº existuje c ∈ C takové, ºe x ≤ cy. Vzhledem k tomuto

uspo°ádání je G/PC svazem.

D·kaz. Je z°ejmé, ºe Cx ≤ Cx. Kdyº Cx ≤ Cy, Cy ≤ Cx, pak existují u, v ∈ C

takové, ºe x ≤ uy, y ≤ vx a v−1 ≤ xy−1 ≤ u. Vzhledem k tomu, ºe C je konvexní, pak

xy−1 ∈ C a Cx = Cy. Nakonec, kdyº Cx ≤ Cy, Cy ≤ Cz, pak x ≤ uy, y ≤ vz pro

n¥které u, v ∈ C a x ≤ uvz, uv ∈ H, tj. Cx ≤ Cz. To znamená, ºe ≤ je uspo°ádání na

G/PC.

Dále G/PC je svazem, kde Cx∨Cy = C(x∨ y) a Cx∧Cy = C(x∧ y) pro v²echna

x, y ∈ G. Je z°ejmé, ºe Cx ≤ C(x ∨ y) a Cy ≤ C(x ∨ y) ∈ G/PC. Nech´ Cz ≥ Cx

a Cz ≥ Cy pro n¥které z ∈ G. Pak existují c1, c2 ∈ C taková, ºe c1z ≥ x a c2z ≥ y.

Ozna£me c = c1 ∨ c2. Potom cz ≥ c1z ≥ x a cz ≥ c1z ≥ x. Odtud cz ≥ x ∨ y. Potom

Cz ≥ C(x∨ y) a C(x∨ y) je supremem Cx,Cy v G/PC. Podobn¥ C(x∧ y) je in�mum

Cx,Cy v G/PC.

De�nice 25. Normální konvexní `-podgrupy budeme nazývat `-ideály.

V¥ta 26. Nech´ G je `-grupa a C je `-ideál v G. Potom G/C s vý²e uvedeným uspo-

°ádáním je `-grupa.

D·kaz. Je známo, ºe G/C je grupa s násobením Cx · Cy = Cxy a podle p°ede²lé

v¥ty je ≤ uspo°ádání. Ov¥°íme, ºe uspo°ádání je kompatibilní s násobením. Uvaºujme

Cx ≤ Cy. Pak x ≤ cy pro n¥které c ∈ C a vynásobením b zprava získáme xb ≤ cyb,

tj. Cxb ≤ Cyb. Pro d·kaz zleva si sta£í uv¥domit, ºe C je normální podgrupa, tj.

xC = Cx. Nech´ Cx ≤ Cy. Potom x ≤ cy = yd pro n¥které c, d ∈ C a vynásobením a

zleva získáme ax ≤ ayd, tj. axC ≤ ayC. Ale vzhledem k normálnosti je Cax ≤ Cay.

Tím jsme ov¥°ili, ºe G/C je uspo°ádaná grupa.
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2.2 Homomor�smy `-grup

Homomor�smus mezi `-grupami se de�nuje jako grupový a sou£asn¥ svazový homo-

mor�smus.

De�nice 27. Nech´ G,H jsou `-grupy. Homomor�smus grup φ : G 7→ H budeme

nazývat `-homomor�smus, pokud zachovává i operace ∧ a ∨, tj. pro v²echna x, y ∈ G

jsou spln¥ny tyto podmínky:

(1) φ(xy) = φ(x) · φ(y),

(2) φ(x ∧ y) = φ(x) ∧ φ(y),

(3) φ(x ∨ y) = φ(x) ∨ φ(y).

Bude-li φ injektivní, budeme jej nazývat `-vno°ením. Bude-li navíc bijektivní, bu-

deme jej nazývat `-izomor�smem.

K tomu, aby homomor�smus byl `-homomor�smem, sta£í, aby byla spln¥na jen

jedna z podmínek pro ∨, ∧, protoºe f ∧ g = (f−1 ∨ g−1)−1.

V¥ta 28. Nech´ G a H jsou `-grupy a φ : G 7→ H je homomor�smus grup. Následující

tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) φ je `-homomor�smus,

(2) φ(g ∨ 1) = φ(g) ∨ 1 pro v²echna g ∈ G,

(3) kdyº f, g ∈ G a f ∧ g = 1, pak φ(f) ∧ φ(g) = 1.

D·kaz. Z (1) jasn¥ vyplývá (2). Pro d·kaz (2) ⇒ (3) p°edpokládejme f, g ∈ G a

f ∧ g = 1. Potom také f−1 ∨ g−1 = 1. Vynásobíme f a získáme 1 ∨ fg−1 = f , a dále

1 ∨ φ(fg−1) = φ(f). Nyní vynásobíme φ(f)−1 a dostaneme φ(f)−1 ∨ φ(g)−1 = 1 a

z toho jiº plyne φ(f) ∧ φ(g) = 1. Na záv¥r dokáºeme (3) ⇒ (1). Vzhledem k tomu,

ºe f(f ∧ g)−1 ∧ g(f ∧ g)−1 = 1, platí φ(f)φ(f ∧ g)−1 ∧ φ(g)φ(f ∧ g)−1 = 1. Proto

φ(f) ∧ φ(g) = φ(f ∧ g) a zobrazení φ je tedy `-homomor�smus.

V¥ta 29. Nech´ φ : G 7→ H je `-homomor�smus `-grup G,H. Jádro `-homomor�smu

je `-ideál v G.
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D·kaz. Ozna£me jádro homomor�smu I. Jádro homomor�smu je normální podgrupou.

Nech´ x ≤ y ≤ z v G pro x, z ∈ I, y ∈ G. Pak z 1 = φ(x) ≤ φ(y) ≤ φ(z) = 1

plyne φ(y) = 1 a y ∈ I. To znamená, ºe I je konvexní podgrupa. Kdyº x ∈ I, pak

φ(x ∨ 1) = φ(x) ∨ 1 = 1 a I je tedy `-ideál v G.

V¥ta 30. Nech´ C je `-ideál `-grupy G a G/C je faktorová `-grupa. Potom zobrazení

ν : x 7→ Cx je `-homomor�smus G na G/C.

D·kaz. Zobrazení ν je homomor�smem grup, protoºe ν(xy) = Cxy = Cx · Cy =

ν(x)ν(y). Stejn¥ tak snadno získáme, ºe ν(x)∨ ν(y) = Cx∨Cy = C(x∨ y) = ν(x∨ y).

Zobrazení ν je opravdu `-homomor�smus.

De�nice 31. Homomor�smus ν : G 7→ G/C budeme nazývat p°irozeným homomor-

�smem `-grupy G na `-grupu G/C.

V¥ta 32 (o homomor�smu `-grup). Nech´ G,H jsou `-grupy, φ : G 7→ H je surjektivní

`-homomor�smus a C je jádro tohoto homomor�smu. Pak G/C je izomorfní s H.

D·kaz. Víme, ºe zobrazení g : H 7→ G/C dané vztahem ν(x) = g(φ(x)) je izomor�smus

grup. Sta£í tedy dokázat jen zachování ∨. Nech´ yi = φ(xi). Pak

g(y1 ∨ y2) = g(φ(x1) ∨ φ(x2)) = g(φ(x1 ∨ x2)) = ν(x1 ∨ x2) =

= ν(x1) ∨ ν(x2) = g(φ(x1)) ∨ g(φ(x2)) = g(y1) ∨ g(y2).
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2.3 Prvopodgrupy

De�nice 33. Konvexní `-podgrupa P svazov¥ uspo°ádané grupy G se nazývá prvopod-

grupou, kdyº pro v²echny konvexní `-podgrupy A a B `-grupy G platí, ºe z A∩B ⊆ P

plyne A ⊆ P nebo B ⊆ P .

V¥ta 34. Nech´ P je konvexní `-podgrupa svazov¥ uspo°ádané grupy G. Následující

tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) P je prvopodgrupa `-grupy G;

(2) kdyº f ∧ g = 1, pak f ∈ P nebo g ∈ P ;

(3) kdyº f ∧ g ∈ P , pak f ∈ P nebo g ∈ P ;

(4) kdyº f, g ∈ G, pak existuje c ∈ P takové, ºe f ≤ cg nebo g ≤ cf ;

(5) kdyº D1 a D2 jsou konvexní `-podgrupy `-grupy G obsahující P , pak D1 ⊆ D2

nebo D2 ⊆ D1.

D·kaz.

(1) ⇒ (2). Kdyº f ∧ g = 1, pak G(f) ∩ G(g) = G(f ∧ g) = {1} ⊆ P . Potom podle

de�nice prvopodgrupy G(f) ⊆ P nebo G(g) ⊆ P . Jinými slovy f ∈ P nebo g ∈ P .

(2)⇒ (3). Nech´ f ∧ g ∈ P . Pak z f(f ∧ g)−1∧ g(f ∧ g)−1 = 1 podle p°ede²lého tvrzení

je f(f ∧ g)−1 ∈ P nebo g(f ∧ g)−1 ∈ P . Proto f ∈ P nebo g ∈ P .

(3) ⇒ (4). Vzhledem k tomu, ºe f(f ∧ g)−1 ∧ g(f ∧ g)−1 = 1 pro v²echna f, g ∈ G,

pak c = f(f ∧ g)−1 ∈ P nebo d = g(f ∧ g)−1 ∈ P . Tedy f = c(f ∧ g) ≤ cg nebo

g = d(f ∧ g) ≤ df .

(4) ⇒ (5) P°edpokládejme, ºe d1 ∈ D+
1 \ D2 a d2 ∈ D+

2 \ D1. Pak pro n¥které c ∈ P

platí d1 ≤ cd2 nebo d2 ≤ cd1. Tedy d1 ∈ D2 nebo d2 ∈ D1, spor.

(5)⇒ (1) Nech´ A,B jsou konvexní `-podgrupy a A∩B ⊆ P . Pak P = P ∨ (A∩B) =

(P ∨A) ∩ (P ∨B). Pak P ∨A ⊆ P ∨B nebo P ∨B ⊆ P ∨A. Proto P = P ∨A nebo

P = P ∨B. Tedy A ⊆ P nebo B ⊆ P .

P°ipome¬me, ºe uspo°ádaná mnoºina Γ se nazývá ko°enový systém, pokud pro

kaºdé α ∈ Γ je {β ∈ Γ | α ≤ β} °et¥zec.
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D·sledek 35. Mnoºina v²ech prvopodgrup `-grupyG je ko°enovým systémem ve svazu

v²ech konvexních `-podgrup G.

D·kaz. Plyne okamºit¥ z p°ede²lé v¥ty.

D·sledek 36. Nech´ G je `-grupa. Mnoºina v²ech konvexních `-podgrup je °et¥zec,

práv¥ kdyº G je °et¥zec.

D·sledek 37. Nech´ G je `-grupa a C její konvexní `-podgrupa. Pak C je prvopod-

grupa, práv¥ kdyº G/PC je lineárn¥ uspo°ádaná.

De�nice 38. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa a C je konvexní `-podgrupa. �ek-

neme, ºe G je lexikogra�ckým roz²í°ením C, jestliºe 1 6= g ∈ G a f ∧ g = 1 implikuje

f ∈ C.

P°ímo z de�nice plyne, ºe kdyº G je lexikogra�ckým roz²í°ením C, pak C musí být

prvopodgrupa.

V¥ta 39. Nech´ G je `-grupa a C je konvexní `-podgrupa. Kdyº G je lexikogra�ckým

roz²í°ením C, pak C < d pro kaºdé d ∈ G+ \C, tj. c < d pro kaºdé c ∈ C a d ∈ G+ \C.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe c 6< d pro n¥které c ∈ C, d ∈ G+ \ C. Pak c 6= c ∧ d. Ale

d(c ∧ d)−1 ∧ c(c ∧ d)−1 = 1. Proto d(c ∧ d)−1 ∈ C, protoºe c(c ∧ d)−1 6= 1. Tedy d ∈ C,

ale to je spor.

V¥ta 40. Pr·nik neprázdného °et¥zce prvopodgrup je prvopodgrupou.

D·kaz. Nech´ x ∧ y = 1 a Pi jsou prvopodgrupy. Chceme dokázat, ºe x nebo y pat°í

do
⋂
i∈I Pi. P°edpokládejme, ºe x, y 6∈

⋂
i∈I Pi. Potom x 6∈ Pi, y 6∈ Pj pro n¥které

i, j ∈ I. M·ºeme p°edpokládat, ºe Pi ⊆ Pj. Potom x, y 6∈ Pi, tj. Pj není prvopodgrupa,

spor.

De�nice 41. Konvexní `-podgrupa H `-grupy G se nazývá minimální prvopodgrupa,

je-li prvopodgrupa a ºádná konvexní `-podgrupa C taková, ºe C ⊂ H, není prvopod-

grupa.

Pro d·kaz dal²ího tvrzení budeme pot°ebovat tzv. Zornovo lemma, známé také jako

princip minimality.

Lemma 42 (Zornovo). Pokud je mnoºina A uspo°ádaná tak, ºe kaºdý °et¥zec je zdola

omezený, pak v A existuje minimální prvek.
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Platí i duální tvrzení, tj. pokud je mnoºina A uspo°ádaná tak, ºe kaºdý °et¥zec je

shora omezený, pak v A existuje maximální prvek.

V¥ta 43. Kaºdá prvopodgrupa obsahuje minimální prvopodgrupu.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe P je prvopodgrupa G. Dále uvaºujme mnoºinu A v²ech

prvopodgrup Bi takových, ºe Bi ⊆ P . Vhledem k tomu, ºe pr·nik °et¥zce prvopodgrup

je prvopodgrupou, musí být kaºdý °et¥zec v A zdola omezený. Podle Zornova lemmatu

pak existuje v P minimální prvopodgrupa.
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2.4 Hodnoty

Nyní se dostáváme ke zvlá²tnímu p°ípadu konvexních `-podgrup, které jsou klí£ovým

prvek celého d·kazu Hollandovy v¥ty. Hodnotami prvku budeme rozum¥t konvexní

`-podgrupy, které jsou mezi konvexními `-podgrupami neobsahujícími daný prvek ma-

ximální. Existenci takové konvexní `-podgrupy zaji²´uje Zornovo lemma. Jak ukáºeme,

hodnoty mají spoustu uºite£ných vlastností. Pro nás nejd·leºit¥j²í bude to, ºe hodnoty

jsou prvopodgrupami.

De�nice 44. Nech´ G je svazov¥ uspo°ádaná grupa, 1 6= g ∈ G a V je mnoºina v²ech

konvexních `-podgrup neobsahujících g. Maximální prvky z V budeme nazývat hodno-

tami prvku g. Pokud prvek bude mít jedinou hodnotu, budeme jej nazývat speciálním

a p°íslu²nou hodnotu budeme nazývat speciální hodnotou.

Nech´ A a B jsou konvexní `-podgrupy G. �ekneme, ºe A pokrývá B, kdyº B ⊂ A

a pro kaºdou konvexní `-podgrupu C grupy B platí, ºe z B ⊆ C ⊆ A plyne C = A

nebo C = B.

V¥ta 45. Nech´G je `-grupa. Pro kaºdou hodnotu existuje jediná konvexní `-podgrupa,

která ji pokrývá.

D·kaz. Nech´ 1 6= g ∈ G a V je hodnota g v G. Dále nech´ V ∗ je pr·nik v²ech

konvexních `-podgrup G obsahujících V a g. Kdyº D je konvexní `-podgrupa G taková,

ºe V ⊂ D, pak g ∈ D. Z toho plyne V ∗ ⊆ D. Tedy V ∗ pokrývá V .

De�nice 46. Nech´ L je úplný svaz. �ekneme, ºe x ∈ L je úpln¥ pr·sekov¥ ireducibilní,

kdyº x 6= 1 a pro kaºdé S ⊆ G platí: kdyº x = infLS, pak x ∈ S.

Poznámka 47. Prvopodgrupy jsou kone£n¥ pr·sekov¥ ireducibilní.

V¥ta 48. Nech´ G je `-grupa a H je konvexní `-podgrupa G. Pak H je hodnota v G,

práv¥ kdyº H je úpln¥ pr·sekov¥ ireducibilní ve svazu v²ech konvexních `-podgrup G.

D·kaz. P°edpokládejme, ºeH je hodnota pro n¥které g ∈ G. Nech´Hi (i ∈ I) je systém

konvexních `-podgrup G takových, ºe H =
⋂
i∈I Hi. Kdyº H 6= Hi pro kaºdé i ∈ I,

pak g ∈ Hi, protoºe H je maximální neobsahující g. Z toho plyne g ∈
⋂
i∈I Hi = H,

spor. Tedy platí H = Hi pro n¥které i ∈ I a H je úpln¥ pr·sekov¥ ireducibilní ve svazu

konvexních `-podgrup G.
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Naopak, p°edpokládejme, ºe H je úpln¥ pr·sekov¥ ireducibilní ve svazu konvexních

`-podgrup G. Uvaºujme mnoºinu H∗ =
⋂
{K | H ⊂ K}, kde K jsou konvexní `-

podgrupy G. Pak H∗ pokrývá H ve svazu konvexních `-podgrup a existuje g ∈ H∗ \H.

P°edpokládejme, ºe H není hodnota g. Pak existuje hodnota K prvku g taková, ºe

H ⊂ K. Ale H∗ ⊆ K a tedy g ∈ K, to je spor. Proto H je hodnota g.

D·sledek 49. Kaºdá hodnota je prvopodgrupou.

D·sledek 50. Kaºdá konvexní `-podgrupa `-grupy G je pr·nikem hodnot G, proto je

také pr·nikem prvopodgrup G.

D·kaz. Nech´ C je konvexní `-podgrupa. Pro kaºdý prvek g 6∈ C zvolíme n¥kterou

hodnotu Vg. Pak C =
⋂
{Vg | g ∈ G \ C}.

V¥ta 51. Je-li G `-grupa, pak f ≤ g, práv¥ kdyº V f ≤ V g pro v²echny hodnoty V .

D·kaz. Vzhledem k tomu, ºe kaºdá hodnota je konvexní `-podgrupa, f ≤ g implikuje

V f ≤ V g. Naopak, kdyº f 6≤ g, pak fg−1∨1 6= 1 a existuje hodnota V prvku fg−1∨1.

Potom 1 ≤ fg−1 ∨ 1 6∈ V , tedy V < V (fg−1 ∨ 1) = V (f ∨ g)g−1. Vzhledem k tomu,

ºe V je prvopodgupa, G/PV je uspo°ádaná lineárn¥, a proto platí V g < V (f ∨ g) =

max{V f, V g}. D·sledkem je V f 6≤ V g.

V¥ta 52. Nech´ G je `-grupa, f, g ∈ G+ \ {1} a f ∧ g = 1. Pak f, g mají nesrovnatelné

hodnoty.

D·kaz. Kaºdá hodnota je prvopodgrupa. Tvrzení pak plyne z v¥ty 34.

V¥ta 53. Nech´ G je `-grupa, f, g, h ∈ G+ a Vf , Vg, Vh jsou jediné hodnoty t¥chto

prvk·.

(1) Kdyº f ∧ g 6= 1, pak Vf ⊆ Vg nebo Vg ⊆ Vf .

(2) Kdyº f ∧ g = 1, ale f ∧ h 6= 1, g ∧ h 6= 1, pak Vf ⊂ Vh a Vg ⊂ Vh.

(3) Kdyº Vf ⊂ Vg, pak fn ≤ g pro kaºdé n ∈ N.

(4) Kdyº Vf = Vg, pak f ≤ gn pro n¥které n ∈ N.

D·kaz. (1) Nech´ V je hodnota f ∧ g 6= 1. Pak f, g 6∈ M , a tedy V ⊆ Vf , Vg.

Vzhledem k tomu, ºe kaºdá hodnota je prvopodrupa, je mnoºina v²ech hodnot

ko°enový systém, a proto Vf ⊆ Vg nebo Vg ⊆ Vf .
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(2) Kdyº f ∧g = 1 a f 6∈ Vf , pak g ∈ Vf \Vg. Podobn¥ f ∈ Vg \Vf . Vzhledem k tomu,

ºe Vf a Vg jsou nesrovnatelné a mnoºina v²ech hodnot je ko°enovým systémem,

musí být Vf ⊂ Vh a Vg ⊂ Vh.

(3) Kdyº fn 6≤ g, kde n ∈ N, pak pro hodnotu V platí podle v¥ty 51 V fn > V g ≥ V .

Potom V ⊆ Vf ⊂ Vg, protoºe fn 6∈ V , a tedy i f 6∈ V . Pak Vg < Vgg ≤ Vgf
n = Vg.

To je spor.

(4) Kdyº f 6≤ gn pro v²echna n ∈ N, pak f 6∈ G(g). Proto existuje hodnota V prvku

f taková, ºe V ⊇ G(g). Protoºe f je speciální, musí být V = Vf a g ∈ Vf = Vg.

To je spor.

V¥ta 54. Ve svazov¥ uspo°ádané grup¥ G má kaºdý prvek kone£n¥ mnoho hodnot,

práv¥ kdyº kaºdá hodnota v G je speciální.

D·kaz. Nech´ kaºdý prvek `-grupy G má kone£n¥ mnoho hodnot a g je kladný pr-

vek. Kdyº g má jedinou hodnotu, pak je speciální. P°edpokládejme, ºe g má hod-

noty V1, . . . , Vn+1. Protoºe tyto hodnoty jsou speciální v G(g), m·ºeme p°edpokládat

G = G(g). Proto V1, . . . , Vn+1 jsou maximální konvexní `-podgrupy G a kaºdá vlastní

konvexní `-podgrupa je obsaºena nejmén¥ v jedné z t¥chto hodnot. Nech´ fi ∈ V +
n+1 \Vi

a hi ∈ V +
i \Vn+1 (1 ≤ i ≤ n). Nech´ f =

∨n
i=1 fi a h =

∧n
i=1 hi. Pak f ∈ Vn+1\(

⋃n
i=1 Vi)

a h ∈ (
⋂n
i=1 Vi) \ Vn+1. Nyní f nahradíme f(f ∧ h)−1 a h nahradíme h(f ∧ h)−1 a m·-

ºeme p°edpokládat, ºe f ∧ h = 1. Nyní V1, . . . , Vn jsou hodnoty f a Vn+1 je hodnota h.

Navíc Vn+1 je speciální hodnota. Kdyº M 6= Vn+1 je hodnota h, potom kdyº M ⊆ Vi

pro n¥které i = 1, . . . , n, dostáváme f ∈M ⊆ Vi, protoºe f ∧h = 1, a to je spor. Navíc,

kdyº M je hodnota f r·zná od V1, . . . , Vn, pak obsahuje h a je obsaºena v Vn+1, a to

nem·ºe nastat. Proto indukcí zjistíme, ºe v²echny hodnoty V1, . . . Vn jsou speciální.

Naopak, p°edpokládejme, ºe kaºdá hodnota G je speciální. Kdyº g ∈ G+ má hod-

noty Vi (i ∈ I), vybereme fi ∈ G+ s jedinou hodnotou Vi (i ∈ I). Podle v¥ty 53(1)

fi ∧ fj = 1 pro i, j ∈ I, i 6= j. Nech´ C je konvexní `-podgrupa G generovaná mnoºi-

nou {fi | i ∈ I}. Pak C je `-izomorfní s direktním sou£inem {G(fi) | i ∈ I}. Protoºe

fi ∈ C\Vi pro v²echna i ∈ I, musí být g ∈ C. Proto I je kone£ná a Ci jsou speciální.
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2.5 Poláry

De�nice 55. Nech´ X je neprázdná podmnoºina `-grupy G. Polárou X⊥ mnoºiny X

budeme rozum¥t mnoºinu prvk· G, které jsou ortogonální ke kaºdému prvku mnoºiny

X. Tedy

X⊥ = {g ∈ G | ∀x ∈ X : |g| ∧ |x| = 1}.

V p°ípad¥, ºe X bude obsahovat pouze prvek g, budeme poláru zna£it pouze g⊥. Pokud

X = ∅, de�nujeme ∅⊥ = G. Mnoºinu v²ech polár `-grupy G budeme zna£it P(G).

Lemma 56. Nech´ X, Y jsou podmnoºiny `-grupy G. Pak platí:

1) X ⊆ Y implikuje Y ⊥ ⊆ X⊥;

2) X ⊆ X⊥⊥;

3) X⊥⊥⊥ = X⊥.

D·kaz. 1) Kdyº X ⊆ Y a g ∈ Y ⊥, pak |g| ∧ |y| = 1 pro kaºdé y ∈ Y , a tak

|g| ∧ |x| = 1 pro kaºdé x ∈ X. Proto g ∈ X⊥, tedy Y ⊥ ⊆ X⊥.

2) Kdyº x ∈ X a g ∈ X⊥, pak |g| ∧ |x| = 1 implikuje x ∈ X⊥⊥. Proto X ⊆ X⊥⊥.

3) Kdyº X ⊆ X⊥⊥, pak X⊥⊥⊥ ⊆ X⊥. Sou£asn¥ v²ak X⊥ ⊆ (X⊥)⊥⊥, a proto

X⊥ = (X⊥)⊥⊥.

V¥ta 57. Kaºdá polára X⊥ je konvexní `-podgrupa `-grupy G.

D·kaz. Nech´ X⊥ je polára a a, b ∈ X⊥ a x ∈ X. V kaºdé `-grup¥ platí |ab−1| ≤

|a||b||a|. Pak pro kaºdé x ∈ X,

|ab−1| ∧ |x| ≤ |a||b||a| ∧ |a||b||x| ∧ |x| =

= |a||b|(|a| ∧ |x|) ∧ |x| = |a||b| ∧ |x||b| ∧ |x| =

(|a| ∧ |x|)|b| ∧ |x| = |b| ∧ |x| = 1.

Proto X⊥ je podgrupa G. Nyní kdyº 1 ≤ c ≤ b, b ∈ X⊥, pak 1 ≤ c∧ |x| ≤ b∧ |x| = 1 a

c ∈ X⊥. Nech´ c ∈ X⊥. Pak c ∨ 1 ≤ |c| a 1 ≤ (c ∨ 1) ∧ |x| ≤ |c| ∧ |x| = 1. Tedy polára

je konvexní `-podgrupa G.
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P°ipome¬me pojem �ltr svazu. Nech´ G je svaz. �ekneme, ºe F je �ltr svazu G,

jestliºe:

1) pro kaºdé x, y ∈ F platí x ∧ y ∈ F ;

2) pro kaºdé x ∈ F, g ∈ G platí x ∨ g ∈ F .

Duálním pojmem k pojmu �ltr je ideál svazu. Maximální �ltr v G se nazývá ultra�ltr.

V¥ta 58. Nech´ G je `-grupa a P je konvexní podmnoºina. Následující tvrzení jsou

ekvivalentní:

(1) P je minimální prvopodgrupa v G;

(2) P =
⋃
{g⊥ | g 6∈ P};

(3) P je prvopodgrupa a h⊥ 6⊆ P, kdyº h ∈ P.

D·kaz. (1) ⇒ (2) Kdyº f, g ∈ G+ \ P , pak f ∧ g 6= 1, vzhledem k tomu, ºe P je

prvopodgrupa. Pak existuje ultra�ltr F na G+ obsahující G+ \P . Zvolme Q =
⋃
{g⊥ |

g ∈ F}. Pokud g ∈ F , pak g⊥ ⊆ G \ F ⊆ P . Tedy Q ⊆ P .

Dokáºeme, ºe Q je konvexní `-podgrupa. Kdyº a, b ∈ Q, pak a ∈ f⊥ a b ∈ g⊥ pro

n¥které f, g ∈ F . Pak 1 ≤ (|ab|∨ |a∨b|)∧f ∧g ≤ (|ab|∨ |a||b|)∧f ∧g ≤ |a||b||a|∧f ∧g.

Navíc |a||b||a|∧f ∧g ≤ (|a|∧f)(|b|∧g)(|a|∧f) = 1. Odsud dostáváme, ºe ab, a∨b ∈ Q.

Vzhledem k tomu, ºe Q je konvexní a uzav°ená vzhledem k inverzním prvk·m, Q je

konvexní `-podgrupa. Kdyº c ∈ Q a c ∧ d = 1, pak z c ∧ g > 1 pro v²echna g ∈ F

dostáváme, ºe c ∈ F , protoºe F je ultra�ltr. Tedy d ∈ c⊥ ⊆ Q a Q je prvopodgrupa.

Protoºe P je minimální, dostáváme Q = P a F = G+ \ P .

(2)⇒ (3) Z°ejmé.

(3)⇒ (1) Nech´ Q je minimální prvopodgrupa a je obsaºená v P . Kdyº Q 6= P , pak

existuje g ∈ P \ Q. Podle p°edpokladu existuje h ∈ g⊥ \ P , odkud dostáváme h 6∈ Q.

Ale g 6∈ Q, a proto h ∈ g⊥ ⊆ Q. To je spor.

V¥ta 59. Nech´ G je `-grupa a P je konvexní `-podgrupa r·zná od {1}. Pak P⊥ je

minimální prvopodgrupa v G, práv¥ kdyº P je lineárn¥ uspo°ádaná.

D·kaz. Nech´ P⊥ je minimální prvopodgrupa G a f, g ∈ P takové, ºe f ∧ g = 1 a

f 6= 1. Vzhledem k tomu, ºe P ∩ P⊥ = {1}, pro g 6= 1 je g 6∈ P⊥. Podle p°ede²lé

v¥ty f ∈ g⊥ ⊆ P⊥, a proto g = 1. Tedy P je lineárn¥ uspo°ádaná. Naopak, nech´
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P je lineárn¥ uspo°ádaná a f ∧ g = 1. Kdyº f, g 6∈ P⊥, existují c1, c2 ∈ P takové,

ºe f ∧ c1, g ∧ c2 > 1. Ale (f ∧ c1) ∧ (g ∧ c2) = 1. Vzhledem k tomu, ºe P je lineárn¥

uspo°ádaná grupa, musí být f ∧ c1 = 1 nebo g ∧ c2 = 1. To je spor, a proto P⊥ je

prvopodgrupa. Kdyº h ∈ P⊥, pak P ⊆ h⊥, proto h⊥ 6⊆ P⊥. Podle p°ede²lé v¥ty je P⊥

minimální prvopodgrupa.
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3 Reprezentace `-grup

3.1 Subdirektní sou£iny

Nejprve budeme pot°ebovat n¥kolik informací o subdirektním sou£inu `-grup. Subdi-

rektní sou£in umoº¬uje rozloºit sloºit¥j²í `-grupy na jednodu²²í.

De�nice 60. �ekneme, ºe `-grupa G je subdirektním sou£inem `-grup Gi (i ∈ I), kdyº

existuje vno°ení h : G →
∏

i∈I Gi takové, ºe sloºené homomor�smy h · γj : G → Gj,

kde γj je p°irozená projekce
∏

i∈I Gi na Gj, jsou surjektivní. Vno°ení h se nazývá

subdirektní vno°ení G do
∏

i∈I Gi. �ekneme, ºe `-grupa G je subdirektn¥ ireducibilní,

jestliºe platí, ºe kdyº G je subdirektní sou£in n¥kterých `-grup Gi (i ∈ I), potom G

je izomorfní s n¥kterou `-grupou Gj. Kdyº je `-grupa subdirektním sou£inem lineárn¥

uspo°ádaných grup, nazýváme ji reprezentovatelnou.

Poznámka 61. Kdyº Hi (i ∈ I) jsou `-ideály G takové, ºe
⋂
i∈I Hi = {1}, potom G

je subdirektní sou£in faktorových `-grup G/Hi (i ∈ I).

V¥ta 62. Kaºdá subdirektn¥ ireducibilní abelovská `-grupa je lineárn¥ uspo°ádaná.

D·kaz. Nech´ G je abelovská `-grupa a 1 < g ∈ G. Pak g⊥ ∩ g⊥⊥ = {1} a g ∈ g⊥⊥.

Pak g⊥ = {1}, kdyº G je subdirektn¥ ireducibilní. Nech´ f, h ∈ G. Pak f(f ∧ h)−1 ∧

h(f ∧ h)−1 = 1. Tedy f(f ∧ h)−1 = 1 nebo h(f ∧ h)−1 = 1, protoºe g⊥ = {1}, kdyº

g > 1. Proto f ≤ h nebo h ≤ f .

V¥ta 63. Nech´ G je `-grupa. Následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) G je reprezentovatelná;

(2) pro v²echna x, y ∈ G : (x ∧ y)2 = x2 ∧ y2;

(3) pro v²echna x, y ∈ G : (x ∨ 1) ∧ y−1(x−1 ∨ 1)y = 1;

(4) kaºdá polára g⊥ je normální;

(5) kaºdá minimální prvopodgrupa je normální.

D·kaz. (1) ⇒ (2) Tato rovnost platí v lineárn¥ uspo°ádaných grupách, a proto platí

také v reprezentovatelných grupách.
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(2)⇒ (3) Podle p°edpokladu je (yx)2∧y2 = (yx∧y)2 ≤ yxy. Proto yx∧x−1y ≤ y a

dále (x∧y−1x−1y)∨1 = 1. Nakonec dostáváme (x∨1)∧y−1(x−1∨1)y = 1 pro v²echna

x, y ∈ G.

(3)⇒ (4) Kdyº f ∧|g| = 1, pak podle lemmatu 5 je f = f |g||g|−1 = (f ∨|g|)|g|−1 =

f |g|−1∨ 1. Podobným zp·sobem získáme |g| = |g|f−1∨ 1. Ale podle p°ede²lého tvrzení

je (g ∨ 1)∧ h−1(g−1 ∨ 1)h = 1. D·sledkem je |g| ∧ h−1fh = 1 pro v²echna h ∈ G. Tedy

g⊥ je normální v G.

(4)⇒ (5) Plyne z v¥ty 58.

(5) ⇒ (1) Nech´ P je minimální prvopodgrupa. Pak G/P je lineárn¥ uspo°ádaná

grupa. Vzhledem k tomu, ºe pr·nik minimálních prvopodgrup je {1}, G je reprezento-

vatelná.

De�nice 64. Nech´ G je `-grupa. �ekneme, ºe G je normáln¥ hodnotová, kdyº kaºdá

hodnota V je normální ve svém pokrytí V ∗.

V¥ta 65. Kaºdá reprezentovatelná `-grupa je normáln¥ hodnotová.

D·kaz. Nech´ G je reprezentovatelná a V je hodnota v G a g ∈ V ∗. Potom existuje

minimální prvopodgrupa P taková, ºe P ⊆ V. Navíc kaºdá minimální prvopodgrupa je

normální v G, tj. g−1Pg = P. Platí, ºe kdyº H je konvexní `-podgrupa G, pak a−1Ha

je také konvexní `-podgrupa G, pro kaºdé a ∈ G. Kdyº vybereme g ∈ V ∗, pak podle

v¥ty 34(5) je V ⊆ g−1V g ⊂ g−1V ∗g = V ∗ nebo g−1V g ⊆ V ⊂ V ∗ = g−1V ∗g. Vzhledem

k tomu, ºe V ∗ pokrývá V , je g−1V g = V. To znamená, ºe V je normální v V ∗.
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3.2 Automor�smy °et¥zc·

Automor�smus °et¥zce T je permutace taková, ºe x ≤ y ⇔ α(x) ≤ α(y) pro kaºdé

x, y ∈ T . Mnoºinu v²ech automor�sm· budeme zna£it Aut(T ).

V¥ta 66. Kdyº P je prvopodgrupaG, pak pro kaºdé a ∈ G je zobrazení αa : Px 7→ Pxa

automor�smus na °et¥zci G/PP.

D·kaz. Nech´ G je `-grupa, a ∈ G a αa : G/PP 7→ G/PP je zobrazení de�nované

vztahem αa(Px) = Pxa. Kdyº Px = Py, pak xy−1 = xa(ya)−1 ∈ P , a tedy αa(Px) =

Pxa = Pya = αa(Py), tj. de�nice αa je korektní. Pro d·kaz injektivity p°edpokládejme

αa(Px) = αa(Py). Pak Pxa = Pya, a dále (xa)(ya)−1 = xy−1 ∈ P . To znamená Px =

Py, coº jsme cht¥li dokázat. Dále nech´ Py ∈ G/PP a x je tvaru x = ya−1. Vidíme, ºe

αa je surjektivní, protoºe αa(Pya−1) = Pyaa−1 = Py. Je²t¥ je t°eba ov¥°it zachování

uspo°ádání. Uspo°ádání na G/PP je dáno takto: Px ≤ Py, práv¥ kdyº existuje p ∈ P ,

tak ºe x ≤ py. Pak xa ≤ pya, a tedy αa(Px) = Pxa ≤ Pya = αa(Py).

De�nice 67. Nech´ H je podgrupa Aut(T ). �ekneme, ºe H je tranzitivní, kdyº pro

v²echna α, β ∈ T existuje h ∈ H takové, ºe h(α) = β.

V¥ta 68. Nech´ P je prvopodgrupaG. Potom zobrazení fP : a 7→ αa je `-homomor�smus

G na tranzitivní `-podgrupu Aut(G/PP ).

D·kaz. Víme, ºe mnoºina automor�sm· °et¥zce se skládáním zobrazení je `-grupa.

Vzhledem k tomu, ºe P je prvopodgrupa, je G/PP °et¥zec, tedy Aut(G/PP ) je `-grupa

s násobením αa(Px) · αb(Px) = αab(Px), kde Px ∈ G/PP . Proto je fP (a) · fP (b) =

αa ·αb = αab = fP (ab), tj. zobrazení fP je grupový homomor�smus. Nech´ a∧b = 1, ale

fP (a)∧fP (b) 6= 1, tj. existuje Px ∈ G/PP tak, ºe αa(Px)∧αb(Px) = Pxa∧Pxb 6= Px.

Pak jist¥ xax−1, xbx−1 6∈ P. P°itom xax−1 ∧ xbx−1 = x(a ∧ b)x−1 = xx−1 = 1, tedy

xax−1 ∈ P nebo xbx−1 ∈ P , protoºe P je prvopodgrupa G, spor. Takºe fP spl¬uje

podmínku (3) v¥ty 28, a je tedy `-homomor�smem.

V¥ta 69. Nech´ G je `-grupa Vg jsou hodnoty g ∈ G \ {1}. Pak G je vno°itelná do∏
g∈G\{1}Aut(G/PVg).

D·kaz. Pro kaºdé 1 6= g ∈ G zvolíme libovolnou hodnotu Vg. Víme, ºe G/PVg je °et¥zec

a ºe fVg : a 7→ αa je `-homomor�smus G do Aut(G/PVg), protoºe Vg je prvopodgrupa.

Proto m·ºeme p°irozen¥ de�novat homomor�smus φ : G 7→
∏

g∈G\{1}Aut(G/PVg)
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p°edpisem φ(a) = (. . . , fVg(a), . . . ), a ∈ G, kde fVg(a) je g-tá sloºka, a ∈ G. Tedy

φ(a) je prvek direktního sou£inu
∏

g∈G\{1}Aut(G/PVg), tj. zobrazení z G \ {1} do⋃
g∈G\{1}Aut(G/PVg), takové, ºe pro kaºdé g ∈ G \ {1} je φ(a)(g) = fVg(a). Ov¥°íme,

ºe φ je vno°ení. Kdyº a ∈ Ker(φ), pak fVg(a) = id pro kaºdé g ∈ G \ {1}. Kdyby

a 6= 1, tak taky fVa(a) = id, a tedy Vaxa = Vax pro kaºdé x. Speciáln¥ Vaa = Va, tj.

a ∈ Va. To je spor s tím, ºe Va je hodnota a. Tedy Ker(φ) = {1}, tj. φ je injektivní.

Takºe φ je vno°ení G do direktního sou£inu
∏

g∈G\{1}Aut(G/PVg).

Budeme pot°ebovat n¥kolik informací o dobrém uspo°ádání. Dob°e uspo°ádaná

mnoºina je uspo°ádaná mnoºina taková, ºe kaºdá její podmnoºina má nejmen²í pr-

vek. Je z°ejmé, ºe kaºdá dob°e uspo°ádaná mnoºina je uspo°ádána lineárn¥. S dobrým

uspo°ádáním souvisí tzv. princip dobrého uspo°ádání °íkající, ºe kaºdou mnoºinu je

moºné dob°e uspo°ádat. Toto tvrzení souvisí s axiomem výb¥ru.

V¥ta 70 (Hollandova). Kaºdá `-grupa je vno°itelná do `-grupy automor�sm· n¥jakého

°et¥zce.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe G je netriviální `-grupa. Pro kaºdé g ∈ G \ {1} vybereme

libovolnou hodnotu Vg. Poloºíme T =
⋃
g∈G\{1}G/PVg. Víme, ºe G/PVg jsou °et¥zce.

Vzhledem k tomu, ºe kaºdou mnoºinu je moºné dob°e uspo°ádat, zvolíme libovolné

lineární uspo°ádání v na G\{1}. Nyní T uspo°ádáme lexikogra�cky: Vgx ≤ Vhy ⇔ g @

h (tj. g je ost°e men²í neº h vzhledem ke zvolenému lineárnímu uspo°ádání na G\{1})

nebo g = h a Vgx ≤ Vgy v °et¥zci G/PVg. Pro kaºdé a ∈ G de�nujeme zobrazení

β : T 7→ T p°edpisem βa(Vgx) = Vgxa. Vzhledem k tomu, ºe Vg jsou prvopodgrupy,

podle v¥ty 66 je βa automor�smus na kaºdém °et¥zci G/PVg a je tedy automor�smem

i na T =
⋃
g∈G\{1}G/PVg.

Nyní m·ºeme de�novat ψ : G 7→ Aut(T ) p°edpisem ψ(a) = βa. Vzhledem k tomu,

ºe T je °et¥zec je Aut(T ) `-grupa. Proto platí ψ(ab) = βab = βaβb = ψ(a)ψ(b) pro

kaºdé a, b ∈ G. Dále p°edpokládejme, ºe c ∧ d = 1 a ψ(c) ∧ ψ(d) 6= id, tedy existuje

Vgx ∈ G/PVg takové, ºe βc(Vgx)∧βd(Vgx) = Vgxc∧Vgxd 6= Vgx. Pak xcx−1, xdx−1 6∈ Vg.

Ale xcx−1 ∧ xdx−1 = x(c∧ d)x−1 = xx−1 = 1, tedy xcx−1 ∈ Vg nebo xdx−1 ∈ Vg. To je

spor. Zobrazení ψ je tedy `-homomor�smus. Nakonec kdyby a 6= 1, pak by Vaa = Va,

a to je spor s tím, ºe Va je hodnota. Proto Ker(ψ) = {1}, tj. ψ je vno°ení.
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Pokud je `-grupa vno°itelná do Aut(T ) pro lineárn¥ uspo°ádanou mnoºinu T , °í-

káme, ºe má reprezentaci na T .

V¥ta 71. Svazov¥ uspo°ádaná grupaG je `-izomorfní s tranzitivní `-podgrupou Aut(T )

n¥kterého °et¥zce T , práv¥ kdyº existuje prvopodgrupa C grupy G taková, ºe jediný

`-ideál obsaºený v C je {1}.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe G je tranzitivní `-podgrupa `-grupy Aut(T ) pro n¥které

T . Zvolme x ∈ T a nech´ C = {g ∈ G | g(x) = x}. Pak C je konvexní `-podgrupa G.

Navíc C neobsahuje ºádný `-ideál `-grupy G. Kdyº 1 6= g ∈ C, pak existuje y ∈ T s

vlastností g(y) 6= y. Pak vzhledem k tomu, ºe G je tranzitivní, existuje f ∈ G takové,

ºe f(x) = y. Pak platí f−1(g(f(x))) = f−1(g(y)) 6= f−1(y) = x, tedy f · g · f−1 6∈ C.

Nyní ukáºeme, ºe C je prvopodgrupa. Existují a, b 6∈ C takové, ºe a∧ b = 1. Potom

a(x) 6= x 6= b(x), a tedy x = (a ∧ b)(x) = a(x) ∧ b(x). Ale to není moºné vzhledem k

tomu, ºe T je °et¥zec.

Naopak p°edpokládejme, ºe C je prvopodgrupa v G. Pak zobrazení fC : a 7→ αa

je podle v¥ty 68 `-homomor�smus G do tranzitivní `-podgrupy A(G/PC). Kdyº g ∈

ker(fC), pak g(C) = C, a tedy ker(fC) ⊆ C. Ale jádro je `-ideál a obsahuje tedy pouze

1. Proto fC je vno°ení.

D·sledek 72. Svazov¥ uspo°ádaná grupa bez netriviálních `-ideál· je tranzitivní `-

grupa automor�sm· °et¥zce.

D·sledek 73. Nech´ G je abelovská a tranzitivní `-grupa automor�sm· °et¥zce. Pak

G je lineárn¥ uspo°ádaná.
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4 Archimedovské `-grupy

De�nice 74. Nech´ G je `-grupa a a, b ∈ G+. Jestliºe an ≤ b pro kaºdé n ∈ N, pak

pí²eme a� b. �ekneme, ºe G je archimedovská, kdyº a 6� b pro kaºdé a, b ∈ G+ \ {1}.

Tedy kdyby pro n¥které a, b ∈ G+ platilo a� b, pak by a = 1.

Je-li G lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa, a, b ∈ G+ a a ≤ b, pak musí

existovat n ∈ N takové, ºe an ≤ b < an+1.

Komutátorem budeme rozum¥t prvek [f, g] = f−1g−1fg.

V¥ta 75. Kaºdá lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa je komutativní.

D·kaz. Nech´ G je lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa. Rozli²íme dva p°ípady.

Nejprve p°edpokládejme, ºe G+ \ {1} má nejmen²í prvek a. Pak pro kaºdé g ∈ G+

existuje takové n ∈ N, pro které an ≤ g < an+1. Z toho 1 ≤ ga−n < a, tedy ga−n = 1,

tj. g = an. Vidíme, ºe G je cyklická grupa. Ale kaºdá cyklická grupa je komutativní.

Dále p°edpokládejme, ºe G+ \ {1} nemá nejmen²í prvek. Pak pro kaºdé a > 1

existuje c > 1 tak, ºe c2 < a. Opravdu, nech´ 1 < b < a tak, ºe b2 6< a. Pak b−1 <

b−1ab−1 < 1, protoºe kdyby a = b2, m·ºeme místo b vzít c takové, ºe b > c > 1, a

v tom p°ípad¥ by platilo a = b2 > c2. Proto 1 < (ab−1)2 < a. P°edpokládejme, ºe

f, g ∈ G+ nekomutují. M·ºeme p°edpokládat, ºe a = [f, g] > 1. Zvolme c takové,

ºe 1 < c < c2 < a, f, g. Protoºe G je archimedovská, existují m,n ∈ N taková, ºe

cm ≤ f < cm+1 a cn ≤ g < cn+1. Nyní [f, g] < c−mc−ncm+1cn+1 = c2. To je spor s tím,

ºe c2 < a.

Nyní ukáºeme, ºe kdyº G+ je komutativní, pak i G je komutativní. Nech´ G+ je

komutativní. Pak pro kaºdé x, y ∈ G platí, ºe y+ komutuje s x+. Pak y+ komutuje také

s x− a (x−)−1. Podobn¥ x− komutuje s y−, a tedy komutuje i s y+ a (y+)−1. Potom

xy = x+(x−)−1y+(y−)−1 = y+(y−)−1x+(x−)−1 = yx.

V¥ta 76 (Hölderova). Kaºdá lineárn¥ uspo°ádaná archimedovská grupa je izomorfní s

n¥kterou podgrupou (R; +).

D·kaz. Nech´ G je archimedovská lineárn¥ uspo°ádaná grupa. Zvolme c ∈ G+ \ {1}.

Pro kaºdé g ∈ G+ ozna£me Q(g) = {m
n
} | m,n ∈ N0, n 6= 0, cm ≤ gn}. Tato mnoºina

je neprázdná, protoºe 0 ∈ Q(g). Dále platí Q(g) 6= Q+ a z r
s
< m

n
∈ Q(g) r

s
∈ Q(g)
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(protoºe z cnr < cms ≤ gns vyplývá cr ≤ gs). Mnoºina Q(g) je tedy Dedekindovým

°ezem.

De�nujme φ : G+ → R takto: φ(g) = supQ(g). Dokáºeme, ºe φ je homomor�smus

grup. Nech´ m
n
∈ Q(f) a r

s
∈ Q(g). Pak cm ≤ fn a cr ≤ gs. M·ºeme p°edpokládat,

ºe s = n. Pak cm+r ≤ fngn = (fg)n, tj. m+n
n
∈ Q(fg). Proto Q(fg) ⊃ Q(f) + Q(g).

Podobn¥ zp·sobem, kdyº u
n
6∈ Q(f) a v

n
, tj. u

n
> m

n
pro kaºdé m

n
∈ Q(f) a v

n
> m

n
pro

kaºdé m
n
∈ Q(g), pak cu > fn a cv > gn. Odtud cu+v > fngn = (fg)n, tedy u+v

n
6∈ Q(fg).

To ale znamená u+v
n
∈ Q(fg) implikuje u+v

n
∈ Q(f)+Q(g), tedy Q(fg) ⊆ Q(f)+Q(g).

Proto Q(fg) = Q(f) +Q(g) a odtud φ(fg) = φ(f) + φ(g).

Dokáºeme, ºe φ zachovává uspo°ádání. Nech´ f ≤ g a Q(f) = {m
n
| cm ≤ fn},

Q(g) = { p
n
| cp ≤ gn}. Pak cm ≤ fn ≤ gn. Odtud plyne supQ(f) ≤ supQ(g). Navíc

kdyº g > 1, pak c < gn pro n¥které n ∈ N, tedy 1
n
∈ Q(g) \Q(1). Tedy φ je vno°ení.

V¥ta 77. Nech´ G je lineárn¥ uspo°ádaná `-grupa. Pak G nemá ºádné netriviální

konvexní `-podgrupy.

D·kaz. Nech´ G je archimedovská lineárn¥ uspo°ádaná `-grupa. Dále nech´H je vlastní

netriviální konvexní `-podgrupa G. Potom kdyº h ∈ H+ a g ∈ G+, existuje n ∈ N

takové, ºe hn ≥ g. Protoºe H je konvexní, je g ∈ H. Pak G+ ⊆ H+, a tedy i G ⊆ H.

Ale H `-podgrupa G, proto H = G.

Naopak, p°edpokládejme, ºe G nemá ºádné nevlastní `-podgrupy. Kdyº g, h ∈ G

jsou takové, ºe 1 ≤ g � h, pak G(g) ⊂ G(h). Ale podle p°edpokladu musí být G(g) =

{1}, odkud dostáváme g = 1, tj. G je archimedovská.

V¥ta 78. Kaºdá archimedovská `-grupa je reprezentovatelná.

D·kaz. Nech´ G je archimedovská a g ∈ G. P°edpokládejme, ºe f ∈ g⊥, tedy |f |∧|g| =

1. Dále nech´ pro n¥které h ∈ G+ je x = h−1|f |h ∧ |g|. Pak 1 ≤ x a 1 ≤ x ∧ hxh−1 =

h−1|f |h ∧ |g| ∧ |f | ∧ h|g|h−1 ≤ |g| ∧ |f | = 1. Tedy x ∧ hxh−1 = 1 a podle lemmatu 5 x

a hxh−1 komutují. Pak pro v²echna n ∈ N je 1 = xn ∧ (hxh−1)n = xn ∧ hxnh−1 ≥ 1 ∨

xnh−1 ≥ 1. Z toho plyne xnh−1 ≤ 1, tj. xn ≤ 1 pro v²echna n ∈ N. Z archimedovskosti

plyne, ºe x = 1. Potom h−1fh ∈ g⊥ pro kaºdé h ∈ G+. Ale pak také k−1fk ∈ g⊥ pro

kaºdé k ∈ G, protoºe kaºdé k lze psát ve tvaru k = ab−1 pro n¥které a, b ∈ G+. Tedy

G je reprezentovatelná.
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V¥ta 79. Kaºdá archimedovská `-grupa je komutativní.

D·kaz. Nech´ G je archimedovská `-grupa. Pak je reprezentovatelná a tedy i normáln¥

hodnotová. Nyní kdyº V je hodnota v G, pak G/PV je lineárn¥ uspo°ádaná. Pak V ∗/V

je také lineárn¥ uspo°ádaná. Vzhledem k tomu, ºe V ∗ pokrývá V ve svazu konvexních

`-podgrup G, V ∗/V má netriviální vlastní konvexní podgrupy, a tedy je izomorfní s

podgrupou R a je komutativní. Dokáºeme, ºe kdyº x, y ∈ V ∗, pak komutátor [x, y] ∈ V .

Ov¥°íme, ºe [x, y] � |x| ∨ |y| pro v²echna x, y ∈ G. P°edpokládejme, ºe existuje

n ∈ N takové, ºe [x, y]n 6≤ |x| ∨ |y|. Nech´ z = [x, y]n(|x| ∨ |y|)−1 ∨ 1. Pak z > 1 a

z ∈ G(x)∨G(y) = G(|x| ∨ |y|). Nyní nech´ N je hodnota z. Pak |x| ∨ |y| 6∈ N , jinak by

z ∈ N . Proto existuje hodnota M prvku |x|∨ |y| taková, ºe N ⊆M . Vzhledem k tomu,

ºe x, y ∈M∗, podle p°edpokladu je [x, y] ∈M , odkud [x, y]n ∈M . Nyní protoºe G/PN

je lineárn¥ uspo°ádaná, je N [x, y]n > N(|x| ∨ |y|). V opa£ném p°ípad¥ existuje t ∈ N

takové, ºe [x, y]n ≤ t(|x|∨|y|), odkud 1 < z ≤ t∨1 ∈ N . To je spor, protoºe z ∈ N . Pak

existuje p ∈ N takové, ºe p[x, y]n > |x| ∨ |y|. Protoºe N ⊆M , je v lineárn¥ uspo°ádané

grup¥ G/PM , M [x, y] > M(|x| ∨ |y|). Ale [x, y]n ∈ M , a tedy existuje q ∈ M takové,

ºe q > (|x| ∨ |y|), tedy |x| ∨ |y| < g ∈ M , a pak |x| ∨ |y| ∈ M , spor. Z toho plyne, ºe

pro v²echna n ∈ N je [x, y]n ≤ |x| ∨ |y| a tedy [x, y] � |x| ∨ |y|. Vzhledem k tomu, ºe

G je archimedovská, je [x, y] = 1, coº jsme cht¥li dokázat.
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