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Uvod

Svazové usporadand grupa je grupa vybaveni kompatibilnim svazovym uspotradanim.
linedrné uspofddanou mnozinu, mnozina vSech permutaci zachovavajicich usporadani
je svazové usporadanou grupou. V roce 1963 Charles Holland dokazal, Ze kazd4 svazove
uspoiadand grupa je vnofitelnd do ¢-grupy permutaci linedrné uspotradané mnoziny.
Vlastnosti svazové uspofadanych grup je tedy mozné ziskat studiem (-grupy permutaci.
Tento text si klade za tkol predvést Hollandiv dikaz s pouzitim pojmi, které se v
pivodnim Hollandové dikazu nevyskytuji, ale v zahranic¢ni literatute se jiz delsi dobu
pouzivaji.

V prvni kapitole se definuji svazové usporadané grupy a dale obsahuje vycet jejich
zakladnich vlastnosti.

Ve druhé kapitole se definuji konvexni /-podgrupy a studuji se jejich zakladni vlast-
nosti. Déle se tato kapitola zabyva nékterymi druhy konvexnich /-podgrup, tzv. prvo-
podgrupami, hodnotami a polarami. Buduje se zde potfebny aparét pro tfeti a ¢tvrtou
kapitolu.

Ve tfeti kapitole se nejprve definuji subdirektni sou¢iny ¢-grup. Druha c¢ast této
kapitoly se zabyva automorfismy fetézci a obsahuje dikaz Hollandovy véty a nékteré
jeji disledky.

Ve ¢tvrté kapitole se zkoumaji vlastnosti archimedovskych ¢-grup.



1 Svazové usporadané grupy

V této tvodni kapitole definujeme pojem svazové usporfadané grupy a uvedeme vycet
jejich zakladnich vlastnosti. Dukazy téchto tvrzeni zde uvadét nebudeme, je mozné je
najit naptiklad v [2].
Definice 1. Uspofadana grupa je struktura G = (G;-, <), kde (G;-) je grupa a <
usporadani takové, ze pro kazdé a,b, c € G plati, ze a < b implikuje ca < ¢b a ac < be.
Je-li (G; <) fetézec, G se nazyva linearné usporadana grupa. Je-li (G; <) svaz, G se
nazyva svazové uspofadana grupa.

V tomto textu budeme svazové usporadanou grupu G = (G} -, <) znacit pouze G a
budeme ji vétSinou nazyvat ¢-grupou.

Kazda uspoiadané grupa je charakterizovana tzv. kladnym kuzelem G+ = {z € G |
1 < z}. Prvky kladného kuzele budeme nazyvat kladnymi. Kladny kuzel charakterizuje
usporadani vztahem a < b, pravé kdyz ba=t € G*. Podobné se definuje zaporny kuzel

G ={reG|x <1}
Lemma 2. Necht G je (-grupa. Potom
(1) néasobeni je distributivni pres svazové operace;
(2) kazdy prvek je mozné psat ve tvaru g = zy~ !, kde z,y € GT;
(3) 1 je jedinym prvkem kone¢ného fadu;
(4) pro vSechny z,y,z € G plati z Ayz < (z Ay)(x A 2);
(5) kdyz x Ay = 1, pak zy = yu;
(6) kdyz xy = yx, potom pro vSechna n € N plati, ze 2" < y™ implikuje = < y.

Véta 3 (Rieszova interpola¢ni vlastnost). Necht G je (-grupa. Dale necht a, by, ..., b, €
Gt aa <[, b Pakexistuji a1,...,a, € GT takové, ze a; < b; prokazdéi=1,...,n

aa=1][,a.

Lemma 4. Necht G je (-grupa a b,a; € G pro kazdé i € I. Kdyz \/,.;a; existuje,

potom

(1) Vierai' = (Niera)™
(2) Vie[(bai) = b(\/ie[ a;);



(3) \/ieI(b Aa;) =bA \/iel a;.
Plati i dudlni tvrzeni.

Lemma 5. Necht G je (-grupa. Necht z1, ..., z, € G jsou prvky takové, ze z;Ax; = 1

pro kazdé ¢ # j. Pak x1 V--- V&, = x1...x,.

Diisledek 6. Necht pro z,y € G* plati z Ay = 1. Pak 2™ A y™ = 1 pro vSechna
m,n € N.

Pfipomenme, Ze svaz A se nazyva distributivni, pokud pro v8echna x,y, z € A plati:
TA(yVz)=(xAy) V(xAz),
zV(yAz)=(xVy A(xVz).
Véta 7. Pro kazdou (-grupu G je svaz (G; <) distributivni.

V (-grupéch se pro kazdy prvek z € G definuje kladné ¢ast vztahem 2t =2V 1 a

zaporna ¢ast x~ = z~! v 1. Absolutni hodnotou x se rozumi |z| = z VvV 27

Lemma 8. V /-grupé pro vSechny prvky plati:
(1) |zl =at2” > 1;
(2) zt Nz =15
(3) @ =a*(27)7h
(4) (zy)" < 2Ty’
(5) (z7)" = (a")", (x7)" = (&), |z|" = [="];
(6) [x] = |=~';
(7) |z vyl <l V Iyl < lallyl;
(8) |yl < [[lyll=[;
(9) |=| < [yl, prave kdyz |y[~' < @ < [y;
(10) |zy~ ! = (zvy)(z Ay)~t = [yz~ Y.

Lemma 9. Necht G je ¢-grupa. Pak ¢y = 1,...,g, = 1, pravé kdyz |g1| V- - - V|gn| = 1.



Véta 10. Necht G je f-grupa. Pak G je komutativni, pravé kdyz pro vsechna z,y € G
plati |zy| < |z[[y[-

Definice 11. Necht G; jsou (-grupy. Kartézsky soucin G' =[], G; je mnozina vSech

zobrazeni g : I — J._; G; takovych, ze g(i) € G; pro kazdé i € I. Definujeme-li f - g,

iel
fVga fagpredpisy (f-9)(i) = f(i) (i), (fVg)(i) = f(i)Vg(i), (fAg)(i) = f(i)Ag(i),
pak G je (-grupa, tzv. direktni sou¢in ¢-grup G;. Oznac¢me supp(g) = {i € I | g(i) # 0}

(tzv. nosi¢ funkce g). Direktni soucet ) ., G; je pak definovan takto: .., G; = {g €

el
[Lic; Gi | supp(g) je koneény}.

Piimo z definice plyne, Ze )., G; je {-podgrupa [[..; G.

el

1.1 Priklady /-grup
e Aditivni grupy Z,Q, R s pfirozenym usporadanim jsou ¢-grupy.

e Aditivni grupa komplexnich ¢isel usporadané po slozkach, tj. a + bi < ¢ + di,

pravé kdyz a < c & b < d.

e Realny vektorovy prostor V' s béazi €1, é5, ..., €, a usporadanim « < o, pravé kdyz

a; < b;prokazdé t = 1,...,n, kde @ = > a;6; a U ="  bié; a a;,b; jsou

realné déisla.

e Mnozina v8ech realnych spojitych funkci na intervalu [0,1] s operaci s¢itani a

uspotradanim po bodech, tj. f < g, pravé kdyz pro kazdé x € I je f(x) < g(z).

e Mnozina dvojic (a,a), kde a : Z — Z, a € Z se s¢itanim definovanym («, a) +
(8,b) = (7, ¢), kde funkce 7 : Z — Z je dana predpisem y(z) = a(z) + f(x +a) a
¢ = a + b. Usporadani je dano predpisem (o, a) < (B,b), pravé kdyz a < b nebo

a=baa(r) < p(x)pro kazdé x € Z. Tato konstrukce se nazyva véncovy soudin.

e Necht I je usporadand mnoZina, kde pro kazdé a € I' je {f € T | @ < [} Fetézec.
Takova uspofadana mnozina I' se nazyva kofenovy systém. Necht G, (a € T') jsou

linedrné uspofadané grupy. Necht V(I'; G,) je mnozina takovych g € [],op Gas

aecl’
ze supp(g) je O nebo ma maximalni prvek. Pak V(I'; G,) je podgrupa [[,.r Ga-
Usporadani je definovano takto: g je kladny prvek, pravé kdyz g(a) je kladny
prvek G, pro kazdé a € T', které je maximalni prvek supp(g). Tato f-grupa se

nazyvd Hahnova /-grupa.
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e Necht Aut(T') je mnoZina vSech permutaci f na fetézci T', které zachovéavaji uspo-
radani, tj. pro kazdé s,t € T je s < t, pravé kdyz f(s) < f(t). Uspotradani je
definovano po bodech: f < g, pravé kdyz f(t) < g(t) pro kazdé ¢t € T.

Mnozina Aut(T') se nazyva mnozina automorfismii fetézce T a pro tuto praci ma

stézejni vyznam. Proto zde provedeme diikaz, Ze se jedna o /-grupu.

Diikaz. Zvolme f,g € Aut(T). Pak pro kazdé s,t € T plati s < t & f(s) <
f(t) < g(f(s) < g(f(t) < (f-9)(s) < (f-9)(¥), tj. f-g € Aut(T). Tedy Aut(T)
je vzhledem ke skladani zobrazeni grupa. Je ziejmé, ze < je usporadani na Aut(T),
které je kompatibilni se skladanim zobrazeni. M&jme f, g € Aut(T). Supremum
je dano vztahem (f V g)(z) = max{f(z), g(x)}, podobné pro infimum plati (f A
g9)(x) = min{f(z),g(x)}. Dokdzeme, Ze supremum spliiuje podminku: s < ¢,
pravé kdyz (f VvV g)(s) < (fV g)(t) pro vSechna s,t € T'. Necht max{f(s), g(s)} <
max{ f(t), g(t)}. Rozlisime jednotlivé ptipady. V piipadé, 7e f(s) < f(t) nebo
g(s) < g(t), plati s < t. Kdyby f(s) < g(t) a s > t, tak by g(s) > g(t) > f(t), a
to je spor. Stejnym zptsobem by se dokazalo, Ze i infimum spliuje tuto podminku.
Takze zobrazeni jsou injektivni. Surjekce je zifejmé. To znamend, 7e fVga fAg

jsou automorfismy. O
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2 Konvexni /-podgrupy

2.1 Vlastnosti konvexnich /-podgrup

V této casti se budeme vénovat f(-podgrupam a prevazné konvexnim /(-podgrupam.
Obecné podgrupa svazové uspoiddané grupy nemusi byt podsvazem. Napiiklad v adi-
tivni abelovské (-grupé G = Z x Z s uspoiadanim po slozkach je H = {(n,—n) | n € Z}
podgrupa, ale neni podsvazem, protoze (0,0)V (1,—1) = (1,0) € H. Proto je pfirozené

zavést nasledujici definici.

Definice 12. Podgrupu C' /-grupy G, ktera je soucasné podsvazem GG, budeme nazyvat
(-podgrupou.

Nasledujici lemma je jednoduché kriterium tikajici, které podgrupy jsou f-podgrupami.

Lemma 13. Podgrupa H (-grupy G je (-podgrupou G, pravé kdyz z V1 € H pro
kazdé r € H.

Diitkaz. Prvni ¢ast tvrzeni je ziejma. Naopak, pokud z,y € H, pak 2Vy = (zy~tV1)y €
H. Navic plati x Ay = (x7 ' vy~ 1)t € H. Tedy H je podsvazem G. O

Lemma 14. Necht H,, H, jsou {-podgrupy v G. Pak H, C Hy,, pravé kdyz H," C H .

Diikaz. Pro dikaz H, C H, = H; C Hj si sta¢i uvédomit, ze H = G+ N H;.
Naopak, zvolme h € H,. Pak ht € H C Hy a h- € H' C H, . Vzhledem k tomu, Ze
h=h+(h")" je h € H. O

V dikazu nasledujici véty bude (g) oznacovat podgrupu generovanou prvkem g.
Podgrupa generovand ¢ je prinik vSech podgrup obsahujicich g a je to nejmensi pod-

grupa obsahujici g. Podobné budeme znacit (M) podgrupu generovanou mnozinou M.
Véta 15. Necht G je svazové uspofadana grupa. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) G je Fetézec;
(2) kazda podgrupa G je (-podgrupa;
(3) pro kazdé z,y € G plati z,y > 1= x Ay > 1.

Diikaz. (1) = (2) Pro kazdé x,y € G je x < y nebo y < z. V prvnim piipadé z Ay = x,
xVy=y,vedruhém jerx Ay=yazxVy=nux.

12



(2) = (3) Predpokladejme, ze kazda podgrupa je f-podgrupa. Déle predpokladejme,
7e existujf z,y > 1 takové, ze v Ay = 1. Pak 2 Vy = 2y = yx. Necht g = 2y~! a
uvazujme podgrupu (g). Podle piedpokladu (g) je f-podgrupa a tak g~'V 1 € (g). Ale
g'Vvli=yrtvl=(yVa)z ! =yra? =y Tedy y = ¢g" pro nékteré n € Z a

n+1 n24n —

xr = gy = ¢g""L. Nyni protoze z Ay = 1, musi byt také 2" Ay" Tt = 1. Ale 2" = ¢

Y"1 a tak ¢"**t" = 1. Tedy (-podgrupa (g) je kone¢na. Ale kazda netrividlni (-grupa
je nekonecnd, to je spor.
(3) = (1) Plati a* Az~ = 1. Pak podle pfedpokladu =t = 1 nebo 2~ = 1, tedy

x <1 nebo x > 1. To znamenad, 7e GG je usporadana linearné. O

Podgrupa C se nazyva konvexni, pokud pro kazdé = € G a a,b € C plati, ze

a < x < bimplikuje x € C.

Definice 16. Konvexni ¢(-podgrupou budeme rozumét ¢-podgrupu, kteréd je konvexni.
Z definice snadno plyne, ze trividlni -podgrupy, tj. G a {1}, jsou konvexni. Déle je
vidét, Ze prunik konvexnich /-podgrup je konvexni /-podgrupou. Sjednoceni konvexnich

(-podgrup je konvexni /-podgrupa, pokud tvoii tyto ¢-podgrupy fetézec.

Véta 17. Necht C je podgrupa (-grupy G. Pak C je konvexni /-podgrupa G, pravé
kdyz pro kazdé g € G a pro kazdé ¢ € C plati, ze |g| < |c| implikuje g € C.

Diikaz. Necht C' je konvexni {-podgrupa (-grupy G, c € C,g € G a |g| < |c|. Vyjdeme
z nerovnosti |g|™! < g < |g|. Pak || <|g| 7' <g<lg| <|clageCl.

Naopak, necht g € C pro vSechna g,c € G s vlastnosti |g| < |¢]. Kdyz g < f < h,
g,h € C,pak 1 < g7 'f < g'h, 1 < |g7'f] < |g~'h|. Potom g7'f € C a f € C,
protoze |g 'h| € C. Tedy C je konvexni.

Nakonec zvolme g € C. Potom 1 < gV 1 <|g|, atedy 1V g € C. To znamena, Ze

C je f-podgrupa. n

Nasledujici véta popisuje, jak vznikaji konvexni podgrupy. Pro jeji dikaz budeme
ovsem potiebovat jedno pomocné tvrzeni tykajici se vlastnosti kladnych kuzelt kon-

vexnich uspofadanych grup.

Lemma 18. Necht G je uspofadana grupa a H je jeji podgrupa. Pak HT = HNG™*
a H je konvexni, pravé kdyz H' ma vlastnost: x € H™ a y < x implikuje y € H' pro
kazdé y € GT.
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Dijkaz. Necht H je konvexni. Pfedpokladejme, ze 1 <y < z, kde 1,z € H" C H. Pak
y € HNGY = H'. Naopak, kdyz v <y < 2, kde ,2 € H, pak 1 < a7y < 2712
al,x 'z € HT. Potom 'y € H* C H. Z toho plyne y € xH = H, a proto H je

konvexni. O

Véta 19. Necht G je svazové usporadand grupa. Dale necht C' je konvexni podpolo-
grupa G takovd, ze obsahuje 1. Pak podgrupa (C) je dana (C) = {ay~ ! | 2,y € C} a
je to konvexni ¢-podgrupa G.

Diikaz. Uvazujme mnozinu C* = {zy™' | z,y € C}. Ziejmé C C C* C (C). Kdyz
r € C*, pak 7! € C*. Chceme dokazat, Ze C* je podgrupa, a tedy C* = (C). Pied-
pokladejme, ze zy~!, gh™! € C* a uvazujme prvek zy~'gh~!. Ozna¢me o = (y A g) "'y
af=(yAg) g Ukdzeme, 7e o, 3 € C. Ziejmé y,g € C a 1 < y A g <y, proto také
y A g € C. Potom ale také 1 < (y A g)~ty < y, protoze (y A g)~! < 1, tedy a € C.
Podobné bychom ziskali 5 € C. Plati o« A § = 1 a podle lemmatu 2 «, [/ komutuji.
Pak o~ !, B také komutuji. Disledkem je zy~'gh™' = xza ™t (y A g) ' (y A g)Bh™! =
ra 'Bh = zfatht = (28)(ha)~! € C*, coz jsme chtéli dokazat.

K tomu, abychom dokazali, ze (C) je konvexni, sta¢i ukazat, ze pro z € (C)T a
y € GT plati, ze y < z implikuje y € (C)*. Piedpokladejme, 7e 1 < g < zy~! € (C).
Potom 1 < g <z € C, protoze 1 < y. Protoze C' je konvexni a obsahuje 1, dostavame
geC C(C).

Vzhledem k tomu, Ze pro viechna z,y € C'plati 1 < azy 'v1i<azVv1=z¢cC,

musf 2y~ V1€ C C (C) a tedy (C) je podsvaz v G, a proto je (-podgrupou. ]

Véta 20. Mnozina vSech konvexnich /-podgrup (-grupy G spolu s mnozinovou inkluzi
je uplny distributivni svaz. Navic pro vSechny konvexni ¢-podgrupy A, C; (i € I) plati
An\/ ¢ =\/(AnCy).

i€l el

Diikaz. Necht C; jsou konvexni (-podgrupy G. Je ziejmé, ze (),.; C; je konvexni (-
podgrupa. Dokazeme, Ze podgrupa C' generovana | J,.; C; (i € I) je konvexni (-podgrupa.
Necht |g| < |¢| pro nékteré ¢ € C. Pak ¢ = [[,_, e, kde ¢, € C;,. Podle lemmatu 8
a Rieszovy interpola¢ni vlastnosti miizeme g™ a ¢~ napsat ve tvaru soucinu prvki
zU;e; Cirag=gt(g7)". Proto g € C, a tedy C je konvexni ¢-podgrupa.

Ziejmé \/,.,(ANC;) € ANV, Ci, akdyz g € AT NV, Ci, pak g < [;_; ek,
kde ¢, € C;I:. Podle Rieszovy interpolaéni vlastnosti g = [[,_; g, kde 1 < g < ¢.
Vzhledem k tomu, ze 1 < g, < g € A, kazdé g, € AN Cy. O

14



Déle budeme znacdit G(g) konvexni /-podgrupu generovanou g.

Véta 21. Necht G je (-grupa, g € G. Pak G(g9) = {f € G | |f| < |g|™ pro n&které
n € No}

Diikaz. Ozna¢me T = {f € G | |f| < |g|" pro n € Nyg}. Necht f € T. Pak |f] < |g|,
kde |g|" € G(g). Vzhledem k tomu, Zze G(g) je konvexni a 1 < [f] < |g|", je | f] € G(g).
Ale opét vzhledem k konvexnostia 1 < fV1 < (fV1)V(f~tv1l) =|flje fV1eG(g).
Stejnym zpisobem by se dokdzalo f~!' V1 € G(g). Tim jsme dokazali, ze f € G(g),
tedy T' C G(g).

Pro dikaz T O G(g) stadi ovérit, ze T je konvexni f-podgrupa G. Je ziejmé, Ze
T je neprazdnd, protoze |1| < |g|, tedy 1 € T. Dale existuji inverzni prvky a plati
|~ = |f]. Pro nasobeni plati | fi fo| < [f1llfollf1] < [g]"|g[™]g]" < |g[***™ pro nékteré

m,n € Ny. Konvexnost plyne z véty 17. O]
V dikazu nasledujici véty pouzijeme toto jednoduché lemma.
Lemma 22. Necht G je (-grupa x,y € G*. Pak (2™ Ay") < (x Ay)™™.

Diikaz. Podle lemmatu 2 je x A y? < (z A y)?. Predpokladejme, ze plati z Ay <
(x Ay L Pak (xAy)" > (e Ay)(@Ay™™ ) =22 Azy™ P Ayz Ay™ > x Ay", protoze

22> Azy™ ! Ayx > x. Podobnym zptsobem dostaneme x™ A y" < x A y™™. O

Véta 23. Necht G je l-grupa a f,g € GT. Pak G(f A g) =G(f)NG(g9) a G(f Vg) =
G(f) VvV Glg).

Dikaz. Kdyz x € G(gAh), pak |z] < (gAh)™ < g", h" a tedy € G(g)NG(h). Naopak,
kdyz z € G(g9) NG(h), pak |z] < g" AR™ < (g Ah)"™", odkud dostavame x € G(g A h).

Nyni kdyz x € G(g V h), pak |z < (g Vv R)" < [g(g A h)"Th]" < (gh)" a tedy
z € G(gh) € G(g)VG(h), protoze gh € G(g)VG(h). Naopak, kdyz x € G(g)VG(h), pak
r =[]\, =, kde kazdé z; € G(g)UG(h). Vzhledem k tomu, Ze |z;| < ¢g" nebo |z;| < ™
pro kazdé i, existuje kladné ¢ takové, ze |x| < (g V h)'. Disledkem je x € G(gV h). O

Necht H (-podgrupa G a x € G. Mnozina *H = {zh | h € H} se nazyva levou
tiidou prvku z. Podobné se definuje prava t¥ida Hx = {hx | h € H}. Systém vSech
pravych tfid budeme zna¢it G/pH, systém vSech levych t¥id G/ H. V piipadé, Ze
G/pH = G/ H, budeme psat pouze G/H.
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Véta 24. Necht C je konvexni (-podgrupa G. Na G/pC muzeme zavést uspofadani
takto: Cx < Cy, pravé kdyz existuje ¢ € C takové, ze x < cy. Vzhledem k tomuto

uspofadani je G/pC svazem.

Dikaz. Je ziejmé, 7e Cx < Czx. Kdyz Cx < Cy, Cy < Cuzx, pak existuji u,v € C
takove, ze x < uy, y < vr av ! <ay ! < wu. Vzhledem k tomu, zZe C je konvexni, pak
ry~! € C a Cx = Cy. Nakonec, kdyz Cx < Cy, Cy < Cz, pak v < uy, y < vz pro
nékteré u,v € C a x < wuvz, uwv € H, tj. Cx < Cz. To znamend, ze < je uspofadani na
G/pC.

Dale G/pC je svazem, kde Cz VvV Cy = C(z Vy) a Cx ACy = C(x Ay) pro viechna
z,y € G. Je ziejmé, 7e Cx < C(zVy)aCy < C(xVy) € G/pC. Necht Cz > Cx
a Cz > Cy pro nékteré z € . Pak existuji ci,co € C takova, 7ze c1z > x a caz > .
Oznac¢me ¢ = ¢ V ¢o. Potom ¢z > ¢z > v a cz > c1z > x. Odtud cz > x V y. Potom
Cz>C(xVy)aC(xVy) je supremem Cx,Cy v G/pC. Podobné C(z Ay) je infimum
Czx,Cyv G/pC. O

Definice 25. Normalni konvexni /-podgrupy budeme nazyvat f-idealy.

Véta 26. Necht G je (-grupa a C je (-ideal v G. Potom G/C' s vyse uvedenym uspo-

radanim je (-grupa.

Diikaz. Je znamo, 7ze G/C je grupa s nasobenim Cz - Cy = Cxy a podle predeslé
véty je < usporadani. Ovérime, Ze usporadani je kompatibilni s ndsobenim. Uvazujme
Cx < Cy. Pak x < cy pro nékteré ¢ € C' a vynasobenim b zprava ziskame xb < cyb,
tj. Caxb < Cyb. Pro dikaz zleva si sta¢i uvédomit, ze C' je normalni podgrupa, tj.
xC' = Cx. Necht Cz < C'y. Potom z < cy = yd pro nékteré c¢,d € C' a vynasobenim a
zleva ziskdme ar < ayd, tj. axC < ayC. Ale vzhledem k normalnosti je Caxr < Cay.

Tim jsme ovéfili, ze G/C je usporadana grupa. O]
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2.2 Homomorfismy /-grup

Homomorfismus mezi ¢-grupami se definuje jako grupovy a soucasné svazovy homo-

morfismus.

Definice 27. Necht G, H jsou {-grupy. Homomorfismus grup ¢ : G — H budeme
nazyvat (-homomorfismus, pokud zachovava i operace A a V, tj. pro vSechna z,y € G

jsou splnény tyto podminky:
(1) o(zy) = o(z) - (y),
(2) oz Ay) = d(x) A d(y),

(3) ¢z Vy)=9(x)Vo(y).

Bude-li ¢ injektivni, budeme jej nazyvat (-vnofenim. Bude-li navic bijektivni, bu-
deme jej nazyvat f-izomorfismem.
K tomu, aby homomorfismus byl /~-homomorfismem, stac¢i, aby byla splnéna jen

jedna z podminek pro V, A, protoze fAg= (f1vg =t

Véta 28. Necht G a H jsou l-grupy a ¢ : G — H je homomorfismus grup. Nasledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) ¢ je £-homomorfismus,
(2) ¢(gV1)=¢(g) V1pro viechna g € G,
(3) kdyz f,g € G a fAg=1,pak ¢(f) Ad(g) = 1.

Diikaz. 7 (1) jasné vyplyva (2). Pro dikaz (2) = (3) predpokladejme f,g € G a
f Ag=1. Potom také f~'V g~! = 1. Vynasobime f a ziskdme 1V fg~! = f, a dale
1V é(fg~t) = ¢(f). Nyni vyndsobime ¢(f)~! a dostaneme ¢(f)"'V ¢(g)™' =1 a
z toho jiz plyne ¢(f) A ¢(g) = 1. Na zavér dokazeme (3) = (1). Vzhledem k tomu,
ze f(f NG Ag(f Ag)™h =1, plati o(f)e(f A g)~" A dlg)o(f Ag)~ = 1. Proto
o(f) N olg) = o(f N g) a zobrazeni ¢ je tedy ¢-homomorfismus. ]

Véta 29. Necht ¢ : G — H je -homomorfismus ¢-grup G, H. Jadro (-homomorfismu
je f-idedl v G.
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Diikaz. Ozna¢me jadro homomorfismu /. Jadro homomorfismu je normalni podgrupou.
Necht <y < zvGprox,z€ I,y € G.Pakz 1 = ¢(x) < oy < ¢(z) =1
plyne ¢(y) = 1 a y € I. To znamena, ze I je konvexni podgrupa. Kdyz = € I, pak
dlxV1)=¢(x)vV1=1alje tedy ¢-idedl v G. O

Véta 30. Necht C je (-ideal (-grupy G a G/C je faktorova (-grupa. Potom zobrazeni

v:x +— Cz je (-homomorfismus G na G/C.

Diikaz. Zobrazeni v je homomorfismem grup, protoze v(ry) = Cxy = Cx - Cy =
v(x)v(y). Stejné tak snadno ziskame, ze v(z) Vv (y) = CaxVCy =C(zVy) =v(zVy).

Zobrazeni v je opravdu f-homomorfismus. n

Definice 31. Homomorfismus v : G — G/C budeme nazyvat pfirozenym homomor-

fismem (-grupy G na (-grupu G/C.

Véta 32 (o homomorfismu ¢-grup). Necht G, H jsou (-grupy, ¢ : G — H je surjektivni

¢-homomorfismus a C' je jadro tohoto homomorfismu. Pak G/C' je izomorfni s H.

Dikaz. Vime, ze zobrazeni g : H — G /C dané vztahem v(z) = g(¢(z)) je izomorfismus

grup. Sta¢i tedy dokazat jen zachovani V. Necht y; = ¢(x;). Pak
9V y2) = g(d(z1) V d(x2)) = g(d(z1 V 22)) = v(21 V 22) =

= v(21) Vv(re) = g(d(x1)) V 9(@(72)) = 9(11) V 9(y2)-
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2.3 Prvopodgrupy

Definice 33. Konvexni /-podgrupa P svazové uspoiadané grupy G se nazyva prvopod-
grupou, kdyz pro vSechny konvexni (-podgrupy A a B (-grupy G plati, z2e z ANB C P
plyne A C P nebo B C P.

Véta 34. Necht P je konvexni /-podgrupa svazové uspoirddané grupy G. Nasledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) P je prvopodgrupa (-grupy G;
(2) kdyz f ANg=1, pak f € P nebo g € P;
(3) kdyz f AN g € P, pak f € P nebo g € P;
(4) kdyz f,g € G, pak existuje ¢ € P takové, 7e f < cg nebo g < cf;

(5) kdyz D; a Dy jsou konvexni ¢-podgrupy ¢-grupy G obsahujici P, pak D; C D,
nebo Dy C D;.

Driikaz.
(1) = (2). Kdyz f Ag =1, pak G(f) N G(g9) = G(f Ag) = {1} C P. Potom podle
definice prvopodgrupy G(f) C P nebo G(g) C P. Jinymi slovy f € P nebo g € P.
(2) = (3). Necht fAg € P.Pakz f(fAg) ' ANg(fAg)~! =1 podle piedeslého tvrzeni
je f(f ANg)™t € Pnebo g(f Ag)~! € P. Proto f € P nebo g € P.
(3) = (4). Vzhledem k tomu, ze f(f Ag)"' Ag(f Ag)~! =1 pro viechna f,g € G,
pak ¢ = f(fAg)™' € Pnebod = g(f ANg)™' € P. Tedy f = ¢(f A g) < cg nebo
g=d(fng) <df.
(4) = (5) Predpokladejme, Zze dy € DI \ Dy a dy € Df \ D;. Pak pro nékteré ¢ € P
plati d; < cdsy nebo dy < cdy. Tedy dy € Dy nebo dy € Dy, spor.

(5) = (1) Necht A, B jsou konvexni {-podgrupy a ANB C P. Pak P =PV (ANB) =
(PVA)N(PVB).Pak PYACPV Bnebo PVBCPVA. Proto P= PV A nebo
P=PVB. Tedy AC P nebo B C P. O

Pfipomenme, Ze usporfadand mnozina I' se nazyva kofenovy systém, pokud pro

kazdé a € T je {f € ' | a < B} Fetézec.
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Disledek 35. Mnozina vsech prvopodgrup ¢-grupy G je kofenovym systémem ve svazu

vSech konvexnich /-podgrup G.
Diikaz. Plyne okamzité z predeslé véty. O]

Disledek 36. Necht G je (-grupa. Mnozina vS8ech konvexnich /-podgrup je fetézec,

pravé kdyz G je fetézec.

Disledek 37. Necht G je (-grupa a C jeji konvexni ¢-podgrupa. Pak C je prvopod-

grupa, pravé kdyz G/pC je linearné usporadana.

Definice 38. Necht G je svazové uspoiddand grupa a C' je konvexni /-podgrupa. Rek-
neme, Ze G je lexikografickym rozsitenim C, jestlize 1 # g € G a f A g = 1 implikuje
fecC.

P#imo z definice plyne, Ze kdyz G je lexikografickym rozsifenim C, pak C' musi byt
prvopodgrupa.

Véta 39. Necht G je l-grupa a C' je konvexni (-podgrupa. Kdyz G je lexikografickym
roz§itenim C, pak C' < d pro kazdé d € GT\C, tj. c < dprokazdé ce Cade GT\C.

Diikaz. Piedpokladejme, 7e ¢ £ d pro nékteré ¢ € C;d € GT\ C. Pak ¢ # ¢ A\ d. Ale
dlcANd)" " Ae(eAd)™! = 1. Proto d(c Ad)™! € C, protoze c(c Ad)™! # 1. Tedy d € C,

ale to je spor. O
Véta 40. Prinik neprazdného fetézce prvopodgrup je prvopodgrupou.

Diikaz. Necht x Ay = 1 a P; jsou prvopodgrupy. Chceme dokézat, Ze x nebo y patii
do (,c; Pi- Predpokladejme, Ze z,y & (\,c; 5. Potom = ¢ P;, y € P; pro nékteré
i,7 € 1. Miizeme ptfedpokladat, ze P; C P;. Potom z,y € F;, tj. P; neni prvopodgrupa,

spor. ]

Definice 41. Konvexni /-podgrupa H (-grupy G se nazyva minimalni prvopodgrupa,
je-li prvopodgrupa a zadné konvexni ¢-podgrupa C' takové, ze C' C H, neni prvopod-
grupa.

Pro dikaz dalsiho tvrzeni budeme potiebovat tzv. Zornovo lemma, znamé také jako

princip minimality.

Lemma 42 (Zornovo). Pokud je mnozina A uspofadana tak, ze kazdy fetézec je zdola

omezeny, pak v A existuje minimalni prvek.
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Plati i dudlni tvrzeni, tj. pokud je mnoZina A usporadané tak, ze kazdy fetézec je

shora omezeny, pak v A existuje maximalni prvek.
Véta 43. Kazda prvopodgrupa obsahuje minimélni prvopodgrupu.

Diikaz. Predpokladejme, ze P je prvopodgrupa G. Dale uvazujme mnozinu A vSech
prvopodgrup B; takovych, ze B; C P. Vhledem k tomu, Ze prunik fetézce prvopodgrup
je prvopodgrupou, musi byt kazdy fetézec v A zdola omezeny. Podle Zornova lemmatu

pak existuje v P miniméalni prvopodgrupa. O
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2.4 Hodnoty

Nyni se dostavame ke zvlastnimu piipadu konvexnich /-podgrup, které jsou klicovym
prvek celého dikazu Hollandovy véty. Hodnotami prvku budeme rozumét konvexni
(-podgrupy, které jsou mezi konvexnimi /-podgrupami neobsahujicimi dany prvek ma-
ximalni. Existenci takové konvexni /-podgrupy zajistuje Zornovo lemma. Jak ukizeme,

vvvvvv

jsou prvopodgrupami.

Definice 44. Necht G je svazové uspordadana grupa, 1 # g € G a V' je mnozina vSech
konvexnich ¢-podgrup neobsahujicich g. Maximélni prvky z V budeme nazyvat hodno-
tami prvku g. Pokud prvek bude mit jedinou hodnotu, budeme jej nazyvat specidlnim
a prislusnou hodnotu budeme nazyvat specialni hodnotou.

Necht A a B jsou konvexni (-podgrupy G. Rekneme, ze A pokryva B, kdyz B C A
a pro kazdou konvexni ¢-podgrupu C grupy B plati, ze z B C C' C A plyne C = A
nebo C' = B.

Véta 45. Necht G je (-grupa. Pro kazdou hodnotu existuje jedina konvexni /-podgrupa,
ktera ji pokryva.

Diikaz. Necht 1 # g € G a V je hodnota g v G. Dale necht V* je prinik vSech
konvexnich ¢-podgrup G obsahujicich V' a g. Kdyz D je konvexni {-podgrupa G takovi,
ze V. C D, pak g € D. Z toho plyne V* C D. Tedy V* pokryva V. [

Definice 46. Necht L je uplny svaz. Rekneme, ze x € L je uplné prisekove ireducibilni,

kdyz z # 1 a pro kazdé S C G plati: kdyz z = inf.S, pak z € S.
Poznamka 47. Prvopodgrupy jsou konec¢né prisekové ireducibilni.

Véta 48. Necht G je (-grupa a H je konvexni /-podgrupa G. Pak H je hodnota v G,

pravé kdyz H je uplné prisekoveé ireducibilni ve svazu vSech konvexnich ¢-podgrup G.

Diikaz. Predpokladejme, ze H je hodnota pro nékteré g € G. Necht H; (i € I) je systém
konvexnich (-podgrup G takovych, ze H = (., H;. Kdyz H # H; pro kazdé i € I,
pak g € H;, protoze H je maximalni neobsahujici g. Z toho plyne g € (,.; H; = H,
spor. Tedy plati H = H; pro nékteré ¢ € I a H je uplné priisekové ireducibilni ve svazu

konvexnich /-podgrup G.
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Naopak, predpokladejme, ze H je Gplné prisekové ireducibilni ve svazu konvexnich
¢-podgrup G. Uvazujme mnozinu H* = ({K | H C K}, kde K jsou konvexni (-
podgrupy G. Pak H* pokryva H ve svazu konvexnich ¢-podgrup a existuje g € H*\ H.
Predpokladejme, Zze H neni hodnota g. Pak existuje hodnota K prvku g takova, zZe
H C K. Ale H* C K atedy g € K, to je spor. Proto H je hodnota g. O

Diisledek 49. Kazda hodnota je prvopodgrupou.

Disledek 50. Kazda konvexni /-podgrupa (-grupy G je prunikem hodnot G, proto je
také prunikem prvopodgrup G.

Diikaz. Necht C' je konvexni (-podgrupa. Pro kazdy prvek g ¢ C zvolime nékterou
hodnotu V. Pak C =({V, | g € G\ C}. O

Véta 51. Je-li G (-grupa, pak f < g, pravé kdyz V f < Vg pro vSechny hodnoty V.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze kazd4 hodnota je konvexni ¢(-podgrupa, f < g implikuje
Vf < Vg. Naopak, kdyz f £ g, pak fg~' V1 # 1 a existuje hodnota V prvku fg='V1.
Potom 1 < fg7'v1 gV, tedy V < V(fg'V1) =V(fVg)g ' Vzhledem k tomu,
ze V je prvopodgupa, G/pV je uspofadana linearné, a proto plati Vg < V(f V g) =
max{V f,Vg}. Dusledkem je V f £ Vg. O

Véta 52. Necht G je (-grupa, f,g € G"\ {1} a f Ag = 1. Pak f, g maji nesrovnatelné

hodnoty.
Diikaz. Kazda hodnota je prvopodgrupa. Tvrzeni pak plyne z véty 34. O

Véta 53. Necht G je l-grupa, f,g,h € GT a V;, V,, Vj, jsou jediné hodnoty téchto

prvku.
(1) Kdyz f Ag # 1, pak V; C V, nebo V, C V}.
(2) Kdyz fAg=1,ale fAh#1,gANh#1,pak V; CV,aV, CV,.
(3) Kdyz Vy C V,, pak f* < g pro kazdé n € N.
(4) Kdyz Vy =V,, pak f < ¢g" pro nékteré n € N.

Diikaz. (1) Necht V je hodnota f Ag # 1. Pak f,g € M, a tedy V. C V, V.
Vzhledem k tomu, 7ze kazd& hodnota je prvopodrupa, je mnozina vSech hodnot

kofenovy systém, a proto V; C V; nebo V, C V5.
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(2) Kdyz fAg=1a f &Vy, pak g € V;\V,. Podobné f € V,\ V. Vzhledem k tomu,
ze Vy a Vj jsou nesrovnatelné a mnoZina vSech hodnot je kofenovym systémem,

musi byt Vf cV,a Vg c V.

(3) Kdyz f™ £ g, kde n € N, pak pro hodnotu V' plati podle véty 51 V f* > Vg > V.
Potom V C V; C V,, protoze f" € V,atedyi f € V.Pak V, < Vg <V, f" =V,
To je spor.

(4) Kdyz f £ g™ pro vSechna n € N, pak f & G(g). Proto existuje hodnota V' prvku
f takova, ze V' O G(g). Protoze f je specialni, musi byt V =V;a g e Vy =V,

To je spor.
O

Véta 54. Ve svazové usporadané grupé G mé kazdy prvek kone¢né mnoho hodnot,

pravé kdyz kazd& hodnota v GG je specidlni.

Diikaz. Necht kazdy prvek (-grupy G mé kone¢né mnoho hodnot a ¢ je kladny pr-
vek. KdyZz g ma jedinou hodnotu, pak je specidlni. Pfedpokladejme, Ze g méa hod-
noty Vi,..., V,a1. Protoze tyto hodnoty jsou speciélni v G(g), miuzeme predpokladat
G = G(g). Proto V4, ..., V,41 jsou maximalni konvexni ¢-podgrupy G a kazdé vlastni
konvexni ¢-podgrupa je obsazena nejméné v jedné z téchto hodnot. Necht f; € V., \ V;
ah; € VI\ Vo (1<i<n).Necht f =V, fiah= A, h.Pak f € V, .1\ (U, Vi)
ah e (N, Vi) \ Vay1. Nyni f nahradime f(f A k)~ a h nahradime h(f A h)~! a mii-
zeme predpokliddat, ze f Ah = 1. Nyni Vi,... V, jsou hodnoty f a V,, 1 je hodnota h.
Navic V11 je specidlni hodnota. Kdyz M # V.1 je hodnota h, potom kdyz M CV;
pro nékteré i = 1,...,n, dostavame f € M C V;, protoze f Ah =1, a to je spor. Navic,
kdyz M je hodnota f ruzna od Vi,...,V,, pak obsahuje h a je obsazena v V.1, a to
nemiuze nastat. Proto indukci zjistime, Ze vSechny hodnoty Vi, ...V, jsou specialni.
Naopak, predpokladejme, Ze kazda hodnota G je specialni. Kdyz g € GT ma hod-
noty V; (i € I), vybereme f; € Gt s jedinou hodnotou V; (i € I). Podle véty 53(1)
fiNfj=1proi,jel, i# j. Necht C je konvexni {-podgrupa G generovand mnozi-
nou {f; | ¢ € I}. Pak C je l-izomorfni s direktnim sou¢inem {G(f;) | i € I}. Protoze

fi € C\V; pro vSechna i € I, musi byt g € C. Proto [ je kone¢na a C; jsou specialni. []
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2.5 Polary

Definice 55. Necht X je neprazdna podmnozina /-grupy G. Polarou X+ mnoziny X
budeme rozumét mnozinu prvki G, které jsou ortogonalni ke kazdému prvku mnoziny
X. Tedy

Xt={geG|Vre X |g|An|z|=1}

V piipadé, Ze X bude obsahovat pouze prvek g, budeme polaru znacit pouze ¢g*. Pokud

X =0, definujeme )+ = G. MnoZinu vech polar ¢-grupy G budeme znacit P(G).
Lemma 56. Necht X, Y jsou podmnoziny ¢-grupy G. Pak plati:

1) X CY implikuje Y+ C X+

2) X C Xt

3) X1t = xt,

Dikaz. 1) Kdyz X C Y ag € Y+, pak [g| A |yl = 1 pro kazdé y € Y, a tak
lg| A|lz| = 1 pro kazdé x € X. Proto g € X+, tedy Y+ C X+

2) Kdyz z € X a g € X+, pak |[g| A |z| = 1 implikuje z € X+, Proto X C X++.

3) Kdyz X C X+, pak X+ C Xt Soucasné viak X+ C (X))t a proto
XJ_ — (XJ_)J_J_'

Véta 57. Kazda polara X+ je konvexni /-podgrupa (-grupy G.

Diikaz. Necht Xt je polara a a,b € X+ a x € X. V kazdé f-grupé plati |ab~!| <
|a||b||a|. Pak pro kazdé x € X,

jab™!| A |z] < lal[bllal A lal[bllz] A x| =
= lallbl(la] A J2]) A lz] = lal[b] A fa|[b] A 2] =
(lal Alz)Io] Af] = [of A fa] =1,

Proto X+ je podgrupa G. Nyni kdyz 1 <c <bbe X+ pak 1 <cAlz|<bA|z|=1a
c€ X+ . Necht ce Xt. Pak cV1<]|clal<(cV1)Alz| <|e|Alx] =1. Tedy polara

je konvexni (-podgrupa G. n
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Pripomenme pojem filtr svazu. Necht G je svaz. f{ekneme, ze F je filtr svazu G,

jestlize:
1) pro kazdé x,y € F plati x Ay € F
2) pro kazdé z € F,g € G platiz Vg € F.
Duélnim pojmem k pojmu filtr je idedl svazu. Maximalni filtr v G se nazyva ultrafiltr.

Véta 58. Necht G je (-grupa a P je konvexni podmnozina. Nésledujici tvrzeni jsou

ekvivalentni:
(1) P je miniméalni prvopodgrupa v G;

(2) P=U{g" 1 9¢ P}

(3) P je prvopodgrupa a h* € P, kdyz h € P.

Diikaz. (1) = (2) Kdyz f,g € GT \ P, pak f A g # 1, vzhledem k tomu, Zze P je
prvopodgrupa. Pak existuje ultrafiltr F' na G obsahujici G\ P. Zvolme Q = |J{g" |
g€ F}.Pokud g € F, pak gt CG\ F C P. Tedy Q C P.

Dokazeme, 7e () je konvexni ¢-podgrupa. Kdyz a,b € Q, pak a € f+ a b € g pro
nékteré f,g € F. Pak 1 < (|ab|V|aVb)A fAg < (|lab]V|allb])AfAg <l|allblla|AfAg.
Navic |al|b]|a| A fAg < (la|Af)(|b|Ag)(la] A f) = 1. Odsud dostavame, ze ab,aVb € Q.
Vzhledem k tomu, Ze () je konvexni a uzaviena vzhledem k inverznim prvkum, @) je
konvexni /-podgrupa. Kdyz ¢ € Q a cANd =1, pak z ¢ A g > 1 pro vSechna g € F
dostavame, Ze ¢ € F, protoze F je ultrafiltr. Tedy d € ¢ C Q a @ je prvopodgrupa.
Protoze P je minimalni, dostivame Q = P a F = G*\ P.

(2)= (3) Ziejme.

(3)= (1) Necht @ je minimalni prvopodgrupa a je obsazena v P. Kdyz @ # P, pak
existuje g € P\ Q. Podle pfedpokladu existuje h € g+ \ P, odkud dostavame h ¢ Q.
Ale g € Q, a proto h € g* C Q. To je spor. n

Véta 59. Nechf G je (-grupa a P je konvexni (-podgrupa rizna od {1}. Pak Pt je

minimalni prvopodgrupa v G, pravé kdyz P je linearné usporadané.

Diikaz. Necht P+ je minimalni prvopodgrupa G a f,g € P takové, Ze f Ag = 1 a
f # 1. Vzhledem k tomu, ze P N Pt = {1}, pro g # 1 je g ¢ P*. Podle piedeslé

véty f € gt C P+, a proto g = 1. Tedy P je linearné usporadana. Naopak, necht
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P je linearné uspofadana a f A g = 1. Kdyz f,g € P*, existuji ¢;,co, € P takové,
ze fANer,gNeg > 1. Ale (f Acy) A(g A ce) = 1. Vzhledem k tomu, Ze P je linearné
usporadana grupa, musi byt f A c; = 1 nebo g A c; = 1. To je spor, a proto P je
prvopodgrupa. Kdyz h € P+, pak P C ht, proto h* € P*. Podle predeglé véty je P+

minimalni prvopodgrupa. [

27



3 Reprezentace /-grup

3.1 Subdirektni souciny

Nejprve budeme potiebovat nékolik informaci o subdirektnim soucinu ¢-grup. Subdi-

vvvvvv

Definice 60. Rekneme, e (-grupa G je subdirektnim souc¢inem ¢-grup G; (i € I), kdyz

existuje vnofeni h : G — [[,.; G; takové, ze slozené homomorfismy h - v, : G = G,

iel
kde v; je piirozenad projekce [[,.;G; na Gj, jsou surjektivni. Vnofeni h se nazyva
subdirektni vnoteni G do [[,.; Gi. Rekneme, ze f-grupa G je subdirektné ireducibilni,
jestlize plati, ze kdyz G je subdirektni sou¢in nékterych (-grup G; (i € I), potom G
je izomorfni s nékterou ¢-grupou G;. Kdyz je (-grupa subdirektnim souc¢inem linearné

uspotradanych grup, nazyvame ji reprezentovatelnou.

Poznamka 61. Kdyz H; (i € I) jsou (-idedly G takové, ze (.., H; = {1}, potom G

el Tt

je subdirektni soucin faktorovych ¢-grup G/H; (i € I).
Véta 62. Kazda subdirektné ireducibilni abelovska ¢-grupa je linearné uspotradana.

Diikaz. Necht G je abelovskd (-grupa a 1 < g € G. Pak gt Ngtt = {1} a g € g**.
Pak g~ = {1}, kdyZ G je subdirektné ireducibilni. Necht f,h € G. Pak f(f Ah)"L A
h(f AR)™ = 1. Tedy f(f Ah)~' =1 nebo h(f Ah)™' = 1, protoze g* = {1}, kdyz
g > 1. Proto f < h nebo h < f. ]

Véta 63. Necht GG je (-grupa. Néasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) G je reprezentovatelna;
(2) pro vSechna x,y € G : (x Ay)? = 22 A y?;
(3) pro véechna x,y € G: (x V1) Ay Yz 'V 1)y=1;
(4) kazda polara g+ je normAlni;
(5) kazda miniméalni prvopodgrupa je normalni.

Diikaz. (1) = (2) Tato rovnost plati v linearné usporadanych grupach, a proto plati

také v reprezentovatelnych grupach.
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(2) = (3) Podle predpokladu je (yz)*Ay* = (yrAy)? < yry. Proto yzAz~ly <ya
dale (z Ay~'z7'y) V1 = 1. Nakonec dostavame (z V1) Ay~ (z7!V 1)y = 1 pro viechna
z,y €G.

(3) = (4) Kdy#z f Alg| = 1, pak podle lemmatu 5 je f = flgllg|™" = (fVIgDlgl™ =
flg|=* v 1. Podobnym zptisobem ziskdame |g| = |g|f~' V 1. Ale podle ptedeslého tvrzent
je (V1) AR g7tV 1)h = 1. Diisledkem je |g| Ah~!fh = 1 pro viechna h € G. Tedy
g+ je normalni v G.

(4) = (5) Plyne z véty 58.

(5) = (1) Necht P je minimalni prvopodgrupa. Pak G/P je linearné uspotradana
grupa. Vzhledem k tomu, Ze prunik minimélnich prvopodgrup je {1}, G je reprezento-

vatelna. O

Definice 64. Necht G je (-grupa. Rekneme, ze G je normélné hodnotova, kdyz kazda

hodnota V' je norméalni ve svém pokryti V*.
Véta 65. Kazda reprezentovatelnd /-grupa je norméalné hodnotova.

Diikaz. Necht G je reprezentovatelnd a V' je hodnota v G a g € V*. Potom existuje
minimalni prvopodgrupa P takové, ze P C V. Navic kazda miniméalni prvopodgrupa je
normélni v G, tj. ¢g"'Pg = P. Plati, ze kdyZz H je konvexni ¢-podgrupa G, pak a 'Ha
je také konvexni (-podgrupa G, pro kazdé a € G. Kdyz vybereme g € V*, pak podle
véty 34(5) je V C g7 'Wg C g7 'V*g = V* nebo g7'Vg C V C V* = g~'V*g. Vzhledem

k tomu, Ze V* pokryva V, je ¢ 'V g = V. To znamen4, Ze V je normalni v V*. O
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3.2 Automorfismy retézct

Automorfismus fetézce T je permutace takova, 7e © < y < «a(x) < a(y) pro kazdé

x,y € T. Mnozinu vSech automorfismi budeme znacit Aut(7T).

Véta 66. Kdyz P je prvopodgrupa G, pak pro kazdé a € G je zobrazeni o, : Pz +— Pxa

automorfismus na fetézci G/pP.

Diikaz. Necht G je (-grupa, a € G a o, : G/pP — G/pP je zobrazeni definované
vztahem o, (Px) = Pra. Kdyz Px = Py, pak zy~' = za(ya)™' € P, a tedy a,(Px) =
Pza = Pya = a,(Py), tj. definice o, je korektni. Pro dikaz injektivity pfedpokladejme
aq(Pz) = ay(Py). Pak Pra = Pya, a dale (za)(ya)™' = 2y~ € P. To znamena Px =
Py, coZ jsme chtéli dokazat. Dale necht Py € G/pP a x je tvaru = ya~'. Vidime, 7e
a, je surjektivni, protoZe a,(Pya™') = Pyaa™' = Py. Jesté je tieba ovéiit zachovani
usporadani. Usporadani na G/pP je dano takto: Px < Py, pravé kdyz existuje p € P,
tak ze © < py. Pak za < pya, a tedy a,(Px) = Pra < Pya = a4(Py). O

Definice 67. Necht H je podgrupa Aut(T). f{ekneme, 7e H je tranzitivni, kdyz pro
viechna «, f € T existuje h € H takové, ze h(a) = f5.

Véta 68. Necht P je prvopodgrupa G. Potom zobrazeni fp : a — «, je /~homomorfismus

G na tranzitivni {-podgrupu Aut(G/pP).

Diikaz. Vime, Ze mnozina automorfismu fetézce se skladanim zobrazeni je (-grupa.
Vzhledem k tomu, ze P je prvopodgrupa, je G/pP fetézec, tedy Aut(G/pP) je (-grupa
s nasobenim «a,(Pzx) - ap(Px) = ag(Px), kde Px € G/pP. Proto je fp(a) - fp(b) =
Qg - = agp = fp(ab), tj. zobrazeni fp je grupovy homomorfismus. Necht a Ab = 1, ale
fe(a)A fp(b) # 1, tj. existuje Px € G/pP tak, ze a,(Px) Aay(Pz) = PraAPxb # Px.
Pak jisté xaz™', zbr~! & P. Pfitom xaz™' A xbz™' = z(a Ab)xz™! = zz7! = 1, tedy
rar~' € P nebo xbx~! € P, protoze P je prvopodgrupa G, spor. Takze fp splituje
podminku (3) véty 28, a je tedy f~-homomorfismem. O

Vé&ta 69. Necht G je (-grupa V, jsou hodnoty g € G'\ {1}. Pak G je vnofitelna do
[eo ) Aut(G/pVy).

Diikaz. Pro kazdé 1 # g € G zvolime libovolnou hodnotu V,. Vime, ze G/pV, je Fetézec
a ze fy, : a = o, je (-homomorfismus G do Aut(G/pV,), protoze V, je prvopodgrupa.

Proto miiZeme pirozené definovat homomorfismus ¢ : G — [ co ) Aut(G/pVy)
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piedpisem ¢(a) = (..., fy,(a),...), a € G, kde fy,(a) je g-ta slozka, a € G. Tedy
¢(a) je prvek direktniho soucinu [[ cq\ 1y Aut(G/pVy), tj. zobrazeni z G \ {1} do
Ugeav iy Aut(G/pVy), takové, Ze pro kazdé g € G\ {1} je é(a)(g) = fv,(a). Ovérime,
Ze ¢ je vnoreni. Kdyz a € Ker(¢), pak fy,(a) = id pro kazdé g € G \ {1}. Kdyby
a # 1, tak taky fy,(a) =id, a tedy V,xa = V,x pro kazdé x. Specialné V,a = V,, tj.
a € V,. To je spor s tim, ze V, je hodnota a. Tedy Ker(¢) = {1}, tj. ¢ je injektivni.
TakZe ¢ je vnoreni G do direktniho sou¢inu [ s\ 1y Aut(G/pVy). O

Budeme potfebovat nékolik informaci o dobrém uspofddani. Dobie uspofadana
mnozina je uspoifddand mnozina takova, ze kazda jeji podmnozina mé nejmensi pr-
vek. Je zfejmé, ze kazda dobfe usporddand mnozina je usporadana linedrné. S dobrym
uspoiadanim souvisi tzv. princip dobrého uspoiddani tikajici, ze kazdou mnozinu je

mozné dobfe uspotfadat. Toto tvrzeni souvisi s axiomem vybéru.

Véta 70 (Hollandova). Kazda ¢-grupa je vnofitelna do ¢-grupy automorfismi né&jakého

retézce.

Diikaz. Predpokladejme, ze G je netrivialni ¢-grupa. Pro kazdé g € G\ {1} vybereme
libovolnou hodnotu V;. Polozime T' = (J, cq\ 1y G/pVy. Vime, Ze G/pV; jsou Fetézce.
Vzhledem k tomu, Ze kazdou mnozinu je mozné dobfe uspoiddat, zvolime libovolné
linearn{ usporadani C na G\ {1}. Nyni T" uspofadéame lexikograficky: Vo < V,y < g C
h (tj. g je ostfe mensi nez h vzhledem ke zvolenému linedrnimu uspotadani na G\ {1})
nebo g = h a Vyx < Vyy v fetézei G/pV,. Pro kazdé a € G definujeme zobrazeni
p T — T predpisem [,(V,z) = Vjyza. Vzhledem k tomu, Ze V; jsou prvopodgrupy,
podle véty 66 je §, automorfismus na kazdém fetézci G/pVj a je tedy automorfismem
ina T =Ujconpy G/PVe

Nyni muzeme definovat ¢ : G — Aut(T) predpisem ¢(a) = f,. Vzhledem k tomu,
ze T je tetézec je Aut(T) l-grupa. Proto plati ¥(ab) = Buy = Bufy = ¥(a)y(b) pro
kazdé a,b € G. Dale piredpokladejme, ze ¢ Ad = 1 a ¥(c) A (d) # id, tedy existuje
V,x € G/ pV, takové, ze B.(Vyz) ABa(Vyz) = VyzeAVyad # Vyx. Pak xea™ xda™ € V.
Ale zex ' Aazdr ™! = x(c ANd)z™! = za™t =1, tedy zcx™t € V, nebo zdz~! € V. To je
spor. Zobrazeni 1) je tedy {-homomorfismus. Nakonec kdyby a # 1, pak by V,a =V,
a to je spor s tim, ze V, je hodnota. Proto Ker(y) = {1}, tj. ¢ je vnofeni.
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Pokud je ¢-grupa vnofitelna do Aut(7T) pro linearné usporadanou mnozinu 7', ¥i-

kdme, Ze mé reprezentaci na 7.

Véta 71. Svazové uspotfadana grupa G je (-izomorfni s tranzitivni -podgrupou Aut(7T)
nékterého fetézce T, pravé kdyz existuje prvopodgrupa C' grupy G takovi, ze jediny
(-ideal obsazeny v C' je {1}.

Diikaz. Predpokladejme, ze G je tranzitivni ¢-podgrupa (-grupy Aut(T) pro nékteré
T. Zvolme x € T a necht C = {g € G | g(z) = x}. Pak C je konvexni ¢-podgrupa G.
Navic C' neobsahuje zadny f-ideal (-grupy G. Kdyz 1 # g € C, pak existuje y € T' s
vlastnosti g(y) # y. Pak vzhledem k tomu, Ze G je tranzitivni, existuje f € G takové,
ze f(x) =y. Pak plati f~'(g(f(x))) = f"'(9(y) # [ (y) ==, tedy f-g- 1 & C.

Nyni ukédzeme, ze C' je prvopodgrupa. Existuji a,b ¢ C' takové, ze a Ab = 1. Potom
a(x) # x # b(x), a tedy x = (a Ab)(z) = a(x) A b(x). Ale to neni mozné vzhledem k
tomu, ze T je Tetézec.

Naopak predpokladejme, ze C' je prvopodgrupa v G. Pak zobrazeni fo : a — a,
je podle véty 68 -homomorfismus G do tranzitivni (-podgrupy A(G/pC). Kdyz g €
ker(fe), pak g(C) = C, a tedy ker(fc) C C. Ale jadro je ¢-ideél a obsahuje tedy pouze

1. Proto f¢ je vnofenti. O

Disledek 72. Svazové usporadana grupa bez netrividlnich /(-idedla je tranzitivni /(-

grupa automorfismi fetézce.

Disledek 73. Necht G je abelovska a tranzitivni (-grupa automorfismii fetézce. Pak

G je linearné usporadana.
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4 Archimedovské /-grupy

Definice 74. Necht G je f-grupa a a,b € GT. Jestlize a™ < b pro kazdé n € N, pak
piseme a < b. Rekneme, 7e G je archimedovské, kdy7 a & b pro kazdé a,b € GT\ {1}.
Tedy kdyby pro nékteré a,b € G* platilo a < b, pak by a = 1.
Je-li G linearné usporadana archimedovskd grupa, a,b € G™ a a < b, pak musi
1

existovat n € N takové, ze a” < b < a"*.

Komutéatorem budeme rozumét prvek [f,g] = f~1g7' fg.
Véta 75. Kazda linedrné usporadana archimedovska grupa je komutativni.

Diikaz. Necht G je linearné uspoiddana archimedovska grupa. Rozlisime dva pripady.
Nejprve piedpokladejme, ze GT \ {1} ma nejmensi prvek a. Pak pro kazdé g € G+
existuje takové n € N, pro které¢ a® < g < a"*'. Z toho 1 < ga™ < a, tedy ga™" = 1,
tj. g = a". Vidime, ze G je cyklicka grupa. Ale kazda cyklickd grupa je komutativni.

Déle predpokladejme, ze G \ {1} nema nejmensi prvek. Pak pro kazdé a > 1
existuje ¢ > 1 tak, Ze ¢® < a. Opravdu, necht 1 < b < a tak, Ze b* £ a. Pak b™! <
b=lab=! < 1, protoze kdyby a = b%, miizeme misto b vzit ¢ takové, ze b > ¢ > 1, a
v tom piipadé by platilo a = b* > ¢ Proto 1 < (ab™!)? < a. Piedpokladejme, Ze
f,g9 € GT nekomutuji. Mazeme piedpokladat, ze a = [f,g] > 1. Zvolme ¢ takové,
7e 1l < c < c < a,f,g Protoze G je archimedovska, existuji m,n € N takova, Ze
< f<c™ach <g< ™ Nyni [f,g] < c™e ™ et = 2 To je spor s tim,
7e 2 < a.

Nyni ukéZeme, ze kdyz G* je komutativni, pak i G je komutativni. Necht G je
komutativni. Pak pro kazdé x,y € G plati, ze y* komutuje s 2. Pak y* komutuje také
sz~ a (z7)"!. Podobné z~ komutuje s ¥y, a tedy komutuje i s y™ a (y7)~!. Potom
vy =at(a7) Ty (y) T =yt (y) et (@) T =y

O

Véta 76 (Holderova). Kazda linearné usporadana archimedovska grupa je izomorfni s

nékterou podgrupou (R;+).

Diikaz. Necht G je archimedovska linearné uspofadana grupa. Zvolme ¢ € G* \ {1}.
Pro kazdé g € G oznac¢me Q(g) = {} | m,n € No,n # 0,c¢™ < g"}. Tato mnozina
je neprazdna, protoze 0 € Q(g). Dale plati Q(g) # Qt az £ <™ € Q(g9) £ € Q(9)
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(protoze z ¢ < ™s < ¢g"s vyplyva ¢ < g°). Mnozina Q(g) je tedy Dedekindovym
fezem.

Definujme ¢ : Gt — R takto: ¢(g) = sup Q(g). Dokézeme, Ze ¢ je homomorfismus
grup. Necht ™ € Q(f) a £ € Q(g). Pak ¢™ < f* a ¢ < g°. Muzeme piedpokladat,
7e s = n. Pak ¢™" < frg" = (fg)", tj. ™ € Q(fg). Proto Q(fg) D Q(f) + Q(g)-
Podobné zptisobem, kdyz 2 € Q(f) a 2, tj. * > ™ pro kazdé = € Q(f) a £ > ™ pro
kazdé I € Q(g), pak ¢* > f"ac’ > ¢g". Odtud ¢**V > f"g" = (fg)", tedy “ & Q(fg).
To ale mmamend 2 € Q(fg) implikuje 2 € Q(f)+Q(g), tedy Q(f9) € Q)+ Q).

Proto Q(fg) = Q(f) + Q(g) a odtud ¢(fg) = &(f) + &(9)-
Dokazeme, Ze ¢ zachovava usporadani. Necht f < g a Q(f) = {& | ¢™ < f*},

Q(g) = {2 | ? < g"}. Pak ¢™ < f" < g". Odtud plyne sup Q(f) < supQ(g). Navic
kdyz g > 1, pak ¢ < g™ pro n&které n € N, tedy % € Q(g9) \ Q(1). Tedy ¢ je vnofeni.

]

Véta 77. Necht G je linearné usporadana (-grupa. Pak G neméa zadné netrividlni

konvexni /-podgrupy.

Diikaz. Necht G je archimedovska linearné uspoiadana (-grupa. Déle necht H je vlastni
netrivialni konvexni /-podgrupa G. Potom kdyz h € HT a g € GT, existuje n € N
takové, ze h"™ > g. Protoze H je konvexni, je g € H. Pak Gt C H, atedy i G C H.
Ale H (-podgrupa G, proto H = G.

Naopak, predpokladejme, ze G nemé zadné nevlastni ¢(-podgrupy. Kdyz g,h € G
jsou takové, 7ze 1 < g < h, pak G(g) C G(h). Ale podle piedpokladu musi byt G(g) =
{1}, odkud dostavame g = 1, tj. G je archimedovska. O

Véta 78. Kazda archimedovska /-grupa je reprezentovatelné.

Diikaz. Necht G je archimedovskd a g € G. Piedpokladejme, ze f € g*, tedy |f|Alg| =
1. Dale necht pro nékter¢ h € G je x = h™ Y f|[h Alg|. Pak 1 <z al <z Ahzh™ =
R FIRA gl AFI A Rlglh™ < |g| Alf] = 1. Tedy x A heh™' =1 a podle lemmatu 5 x
a hxh™! komutuji. Pak pro viechnan € N je 1 = 2" A (hah )" = 2" A ha™h™t > 1V
2"h~! > 1. Z toho plyne 2"h~! < 1, tj. 2" < 1 pro viechna n € N. Z archimedovskosti
plyne, Zze x = 1. Potom h~'fh € g* pro kazdé h € G*. Ale pak také k=1 fk € g pro
kazdé k € G, protoze kazdé k lze psat ve tvaru k = ab~! pro nékteré a,b € G*. Tedy

G je reprezentovatelna. O
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Véta 79. Kazda archimedovska ¢-grupa je komutativni.

Diikaz. Necht G je archimedovska ¢-grupa. Pak je reprezentovatelné a tedy i norméalné
hodnotova. Nyni kdyz V' je hodnota v G, pak G/pV je linearné uspofadana. Pak V*/V
je takeé linearné usporddana. Vzhledem k tomu, ze V* pokryva V ve svazu konvexnich
¢-podgrup G, V*/V ma netrividlni vlastni konvexni podgrupy, a tedy je izomorfni s
podgrupou R a je komutativni. DokaZeme, ze kdyz z,y € V*, pak komutétor [z, y] € V.

Ovéfime, ze [z,y] < |z| V |y| pro vSechna z,y € G. Predpokladejme, Ze existuje
n € N takové, 7e [z,y]" £ |z| V |y|. Necht 2z = [z, y]"(Jz| V |y|)"' V1. Pak 2 > 1 a
z € G(z)VG(y) = G(|z| V |y|). Nyni necht N je hodnota z. Pak |z|V |y| € N, jinak by
z € N. Proto existuje hodnota M prvku |z|V |y| takova, ze N C M. Vzhledem k tomu,
ze x,y € M*, podle predpokladu je [z, y] € M, odkud [z,y|" € M. Nyni protoze G/pN
je linearné uspotadana, je Nz, y|” > N(|z| V |y|). V opa¢éném piipadé existuje t € N
takove, ze [z, y]" < t(|x|V|y|), odkud 1 < z <tV1 € N. To je spor, protoze z € N. Pak
existuje p € N takové, ze plz,y]™ > |z| V |y|. Protoze N C M, je v linearné usporadané
grupé G/pM, M[z,y] > M(|z| V |y]). Ale [z,y]" € M, a tedy existuje g € M takové,
ze q¢ > (x| V |y|), tedy |z| V Jy| < g € M, a pak |z| V |y| € M, spor. Z toho plyne, ze
pro vSechna n € N je [z, y]" < |z| V |y| a tedy [z,y] < |z| V |y|. Vzhledem k tomu, Ze

G je archimedovska, je [z,y] = 1, coz jsme chtéli dokazat. ]
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