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Uvod a cil prace

Hlavni naplni prace je popis teorie ur¢itého integralu, ktery umoziuje fesit fadu
uloh napf. na vypocet obsahu rovinnych téles, délky kiivek, objemu téles rotacnich,
a jeho vlastnosti. Dale budou ukazany a vysvétleny metody a zptsoby vypoctu urcitého
integralu, které jsou zalozené natzv. Newton-Leibnizové formuli, budou zminény

moznosti pouziti vytvorené teorie v ekonomii.

Na urcity integral 1ze pohlizet hned z nékolika pfistupti a témto piistuptim také
odpovida ne€kolik druhti urcitych integralti (Riemanntv, Lebesguetiv, Newtoniv). Podle
zpusobu zavedeni se méni tfida integrovatelnych funkci. Dnes Se nejvice pouziva
definice, kterou zavedl vyznamny némecky matematik B. Riemann (1826 — 1866).
Zpusob zavedeni je vychodiskem pro numerické vypoCty urcitych integralt. Jiz
v minulosti ve starém Egypté bylo tieba fesit problémy s vymérou pozemku, jejichz
velikost se ménila v dusledku zaplav Nilu. Problémy byly tehdy feSeny pomoci
jednoduchych metod, které spocivaly V rozdéleni plochy na malé trojuhelniky, jejichz
obsahy se poté secetly. v 16. a 17. stoleti byla velka pozornost vénovana studiu kiivek
a také byla hojné rozvijena klasickd mechanika. Béhem staleti tedy vznikala otazka,
jakym zptsobem by bylo vhodné uréit ¢i definovat obsah plochy obecnych utvaru, které

se nedaji rozlozit na kone¢ny pocet trojuhelniki.

Cilem prace je ucelenou formou popsat podstatu integralniho poétu realnych

funkci jedné realné proménné a pouzit ji v praktickych ulohach v ekonomii.



Kapitola 1
Neurdity integral

Abychom se mohli zacit zabyvat problematikou urc¢itého integralu, bylo by jisté
vhodné nejprve pfiblizit teorii integralu neurcitého, ktery tvoii zéklad k pochopeni
dalsich vypocti. Tento popis bude sice pouze ramcovy, ale bude plné¢ dostacovat

K pochopeni problematiky.

1.1 Primitivni funkce
Zéakladem vypoctu kazdého integralu, at’ uréitého ¢i neurcitého, je primitivni

funkce a proto za¢neme jeji definici.

Definice 1. Necht' f(x) je funkce definovana v intervalu I. Kazda funkce F(x), ktera

je diferencovatelna (tzn., ma derivaci) v intervalu I a spliiuje Vv ném rovnost
F'(x) =f(x)
se nazyva primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu I. [2]

Pro zjednoduseni lze fici, ze pokud jsme zderivovali funkci F(x), dostali jsme funkci
f(x) a F(x) je pravé onou hledanou primitivni funkci.
Priklad 1

1. Primitivni funkce k funkci 2x vintervalu (—oo;+o0) je funkce x2, nebot

(x?)’ = 2x a zapisujeme

J‘Zxdx:x2



Primitivni funkce k funkci cos x v intervalu (—oo; +o0) je funkce sin x, nebot’

(sinx)’" = cos x a zapisujeme
f sinxdx = cosx

Véta 1. Je-li F(x) primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu I, potom je také soucet

F(x) + C, kde C je libovolna konstanta, primitivni funkci. Dana véta plati i naopak.
Jsou-li  dvé funkce F(x)aG(x) funkcemi primitivnimi k funkci  f(x),

na celém intervalu I se 1isi pouze 0 konstantu. [2]

Dikaz. Je-li F'(x) = f(x) aG'(x) = f(x), potom také (F(x) + C) = f(x) a (G(x) +
C) = f(x), nebot” derivace konstanty je nula, a tudiz jsou i funkce F(x) + C a G(x) +

C primitivnimi funkcemi k funkci f(x).

Definice 2. Mnozinu vSech primitivnich funkci k dané funkci f(x) nazyvame

neurc¢itym integralem k dané funkci a podle Leibnize ji ozna¢ujeme symbolem

ff(x) dx

a ¢teme integral f(x)dx. [2]

Symbolem protazeného pismena S se rozumi znak integralu, cast, kde stoji f(x),

nazyvame integrand, coZ neni nic jiné¢ho nez funkce, ktera ma byt integrovana.

Véta 2. Pokud k dané funkci f(x) existuje néjaka primitivni funkci F(x), je pocet

primitivnich funkci funkce f(x) roven nekoneénu.

Diikaz. Mame-li F'(x) = f(x), potom podle véty 1 jei (F(x) + C) = f(x). Protoze
(C)” = 0, mize nabyvat konstanta C jakychkoliv hodnot, a pfesto bude stale F(x) + C
primitivni funkei k funkei f(x).



Nyni je tedy zfejmé, Ze proces integrovani je procesem opa¢nym k derivovani a obecné

se necha zapsat jako
Fe) =)~ [ fede=Fe) +c

1.2 Pravidla integrovani

Jelikoz hleddme funkci, jejiz derivaci zndme, mlizeme si ze zndmych vztahd pro
derivace elementarnich funkci odvodit pravidla pro integrovani. Jesté je nutné

podotknout, Ze nasledujici pravidla plati pro tzv. pfimou integraci.

xa+1

a+1

2. fidx =In|x| +C

1. [x%x = +C

3. [e¥dx=e*+C
Xy = 2
4. [a dx=—+C
[sinxdx = —cosx+C

5
6. fcosxdx =sinx+C
-

[——dx=tgx+C

cos?x

8. [——dx= —cotgx+C

sin2x

9. [——dx=arctgx+C

1+x2

10. fﬁdx = arcsinx + C [1]

Pokud neni mozné funkci integrovat piimo dle vySe uvedenych vzorcd, je tieba
pouzit metod, které nam zajisti vysledek za pouziti vypocti derivace funkci, které

se derivuji podle vzorci.



Metoda per partes

Prvni metoda vyplyva ze vzorce derivace soucinu. Jeji podstata spociva, jak uz

Z nazvu vyplyva, z postupné integrace, neboli po ¢astech (per partes).

Véta 3. Funkce u(x), v(x) necht maji v intervalu (a, b) spojité derivace, potom je

fu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) — fu’(x)v(x)dx (1.2.2)
v intervalu (a, b).
Diikaz. Funkce u(x)v(x) ma v intervalu (a, b) derivaci u(x)v'(x) + u'(x)v(x), takze

je (u-v) =uv' +u'v, pokud provedeme ekvivalentni upravu a ob& strany rovnice

zintegrujeme, dostaneme [(uv)'dx = [uv' + u'vdx, z &ehoz poté dostdvame

u(x)v(x) = f(u(x)v’(x) + u’(x)v(x))dx

vintervalu (a,b). Funkce u(x),v(x) jsou spojité Vv (a,b), jelikoz jsou funkce
u'(x),v'(x) také spojité Vv (a,b). V daném intervalu jsou spojité i funkce
u(x)v'(x) au'(x)v(x). Mizeme tedy zapsat ve tvaru u(x)v(x) = [u(x)v'(x)dx +
[ u' (x)v(x)dx. Pokud ptevedeme V této rovnici druhy integral na levou stranu rovnice,
dostaneme rovnici (1.2.1). [2],[4]
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Metoda substituce

Druhd metoda vyplyvé ze vzorce pro derivaci slozené funkce. Podstata této
metody spociva V nahrazeni (substituovani) slozit¢jsi funkce funkci jednodussi,

naslednym provedenim integrace a zpétnym dopocitanim funkce ptivodni.

Véta 5. Funkce f(x) budiz spojita v intervalu (a, b); funkce ¢(t) necht’ ma v intervalu
(a, B) spojitou derivaci ¢'(t); pro kazdé t z intervalu (a, ) necht’ hodnota ¢(t) lezi

v intervalu (a, b). Potom plati v intervalu (a, §) rovnice

[ redx= [ rlo@)o@ae

dosadime-li do primitivni funkce, kterou nam piedstavuje integral na levé strané, ¢(t)

Za Xx.

Diikaz. V intervalu (a, b) polozme F(x) = [ f(x)dx. Pak v intervalu (a, 8) je funkce
F (go(t)) primitivni funkei k funkci f (go (t))go’(t), nebot’

(F(p®) =F'(p®)-¢'(t) = (f flo®dx) - @' (1) = f(e() - ¢'(t)

Tedy jeopravdu funkce F(¢(t)) vintervalu (a,f) primitivni funkci k funkci
flp(©)¢'(©). [1]1,[5]

11



Vyuziti vyse popsanych metod v praxi

Metoda per partes

Priklad:
!
u==x u =1 , .
fxcosxdx= , , =xsmx—]151nxdx=
v ' =cosx v =sinx
=xsinx —(—cosx)+c=
=xsinx +cosx +c¢
Zkouska:

y =xsinx +cosx +c¢
y' =sinx + xcos x —sinx + 0
y' = xcos x
a priklad je tedy vypocitan spravné.

Piiklad:

!

u=x u=1

fxexdx=| , . x|=xex—fexdx=xex—ex+c=ex(x—1)+c
vi=e* v=e

Zkouska:
y=xe*—e*+c
y' =1le* +xe*—e*+0
' x

y' =xe

a priklad je tedy vypocitan spravné.

12



Metoda substituce

Piiklad:
f(3x + 1)%%dx

dle vyse zminéné definice je tedy f:y = x2°, ¢:y = 3x + 1 a protoze
(f o ) (x) = (3x + 1)?° a ¢’ (x) = 3, miizeme potom zapsat

fle())e'(x) =[fBx+1)]-3=0CBx+1)%3

_ JBx+1)2%3dx _ [t2%ar _ t?! 1

a podle véty 5: [(3x + 1)2° - - —

, 3x+1)>21
po dosazeni za t dostaneme Gr+l)

Vseobecné se ovsem provadi postup popsany nize, jelikoz je piehlednéjsi.

3x+1=t
dt
3=— 1 12t 1 BGx+1)*
3x + 1)%%dx = =—ft2°dt=——:—t21:—+
f(x )%%dx déct 3 T = c
dx = —
*=3

Zkouska

(Bx+ 1D
y=—g —*c

, 21(3x+1)*°x3
y =

— 120
€3 +0=0GBx+1)

a tudiz je priklad vypocitan spravné.

13



Priklad:

2x+1) =t
, a3t dt 3 3
fScos 2x+1)dx = dx =3Jcost—=—smt=—sm(2x+1)+c
dt 2 2 2
dx = —
=7

Zkouska:

3
y = Esin(Zx +1)+c

3
y' =§cos(2x+1)*2+0

y' =3cos(2x + 1)

a priklad je tedy vypocitan spravné.[3]

14



Kapitola 2

Teorie urcitého integralu (Riemannuv urcity

integral)

Nez se pustime do vlastniho popisu ur¢itého integralu a jeho vlastnosti, je nutné

jesté nadefinovat pojmy, které budou uzity pti definici.

Mame-1i nyni ¢iselnou mnozinu N a existuje-li ¢islo K € R takové, ze vSechna
¢isla x mnoziny N spliiuji nerovnost x < K, nazyvame mnozinu N shora omezenou. Je-
li N neprazdna shora omezena mnozina, potom V ni existuje pouze jedno jediné ¢islo,
nazvéme ho G, které ma nésledujici vlastnosti:

1) Zadné ¢&islo z N neni vét$i nez G

2) Je-li G libovolné ¢islo mensi nez G, existuje v N alespon jedno Cislo, které je vétsi

nez G.
Toto Cislo G se nazyva supremem mnoziny N, zna¢ime a zapisujeme ho znakem sup N.

Méme-li nyni ¢iselnou mnozinu N aexistuje-li ¢islo K takové, Ze vSechna ¢isla x
mnoziny N spliiuji nerovnost x > K, nazyvame mnozinu N zdola omezenou. Je-li N
neprazdna zdola omezenda mnozina, potom Vni existuje pouze jedno jediné Ccislo,

nazvéme ho g, které ma nasledujici vlastnosti:

1) Zadné &islo z N neni mensi nez g
2) Je-li g libovolné ¢islo vétsi nez g, existuje v N alespon jedno cislo, které je mensi

nez g.

Toto ¢islo g senazyva infimum mnoziny N, zna¢ime a zapisujeme ho znakem inf N.

15



Pokud plati, ze je mnozina zdola i shora omezena soucasné, pak Ize 0 mnoziné fici,
7e je omezena. Pokud je tedy mnozina N neprazdna a omezend, musi existovat ob¢ ¢isla

sup N iinf N aje ztejmé, ze pro jakékoli ¢islon € N plati inf N < n < sup N. [1]

Mgjme realnou funkei f(x), ktera je definovana na uzavieném intervalu (a, b). V tomto
intervalu muze tato funkce nabyvat kladnych i zapornych hodnot a mize byt spojita,
ale neni to podminkou. Jedinou podminkou potiebnou pro konstrukci Riemanova
integralu je omezenost funkce f(x) naintervalu {a,b), abychom méli zaruc¢enou

existenci sup f(x), inf f(x) naintervalu (a, b). [2]

2.1 Souctova definice urcitého integralu

Budiz dan interval (a, b) a budiz dana funkce f(x) omezena v intervalu (a, b).
Je-li dano celé kladné ¢islo n a je-li dano n + 1 bodd, které jsou na Ciselné ose (realna
¢isla) xg x1, X2 ..., xn, které splituji tyto vztahy a = x5 < x1 <xp; <+ < x4 <
X, = b, lze Fici, Ze tyto body definuji ur¢ité rozdéleni intervalu (a, b). Body xg x1, x2
.., Xn S€ nazyvaji délicimi body tohoto rozd€leni. Body xg, x7 x2 ..., x, déli interval
(a, b) na n dil¢ich intervalt, a sice na (xg, x1), (X1, X2), ..., {Xpn—1, Xp). Toto rozdéleni,

definované délicimi body xg, x 7, x 2 ..., X, 0zna¢ime jako D a zapiSeme

D = {xg,x1, X3, ..., Xn} € (a,b). Oznalme znakem Ax; délku i-tého ¢&aste¢ného
intervalu  (x;_q,x;), coz znamena, Ze polozime Ax; = x; — x;_;. Oznaéme M;
supremum a my; infimum funkce f(x) vintervalu (x;_;,x;) (funkce jedle vyse
uveden¢ho na daném intervalu omezend). Danému rozdéleni D pfifadime nyni dvé

¢isla:

16



0.5

Obr. 1. Horni soucty [12]

které budeme nazyvat hornim integralnim souctem (struén€ horni soucet) ptisluSnym

k rozdéleni D a

17
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které budeme nazyvat dolnim integralnim souctem (stru¢né dolni soucet) pfisluSnym

Obr. 2. Dolni soucty [12]

k rozd€leni D. Hodnota horniho souctu S ataké hodnota dolniho souctu s je zavisla
(pti dané funkci apevném intervalu (a, b)) nazvoleném déleni D intervalu (a,b).
To je vyznaceno tim, Ze jsme psali S(D) as(D). Pokud bychom zvolili jiné déleni
D intervalu (a, b), dostaneme jiny horni soucet S(D) i jiny dolni soucet s(D). Infimum
mnoziny vSech hornich souéti (vezme-li v potaz vSechna mozna déleni D intervalu

(a, b)) se nazyva horni integral z funkce f (x) na intervalu (a, b),

b
inf S(D) =f f(x)dx

obdobné supremum mnoZiny vSech dolnich souctl se nazyva dolni integral

b
sup s(D) =f f(x)dx
D a

18



Aby bylo mozné definovat dolni a horni integral z dané funkce f naintervalu (a, b),
neni nutné, aby byla funkce spojitd. Co vSak musi funkce spliiovat, musi byt f(x)

na daném intervalu {a, b) omezena. [1],[2],[4].[5].[9]

Z vyse uvedeného je tedy ziejmé, ze

fb f(x)dxsz f(x)dx

Definice 3 Je-li

Lb f(x)dx=jab f(x)dx

potom hodnoté, ktera jim je spole¢na, fikame integral funkce f v intervalu (a,b)
aofunkci f lze fici, ze je integrovatelna podle Cauchyovy-Riemannovy definice

a zapisujeme

jbf(x)dx

¢islo a se poté nazyva dolni mezi integralu a ¢islo b horni mezi integralu.

Definice 4 Z dosavadni konstrukce plyne, Ze v integralu f; f(x)dx jea<b

fbf(x)dx

Pro b < a je definovan vztahem

Lbf(x)dx = —Laf(x)dx
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apro a = b dostavame vztah

faf(x)dx =0

a

Pokud jsou tedy meze shodné, je hodnota integralu rovna nule.[1],[5],[9]

Na rozdil od integralu neurcitého je vysledek integrace urcitého integralu vzdy cislo.

2.2 Vlastnosti urcitého integralu

V nésledujici podkapitole se budeme zabyvat vlastnostmi urcit¢ho integralu.
Tyto vlastnosti budou demonstrovany pouze jako tvrzeni V podob¢ vét. Dikazy zde neni
tiecba zminovat, jelikoz nejsou podstatou této prace. Zajemci vSak potfebné dikazy
mohou nalézt v publikaci [1], ptipadné v publikacich [4] a [5]. Samotné véty pak lze
nalézt v publikaci [9].

Véta 6. Je-li
f(x)=0v{ab)

pak

b
f f(x)dx =0

a

pokud je funkce f(x) alesponi V jednom bodé ¢ tohoto intervalu spojita a je-li f(c) > 0

pak

b
f f(x)dx >0

a

20



Véta 7. Je-li funkce f(x) integrovatelna na intervalu (a, b), je také funkce

| f (x) lintegrovatelna a plati, ze

fa e < f ol

Véta 8. Je-li funkce f(x) integrovatelna na intervalu (a, b) a je — lim < f(x) < M pro

vSechna x € (a, b), potom
b
m(b—a) < f fx)dx < M(b—a)
a

Véta 9. Je-li f(x) = g(x) v{(a, b) ajsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné

na intervalu (a, b), pak

fbf(x)dx > fbg(x)dx

Véta 10. Méjme a < b < c a funkci f(x), ktera je omezena v intervalu (a, c), potom je

J:f(x)dx = Lbf(x)dx + j:f(x)dx

Véta 11. Je-li funkce f(x) integrovatelna na intervalu {a, b) a ¢islo k je libovolna

konstanta, plati

fbkf(x)dx = kfbf(x)dx

Véta 12. Jsou-li funkce f(x) a g(x) integrovatelné na intervalu (a, b) plati

b b b
[ 16+ g@naxr= [ fedx+ [ geax
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2.3 Metody vypoctu urcitého integralu

Newton-Leibnizova formule

Véta 13. Pokud je funkce f(x) spojita v{a,b) (ze zapisu intervalu je tedy jisté,
7e a < b), budiz funkce F(x) K ni primitivni spojita v {(a, b), ktera ma v kazdém bodé

otevieného intervalu (a, b) derivaci F'(x) = f(x), pak

b
fa f()dx = F(b) - F(a) s

Tato rovnice ma pro vypocet urcitého integralu zdsadni vyznam, protoze nam fika,

ze staci udelat pouze dva kroky k ziskani vysledku:

1. Najit primitivni funkci F k funkci f

2. Spocitat rozdil mezi F(b) a F(a) dosazenim mezi do vzniklé primitivni funkce.

V aplikacich se znaci prava strana rovnice symbolem [1]
[F(0)]5 nebo F(x)|3 takze [ f(x)dx = [F(x)]} = F(x)|}
Integrovani urcitych integralit metodou substituce

Metoda vyplyva ze vzorce pro derivaci sloZzené funkce. Podstata této metody
provedenim integrace azpétnym dopocitanim funkce plvodni. V pfipad€ pouZiti

substituce u urcitého integralu mame na vybér dv€ moznosti vypoctu.

1. Za pouziti vét nize uvedenych pretransformujeme nejen funkci f(x) a zaroven
Sni 1 meze integralu a poté aplikujeme na cely nové vznikly integral Newton-
Leibnizovu formuli. Tato metoda nam poskytne jiz rovnou vysledek integralu

a dale jiz nedosazujeme pitvodni proménnou.
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2. Nejprve najdeme primitivni funkci a vratime se Kk ptivodni proménné a teprve
poté aplikujeme Newton-Leibnizovu formuli, ov§em meze integralu zlstanou

puavodni. [1]

Véta 14. Substituce. Necht' A < a < b < B a funkce f(x) je spojita na intervalu (4, B),
@'(z) jespojitd naintervalu (a,B) apro kazdé z € (a,B) lezi ¢(z) vintervalu
(4,B),p(a) = a,9(B) = b. Potom

b B
fa F)dx = f F(0(2)e (Ddz 252

Diikaz. Pokud je m resp. M nejmensi resp. nejvétsi hodnota funkce ¢(z) na intervalu
(a, B), potom na intervalu (m, M) je definovana funkce f(x) aexistuje k ni primitivni
funkce F(x) = [ f(x)dx. Podle Newton-Leibnizovy formule je leva strana rovnice
(2.3.2) rovna F(b) — F(a). Derivace sloZzené funkce F[¢(z)] se rovna flo(z)]e'(2),
aproto prava strana rovnosti se rovna F[@(B)] — F[e(a)] = F(b) — F(a) arovnost
tedy plati. [1]

Integrovani urcitych integralit metodou per partes

Véta 15. M¢&jme funkce u(x) a v(x), které maji naintervalu (a, b) spojité derivace

u'(x) av'(x), potom plati

b b
J uv'dx = [uv]? —J u'vdx
. o 2.3.3)
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Diikaz. Protoze (uv)’ = u'v + uv', lze tedy vyjadiit

b b b
f (uv)'dx =f u’vdx+f uv'dx
a a a
a proto rovnice (2.3.3) plati. [1]
Vyuziti vyse popsanych metod v praxi
Metoda substituce

Piiklad:

J‘l x%dx
3

0o x°+1

Reseni I:

. L e , 2q e .
Nejprve provedeme vypocet neurditého integralu [ % , kde za pouziti substituce

L : L 1d
dostaneme ¢ = x° + 1a 3x?dx = dt. Po substituovani tedy dostaneme integrl [ Tt

Integrujeme

nyni jiz miZeme dosadit zpé&t za substituci a zapiSeme, Ze

1 1
[In(x3 + D)5 = §(ln(13 +1) —In(03+ 1)) = §ln 2 =0,2310

W =

Reseni 1I:

Druhd metoda vypoctu substituci spociva V piepocitani mezi hned pii aplikaci
substituce. Tedy polozme opét t = x> + 1 a 3x?dx = dt. Nyni dosadime do rovnice

t = x3 + 1 plivodni meze
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prox =0

th=03+1=1
Prox =1

tp=13+1=2

Dostali jsme tedy nové meze integralu a zapiSeme jako

1 2czlt_[l1 t]
N

2
3); 1

1 1
=>(n2-1n1) ==In2 = 0,2310
3 3
Z ptikladu je vidét, Ze je jedno jakou metodu budeme pouzivat, protoze obé& jsou

spravné. [3]

Piiklad:

fl x+1 4
o (x2+2x +3)? x
Reseni:
Opét provedeme nejprve vypocet integralu neurcitého, tzn. bez mezi. Substituce bude
tedy vypadat: t =x2+2x+3a2(x+ 1)dx =dt. Vysledny integrdl bude tedy
vypadat % f % a mizeme integrovat [3]
1 dt_ljt_zdt_l 1
2) 2 2 2t
kdyz jsme ziskali primitivni funkci, mizeme do ni zpét dosadit za t a dopoditat integral

v zadanych mezich

1

1 ]1_1( N
20 x2+2x+3l, 2\ 1+2+3 0+0+3

12

1 1 )_1
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Metoda Per partes

Priklad:

1
f xe*dx
0

Reseni:
Reseni piikladu dostaneme za pouZiti vzorce z véty (2.3.3), a nejprve si tedy uréime

u a v a potom piejdeme k samotné aplikaci vzorce. [3]

1 _ )
fxexdx=|1f_xx u = o=
0 vi=e¥ v=e
1
= [xe*]} —f eXdx = (le! —0e%) —[e*] =e—(e—1) =1
0
Piiklad:
1
fxsinxdx
0
Reseni:

Reseni piikladu dostaneme za pouziti vzorce z véty (2.3.3), a nejprve si tedy uréime

u a v a potom piejdeme k samotné aplikaci vzorce. [3]

1 !
. u=x u' =1
xsinxdx = , ; =
0 v =sinx v =-—cosx

1
= [—cosx - x]} +f cosxdx = ((—cos1-1) — (—cos0-0)) + [sinx]} =
0

=—cosl+sinl —sin0=sin1 —cos1 = 0,9824

26



2.4 Pouziti urcitého integralu

Urceni obsahu rovinné plochy

Pomoci urcitého integralu mizeme vypocitat obsah nékterych rovinnych tutvart,

které ohranicuje funkce f, ptipadné i funkce g.

Véta 16. Je-li funkce f(x) integrovatelna a nezaporna na uzavieném intervalu {(a , b),

pak mnoZina D bodu [x , y], kterou davaji nerovnosti
a<x<bh, 0<y<f(x) piip. f(x)<y<0

ma obsah |D| dan vzorcem

b
|m=ffmm

Dikaz. Necht 0 <y < f(x). Dolni integral je supremem dolnich souctd s, aty
vyjadiuji obsahy vepsanych obdélnikii do mnoziny D. Podobné i horni integral funkce
f(x)v{a,b) jeinfimem hornich soucti S, aty vyjadiuji obsahy obdélniki
pokryvajicich spolecné mnozinu D. Pokud miZeme fici, Ze Se horni a dolni integral

rovnaji, existuje ur€ity integral
b
[ 7
a

a vyjadiuje pfesné obsah |D| mnoziny D. V tomto piipadé je f; f (x)dx = 0.

Pokud je funkce f(x) v intervalu (a, b) nekladna, potom vyjadiuje f: f (x)dx obsah
mnoziny bodu D, které jsou dany nerovnosti f (x) < y < 0, ale je zaporny. Jelikoz neni

mozné vyjadfit obsah zapornym ¢islem, plati [D| = | f: f (x)dx|. [2]
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Véta 17. Obsah |D| ¢asti roviny D, ktera je ohrani¢ena grafy funkci y = f(x)ay =
g(x), jez jsou spojité naintervalu {(a,b)a g(x) = f(x) pro a < x < b aptisluSnymi

useckami na ptimkach x = a ax = b, je vyjadfen integralem

b
D] = f lg () = f (0] dx

Diikaz. Pokud je f(x) = 0, tak musi byt také g(x) =0, jak vyplyva z podminky

g(x) = f(x). Podle véty 12 mime |D|= [ g(x)dx— [ f()dx = [ [g(x) -

f(x)]dx, coz je vySe uvedeny vzorec. [2]

Pokud nabyvaji funkce f(x) a g(x) zapornych hodnot, pak vzhledem k jejich spojitosti
a ohraniCenosti na uzavieném intervalu existuje takova konstanta c, Ze f(x) + ¢ = 0,

a tedy také g(x) + ¢ = 0. Uvazime-li, ze
gx) = f(x) = (gx) + ) = (f(x) +0)
zUstava vzorec pravdivy. [2]

Délka krivky

Budiz c rovinna kfivka v roving Oxy auvazujme jeji oblouk AB, ktery je dan

parametrickymi rovnicemi
x =x(t) y =y(t), kde a<t<p

dale rozdélme interval (@, f) nan ¢astecnych intervalt délicimi body tg, tq, ..., t, tak,

v

VA4S,

Oznac¢ime &, normu déleni intervalu {a, 8) a sice

6, = max At;
1=1,...,n

kde At; =t; — t;_q,proi =1,2,...,n.
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Necht' dé¢licim bodim t; odpovidaji nakfivce body A = Ay, A4, ..., A, = B Vviz obr.

nize.

n=4

A;

A=A

Obr. 3: Lomena ¢ara vepsana do kiivky [2]

Lomena ¢ara AA; ... A,,_1B se nazyva carou vepsanou do kiivky AB a body A; jsou jeji

vrcholy. Ozna¢me d,, délku lomené ¢ary, ¢ili soucet

n
dn = ) 1Ai_ 1A
i=1

Existuje-li limita lim,,_, d,, kdyz 8, = 0 pro n = oo, pfi¢emz tato limita nezavisi
na volbé délicich bodu ¢t;, pak plati, Ze kiivka c je schopna rektifikace. Limita lim,,_,, d

se nazyva délka oblouku AB kfivky c.

Podobnym zptisobem by se definovala délka oblouku AB prostorové kiivky c. [2]
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Jelikoz neni kazda kiivka schopné rektifikace, viz G. Peano ajeho Peanova kiivka,

je tieba délit kiivky podle jejich vlastnosti.

1. Jordanliv oblouk. Kiivka, kterd nemé nasobné body, tj. rGznym hodnotdm
parametru t odpovidaji rizné body kiivky

2. Hladky oblouk. Kfivka, ktera je Jordanovym obloukem a pokud ma prava strana
rovnice v intervalu (a, B) spojité derivace, které splifuji podminku x'*(¢t) +
y’z(t) > 0. Hladky oblouk ma tedy Vv kazdém bod¢ tecnu, ktera se spojit€ méni
se zménou bodu na oblouku.

3. Kiivka po castech hladka. Pokud se da kiivka rozdélit nakoneény pocet
hladkych obloukt. Ve vrcholech ma te¢nu zleva ate¢nu zprava, které ovSem

nemusi byt totozné. Jako ptiklad kiivky po castech hladké lze uvést lomenou

¢aru. [2]

Véta 18. Mé&jme kiivku y = y(x), a < x < b, pokud ma funkce y(x) v intervalu {a, b)

spojitou derivaci a je schopna rektifikace, ma potom délku

b
d= j V1+ [y (x)])%dx

Objem rotacnich téles (kubatura)

Véta 19. Objem V, rota¢niho télesa, které vznika rotaci hladkého oblouku AB kiivky

y = f(x), f(x) =0, x € {(a, b) kolem 0sy x, vyjadiuje vzorec

b
Vo= [ 1reldx

Dukazy vét 17,18 a 19 zde pro jejich slozitost neuvadime, ale Ize je opét nalézt
V literatute [1],[4],[5]
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Kapitola 3
Aplikace urcitych integrali do ekonomie

Pro vypocet urcitych integralti v aplikacnich ptikladech budeme v nasledujici
kapitole pouzivat Newton-Leibnizovu formuli. Ve vzorcich, kde bude ptitomno e je toto

povazovano za Eulerovu konstantu, ¢ili zéklad pfirozeného logaritmu.

3.1 Investice a tvorba kapitalu béhem ¢asového intervalu

Pii procesu tvorby kapitalu dochdzi ke zméné zékladniho kapitalu na zakladé¢
investic. Tyto zmény mohou nabyvat formy piidavani ¢i uvoliiovani. Predpokladem pro
tvorbu Kkapitalu je uspora prostiedki, které mizeme posléze proménit Vv investici.
Obecn¢ se tedy jedna o0 pfeménu penéznich prostiedkd Vv kapital. Pokud tento proces
pozorujeme za urcité spojité casové obdobi, mizeme vyjadiit zékladni kapital jako
funkci Casu K (t). Miru tvorby kapitalu poté dostavame jako derivaci K (t) podle Casu t
asice K'(t). Tato mira tvorby kapitalu v Gase t je naprosto identickd s mirou Eistého
investi¢niho toku Vv ¢ase I(t). Nyni tedy jiZ miZeme vyjadfit vztah pro zékladni kapitél

a Cisté investice a ten jest

K'(t) = I(t) (3.1.1)

coz miizeme upravit na ¢asovy tok kapitalu nasledovné

K(t) = Jl(t)dt (3.1.2)
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Chceme-li vyjadiit, jak se zméni velikost kapitalu béhem casového obdobi, které
je rovno intervalu (a, b), musime z neurcitého integralu udélat uréity, jehoz meze budou

vyjadfovat nami sledované obdobi, a integral by vypadal nasledovné

b
f 1(®)dt = [K(D)]5 = K(b) — K(a) (3.1.3)

Po vypocteni integralu dostaneme ¢islo, které ndm urcuje celkovou akumulaci kapitalu
béhem sledovaného Gasového obdobi (a,b). Cislo nam tedy vyjadfuje konkrétni

¢iselnou hodnotu. Tato hodnota je soucasné i velikosti plochy, kterou ndm ohranicuje

ktivka I(t), osa t piimky, kterou prochazi body a a b. [6],[10]
K (t) — zékladni kapital jako funkce casu

I(t) — ¢isty investicni tok

a, b — sledované obdobi

Priklad 3.1.P1

Jaka bude celkova tvorba kapitalu béhem roku pro ¢asovy interval (2,3), pokud

jsou ¢isté investice I(t) = 50 000?
Reseni:

Podle (3.1.3) je tieba vyfesit urcity integral v mezich od 2 do 3.
3 3
f [(t)dt = f 50 000dt = [50 000t]3 = (50 000 - 3 — 50 000 - 2) = 50 000
2 2

Z ptikladu vyplyva, ze jsou-li investice konstantni, je tvorba kapitalu rovna jejich Cisté
hodnoté.

Priklad 3.1.P2

Jaka bude tvorba kapitalu béhem ¢asového obdobi (1,6), pokud je funkce ¢istého

investiéniho toku I(t) = 7+/t.
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Reseni:
K vyfeseni prikladu pouzijeme urcitého integralu a sice

6
14/t3 14
l = 28V6 -3 = 63,92
1

f67ﬁdt=l

Béhem nami sledovaného obdobi dojde ke zméné kapitalu 0 63,92 jednotek, coz je

soucasné obsah plochy, kterou nam vyty¢i osa x meze 1 a 6 a funkce I(t).
3.2 Spojité uroceni

Spojité troc¢eni je dalsi moznou aplikaci, kde mizeme vyuzit uréitého integralu.
Princip spojitého uroceni vychazi z predpokladu, Ze frekvence pripisovani troku se blizi
k nekoneénu, a tim padem klesa délka tirokovaciho obdobi k nule. Tento pojem ma vsak
spiSe teoreticky vyznam, protoze prechod k nekoneéné malym hodnotdm umoziuje
pouziti derivace a integralu, coz je pravé nas ptipad. Piesto vSak nékteré banky nabizeji
spojité uroceni, a dokonce ho vydavaji za zvlastni sluzbu ve prospéch klienta. Tato
situace je dana faktem, ze efektivni Grokova mira s rostouci frekvenci Groceni roste.
Proto vklad aroc¢i nejvice ta banka, pfi stejné nomindlni urokové mite, ktera ptipisuje

uroky spojite.
Castku, ktera je splatna pii spojitém uro¢eni, dostaneme tedy dle vzorce

S=Pelt (3.2.1)

kde nam vyjadiuje

P-vlozena (vypiijcend) castka

Jj-nominalni irokova mira,

t-doba pujcky vyjadiena v letech (t > 0),

e-zéklad ptirozeného logaritmu cCili Eulerova konstanta
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Aby bylo mozné zachytit spojité zmény V urokové miife mezi Casovymi okamziky

T =0ar7 =t, je tfeba vzorec zapsat jako

s = pelloo@ar) (3.2.2)

Funkce §(t) se nazyva urokova intenzita v ¢ase T a predstavuje cosi, €O by se nechalo
nazvat vys§i prutoku trokové miry v daném casovém okamziku. Pokud &(t) = j, coz
znamena, ze pratoky jsou konstantni, pak piechazi rovnice (3.2.2) v rovnici (3.2.1)
[11],[10]

Priklad 3.2.P1

O kolik procent vzroste vklad 700 000 jednotek za dva a pil roku pfi spojitém

uroceni s nominalni urokovou mirou 7,5% p.a.?
Reseni:

Dosadime znamé proménné do rovnice (3.2.2), kde P = 700 000, j = 0,075,

t = 2,5 atfeSime rovnici
2,5
S =700 000e/o 007547
teSeni urcitého integralu v exponentu:

2,5
f 0,075dt = [0,0757]>° = 0,075 2,5 = 0,1875
0

dosadime do vzorce o fadek vySe a dostaneme
S =700 000e%'87> = 844 361,18

nyni jiz zbyva pouze dopocitat procentni zménu a zjistime, ze za 2,5 roku vzroste vklad
0 20,62 %.
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3.3 Soucasna hodnota duchodového toku

Pokud chceme vyjadrit, jaka je soucasna hodnota budouciho diichodu, je tieba
vSechny pfijaté budouci platby diskontovat. Diskontovani znamend piepocet ¢astky,
kterou mame Vv budoucnu na hodnotu, jakou ma dnes. Vychazime z toho, ze referenéni
datum je chapano jako soucasna Casova pozice. VSechny penéZni toky, které budeme
uvazovat, se tedy tykaji pfitomnosti nebo budoucnosti. Pokud tedy chapeme tok
dichodu béhem roku jakou spojitou funkci ¢asu R(7), lze potom soucasnou hodnotu

dichodového toku 7 (v letech) urcit podle vzorce

fTR(t)e‘Sfdt (3.3.1)
0

kde nam s vyjadiuje ro¢ni diskontni miru. [11]

R(7) — tok diichodu béhem roku — spojita funkce ¢asu

T — o¢ekavana doba sledovani

s — urokova mira (diskontni mira)

Priklad 3.3.P1

Jaké bude soucasna hodnota piijmu za dobu 5 let, diskontuje-li firma budouci

ptijem spojité mirou 6,5% a jeji ro¢ni piijem ¢ini 860 000 jednotek?
Reseni:
Dosadime do vzorce (3.3.1) kde R = 860 000, s = 0,065 a7 = 5 a dostavame

5

5
f 860 000e 2065t gt = 860 OOO[ e~ 0065t gt =
0 0

(00655 — 1) = 3671176
0,065 0,065
Soucasna hodnota je pfiblizn¢ 3 671 176 jednotek.

860 000 [—_19—0,065t]5 _ 860000
0
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Priklad 3.3.P2

Jaka bude soucasnd hodnota pfijmu stavebni firmy za dobu 3 let, jejiz roéni
ptijem je popsan funkci R = sin 2rt + 2 (v desitkach miliona K¢), diskontuje-li firma
budouci piijem spojité mirou 5,5%? (funkce pfijmu Vv podob¢ sinu zde ma za ukol
demonstrovat fakt, ze v zimnim obdobi ma firma pfijmy niz§i nez Vv obdobi, kdy

se stavi).
Reseni:
Opét provedeme dosazeni do vzorce (3.3.1) a provedeme integraci. Tedy
3

3 3
f (Sln Zﬂt + Z)e—0,0SStdt — -]- e—0,055t . Sln Zn-t dt + f 26—0,0551' dt
0 0 0

Nyni je tfeba vypocitat jednotlivé integraly. Nejprve se budeme zabyvat integralem
3 : . , y . : o

) o e~ 0055 . 5in 27t dt. Tento integral pro potfebu vypoctu vezmeme jako neuréity. Pro

vypocet pouzijeme dvakrat za sebou integraci per partes, a poté vypocitame integral

v danych mezich.

u=-sin2nt u' = 2w cos 2t o~ 0,055t
fe‘0'055t sinZmtdt =, _oosst e | = 0,055 Smamt+
—0,055 ’
o u=cos2nt u' = —2msin2nt
+ - | cos2mt - e~0055¢tqt = e %0%t | =
0,055 j v’ = 0055t v=
€ —0,055
0055t s o o—0,055¢ - o f P
= ‘s . * COS — . : ‘s =
0,055 >4 0055 \ 0,055 0,055 € men
o~ 0,055t 27 -+ @—0055¢ 472
_ . B _ —0,055¢ . o;
= 20,055 sin 2mt 00557 cos 2mt 0.0552 J e sin 2wt dt
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Nyni jsme dostali piivodni integral, a tak vysledek porovname s ptivodnim integralem a

dostaneme
o055t . e—0,055t - 27'[ . e—0,055t
fe ’ -sm2ntdt=_0055-stnt—WcosZnt—
4rr?
~ 00552 f e~ 0055t . gin 27t dt
e—0,055t 277.' . e—0,055t
- sin 2wt — ——=—==—cos 27t
_ . —0,055 S 0,0552
]e 0055t . gin 2wt dt = o
0,0552

Kdyz ted’ mame vysledek integralu, vypocitame, jak vypada jeho urcita forma v mezich

(0,3)

—0,055¢t . »—0,055¢ 3
e—OW - sin 2t — %cog 21t
47? -
0,0552 7 1 .
8—0,055'3 . 20T - e—0,055'3
—0055 sin(2r - 3) — Wcos(Zn -3)
4772 N
0,0552 7 1
e—0,055'0 ] 21 - e—0,055'0
—0055 sin(2m - 0) — Wcos@n - 0)
' yrea— =-0,1281 + 0,1591 = 0,031
|
0,0552

37



Zbyva dopotitat integral [ 2e =055 dt

3 3 o —0,055t 3 e—00553  ,=0,0550
2 —0,055¢t dt = 2[ —0,0SStdt =2- =2- _ —
fo ¢ . € [—0,05510 (—0,055 —0,055)

= 5,531
Dostali jsme dil¢i vysledky integralti a nyni zbyva posledni krok - secist vysledky. Tedy
0,031 + 5,531 = 5,562

Soucasna hodnota je ptiblizné 55 620 000 K¢&.
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3.4 Od meznich veli¢in K veli¢inam celkovym

Definujeme: ,, Mezni velicina je dodatecnou jednotkOu prislusné veliciny.
V ekonomické teorii Se pojem mezni velicina vztahuje ke dvema proménnym, tj. uddva
zménu celkové proménné, kterd je vyvolina zménou jiné promenné 0 jednotku.
Vv grafickem vyjadreni pak mezni velicina vyjadruje smérnici funkce celkové promeénné.
V mikroekonomické teorii se mezni veliciny vyuzivaji pro analyzu velmi malych zmén (v
grafickem vyjadreni pak mezni velicina urcuje velikost zmény funkce celkové veliciny

V daném bodeé a je tedy tangentou tecny k funkci celkové veliciny). “ [8]

Mame-li funkci celkovych nakladd, mizeme pomoci derivace dostat funkci
meznich ndkladd. Tyto mezni funkce Se ovSem netykaji pouze nakladi. Jako dalsi
mezni veli¢iny mizeme uvést mezni piijem, mezni uzitek, mezni produkt prace atd.
Co vSak tyto mezni veli¢iny znamenaji? Tyto mezni veli¢iny vyjadiuji, jaky vliv maji
velmi malé zmény proménnych na celek, tedy na celkové naklady, celkovy uzitek atd.
Jelikoz je proces integrace procesem opa¢nym k derivaci, miizeme pomoci integrace
ziskat funkce celkové z funkci meznich. Pokud jetedy funkce f(x) naS$i mezni
veli¢inou, mizeme pomoci integrace dostat funkci F(x), ktera bude k funkci f(x)
z matematického hlediska funkci primitivni, zekonomického hlediska veli¢inou

celkovou, a zapiSeme [10],[6]

Jf(x)dx =Fx)+c (3.5.1)

Timto vypoctem ziskdme, jak jsme u urcit¢ho integralu zvykli, opét funkci.
Abychom mohli vyuzit teorie urCité¢ho integralu, budeme V nésledujicim piikladu
pouzivat redlné hodnoty, které nam omezi funkce na urcité intervaly a zaroven ndm
umozni pouzit teorii ur¢it¢ho integralu, ktery bude pro konkrétni hodnoty nabyvat

podoby

b
f fx)dx (3.5.2)
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Priklad 3.4.P1

Pii bézném provozu vyprodukuje firma 166 vyrobkl denné. Denni naklady
firmy na jeden vyrobek jsou dany funkci MC = 0,3Q% — 23Q + 150. Jaké budou
dodate¢né naklady na vyrobky, pokud se firma rozhodne zvysit denni produkci 0 22

vyrobkt?
Reseni:
Chceme-li zjistit, jak se zméni celkové naklady, musime funkci meznich naklada

dosadit do rovnice (3.5.2), kde za f(x) dosadime funkci MC a meze integralu budou

puvodni a novy pocet vyrobkil za den, tedy a = 166, b = 188. Dostavame tedy integral

188
f (0,302 — 230 + 150)dQ
1

66

Nyni jiz vypoéitame ur€ity integral pomoci Newton-Leibnizovy formule a dostaneme

vysledek. Tedy

188 188
0,3 23
(0,302 — 230 + 150)dQ = [ Q3 —==0%+ 1500] =
166 3 2 166
0,3 , 23 , 0,3 , 23 ,
= <?- 188° ——-- 188 + 150-188) —(?- 166° ——-- 166" + 150-166) =

= 268211 — 165436 = 102 775
Néklady firmy vzrostou 0 102 775 K¢ denné.
Piiklad 3.4.P2

Firma dostala nabidku na investici do nového zafizeni. Ekonomové stanovili,
Ze uspora, ktera by inovaci vznikla, se necha vyjadfit jako funkce ¢asu s(t) = 1 600 —
0,7t*(v tis. K&). t jevtomto pifpadé pocet mésici od uvedeni nového zafizeni
do provozu. Piedstavenstvo spole¢nosti ovSem ocekava konkrétni Cisla. Kolik tedy

firma skute¢né usetii?
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Resent:

Na funkci s(t) lze nahlizet jako na mezni veli¢inu Gspory. Abychom mohli
spocitat skutecnou hodnotu, kterou firma zavedenim nového zatizeni uSetii, musime
ziskat meze ur€itého integralu. Tyto meze ziskame z funkce s(t). Je tieba zjistit, jak
dlouho bude firma na novém zafizeni Setfit. To zjistime tak, Ze polozime funkci s(t)

rovnu nule, protoze s tim, jak postupuje ¢as, uspory klesaji, az dosdhnou nuly, tedy

1600 —0,7t> =0

0,7t = 1600
0,7t = 40
t =57,14

Nyni jsme dostali meze a mizeme integrovat

)

57,14 3157,14
f (1600 — 0,7t2)dt = ll 600t — l
0 0

0,7 -57,143 03
= 1600-57,14—T - 1600-0—? =

= 47 893

Skutec¢na Uspora firmy bude 47 893 tisic K¢.

41



r 4
Zaver
Bakalarska prace méla za cil ucelené popsat teorii integralniho poctu funkei

jedné proménné a pouzit ji v konkrétnich praktickych ulohach z oblasti ekonomie.

Prvni ¢ast prace se vénuje predevsim definicim, pojmim, vétdm a dikazim
tykajicich se integralniho poctu, kde postupné dostavame z neurcitého integralniho
poctu integralni pocet urcity, nasledn¢ definujeme jeho vlastnosti a jeho matematické,

piipadné fyzikalni aplikace.

Druha cast popisuje jednotlivé ekonomické aplikace, vysvétluje pouzité pojmy
a demonstruje pouziti integralniho poctu na piikladech. K vypoétim je pouzivano
vyhradné Newton-Leibnizovy formule az matematickych aplikaci je nejvyznamné;si
aplikaci obsah rovinného obrazce pod kiivkou, kterd se pouziva ve vétsiné aplikacnich
ptikladd. Je v8ak tifeba nahlizet na jednotlivé aplikace s jistou davkou zdravého rozumu.
Jak z ptikladu 3.1.P1 vyplyva, neni tfeba na tento typ piikladi pouzivat metodu
integralniho poctu funkci jedné proménné, jelikoz nam dava stejné cislo, jako bylo
Vv zadani. Integralni pocet ma bezesporu svou roli v meznich veli¢inach, kde pomoci
jeho metodiky dostavame z meznich veli¢in veli¢iny celkové, se kterymi potom

muzeme dale pracovat. Také ve finan¢ni matematice je jeho metodika velmi u¢inna

v ptikladech spojitého troceni.
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Summary

In thesis task there was mentioned little bit of indefinite integral theory and
computation methods. After that was described the definite integral theory, its
properties, computation methods, first of all the Newton-Leibniz formulary, and its
connection with indefinite integral. Then was shown where is possible to use definite
integral on examples in mathematics. The most important part of the thesis is the
application of definite integral theory on examples in economics. Each subchapter is
occupied by one application. At the beginning of each part the rough description of
economics view is contained. Then is defined an equation eventually equations for

computing. All of this is demonstrated on examples.
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