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Uvod

Hledani nejkratsi cesty v grafu patii mezi klicové matematické problémy s fadou
rozsahlych aplikaci v riznych oborech. V této bakalafské praci se zameéfime na jednotlivé
pojmy z oblasti teorie grafti, konkrétn€ na pojmy souvisejici s hledanim nejkratsi cesty
v ohodnocenych grafech. Cilem prace bude popis a implementace nami vytvorené
aplikace, ktera bude v neorientovanych i orientovanych ohodnocenych grafech hledat
nejkrat$i cestu zvolenym algoritmem. Aplikace bude rovnéz slouzit jako edukacni

prostfedek pro vyuku na Skolach s moznosti rozvijet mezipredmetové vztahy.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou cast. Teoretickd Cast zahrnuje
strucnou historii o teorii grafi nasledovanou vysvétlenim zakladnich pojmt z oblasti
teorie graft, které jsou pro tuto praci podstatné. Dale jsou zde uvedeny nejCastéji se
vyskytujici typy grafi a podrobnéji vysvétleno znazornéni, ohodnoceni a orientace grafi.
Zaver teoretické Casti prace je vyhrazen pro popis algoritmi hledajici nejkratsi cestu
v ohodnoceném grafu. Podrobnéji je popsan Dijkstriv algoritmus, pomoci néhoz bude

aplikace hledat nejkratsi cestu v ohodnocenych grafech.

Prakticka Cast se zaméfuje na popis, ovladani a funkcnost aplikace. Nasledné je
zde stru¢né popsan vyssi programovaci jazyk Python a knihovny, které jsou vyuzity pfi
vytvareni aplikace. Dalsi asti je implementace aplikace, kde jsou podrobné&ji vysvétleny
jednotlivé funkce a jejich vyuziti. V zavéru praktické Casti prace jsou reprezentovany

vzorove piiklady, jejichz feseni je ovéfeno s pomoci vytvorené aplikace.



TEORETICKA CAST



1. Historie teorie grafi

Teorie grafii vznikla v 18. a 19. stoleti jakozto nastroj pro feSeni ruznych typua
uloh. Za zakladatele teorie grafii je povazovan matematik L. Euler, ktery se zabyval
a vytesil znamou ulohou o sedmi mostech mésta Kralovce. Tato tloha spocivala v tom,
zda je mozné prejit pres vSech sedm mostl pravé jednou. L. Euler jako prvni dokazal, ze
to mozné neni. Teorie grafi vSak zaznamenala nartst problémovych uloh prevazné
v 19. stoleti v ruznych odvétvich. Mezi vyznamné osobnosti patii napfiklad fyzik
G. Kirchhoff zabyvajici se problematikou konstrukce elektronickych obvodid nebo

A. Cayley zabyvajici se organickou chemii. (Sedlacek, 1977)

Pro teorii grafti je ovSem velmi vyznamné 20. stoleti, praveé kvuli vzniku odborné
literatury a rozvoji vypocetni techniky. V roce 1936 vyznamny madarsky matematik
D. Konig vydal prvni obsahlejsi publikaci o teorii grafi ,, Theorie der endlichen und
unendlichen Graphen “. Tato publikace se pozdéji v roce 1950 stala klasickou ucebnici,
se kterou se vyucovalo ve Skolach po desetileti. Dal§im vyznamnym norskym
matematikem je Oystein Ore, ktery v 60. letech 20. stoleti vydal tfi publikace zabyvajici
se problematikou teorie grafi. (Sedlacek, 1977)

V Ceskoslovensku se objevily prvni zminky o teorii grafii v roce 1926 v praci od
matematika Otakara Bortvky, ktera se zabyva nalezenim minimalni kostry grafu.
V 50. letech 20. stoleti vznikaji dalsi prace, vychazejici predevsim z publikace D. Koniga,
od znamych Ceskoslovenskych matematikii mezi, nez patfi napfiklad Jifi Sedlacek nebo
Miroslav Fiedler. Prvni Ceskoslovenskou publikaci zabyvajici se teorii grafii vytvoril
vroce 1964 Jifi Sedlatek pod nazvem , Uvod do teorie grafii. Nejpouzivangjsi
soucasnou publikaci je ,, Kapitoly z diskrémi matematiky ““ od J. Matouska a J. NeSetfila.

(Sisma, 1997)

Vzhledem k tomu, ze publikace o teorii grafui se zaCaly vytvaret ve 20. stoleti, tak
se v terminologii neobjevuji archaicka slova a taktéz se nevytvaii nové vyrazy. Pouzivaji
se slova predevsim hovorova napiiklad uzel, hrana, cesta a dalsi. Teorie grafi neni
vylucné spjata pouze s matematikou, jelikoz ji odbornici z riznych odvétvi dale rozvijeji
napfiiklad ve fyzice, chemii, biologii, elektrotechnice nebo v ekonomice ¢i lingvistice.

(Sedlacek, 1977)



2. Zakladni pojmy teorie grafi

Tato kapitola se bude zamérovat na zakladni pojmy z oblasti teorie grafi. Vycet
veskerych pojmui z oblasti teorie grafii nebude v této praci zcela kompletni. Budou zde
popsany piedevs§im nejdilezitéjsi pojmy z oblasti teorie grafti a pojmy, které jsou dilezité

pro tuto praci a které budou pouzity v nasledujicich kapitolach.

2.1 Graf

Pod pojmem graf si mizeme piedstavit spoustu riznych véci v riznych oborech,
nicmén¢ v mnoha situacich v matematice se vzdy bude jednat, at uz o konecnou, ¢i
nekone¢nou mnozinu bodd a spojnice mezi nékterymi dvojicemi bodi. Pro predstavu
mohou body reprezentovat napiiklad krajska mésta v Ceské republice a spojnice dalnice
mezi nimi. V takovém piipad€ nazveme bod vrcholem (Je mozné pouzit i oznaceni uzel)

a spojnici nazveme hranou. (Matousek, 2009)

Definice: Graf (rozsifené obycejny ci jednoduchy neorientovany graf) je
usporadand dvojice G = (V, E), kde V je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina

vybranych dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrcholli.

Obradzek 1: Priklady grafi
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Grafy v podobé obrazku vySe a dale v textu znac¢i znazornéni grafii do roviny.
Takové znazornéni grafii je velmi uziteCné, jelikoz plni pomocnou ulohu pro orientovani
se v téchto grafech. V nasem ptipadé vrchol znazornime do roviny pomoci kruhu a hranu
pomoci usecky mezi danou dvojici vrchold. Uvnitt jednotlivych kruha se taktéz mohou
vyskytovat Ciselné hodnoty, které slouzi k pojmenovani vrcholi. Podrobnéji bude

znazornéni grafi do roviny popsano ve 4. kapitole této prace.

Dale vtextu se budeme zabyvat konecnymi grafy neboli grafy skonecnou
neprazdnou mnozinou vrchold. Pro mnozinu vrchold grafu G budeme uzivat znaceni

V(G) a pro mnozinu hran E(G).
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2.2 Isomorfismus grafi

Definice: Isomorfismus grafic G a H je bijektivni (navzdjem jednoznacné)
zobrazeni [:V(G) — V(H), pro které plati, Ze kazdda dvojice vrcholi u,v € V(G) je
spojena hranou v G pravé tehdy, kdyz je dvojice f(u), f (v) spojena hranou v H.

Jinymi slovy by se dalo fici, ze grafy G a H jsou isomorfni, pokud grafy maji
totozné mnoziny vrchold a hran. To znamena, ze G = H, pokud plati, Ze
V(G) =V(H) a zaroven E(G) = E(H). V takovém piipadé budeme isomorfni grafy
znaCit G = H. Pod pojmem isomorfismus si v teorii grafii dokazeme bézné predstavit
razné druhy znaceni vrchold, jinak feCeno dva grafy jsou totozné az na nazvy danych

vrcholt. (Matousek, 2009)

2.3 Podgraf

Pod pojmem podgraf'si mizeme zjednodusené predstavit, ze z grafu G odstranime
nekteré vrcholy a hrany. V tuto chvili si predstavme, ze bychom chtéli vytvortit podgraf
H z grafu G odstranénim veskerych vrchol a zachovanim vsech hran. Téhle situaci je
zapotiebi se vyvarovat, jelikoz by se nejednalo o podgraf, a proto musime zavést presné

tvrzeni. (Kovat, 2014)

Definice: Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestlize V(H) € V(G)
a E(H) € E(G). Piseme H € G.

Obrdzek 2: Priklad podgrafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Zavedena definice ukazuje, ze pii vynechani nékterych vrchola z grafu G musime
vynechat hrany, které jsou spjaté s vynechanymi vrcholy, ale taktéz mohou byt vynechany
i hrany, které s vynechanymi vrcholy spjaté nejsou. Vynechanim téchto vrcholl a hran
vznikne podgraf H. V piipadé€, ze vynechame nékteré vrcholy a pouze hrany s nimi spjaté

z grafu G, nazveme podgraf | indukovanym podgrafem. (Kovar, 2014)
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Definice: Podgraf | grafu G nazveme indukovanym podgrafem grafu G, jestlize
E(I) obsahuje v§echny hrany grafu G, které jsou incidentni s vicholy z V (1).

Obradzek 3: Priklad indukovaného podgrafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

2.4 Sled

V teorii grafii je sled urCity zpusob prochazeni grafu G, tudiz budeme sled
povazovat za podgraf grafu G. Abychom byli schopni se v grafu pohybovat, musime si
stanovit pocdtecni a koncovy vrchol. Pocatecni vrchol oznadime v, a koncovy vrchol
oznatime v,, kde n € Ny. V pfipad€, ze n = 0, hovotime o #rivialnim sledu. Pokud
Vo = Vy,, kde n € N, hovotime o uzavreném sledu. Sled ma velmi dalezitou vlastnost
a sice, Zze muzeme pies vrcholy a hrany prochazet opakovan€, dokud nedojdeme do
koncového vrcholu. Mizeme si napiiklad predstavit, ze se ztratime v centru meésta
a budeme tak dlouho prochézet ulicemi (i opakované), dokud nenajdeme misto, kam jsme

chtéli dojit. (Kovar, 2014)

Definice: Sled vgrafu G je takova posloupnost vrcholu a hran
(vo, €1, V1, €2, V2, , €n, V), Ze hrana e; md koncové vrcholy v,,_, a v, pro vSechna

i =1,2,-,n Sled se nazyva (vy, vy)-sled.

Obrdzek 4: Sled v grafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

2.5 Cesta

V predeslé podkapitole jsme definovali pojem sled, ktery nyni bude tzce souviset
s pojmem cesta, ktery je pro tuto praci zasadni. Cesta je sled, ve kterém se neopakuji
vrcholy. Stejné jako u sledu je zapottebi i u cesty definovat pocatecni a koncovy vrchol.

Pocatecni vrchol budeme znacit u a koncovy vrchol v. Dale si popiSeme, co je to délka
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cesty. Délka cesty je celkovy pocet hran, které se v cesté nachazeji mezi pocateCnim
a koncovym vrcholem. V pfipadé, ze délka cesty bude rovna nule, budeme hovofit
o trivialni cesté. Je ziejmé, ze pokud bychom chtéli hovofit o nejkratsi netrivialni ceste,

tak délka cesty bude rovna jedné. (Kovar, 2023)

Definice: Cesta vgrafu je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy. Cestu

§ pocdtecnim vrcholem u a koncovym vrcholem v budeme nazyvat (u, v)-cesta.

O—©

Obrdzek 5: Cesta v grafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

2.6 Vzdalenost v grafu

Pojem vzddlenost zavadime, jelikoz vyzadujeme nalezeni nejkrat$i délky
(u, v)-cesty. Vzhledem k tomu, Ze délka cesty je vzdy celé nezaporné Cislo, tak

1 vzdalenost bude mit tuto vlastnost. Nyni se pojd'me blize podivat na definici vzdalenosti.

Definice: Vzddlenost vrcholu u do vrcholu v (nebo vzddlenost mezi
vrcholy u a v) v grafu G je délka nejkratsi (u, v)-cesty. Znacime ji dist(u, v), pripadné

dist;(u, v). Jestlize vrchol v neni dosaZitelny z u, definujeme dist(u,v) = oo.

Vsimnéme si, ze pokud neexistuje (u,v)-cesta, tak délka (u,v)-cesty neni
definovana, ale presto dist(u, v) piitadime hodnotu nekoneéna, a to predevsim kvali
tomu, abychom jasné rozlisili dosazitelné vrcholy od nedosazitelnych. Dale plati, ze
v neorientovanych grafech je dist(u, v) = dist(v,u). V ptipadé totozného pocatecniho
a koncového vrcholu plati, ze dist(u,u) = 0. Pozd€ji v textu budeme vzdalenost

modifikovat v souvislosti s ohodnocenim hran v grafu.

2.7 Matice sousednosti

Matice jsou v matematice velmi dulezité, at’ uz se pohybujeme naptiklad v oblasti
geometrie ¢i algebry, a v teorii grafti tomu nebude jinak. V teorii grafii budeme matici

pouzivat k praci s prisluSnymi grafy. V matici budou fadky a sloupce znazortiovat
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piislusné vrcholy a hodnoty na danych pozicich hrany. Takovou matici v teorii graft

nazveme jako matice sousednosti a budeme ji znacit A;. (Matousek, 2009)

Definice: Necht G = (V,E) je graf sn vrcholy. Oznacime vrcholy vy, -, v,
(v néjakém libovolném poradi). Matice sousednosti grafu G je Ctvercovd matice

1 pro {vi, vj} eEL

n ’ - .
A = (Aif)i,j=1 definovdna predpisem a;; { 0 jinak.

Matice sousednosti bude vzdy symetricka podle diagonaly, pokud se bude jednat
o neorientovany graf. U orientovanych graft tato vlastnost nemusi vzdy platit. Hodnota
prvkl na diagonale bude vzdy rovna nule, jelikoz se v této praci zameéfujeme na nalezeni
dist(u,v), tak nebudeme brat v potaz smycCky neboli hrany se stejnym pocateCnim
a koncovym vrcholem. Taktéz se nebudeme zabyvat nasobnymi hranami mezi dvojicemi
raznych vrcholt. Dale je potieba fici, ze pokud grafy G a H maji totoznou matici
sousednosti, tak G = H. Matice sousednosti bude taktéz jako vzdalenost modifikovana

pozdéji v textu.

AG:

o o = O
O = O r
= e =)
o R OO

Obrdzek 6: Matice sousednosti vychdzejici z uvedeného grafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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3. Nejdilezitéjsi typy grafiu

V teorii grafi se velmi Casto objevuji ruzné typy grafi, které postupem casu
nabyly svych vlastnich oznacCeni. Nyni se blize podivame na néekolik typtu graft, které

jsou pro tuto praci dulezité.

Nulovy graf

Graf povazujeme za nulovy v ptipadé, kdy E(G) bude prazdna mnozina hran,
tudiz kazdy vrchol z mnoziny V(G) bude izolovany. Nulovy graf s poctem n vrchol
budeme znaclit N,, kde n € N. N,, bude podgraf grafu G, pokud mnozina V(G) bude
obsahovat n vrcholt. (Saidur, 2017)

O
O

Obrdzek 7: Nulovy graf
Zdroj: Vlastni zpracovdni

O

Uplny graf

Graf nazveme #plny (nebo také kompletni), pokud mezi kazdou dvojici riznych
vrcholl bude existovat hrana. To znamena, ze mnozina E(G) musi obsahovat vSechny
hrany vytvofené z kombinace vrcholti z mnoziny V(G). Uplny graf oznadime K,,, kde
stejné jako u nulového grafu bude n znacit pocet vrcholl, tudiz n € N. Pocet vSech

kombinaci (hran) je vzdy roven (721) Déle plati, ze kazdy libovolny graf G bude
podgrafem grafu K,,, pokud soucet prvkti mnoziny V(&) bude roven n. (Saidur, 2017)

Definice: Graf na n vrcholech, kde n € N, ktery obsahuje vSech (721) hran se

nazyva uiplny nebo také kompletni graf a znaci se K,,.

Obradzek 8: Priklady tplnych grafi
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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Cesta

V podkapitole 2.5 jsme definovali pojem cesta jakozto podgraf grafu G, ale nyni
se zaméfime na graf typu cesfa. Cesta je typ grafu, kde mezi sefazenymi vrcholy
V1, Uy, *++, Uy, bude existovat hrana (v;, v;41), pro kterou plati, ze i € (1,n — 1) A i € N.
Tento typ grafu budeme znacit P, (z anglické slova path), kde n je poCet vrcholian € N.

(Saidur, 2017)

Definice: Graf na n vrcholech, které jsou spojeny po fadé n — 1 hranami se

nazyva cesta a znaci se P,.

Obrdzek 9: Graf typu cesta
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Cyklus

Cyklus vznikne z grafu typu cesta tim, Ze vytvorime novou hranu (v, v,). Pro
cyklus mizeme uzivat i oznaeni kruznice. Aby se jednalo o cyklus, musi byt soucet
prvkd mnoziny V (G) vétsi roven nebo tfem. Zajisténim této podminky docilime toho, aby
nevznikl jiny typ grafu. Cyklus budeme znacit C,, kde n > 3 A n € N a dale plati, ze

n oznacuje pocet vrcholl nebo hran (pouziva se i oznaceni délka cyklu). (Saidur, 2017)

Definice: Grafna n vrcholech (kde n = 3), které jsou spojeny po Fadé n hranami
tak, ze kazdy vrchol je spojen s nasledujicim vrcholem a posledni vichol je navic spojen
s prvnim vrcholem, se nazyva cyklus na n vrcholech a znaci se C,,. Cislo n je délka cyklu

C,.

Obrdzek 10: Graf typu cyklus
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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4. Znazornéni, ohodnoceni a orientace grafi

V této kapitole si nejprve popiSeme, jakym zpusobem znazornit grafy do roviny
a ktera pravidla je potteba pfi zndzoriiovani dodrzet. Déle si vysvétlime, co je to planarni
graf, ktery je tzce spojen s nejdalezit€jsimi typy graft. V podkapitole 2.6 a 2.7 byly
popsany pojmy, ve kterych bylo zminéno ohodnoceni grafii, na néz se v aktualni kapitole
podrobnéji zaméfime. Na zavér kapitoly se podivame na rozdil mezi orientovanym

a neorientovanym grafem a uziteCnosti orientovanych grafu.

4.1 Znazornéni grafu do roviny

Az do této chvile jsme povazovali graf G za abstraktni strukturu, ktera obsahovala
dv€é mnoziny, a sice mnozinu V(G) a E(G). Nyni se zaméfime na to, jakym zptsobem
znazornit do roviny tyto mnoziny, kvili lepSimu se orientovani v grafech. Z predeslé casti
prace jiz mame zakladni predstavu o tom, jak grafy znazornit, ale 1 pfesto zde popisSeme

pravidla pfi znazornéni grafii do roviny.

V prvém piipad€ bude vyzadovano, aby vSechny prvky z mnoziny V(G) a E(G)
byly zakresleny do roviny. Prvky z mnoziny V(G) budeme zndzorfiovat kruhem a prvky
z mnoziny E(G) tseCkou mezi danou dvojici vrcholt. Uvnitt jednotlivych kruha se taktéz
mohou vyskytovat Ciselné hodnoty, které slouzi k pojmenovani vrchold. Kromeé tsecky
muzeme pouzit i jakkoliv zakfivenou kfivku, pokud si to situace zada. Zakfivena kiivka
je ovS§em ponekud nejednoznacné oznaceni v teorii grafli, proto je potieba zavést presnou

definici. Zakfivenou kiivku budeme oznacovat jakozto oblouk. (Matousek, 2009)

Definice: Oblouk je podmnoZina roviny tvaru y = f([0,1]) = {f(x); x € [0,1]},
kde f: [0,1] —» R? je néjaké prosté spojité zobrazeni uzavieného intervalu [0,1] do

roviny. Pritom body f(0) a f (1) se jmenuji koncové body oblouku y.

Vsimnéme si, Ze oblouk je definovan na intervalu [0,1], coz budeme povazovat
za ur€ity Casovy usek pii znazornéni kiivky do roviny z pocateéniho vrcholu f(0) do
koncového vrcholu f(1). To znamena, ze f(x) bude znazoriiovat aktualni pozici hrotu

tuzky na kiivce v roviné v Case x. (Kovar, 2023)
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Dale je vyzadovano, aby se dvé navzajem rizné hrany protinaly nejvyse v jednom
bod¢ a v pripad¢ nutného zakfiveni dané hrany je nezbytné, aby se hrana sama se sebou
nekfizila. Dale je dalezité, aby se vrcholy nepiekryvaly a aby hrana prochazela vzdy mezi

danou dvojici vrcholl bez protnuti dalsiho vrcholu.

£(0) »
f(x)

Obrdzek 11: Oblouk
Zdroj: Vlastni zpracovdni

4.1.1 Planarni graf

Plandrni (neboli také rovinny) graf, je takovy typ grafu, ktery musi spliovat
nasledujici podminky. V prvém piipadé musi platit, ze dany graf lze znazornit do roviny,
jak je uvedeno v predeslé Casti kapitoly. Dale musi platit, ze vSechny vrcholy a hrany
budou usporadany tak, aby dvé navzajem rizné hrany mély spoleény bod pouze
v pocate€nim nebo koncovém vrcholu. Jinymi slovy se hrany nesmi navzijem kiizit.

(Kovai, 2023)

Definice: Graf je rovinny, jestlize mdme ddno jeho nakresleni do roviny takové, Ze
zadné dvé krivky, které odpovidaji hrandm, nemaji spolecné body kromé koncovych bodii

(vrcholu).

Obrdzek 12: Planarni graf
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Planarni graf je nejlep§im znazornénim grafu do roviny, jelikoz analyza takového
grafu je pro ¢lovéka mnohem intuitivnéjsi, coz vyrazné usnadiuje praci s témito grafy.
Nicméné mohou nastat piipady, kdy graf neni mozné znazornit planarné. Pro ukazku si
predstavme, ze budeme chtit do roviny znazornit graf Kz (Uplny graf) bez kfizeni hran.

Po urcité dobé dojdeme k zavéru, ze vzdy najdeme dvé rizné hrany, které se musi
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bezprostiedné kiizit, jinak graf do roviny neznazornime. V takovém ptipad€ graf nelze

znazornit do roviny planarné.

4.2  Ohodnoceni grafu

Obvykle nam v mnoha situacich v realném svété nestaci pouze vytvorit graf jako
abstraktni strukturu, skladajici se ze dvou mnozin V(G) a E(G). Dokonce i kdyz dany
graf znazornime v roving, tak Casto potiebujeme urcitym zptsobem lépe charakterizovat
danou situaci. Z tohoto divodu se velmi Casto pfifazuje jednotlivym hranam a vrcholim
&iselna hodnota. Ciselné hodnoty mohou napiiklad reprezentovat vzdalenost, &as, naklady
a jiné. Graf, ktery je opatfen v nasem piipad¢ Ciselnymi hodnotami, budeme oznaCovat

za ohodnoceny graf. (Demel, 2019)

Definice: Ohodnoceny graf G je funkce w :E(G) = R, kterd kazdé hrané
e € E(G) priradi redlné cislo w(e), kterému rikame viha hrany (znaceni w pochazi
z anglického ,,weight “). Ohodnoceny graf je graf G spolu s ohodnocenim hran realnymi
cisly.

Ve znacné Casti praktickych aplikaci se setkdvame pouze s kladné ohodnocenymi
grafy. V urCitych odvétvich se ovSem muZzeme setkat i se zaporn€ ohodnocenymi grafy
naprtiklad ve financich, energetice ¢i dopraveé a logistice. Dale se z praktickych divodu
vyplati ohodnotit graf pfirozenymi Cisly vCetné nuly napfiklad z toho divodu, Ze pfi
spusténi naimplementovanych algoritmii muize na raznych zafizenich dojit
k zaokrouhlovaci chybé. Dale v textu se budeme zabyvat prevazné kladné ohodnocenymi

grafy s pfirozenymi Cisly. (Kovat, 2014)

Definice: Kladné ohodnoceny (Fikame také vazeny) graf G ma takové ohodnoceni

w Ze pro kaZzdou hranu e € E(G) je jeji vaha w(e) kladna.

Nyni se zaméfime na znazornéni &iselnych hodnot do roviny. Ciselné hodnoty
jednotlivych hran se vzdy znazorfiuji bud’ na stfed primky (oblouku) s tim, ze se kousek
pfimky vynecha kvili lepsi Citelnosti hodnoty, nebo se hodnota znazorni ke stfedu mimo

pfimku (oblouk). Taktéz se Ciselné hodnoty vrchold znéazoriiuji bud’ vné kruhu, nebo
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mimo kruh blizko vrcholu s podminkou, ze Ciselna hodnota nesmi prekryvat hranu. Také

je mozné Ciselné hodnoty vrchola prehledné zapsat do tabulky mimo graf.

Obrdzek 13: Ohodnoceny graf
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Obrazek vySe popisuje ohodnoceny graf skladajici se ze sedmi vrchold, jeZ jsou
oznaCeny c¢iselnymi hodnotami uvniti kruhu. Hrany mezi dvojicemi vrcholi jsou
opatfeny ¢iselnymi hodnotami urcujici vzdalenost, kterou je potieba prekonat pro presun
zjednoho vrcholu do druhého. Ciselné hodnoty se viak vyskytuji i v bezprostiedni
blizkosti kazdého vrcholu. Tyto hodnoty ukazuji, jakou nejmensi vzdalenost je potieba
prekonat z pocatecniho do koncového vrcholu. Na obrazku si Ize pov§imnout, ze prvni
vrchol je opatfen hodnotou 0 a zbyvajici vrcholy hodnotou oo. Z toho vyplyva, ze prvni
vrchol bude zaroven pocateCnim vrcholem a u ostatnich vrcholi momentalné nezname

nejkratsi cestu z prvniho vrcholu.

4.2.1 Vzdalenost v ohodnocenych grafech

Jak jiz bylo feceno v podkapitole 2.6, budeme vzdalenost nyni modifikovat.
Vzdalenost v ohodnocenych grafech jiz nebude pocet vSech hran mezi pocate¢nim
a koncovym vrcholem, ale bude se jednat o souCet vah jednotlivych hran. Abychom
pojem vzdalenost mohli modifikovat, tak nejprve musime zavést délku ohodnoceného

sledu. (Kovar, 2014)

Definice: Méjme ohodnoceny graf G s ohodnocenim w. Délkou ohodnoceného
sledu S = vy, eq,0q,€5, 0y, , €,V v G rozumime soucet ohodnoceni vsech jeho hran.
Kazda hrana se pocita tolikrdat, kolikrat se ve sledu S vyskytuje, a proto
dy(S) =w(ey) +w(ey) + -+ w(ey).
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V piedchozi ¢asti textu jsme uvedli, ze se budeme zabyvat kladn€ ohodnocenymi
grafy, tudiz d¥ (S) bude nabyvat hodnot tak, jak bylo jiz uvedeno v podkapitole 2.6. Nyni

jiz mizeme modifikovat vzdalenost v ohodnocenych grafech. (Kovar, 2014)

Definice: (VdzZenou) vzdalenosti mezi dvéma navzdjem dosaZitelnymi
vrcholy u,v ve vdZeném mnebo ohodnoceném grafu (G,w) rozumime Ccislo
distf (u,v) = min {df (S), kde S je cesta s koncovymi vrcholy u,v}. Jestlize vrcholy

u a v_jsou nedosazitelné, klademe distf’ (u,v) = oo.

4.2.2 Matice sousednosti v ohodnocenych grafech

V podkapitole 2.7 jsme vysvétlili a popsali, jakym zpusobem zkonstruovat matici
sousednosti grafu G. Nyni se zaméfime na modifikaci této matice v souvislosti
s ohodnocenym grafem. Jednotlivé hodnoty prvkli a;; v matici sousednosti Ag
zjednodusen¢ fe¢eno, nahradime vahou hran vSude tam, kde se do této chvile vyskytovala
hodnota rovna jedné. Modifikovanou matici sousednosti budeme nazyvat vdzend matice
sousednosti. Je velmi vyhodné matici sousednosti takto modifikovat vzhledem

k implementaci algoritmd pro hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu. (Cada, 2004)

Definice: VdzZend matice sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu (G, w)

W(vivj) pokud v;v; € E(G),

s vrcholy vy, -+, v, je matice W; = (Wij), kde w; :{ 0 jinak

proi,j=1,-,n

Vyse uvedena definice poukazuje na orientovany graf, nicméné dana definice
bude platit, 1 kdybychom pracovali s grafy neorientovanymi. Rozdil spociva v tom, ze
u neorientovanych grafii bude W;; symetricka, kdezto u orientovanych grafi tato vlastnost

nemusi vzdy platit.

S

Il
O U1 o N O
Qo wonN
N RO WO
s o= o wu
o s N OO

Obrdzek 14: VaZend matice sousednosti vychdzejici z uvedeného grafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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4.3 Orientovany graf

Az do této chvile jsme se vzdy zabyvali neorientovanymi (obyc¢ejnymi) grafy.

Drtive nez za¢neme popisovat orientovany graf, se zaméfime na definici.

Definice: Orientovany graf je dvojice (V,E), kde V je mmnozZina vrcholi

a E cV XV jemnozina hran.

Orientovany graf vychazi z definice neorientovaného grafu s tim rozdilem, ze
E(G) jiz nebude mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoziny vrchold, ale mnozina
usporadanych dvojic vrcholi. U orientovanych grafu jiz budeme disledné rozliSovat
pocatecni a koncovy vrchol pfislusné hrany. Usporadanou dvojici [u, v] budeme chapat
tak, ze u je pocatecni vrchol a v je vrchol koncovy. Rozdil oproti neorientovanému grafu
spociva v tom, ze ne vzdy je mozné se dostat zpét z koncového do pocatecniho vrcholu,
jelikoz hrana [u, v] neni totozna s hranou [v, u] a tim padem tato hrana nemusi existovat.
Taktéz plati, ze vahy hran [u, v] a [v, u] mohou byt rizné. Z toho divodu se vzdalenost
mezi dvojici vrchold muze lisit v zavislosti na orientaci prichodu mezi dvojici vrcholt.
Avsak stejné jako u neorientovanych grafu se v orientovanych grafech nebudeme zabyvat
smyckami a nasobnymi hranami. Orientované hrany budeme v roviné znazoriiovat

pomoci ipek, abychom piesné& uréili smér orientace hrany. (Cada, 2004)

Obrdzek 15: Orientovany graf
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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S. Hledani nejkratSi cesty

Hledani nejkratsi cesty v grafu je jednou z nejCastéjSich uloh v teorii grafu.
Pozadavek pro nalezeni nejkratsi cesty predev§im vznika pravé kvali mnoha praktickym
aplikacim, naptiklad pokud je zapotiebi nalézt nejkratsi cestu v dopravnim spojeni nebo
pro vystavbu elektrické rozvodné sité. Piredstavme si, ze bychom chtéli najit nejkratsi
dopravni spojeni mezi Prahou a Ostravou. V takovém piipadé by nam jednoznacné
nepostacoval jednoduchy orientovany ¢i neorientovany graf, jelikoz je potfeba v redlném
svete znat, jaka je vzdalenost mezi jednotlivymi stanicemi Ci ¢as potfebny k prekonani
téchto vzdalenosti na trase mezi Prahou a Ostravou. Z tohoto diivodu budeme pii hledani

nejkratsi cesty pracovat pouze s ohodnocenym grafem.

Pro nalezeni nejkrat$i cesty v ohodnoceném grafu G existuje fada raznych
algoritmu. Za nejznaméjsi a nejcastéji pouzivany je oznaCovan Dijkstriv algoritmus, na
ktery se podrobnéji zaméfime, jelikoz jej budeme v praktické c¢asti této prace
implementovat a dale vyuzivat pro hledani nejkrat§i cesty v ohodnocenych grafech.
Nicméné existuji i dal§i znamé a Casto pouzivané algoritmy, naptiklad Floyd-Warshalltv
algoritmus ¢i Bellman-Forduv algoritmus. Rozdil mezi témito algoritmy spociva v tom,
ze Dijkstrav algoritmus dokaze nalézt nejkratsi cestu pouze v kladné ohodnoceném grafu,
kdezto Floyd-Warshalliv algoritmus dokaze nalézt nejkrat§i cestu 1 v zaporné
ohodnoceném grafu, stejné tak jako Bellman-Fordav algoritmus. Dale plati, ze Bellman-
Forduv algoritmus dokaze v zaporn€ ohodnoceném grafu detekovat zaporny cyklus.
Oproti tomu Floyd-Warshallav algoritmus zaporny cyklus detekovat nedokaze. (Erciyes,

2021)

5.1 Dijkstrav algoritmus

Jak jiz bylo feCeno, nyni se podrobngji zaméfime na Dijkstriv algoritmus. Na
uvod je dulezité fici, ze je potfeba mit kladné ohodnoceny graf G a pocatecni vrchol
u € V(G). Dijkstruv algoritmus nasledné vypocita distf (u,v) pro kazdy vrchol
v € V(G). Abychom vSak mohli konstatovat, ze pro kazdy vrchol v € V(G) je
dist{ (u, v) definitivni hodnota po ukonceni Dijkstrova algoritmu, musime pro kazdy
vrchol v € V(G) zavést pomocnou proménnou d(v). Tato pomocna proménna nam bude
slouzit k zapamatovani si hodnoty dist{ (u,v) v jednotlivych krocich Dijkstrova

algoritmu. V urcitych krocich Dijkstrova algoritmu muazeme konstatovat, ze d(v) je
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definitivni hodnota pro nékteré vrcholy v € V(G), a tudiz d(v) = disty (u,v).
V opacném piipad€ je potieba d(v) v nasledujicich krocich piepoéitat. Dale vytvorime
novou mnozinu P, ktera bude obsahovat vrcholy z mnoziny V(G), u kterych jsme dosud

definitivné neur¢ili disty (u, v). (Matousek, 2009)

Na zacatku Dijkstrova algoritmu zavedeme d(v) = 0 pro v = u, d(v) = o pro
v#uaP =V(G). Je ztejmé, Ze na zaCatku zname vzdalenost z vrcholu u do vrcholu u,
jelikoz se jednd o pocatecni vrchol, kdezto zbylé vrcholy ohodnotime nekonecnem,
protoze jsme je dosud neprozkoumali. V nasledujicich krocich Dijkstrova algoritmu se
bude cyklicky provadét tentyz postup. Nejprve je potieba vytvorit pomocnou mnozinu
R = min{d(v) | v € P}. Mnozina R tedy bude obsahovat vrcholy s nejmensi hodnotou
d(v) z mnoziny P. VSeobecné plati, ze mnozina R bude nejCastéji obsahovat pouze jeden
vrchol, ale mohou nastat i pfipady, kdy mnozina R mize obsahovat vice vrchola
s totoznym ohodnocenim d(v). Nasledné z mnoziny P vyjmeme veskeré vrcholy
obsazené v mnoziné R. V dal§im kroku porovname hodnotu d(x) shodnotou
d(v) + w({v, x}) pro kazdou hranu {v, x} € E(G), pro které plati, ze v ER a x € P.
Pokud zvrcholu v vede do vrcholu x kratsi cesta, nez jsme doposud znali, tak plati
div) +w({v,x}) <d(x) a hodnota proménné d(x) se zméni na hodnotu
d(v) + w({{v, x}). Po prozkoumani vSech hran mezi vrcholy z mnoziny R a P se piejde
na zacatek cyklu a cely postup se znovu opakuje. Algoritmus konci, pokud je mnozina
P = @ nebo pokud mnozina P obsahuje pouze vrcholy ohodnocené d(v) = oo, coz
znamena, ze zbylé vrcholy v mnozin€ P jsou nedosazitelné z poc¢atecniho vrcholu u. Na
samotném konci algoritmus zajisti, ze d(v) = dist} (u, v) pro kazdy vrchol v € V(G)

z poCateéniho vrcholu u € V(G). (Matousek, 2009)

Dijkstriv algoritmus je schopen nalézt nejkratsi cestu v kladné ohodnocenych
neorientovanych 1 orientovanych grafech. V ptipade€, ze bychom chtéli hledat nejkratsi
cestu v kladné ohodnocenych orientovanych grafech, tak se musi v zapisu Dijkstrova
algoritmu zménit jedna véc. Namisto prace s hranami {v,x} € E(G) v neorientovanych
grafech budeme pracovat s hranami [v, x] € E(G), jelikoz v orientovanych grafech jsou

hrany usporadané dvojice vrcholti z mnoziny V(G), tak jak je uvedeno v podkapitole 4.3.
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PRAKTICKA CAST
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1. Popis a ovladani aplikace

Cilem praktické ¢asti této prace je vytvoreni aplikace pro hledani nejkratsi cesty
v ohodnocenych grafech s vyuzitim Dijkstrova algoritmu. Aplikace bude slouzit jako
edukacni prostfedek pro vyuku na §kolach, kontrolu vysledkt zaku ¢i studentt a rozvijeni
meziptfedmétovych vztahti. Pro spusténi aplikace je vyzadovan opera¢ni systém Windows
a neni vyzadovana instalace Ci jiné podpurné programy nebo aplikace. Nyni dukladné

popiseme strukturu aplikace a jeji ovladani.

Aplikace nam bude slouzit k vytvoreni si vlastniho grafu. To znamena, ze budeme
schopni si zvolit pocet vrcholt, definovat jednotlivé hrany mezi vrcholy a ohodnotit je,
zvolit si poCatecni a koncovy vrchol pfi hledani nejkratsi cesty v kladné ohodnoceném
grafu a vybrat si, zdali chceme graf orientovany ¢i neorientovany. Posledni moznost,
kterou si budeme moci zvolit, bude, zdali chceme vytvofit a zobrazit postup pii hledani
nejkratsi cesty v grafu anebo zdali chceme zobrazit pouze definitivni nalezeni nejkratsi

cesty v grafu.

1.1 Zadani poctu vrcholu a jejich pojmenovani

Po spusténi aplikace je zapotiebi, abychom nejprve zadali parametry pro tvorbu
vrcholt, mezi néz patii poCet vrcholu a jejich pojmenovani. Pocet vrcholt se zadava do
vstupniho pole a je mozné jej zvolit v rozmezi od tii do patnacti. Rozmezi je zavedeno
z nasledujicich divodia. Pokud by graf obsahoval méné€ nez tii vrcholy, tak by hledani
nejkratsi cesty postradalo vyznam. Taktéz plati, ze pokud bychom zadali vice nez patnact
vrchold, tak by graf mohl byt ponékud nepiehledny. Avsak na funkcnosti aplikace by to
vliv nemélo. V pfipad€, ze bychom zadali pocet vrcholi mimo toto rozmezi, tak by

aplikace nepokracovala do dalsi ¢asti a upozornila by nas, abychom hodnotu zmeénili.

Po spravném zadani pocCtu vrcholi si muizeme zvolit, zdali bychom chtéli
jednotlivé vrcholy pojmenovat pfirozenymi Cisly v rozsahu od jedné do hodnoty poctu
vrcholl anebo zdali bychom chtéli jednotlivé vrcholy pojmenovat vlastnimi nazvy. Pokud
bychom zvolili prvni moznost, tak by aplikace pokracovala do casti pro tvorbu
a ohodnoceni hran. Pfi volbé druhé moznosti se vytvoii nova vstupni pole podle toho,
jaky pocet vrcholt jsme zvolili. Do jednotlivych vstupnich poli nyni mizeme zapsat

nazvy pro dané vrcholy dle nasi libosti. OvSem vlastni jména vrcholl jsou omezena
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v mnozstvi znaku. To znamena, ze kazdé jméno se muze skladat pouze z deseti znak,
aby byl pozd¢ji graf co nejvice piehledny. Pokud bychom néktery vrchol nepojmenovali,
tak aplikace nebude pokraCovat do dalsi cCasti a upozorni nas, abychom
u nepojmenovanych vrchol doplnili jejich nazvy. Totéz by se stalo, kdybychom dva
rizné vrcholy pojmenovali totoznymi nazvy, avsak s tim rozdilem, Ze by nas aplikace
upozornila, abychom u téchto vrcholti zménili jejich nazvy. Pokud je v§e zadano spravné,

tak aplikace bude pokracovat do dalsi casti pro tvorbu a ohodnoceni hran.

§ Bakalaiska prace - Hledanf nejkratsf cesty v ohodnoceném grafu - X

Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu

Zdejte poé&et vrcholl: |4

Miniméini poet vrcholl: 3

Maximaini poCet vrcholl: 15

2volte jedno z uvedenych moznosti:

© Nastavit Cislovani vrcholt od 1

& Nastavit viastni nazvy vrcholti

Potvrdit

Vrchol 1: |Praha
Vrchol 2: |Bmo
Vrchol 3: |Ostrava

Vrchol 4: |Olomouc

Pokracovat —»

Obrdzek 16: Zaddni poctu vrchold a jejich pojmenovdni
Zdroj: Vlastni zpracovdni

1.2 Tvorba a ohodnoceni hran

V této Casti aplikace se budeme zabyvat vytvorenim a ohodnocenim hran mezi
danymi dvojicemi vrcholl. Aplikace vytvori prehlednou posuvnou tabulku, kde se budou
vyskytovat veSkeré moznosti vybéru hran mezi danymi dvojicemi vrchold. Dale se zde
bude u kazdé hrany vyskytovat vstupni pole, do kterého muzeme zadat své vlastni
ohodnoceni hrany. Ohodnoceni hrany je, jako v minulé ¢asti aplikace, omezeno v daném
rozsahu. Je mozné zvolit hodnotu v rozmezi od jedné do fadové jednotek miliont.
Ohodnotit hranu hodnotou nula postrada jakykoliv vyznam, jelikoz by to znamenalo, ze
bud’ jsou dva vrcholy totozné, anebo hrana mezi danou dvojici vrchold neexistuje. Dale
aplikace neumoziuje zadat zapornou hodnotu, jelikoz se v této praci zabyvame pouze

kladn€ ohodnocenymi grafy, jak jiz bylo feCeno v predeslé Casti prace.

V ptipadé, ze urcitou hranu ohodnotime, tak je aplikaci zahrnuta do naseho grafu.

V opacném pripadé aplikace pracuje s tim, ze dana hrana v grafu neexistuje. Pokud mezi
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usporadanou dvojici vrcholi ohodnotime prislusnou hranu, tak aplikace jiz nenabizi
moznost ohodnotit hranu v opaéném smeéru. Vstupni pole se pro ohodnoceni hrany
v opacném smeéru zatmavi a znepfistupni se pro zapis hodnoty, aby nedoslo k chybé
v dalSich castech aplikace. Je zfejmé, Ze u neorientovanych grafii postrada vyznam
ohodnotit tutéz hranu rdznymi hodnotami. Aplikace by ovSem mohla pracovat
s nasobnymi hranami, ale jak jiz bylo dfive feCeno, tak v této praci se ndsobnymi hranami
zabyvat nebudeme. Z toho divodu bude aplikace pracovat vzdy s jednou hranou mezi
danou dvojici vrchola u neorientovanych i orientovanych grafi. Pro orientovany graf je
navic podstatné, zda hranu mezi dvojici vrcholl ohodnotime v opaéném sméru ¢i nikoliv,

jelikoz podle toho bude hrana orientovana urcitym smérem.

Po Gspésném ohodnoceni (vytvoreni) hran mezi danymi dvojicemi vrchold,
aplikace prejde do dalsi ¢asti pro vybér pocatecniho a koncového vrcholu. Pokud by
ovSem zadna z hran nebyla ohodnocena, tak 1 presto bude aplikace pokracovat do dalsi

casti, jelikoz v takovém piipadé budou vSechny vrcholy v grafu izolované.

ﬂ Bakalafsk4 prace - Hledani nejkratif cesty v ohodnoceném grafu - X
EH
Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu
Ohodnotte hrany mezi vrcholy

Z Praha:
Do Brno [3
Do Ostrava |
Do Olomouc |

Z Brno:
DoPraha (I
Do Ostrava |2
Do Olomouc |2

Z Ostrava:
Do Praha |
Do Bmo |
Do Olomouc  [2

« Zpét Pokracovat —

Obrazek 17: Tvorba a ohodnoceni hran
Zdroj: Vlastni zpracovdni

1.3 Vybér pocatecniho a koncového vrcholu

V dal§i casti aplikace se budeme zabyvat vybérem pocatecniho a koncového
vrcholu. Aplikace nam bude nabizet na levé strané grafického uzivatelského rozhrani
vybér pocatecniho vrcholu ze vsech vrcholt, které jsme vytvorili v prvni ¢asti aplikace.
Totéz nam bude aplikace nabizet i na pravé stran€, akorat zde jiz budeme vybirat koncovy

vrchol. Pi vstupu do této Casti aplikace bude za pocatecni a koncovy vrchol vzdy zvolen

-08 -



prvni vrchol dle poradi vytvorenych vrcholi. Nasledné se muzeme rozhodnout dle
vlastniho uvazeni, jaky pocate¢ni a koncovy vrchol si vybereme. OvSem pokud si
vybereme pocatecni vrchol totozny s koncovym vrcholem, tak jiz doptedu budeme znat

nejkratsi cestu 1 vzdalenost, to jest rovno nule.

§ BakalaFska préce - Hledanf nejkratsf cesty v ohodnoceném grafu = X
Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu 4|
Zvolte poc¢ateéni a koncovy vrchol

Poééteéni vrchol Koncovy vrchol

© Praha © Praha

© Bmo C Brmo

¢ Ostrava ¢ Ostrava

& Olomouc ¢ Olomouc

« Zpét Pokracovat —»

Obrdzek 18: Vybér pocatecniho a koncového vrcholu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

1.4 Orientace grafu a hledani nejkratsi cesty

Nachazime se v posledni Casti aplikace pro nastaveni parametra grafu a hledani
nejkratsi cesty. Aplikace umoziuje vybér mezi neorientovanym a orientovanym grafem.
V ptipadé, ze si vybereme prvni ¢i druhou moznost, tak aplikace vzdy vytvoii vazenou
matici sousednosti skladajici se z hodnot, které jsme zadali v Casti aplikace pro tvorbu
a ohodnoceni hran. Pokud zvolime moznost neorientovaného grafu, tak matice
sousednosti bude symetrickd. Oproti tomu pii volbé orientovaného grafu bude matice

sousednosti symetricka pouze tehdy, pokud v grafu nebudou existovat hrany.

Po zvoleni orientace grafu jsou veskeré parametry, pro vytvoreni grafu a hledani
nejkratsi cesty z pocatecniho do koncového vrcholu, stanoveny. Jiz zbyva vybrat, jakym
zpusobem chceme zobrazit nalezeni nejkratsi cesty v grafu. Aplikace umoziuje vybér ze
dvou moznosti, a sice znazornit postup hledani nejkratsi cesty v grafu krok po kroku
anebo znazornit pouze vysledek nalezeni nejkratsi cesty v grafu. Pii vybéru z obou
moznosti se vzdy vyuzije Dijkstriv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty v grafu. Pii
pruchodu Dijkstrovym algoritmem se budou postupné vytvaret obrazky jednotlivych

krokt hledani nejkratsi cesty, které se budou ukladat do pocitace. Po dokonceni tvorby
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veSkerych obrazkl se vytvori nové grafické uzivatelské rozhrani, kde se dle naseho

vybéru zobrazi graf s hledanim ¢i nalezenim nejkratsi cesty.

@ Bakalisk4 prace - Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu - X

Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu

Zvolte, jakym zplsobem se vykresli graf

Zvolte jedno z uvedenych moznosti:

& Vytvoiit neorientovany graf

€ Vytvoit orientovany graf

Zobrazit hledani nejkratsi cesty v grafu krok po kroku

Vytvorit graf

Zobrazit nalezenim nejkratsi cesty v grafu

Vytvorit graf

Zpét na zacatek
« Zpét programu

Obrdzek 19: Vybér orientace a zobrazeni grafu

Zdroj: Vlastni zpracovdni

1.5 Grafické uzivatelské rozhrani s grafem

Po vybé&ru moznosti zobrazeni postupu hledani nejkratsi cesty v grafu krok po
kroku a vytvofeni nového grafického uzivatelského rozhrani, si Ize na prvni pohled
povsimnout grafu a dvou postrannich tlacitek. Postranni tlacitka nam budou slozit
k ptechodu mezi jednotnymi kroky (obrazky). V prvnim kroku bude znazornén uvodni
obrazek, ve kterém budou zobrazeny veskeré vrcholy a nami definované hrany.
Povs§imnéme si, Ze vrcholy jsou zobrazeny v ur€itych barvach a jednotlivé nazvy vrcholt
jsou vzdy znazornény uprostred kruhu. Pokud je vrchol zobrazen v zelené barvé, tak se
jedna o pocatecni vrchol. Oproti tomu bude koncovy vrchol znazornén modrou barvou.
Ostatni vrcholy 1 hrany budou zobrazeny v Sedé barvé, jelikoz jsme je doposud
neprozkoumali. Jednotlivé vrcholy jsou ohodnoceny v piehledné tabulce vzdy v levém

hornim rohu obrazku.
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@ Graf - Hiedani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu X

Ohodnocen vrchold

Hledani nejkratsi cesty z vrcholu Olomouc do vrcholu Praha

+ Predchozi krok e Nasledujici krok -

Obrdzek 20: Uvodni obrézek
Zdroj: Vlastni zpracovdni

V dal§ich krocich budeme hledat nejkratsi cestu z pocatecniho do koncového
vrcholu pomoci Dijkstrova algoritmu. Pfi prvnim prichodu cyklem Dijkstrova algoritmu
se barva koncového vrcholu zmeéni na Sedou, jelikoz jsme tento vrchol dosud
neprozkoumali. Po¢ateCnimu vrcholu zachovame barvu zelenou, abychom védéli, kde
zapocalo hledani nejkratsi cesty. V nasledujicich krocich se hrany z Sedé barvy zobrazi
do Cerné. To znamena, ze jsme danou hranu prozkoumali a nalezli kratsi cestu do daného
vrcholu. Po prozkoumani vSech hran mezi poCateCnim vrcholem a ostatnimi vrcholy se
cyklus opakuje. V dalsich prichodech cyklu Dijkstrova algoritmu se bude odehravat
totéz. Nejprve se vybere vrchol s nejmensim ohodnocenim, jez zobrazime Cervenou
barvou. Nasledné prozkoumame veskeré hrany z vybraného vrcholu do ostatnich vrchol.
Pokud jsme nalezli kratsi cestu mezi danou dvojici vrcholl, tak hranu zobrazime ¢ernou
barvou. V opacném pripadé zlstane hrana zobrazena v Sedé barvé. Po prozkoumani vech
hran mezi vybranym vrcholem a ostatnimi vrcholy se vybrany vrchol zobrazi v oranzové

barvé a cyklus se opakuje.
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¢ Graf - Hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu - X

Ohodnoceni vrchold
Ohodnoceni vrcholll pfi priichodu grafem
pomoci Dijkstrova algoritmu

/
+ Predchozi krok \ Nasledujici krok —+
Ostrava s

Praha 3 Bmo

Obrdzek 21: Cyklus Dijkstrova algoritmu
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Po prozkoumani vSech dosazitelnych vrcholti z poc¢ateéniho vrcholu Dijkstrav
algoritmus konci a zobrazi se finalni obrazek s nalezenim nejkratsi cesty mezi pocate¢nim
a koncovym vrcholem. Finalni obrazek bude totozny s tvodnim obrazkem s tim rozdilem,
ze vrcholy a hrany patfici do nejkratsi cesty v grafu se vykresli pomoci hnédé barvy,
vyjimaje pocatecni a koncovy vrchol. Pro lepsi orientaci v jednotlivych barvach na
obrazcich uvedeme jejich vlastnosti do prehledné tabulky. Dale plati, ze se zobrazi pouze
finalni obrazek, pokud bychom v posledni cCasti aplikace zvolili moznost

zobrazit nalezeni nejkratsi cesty v grafu.

Barva Vlastnosti

Zelena Znézortiuje pocatecni vrchol

Modra Znézortiuje koncovy vrchol

Seda Znézortiuje doposud neprozkoumané vrcholy a hrany
Cernd Znézortiuje prozkoumanou hranu, pomoci které jsme nalezli
kratsi cestu do daného vrcholu

Cervena Znézortiuje aktualné prozkoumévany vrchol
Oranzova Znézortiuje jiz prozkoumany vrchol

Znazoriuje vrcholy a hrany patfici do nejkratsi cesty mezi

Hnéda Cr o ,
pocate¢nim a koncovym vrcholem

Tabulka 1: Vlastnosti barev
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# Graf - Hiedani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu

Nejkratsi cesta z vrcholu Olomouc do vrcholu Praha
existuje a ma vzdalenost 5

+ Predchozi krok & Nasledujici krok —+

Obrdzek 22: Nalezeni nejkratsi cesty mezi vrcholy Olomouc a Praha
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Pov§imnéme si jesté textu v zahlavi kazdého obrazku. V tivodnim obrazku se
vyskytuje, mezi kterym pocatecnim a koncovym vrcholem vyzadujeme nalezeni nejkratsi
cesty. V nasledujicich obrazcich vzdy v zahlavi uvadime, ze aplikace pro ohodnoceni
vrcholti a nalezeni nejkrat§i cesty vyuziva Dijkstriv algoritmus. V zahlavi finalniho
obrazku se zobrazi, zdali jsme nalezli nejkratS$i cestu mezi pocatecnim a koncovym
vrcholem. Pokud jsme nejkrat§i cestu nalezli, tak se zde vypiSe 1 vzdalenost mezi

pocate¢nim a koncovym vrcholem.

Na zavér je dulezité fici, Ze pii tvorbé obrazkl se aplikace rozhoduje, zda vytvori
planarni, spiralovy ¢i kruhovy graf. Ve spirdlovém grafu jsou vrcholy uspotadané do
spiraly a v kruhovém grafu jsou vrcholy usporadany do kruhu. VSe ov§em zavisi na tom,
kolik zvolime vrcholl a jaké hrany v grafu definujeme. Aplikace se vzdy bude snazit
vytvorit planarni graf, av§ak nekteré grafy takto znazornit nelze. V takovém piipadé se
aplikace rozhoduje na zaklad€ pocet vrcholt, zdali vytvori spiralovy ¢i kruhovy graf.
Pokud graf nelze znazornit planarné a obsahuje méné nez osm vrchold, tak se vytvoti
spiralovy graf, pravé kvuli vétsi prehlednosti. V opacném piipadé€ se vytvori kruhovy
graf. Ten vSak mize byt znacné€ neptehledny, ¢i dokonce v nekterych situacich necitelny.

Problém nastava v tom, ze takovy graf nelze lepSim zplsobem znazornit do roviny.
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Ovsem funkc¢nost aplikace a nelezeni nejkratsi cesty pomoci Dijkstrova algoritmu se

nikterak nezméni, pouze bude pro nés naro¢né se v daném grafu zorientovat.

‘Ohodnoceni vrchold Ohodnocen! vrchold

Wrchol 1:0 Hledani nejkratsf cesty z vrcholu 1 do vrcholu 7 sl Hledani nejkratsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu 5

3 s K °
:
: , ; D - , . @
1 -
,
: ;

Obrdzek 23: Priklad spirdlového a kruhového grafu
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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2. Programovaci jazyk a knihovny

V této kapitole si nejprve popiSeme, jaky programovaci jazyk jsme si vybrali pro
vytvoreni aplikace, kterou jsme si podrobnéji popsali v minulé kapitole. Dale zde
uvedeme knihovny, které jsme pouzili pro tvorbu aplikace a popiSeme si, jak se s t€émito

knihovnami pracuje a jaké je jejich vyuziti.

Tato a nasledujici kapitola neni dulezita pro uzivatele, ktefi chtéji aplikaci pouze
vyuzivat pro vyuku ¢i ovéreni vysledkl hledani nejkratsi cesty v ohodnocenych grafech.
Je vSak vhodna pro ty uzivatele, ktefi by chtéli rozvijet mezipfedmétové vztahy napiiklad
mezi matematikou a informacnimi technologiemi anebo se zabyvaji programovanim

a chtéli by zjistit, jakym zptuisobem je aplikace vytvorena.

2.1 VysSi programovaci jazyk Python

Python se fadi mezi vysokouroviiové programovaci jazyky, jenz ziskal znacnou
oblibu u programatort po celém svéte€. Svoji oblibu ziskal predevsim kvili jednoduchosti,
Citelnosti a prehlednosti, coz jak zacinajicim, tak pokroCilym programatorim vyrazné
usnadiiuje uceni se a pouziti tohoto programovaciho jazyka. Python se tadi mezi
interpretované jazyky. To znamena, Ze programator nemusi vytvaret samostatny
spustitelny soubor (napfiklad soubor typu EXE spustitelny v operatnim systému
Windows), ale miiZze program spustit piimo ve vyvojovém prostiedi. Kod se tim padem

bude vykonavat fadek po fadku ve vyvojovém prostiedi.

Dale programovaci jazyk Python disponuje vysokym mnozstvim riznych
knihoven a moduld. Programatori po celém svéte neustale vyviji a udrzuji knihovny, které
je mozné piimo stahnout do vyvojového prostiedi zruznych webovych stranek.
V souvislosti s témito knihovnami Python umoziuje jednoduSe vytvaiet slozitéjsi
programy ¢i aplikace napfiklad pro strojové uceni, analyzu dat nebo pro tvorbu
vyukovych materialt. Z téchto davodu jsme si vybrali vyssi programovaci jazyk Python

pro tvorbu nasi aplikace.

2.2 Knihovna Tkinter

Knihova Tkinter se vyuziva pro tvorbu grafického uzivatelského rozhrani. Jinymi

slovy lze pomoci této knihovny vytvafet ,okenni“ aplikace, ve kterych zobrazujeme
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urcité komponenty, pomoci kterych mohou uzivatelé ovladat aplikaci nebo zapisovat sva
data, ktera jsou nasledné zpracovavana. Za komponenty povazujeme napiiklad rtzna
tlacitka, textova a vstupni pole, ramecky nebo platna, do kterych lze vkladat grafické

objekty Ci obrazky.

Knihovna Tkinter je k dispozici po instalaci vyvojového prostiedi pro
programovaci jazyk Python. Abychom byli schopni vytvorfit grafické uzivatelské
rozhrani, tak na zacatku programu je dulezité provést instanci okna, abychom byli dale
schopni vytvaret a vykreslovat jednotlivé komponenty. Na konci programu je nezbytné

pouzit prikaz ke spusténi smycky, aby se grafické uzivatelské rozhrani spravné zobrazilo.

2.3 Knihovna NetworkX

Knihovna NetworkX se zamétuje na vykresleni, analyzu a manipulaci s grafy.
Jedna se nejCastéji programatory pouzivanou knihovnu pro tvorbu a spravu grafii. Pomoci
NetworkX 1ze vizualné vytvaret a zpracovavat naptiklad dopravni sit’, internetovou sit
nebo elektrickou rozvodnou sit. Knihovna taktéz umoziuje nalezeni nejkratsi cesty

v ohodnoceném grafu, coz je pro tuto praci zasadni.

Abychom vSak byli schopni vyuzit knihovny NetworkX pro vytvoreni nasi
aplikace, tak ji nejprve musime nainstalovat do vyvojového prostiedi. Instalace knihovny
je velmi jednoducha, jelikoz je na internetu dostupny navod na instalaci v nékolika
krocich. Pfi praci s touto knihovnou je potteba pred tvorbou grafu provést instanci typu
grafu. Knihovna nabizi volbu typu grafu mezi neorientovanym a orientovanym grafem.
Nasledné knihovna vyzaduje, aby byly zadany vrcholy a hrany mezi témito vrcholy. Po
spravném zadani vrchola a hran je potieba zvolit, jak se graf znazorni do roviny. V naSem
ptipadé budeme volit mezi planarnim, spiralovym nebo kruhovym grafem. Na zavér je
dilezité pouzit funkci pro vykresleni grafu, pficemz knihovna NetworkX disponuje

nékolika funkcemi, které dokazi graf vykreslit v riznych provedenich.

2.4 Knihovna Matplotlib

Matplotlib je velmi Casto pouzivana knihovna piedevsim pro tvorbu grafu ¢i
diagrami nebo pro vizualizaci urCitych dat. Knihovna Matplotlib umoziiuje vytvaret

sloupcové grafy, bodové grafy, grafy matematickych funkci ¢i histogramy. Déle nabizi



moznost pridani legendy ¢i popiskt, aby data v t€chto grafech byla pro uzivatele vice

srozumitelna.

V nasem piipadé knihovnu Matplotlib vyuzijeme k vytvofeni obrazki
jednotlivych kroka hledani nejkratsi cesty v grafu, které se budou ukladat do pocitace.
Abychom toho docilili, tak potfebujeme nejprve definovat velikost obrazku. Nasledné¢ je
zapotiebi knihovné Matplotlib pfedat vytvoreny graf pomoci knihovny NetworkX.
Knihovna Matplotlib z daného grafu vytvori obrazek a ulozi jej na nami urené misto
v pocitaci. Déle je potfeba fici, Ze za pomoci této knihovny budeme v kazdém obrazku
znazornovat legendu a popisek, ktery bude vzdy zobrazen v zahlavi obrazku. Legenda

bude slouzit pro znazornéni vsech vrcholt a jejich ohodnoceni.



3. Implementace aplikace

V této kapitole si popiSeme kroky pifi implementaci nasi aplikace, kterou jsme si
blize popsali v prvni kapitole praktické Casti této prace. Postupné se zaméfime na

jednotlivé naimplementované funkce, které zajist'uji spravny chod aplikace.

Jak jiz bylo feCeno v ivodu 2. kapitoly praktické ¢asti této prace, tak i tato kapitola
je vhodna zejména pro uzivatele, ktefi by chtéli rozvijet mezipredmétové vztahy anebo

se zabyvaji programovanim a chtéli by zjistit, jakym zptsobem je aplikace vytvorena.

Abychom vsSak aplikaci dokazali vytvortit, tak je potfeba nejprve naistalovat
vyvojové prostiedi a knihovny, se kterymi bude dale pracovat. NejCastéji budeme
pracovat s knithovnami, které jsou uvedené v minulé kapitole. Nicméné budeme vyuzivat
také knihovny pro zjisténi kofenového adresare aplikace, abychom zabezpecili spravnost
ukladani a nacitani obrazkt. Dale je potieba vytvorit globalni proménné, se kterymi bude
aplikace pracovat v naimplementovanych funkcich. Poslednim krokem je instance
a zacykleni grafického uzivatelského rozhrani se vSemi potfebnymi parametry, jako je

napfiklad pojmenovani ¢i nastaveni rozméra okna.

3.1 Funkce pro tvorbu a pojmenovani vrcholu

Po naimportovani knihoven, vytvofeni globalnich proménnych a instanci
grafického uzivatelského rozhrani se zavola funkce Create nodes window, ktera vytvoii
komponenty v grafickém uzivatelském rozhrani pro pojmenovani a zadani poctu vrcholt.
Spravné zapsani poctu vrcholli zabezpecuje funkce Window update. Tato funkce
kontroluje, zda uzivatel zapisuje do vstupniho pole pouze Cislice a maximalni pozadované
mnozstvi Cislic. Funkce se poprvé zavola po provedeni vSech piikazi ve funkci
Create _nodes window a vzdy po dvaceti milisekundach se bude opakovat. Po potvrzeni

uzivatelem zadanych parametru se piejde na funkci Check nodes option.

Funkce Check nodes option zkontroluje parametry, které uzivatel zadal.
Predevsim se zkontroluje, zda uzivatel zapsal pocet vrcholi v pozadovaném rozmezi.
Pokud se tak nestalo, tak je vypsano chybové hlaseni a uzivatel je upozornén na to, aby
pocet vrcholti zapsal v pozadovaném rozmezi. Dale se zkontroluje, jakou moznost
uzivatel zvolil pro pojmenovani vrcholti. Pokud uzivatel zvolil moznost pojmenovat

vrcholy od jedné do celkového poctu vrchold, tak se zavola funkce Create edges window
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a zacnou se vykonavat jeji ptikazy. V pfipadé€, Ze si uzivatel zvolil moznost pojmenovat
vrcholy vlastnimi nazvy, tak se v grafickém uzivatelském rozhrani vytvoii sada vstupnich
poli. Mnozstvi vstupnich poli je zavislé na poCtu zadanych vrcholi. Uzivatel muze
pojmenovat vrcholy libovolnymi znaky v maximalnim pozadovaném rozmezi deseti
znakl. Funkce Window update pribézné kontroluje znaky a mnozstvi znakli zapsanych

v té€chto vstupnich polich. Pii potvrzeni nazva se zavola funkce Check nodes name.

Funkce Check nodes name zkontroluje, zda bylo kazdé vstupni pole vyplnéno
neboli, zda uzivatel kazdému vrcholu pfiradil vlastni nazev. Dale se kontroluje, zdali se
dva nazvy u dvou raznych vrcholt shoduji. Pokud tato situace nastane, tak aplikace
upozorni uzivatele chybovym hlasenim, aby pfislu§né vrcholy piejmenoval.

V opacném pripadé, kdy je vSe v poradku, se zavola funkce Create edges window .

3.2 Funkce pro tvorbu a ohodnoceni hran

Po spravném pojmenovani a zadani poctu vrcholi se vzdy zavola funkce
Create edges window. Tato funkce v prvnim kroku odebere stavajici komponenty
a vytvoii nové komponent v grafickém uzivatelském rozhrani pro tvorbu a ohodnocenti
hran. Nejdalezit€jsi komponentou je posuvna tabulka, kde se nachazeji veskeré
kombinace hran mezi dvojicemi riznych vrcholt a k nim pfifazena vstupni pole. Funkce
Create edges window zajisti pravidelné zapisovani hodnot hran, které jsou obsazené
v jednotlivych vstupnich polich, do globalni proménné typu pole. Po ohodnoceni viech

uzivatelem pozadovanych hran se zavola funkce Choose nodes window .

Funkce Window update pravidelné kontroluje, aby uzivatel vypliioval vstupni
pole dle zadanych pozadavka. Do vstupnich poli 1ze zadat pouze Cislice o celkovém poctu
sedmi Cislic. Funkce dale kontroluje, zda uzivatel vyplnil vstupni pole mezi danou dvojici
vrcholt. Pokud tato situace nastane, tak se vstupni pole u stejné dvojice vrcholl, akorat
v opacném poradi, zatmavi a uzamkne. V pfipad¢, ze je vstupni pole uzamknuto, tak do

néj nelze nic zapsat.

Uzivatel ma taktéz moznost prejit z aktualni ¢asti aplikace do Casti predchozi.
Tento prechod zajiStuje funkce Back from edges window, kterd odebere veskeré
komponenty z grafického uzivatelského rozhrani a globalnim proménnym potfebnym

v aktualni casti nastavi vychozi hodnoty. OvSem zachovd hodnoty globalnich



proménnych pouzivanych v pfedchozi ¢asti aplikace. Nasledné je zavolana funkce

Create _nodes window .

3.3 Funkce pro vybér pocatecniho a koncového vrcholu

Po ohodnoceni hran se zavola funkce Choose nodes window, ktera jako v minulé
casti odebere vSechny komponenty v grafickém uzivatelském rozhrani a vytvoii nové
komponenty pro vybér pocatecniho a koncového vrcholu. V levé casti okenni aplikace se
budou nachazet tlacitka pro vybér pocate¢niho vrcholu a v pravé casti tlacitka pro vybér
koncového vrcholu. U kazdého tlacitka bude zobrazeno jméno daného vrcholu. Po volbé

pocate¢niho a koncového vrcholu se zavola funkce Create set graph window.

Taktéz je mozné prejit z aktualni Casti aplikace do Casti predchozi, coz zajistuje
tfunkce Back from choose nodes window. Funkce odebere veSkeré komponenty
v grafickém uzivatelském rozhrani a nastavi globalni proménné pro pocatecni a koncovy

vrchol na nulovou hodnotu. Nasledné se zavola funkce Create edges window .

3.4 Funkce pro vybér orientace a zobrazeni grafu

Po zvoleni pocateniho a koncového vrcholu se zavola funkce
Create set graph window. Tato funkce odebere veSkeré komponenty v grafickém
uzivatelském rozhrani a vytvoii nové komponenty pro volbu orientace grafu a zpasob
zobrazeni nejkrat$i cesty v grafu. Uzivatel ma moznost si zvolit, zdali se bude hledat
nejkratsi cesta v ohodnoceném neorientovaném ¢i orientovaném grafu. Nasledné funkce
umoziuje vybér pro zobrazeni nejkratsi cesty v grafu ze dvou moznosti. Lze zobrazit
postup hledani nejkratsi cesty v grafu krok za krokem anebo zobrazit nalezeni nejkratsi

cesty v grafu. V obou moznostech se zavola funkce Create new window .

Uzivatel mize jako v minulych Castech aplikace piejit z aktualni ¢asti do Casti
predchozi. Prechod se uskutecni zavolanim funkce Choose nodes window. Je zde vSak
také moznost prejit zpét do prvni Casti aplikace. Pokud by uzivatel zvolil tuto moznost,
tak se zavola funkce Start again. Funkce odebere veSkeré komponenty z grafického
uzivatelského rozhrani a nastavi vSem globalnim proménnym vychozi hodnoty. Nasledné
se zavola funkce Create nodes window, ktera je vzdy jako prvni volana pfi spusténi

aplikace.
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3.5 Funkce pro hledani nejkratsi cesty a tvorbu obrazkua

Po zvoleni orientace a vykresleni grafu se zavola funkce Create new window.
Funkce nejprve odstrani v§echny soubory a adresare, které se nachazeji v adresati Images.
V adresati Images se vzdy totiz budou vyskytovat obrazky s jednotlivymi kroky hledani
nejkrat§i cesty vgrafu. Po odstranéni vSech soubori se zavola funkce
Create array of edges, kterd vytvoii nové dvojrozmérné pole (vazenou matici
sousednosti) v zavislosti na volbé orientace grafu s vyuzitim globalni proménné
obsahujici hodnoty s ohodnocenim hran. Nasledné je =zavolana funkce
Dijkstra_shortest path, kterd bude hledat nejkratsi cestu z pocate¢niho do koncového

vrcholu v grafu.

Funkce Create new window provede instanci a zacykleni nového grafického
uzivatelského rozhrani po dokonceni funkce Dijkstra shortest path. Nasledné zde
funkce vytvoii komponenty pro zobrazeni gratu. Pokud uzivatel zvolil moznost zobrazit
postup hledani nejkratsi cesty v grafu krok po kroku, tak se vytvoii i komponenty pro
prechod mezi jednotlivymi kroky. Pfechody mezi jednotlivymi kroky zajistuji funkce
Previous image a Next image. Funkce dale zajistuje, ze teprve poté, az uzivatel ukonci

nové grafické uzivatelské rozhrani, tak mize vytvaret nové grafy.

3.5.1 Funkce Dijkstra_shortest path

Funkce Dijkstra shortest path bude slouzit ke hledani nejkratsi cesty
v ohodnoceném grafu mezi pocatenim a koncovym vrcholem. Implementace je
provedena dle kapitoly 5.1 v teoretické Casti této prace. Na zacatku funkce se vytvori
lokalni proménné, se kterymi bude funkce dale pracovat. Poté se zavold funkce
Generate graph, ktera vytvoii uvodni graf a ulozi jej ve formé obrazku do adresate

Images.

V nasledujicich krocich se bude cyklicky provadét tentyz postup. Nejprve se
vybere vrchol s nejmensim ohodnocenim. Pokud je tato hodnota mensi nez maximalni
hodnota, kterou nabizi operacni systém, tak se zavola funkce Generate graph. Funkce
vytvori graf, kde barevné vyznaci, se kterym vrcholem bude Dijkstriv algoritmus
aktualné pracovat, a ulozi jej ve formé obrazku. V opa¢ném piipadé Dijkstriiv algoritmus

kondi, jelikoz jsme nenalezli zadny dalsi dosazitelny vrchol z pocate¢niho vrcholu.
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V dal§im kroku cyklu se budou prozkoumavat hrany mezi zvolenym vrcholem
a ostatnimi vrcholy. V pfipad€, Ze se nalezne kratsi cesta mezi danou dvojici vrcholt, tak
se opetovné zavola funkce Generate graph. Funkce v tomto pfipad€ v grafu zvyrazni
hranu mezi danou dvojici vrchold. Graf se nasledné ulozi do adresare /mages ve forme

obrazku.

Po skonceni Dijkstrova algoritmu a nalezeni nejkratSi cesty mezi pocate¢nim
a koncovym vrcholem se zavola funkce Generate graph, kterd v grafu vyznaci
pocatecni, koncovy vrchol a nejkratsi nalezenou cestu mezi nimi. Graf je poté ulozen ve

formé obrazku.

3.5.2 Funkce Generate graph

Funkce Generate graph zajistuje vytvoreni grafu v aktualnim kroku funkce
Dijkstra_shortest path. Graf je nasledné pfeveden do formatu obrazku a ulozen do
adresafe Images. Na zacatku funkce se provede tvorba lokalnich proménnych, které
budou slouzit pro vytvoreni grafu a tvorbu obrazku. V nasledujicim kroku se vytvorti

legenda obrazku obsahujici vrcholy a jejich ohodnoceni.

Pti tvorbé grafu se nejprve zvoli neorientovany ¢i orientovany graf na zakladné
uzivatelem dfive zvolené moznosti. Poté se vytvori jednotlivé vrcholy, kde kazdému
vrcholu bude pfifazen dany nazev a barva, ktera slouzi k rozeznani vrchold v jednotlivych
krocich Dijkstrova algoritmu. Po vytvoreni v§ech vrcholt se nasledné€ vytvori hrany mezi
danymi vrcholy. Jednotlivym hranam se pfifadi ohodnoceni a zvyraznéni, pokud byla
s jeji pomoci nalezena kratsi cesta mezi danou dvojici vrcholt. Po skonceni Dijkstrova
algoritmu se vytvori vysledny graf s nalezenim nejkratSi cesty mezi pocateCnim
a koncovym vrcholem. V piipadé, ze koncovy vrchol je dosazitelny z pocatecniho
vrcholu, tak se jednotlivym vrcholim a hranam patiici do nejkratSi cesty piiradi

specificka barva. V opa¢ném piipad¢ se tak nestane.

Po vytvoreni daného grafu se zvoli jeho znadzornéni do roviny. Pokud lze graf
znazornit tak, ze se hrany nebudou prekryvat, tak se vytvori planarni graf. V opacném
ptipadé se vytvoti spiralovy graf, ale pouze za podminky, ze uzivatel zadal méné nez osm
vrcholt. Pokud graf nelze znazornit planarn€ a pocet vrcholt je vEtsi rovno osmi, tak se

vytvoii kruhovy graf.
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Na konci funkce se vytvoteny graf pfevede na forméat obrazku. V obrazku se bude
nachazet dany krok Dijkstrova algoritmu, legenda svrcholy a jejich ohodnocenim
a popisek obrazku. Obrazek se nasledné ulozi do adresare /mages a graf nachazejici se

v lokalni proménné je vymazan.



4. Vzorové priklady

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim vzorovych piikladi s vyuzitim
aplikace pro kontrolu vysledkt. V zadani kazdého piikladu bude popsana mnozina
vrcholi a hran a sestavena vazena matice sousednosti sjejiz pomoci vytvoiime
ohodnoceny graf. V grafu zvolime pocate¢ni a koncovy vrchol, mezi nimiz nalezneme
vSechny mozné cesty, které prehledné zapiSeme do tabulky. U vSech téchto cest ur¢ime
jejich délku, pfiCemz feSenim piikladu bude cesta s nejmensi délkou. S vyuzitim
vytvofené aplikace si ovéfime, zdali jsme postupovali pii hledani nejkratSi cesty

v ohodnoceném grafu spravng.

4.1 Priklad 1

M¢éjme dan kladné ohodnoceny graf G = (V,E), kde V ={1,2,3,4} aE =
= {{1, 2},{1,3},{1,4},{2,3}, {3, 4}}. Vazena matice sousednosti bude ve tvaru

Obrdzek 24: Priklad 1 - Graf G zndzornény do roviny
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Na prvni pohled si lze povSimnout, ze graf do roviny lze znazornit planarné
a vSechny vrcholy jsou navzajem dosazitelné. Aby vSak bylo mozné v grafu hledat
nejkratsi cestu mezi pocate¢nim a koncovym vrcholem, je potieba tyto vrcholy urcit.
Pocatecni vrchol u = 1 a koncovy vrchol v = 4. S vyuzitim tabulky ur¢ime vSechny

mozné cesty mezi poc¢atecnim a koncovym vrchole, z nichz vybereme tu nejkratsi.

Cesta mezi vrcholy u a v Délka ohodnoceného sledu
P, = (u,v)-cesta = {[1, 4]} dy(pPy) =11
P, = (u, v)-cesta = {[1, 3, 4]} dy (P,) =13
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P; = (u,v)-cesta = {[1, 2, 3, 4]} dy (P;) =10

Tabulka 2: Priklad 1 - Sestaveni cest mezi pocatecnim a koncovym vrcholem

Po prozkoumani grafu a sestaveni tabulky lze urcit, ze nejkratsi cesta z vrcholu 1
do vrcholu 4 povede pies vSechny zbyvajici vrcholy, tudiz (u, v)-cesta = {[1, 2, 3, 4]}.
Z toho vyplyva, ze vazena vzdalenost disty (u, v) = 10. Nyni si pojd’me ovéfit spravnost

naSeho postupu pomoci vytvorené aplikace.

Ohodnoceni vrcholl
Nejkratsi cesta z vrcholu 1 do vrcholu 4

vrchol 1: 0 existuje a ma vzdalenost 10

Vrchol 2: 2
Vrchol 3: 5
Vrchol 4: 10

Obrdzek 25: Priklad 1 - Ovéreni spravnosti vysledku pomoci aplikace
Zdroj: Vlastni zpracovdni

4.2 Priklad 2

M¢éjme dan kladné ohodnoceny orientovany graf G = (V,E), kde mnozina
vrcholu V = {1, 2,3,4,5} a mnozina hran E = {[1,2],[1,4],[2,5],[3,2],[4 3], [4,5]}.

Vazena matice sousednosti bude u orientovaného grafu G ve tvaru

0 9 0 20
0 0 0 0 2
We=[0 3 0 0 O
0 01 0 7
4 0 0 0 O

Nyni si pojd'me ukazat, jak dany graf bude vypadat po znazornéni do roviny.
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Obrdzek 26: Priklad 2 - Graf G zndzornény do roviny
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Jako v minulém ptikladé si 1ze na prvni pohled povSimnout, ze v§echny vrcholy
jsou navzajem dosazitelné a graf Ize znazornit planarné. Stanovme pocatecni a koncovy
vrchol pro hledani nejkratsi cesty v gratu. Pocate¢ni vrchol u = 1 a koncovy vrchol
v = 5. S vyuzitim tabulky ur¢ime vSechny mozné cesty mezi pocateCnim a koncovym

vrchole, z nichz vybereme tu nejkratsi.

Cesta mezi vrcholy u a v Délka ohodnoceného sledu
P, = (u,v)-cesta = {[1, 2, 5]} dy(P;) =11
P, = (u, v)-cesta = {[1,4, 5]} dy(P,) =9
P; = (u,v)-cesta = {[1,4,3,2,5]} dy(P;) =8

Tabulka 3: Priklad 2 - Sestaveni cest mezi pocatecnim a koncovym vrcholem

Po uvaze nad zadanym ptikladem a sestaveni tabulky zjistime, ze nejkratsi cesta
mezi pocateCnim a koncovym vrcholem bude obsahovat vSechny vrcholy. Nejkratsi
nalezena cesta bude ve tvaru (u,v)-cesta = {[1,4,3,2,5]}, kde vazena vzdalenost

dist{ (u, v) = 8. Pokusme se o ovéfeni naseho postupu pomoci vytvoiené aplikace.

Nejkratsi cesta z vrcholu 1 do vrcholu 5
existuje a ma vzdalenost 8

Obrdzek 27: Priklad 2 - Ovéreni spravnosti vysledku pomoci aplikace
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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4.3 Priklad 3

M¢éjme dan kladné ohodnoceny orientovany graf G = (V,E), kde mnozina
vrcholu V ={1,2,3,4,5,6,7,8} a mnozina hran E = {[1, 2],[1,3],[2,3],[2,8],[3,4],
[3,5],[4,1],[4,6],[4,7],[5, 4], [5 6],[6,8],[7,6],[8,5]}. Vazena matice sousednosti

bude u orientovaného grafu G ve tvaru

0 8 13 0 0o 0 o0 O
0 0 4 0 0 0 0 36
0O 0 0o 14 6 0 0 O
W, = 7.0 0 0 0 12 3 O
0 0 0 9 0 21 0 O
o 0 0 0 o 0 0 5
0 0 0 0 0 10 O O
0O 0 0 0 2 0 0 O

Nyni si pojd'me ukazat, jak dany graf bude vypadat po znazornéni do roviny.

Obrdzek 28: Priklad 3 - Graf G zndzornény do roviny
Zdroj: Vlastni zpracovdni

Tento piiklad je jiz pomé&rné narocnéjsi nez predchozi piiklady. Pokud vSak graf
znazornime do roviny, jak mizeme vidét na obrazku vySe, tak vSechny vrcholy jsou
navzajem dosazitelné a graf 1ze znazornit planarné. Stanovme pocatecni a koncovy vrchol
pro hledani nejkratS§i cesty v grafu. Pocatecni vrchol u =1 a koncovy vrchol
v = 8. S vyuzitim tabulky ur¢ime vSechny mozné cesty mezi pocatecnim a koncovym

vrchole, z nichz vybereme tu nejkratsi.

Cesta mezi vrcholy u a v Délka ohodnoceného sledu
P, = (u,v)-cesta = {[1, 2, 8]} dy (P;) = 44
P, = (u,v)-cesta = {[1,2,3,4,6,8]} dg (Py) =43
P; = (u,v)-cesta = {[1,2,3,4,7,6,8]} dg (P3) = 44
P, = (u,v)-cesta = {[1,2,3,5,6,8]} dg (P) = 44
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Ps = (u,v)-cesta = {[1,2,3,5,4,6,8]} dy (Ps) = 44
P, = (wv)-cesta= {[1,2,3,5,4,7,6,8]} d¥(Py) = 45
P, = (w,v)-cesta = {[1,3, 4,6, 8]} d¥(P,) = 44

Pg = (u,v)-cesta = {[1,3,4,7,6,8]} dy (Pg) = 45
Py = (u,v)-cesta = {[1,3,5,6,8]} dy (Py) = 45
P,o = (u,v)-cesta = {[1,3,5,4,6, 8]} dy (Pyo) =45
P, = (w v)-cesta = {[1,3,5,4,7,6,8]} d¥(Py,) = 46

Tabulka 4: Priklad 3 - Sestaveni cest mezi pocatecnim a koncovym vrcholem

Po urcitém case pii hledani v§ech moznych cest mezi po€atecnim a koncovym
vrcholem dojdeme k zavéru, Zze nejkratS$i cesta bude ve tvaru (u,v)-cesta=
={[1, 2,3,4,6,8]}, kde vazena vzdalenost distf (u, v) = 43. Pokusme se o ovéfeni

naSeho postupu pomoci vytvorené aplikace.

Ohodnoceni vrchold
Nejkratsi cesta z vrcholu 1 do vrcholu 8
he1: existuje a ma vzdalenost 43

cc<<s<<<¢<

Obrdzek 29: Priklad 3 - Ovéreni spravnosti vysledku pomoci aplikace
Zdroj: Vlastni zpracovdni
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Z.avér

V teoretické Casti prace byly shrnuty poznatky z oblasti teorie grafi, predevsim
pojmy souvisejici s hledanim nejkrat§i cesty v ohodnocenych grafech. Dale zde byly
vysvétleny rozdily mezi nejcastéji pouzivanymi algoritmy pro hledani nejkratsi cesty.
Podrobnéji byl vSak popsan Dijkstrav algoritmus, ktery je vyuzivan ve vytvorené
aplikaci. V praktické ¢asti prace bylo detailn€ popsano ovladani a prace s aplikaci, vcetné
popisu jednotlivych funkci aplikace implementovanych pomoci vyssiho programovaciho
jazyka Python a knihoven Tkinter, NetworkX a Matplotlib. V zavéru praktické casti bylo
uvedeno né¢kolik vzorovych piikladu, kde bylo za kol nalézt nejkratsi cestu v kladné

ohodnocenych grafech a jednotliva feSeni byla ovérena za pomoci vytvorené aplikace.

Cilem prace byla implementace aplikace s vyuzitim vy$§iho programovaciho
jazyka Python a knihoven Tkinter a NetworkX. Pfi implementaci aplikace mély byt
vyuzity vybrané algoritmy pro hledani nejkratsi cesty v ohodnocenych grafech, pficemz

byl vyuzit Dijkstriv algoritmus. VSech vyse uvedenych cild bylo dosazeno.

Aplikace umoziuje vytvaret vlastni grafy, vybrat pocate¢ni vrchol, koncovy
vrchol a zpusob orientace grafu. Pii hledani nejkratsi cesty v grafu se vzdy vyuZzije
Dijkstrav algoritmus. At uz po volbé zobrazeni postupu hledani nejkratsi cesty, nebo
zobrazeni vysledku nalezeni nejkrat$i cesty, se vzdy graf zobrazi v grafickém
uzivatelském rozhrani v podobé obrazku. Aplikace muze slouzit jakozto edukacni
prostiedek pro vyuku na Skolach, kde by byly rozvijeny mezipfedmétové vztahy

napiiklad mezi matematikou a informacnimi technologiemi.
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