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Seznam uzitych symboli

V(G) mnozina vrcholt grafu G

v; -ty vrchol

E(G) mnozina hran grafu G

e; 1-t4 hrana

G = (V,E) graf G s mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran £
Ci ohodnoceni hrany (délka hrany) e;
deg(v;) stupen vrcholu v;

deg, vstupni stupen vrcholu v;

deg_ vystupni stupen vrcholu v;

D¢ matice vzdalenosti grafu G

Hg matice délek grafu G

Iq matice incidence grafu G

L¢ Laplaceova matice grafu GG

Sa matice sousednosti grafu G

Ta souctova matice grafu G

AT matice transponované k matici A
a;(7,k) prvek a; matice A na pozici j, k
d(u,v) vzdalenost vrcholi u a v

PV (e;) pocatecni vrchol hrany e;

KV (e;) koncovy vrchol hrany e;

P, hodnota vrcholu v; v poli P

z zdroj

5 stok

| f] velikost toku

E~(v) odtok z vrcholu v

E*(v) pritok do vrcholu v

|E| velikost Fezu

Rt mnozina kladnych redlnych ¢isel
F tok (v siti)

C kapacita

w(e;) kapacita hrany e;

f(e) tok hrany e;

r(e;) rezerva hrany e;

(ay,...,a,) usporadana n-tice prvki (pole)
{ai,...,a,} mnozina n prvki



Uvod

S teorif grafli a nejriznéjsimi grafovymi algoritmy se setkdvame nejenom
pii studiu nékterych obort na vysoké skole, ale také v nasem kazdodennim
zivoté. Uz jako malé déti se nejspiSe kazdy z nas snazil dostat ,,toho panacka“
na konec bludisté v nasem oblibeném détském casopise. Pozdéji uz jsme nej-
spiSe vsichni Tesili, jak se co nejrychleji nebo co nejkratsi cestou dostaneme
do prace, skoly, ke kamaradovi, nebo vibec odnékud nékam a hodné z nas
tento problém tesi kazdy den. K vyfeSeni téchto a mnoha dalsich problémt
muzeme vyuZzit jiz zminované grafové algoritmy, které nam nami hledané te-
Seni mohou pomoci rychle nalézt.

Cilem této préce je predstaveni nékolika vybranych zakladnich grafo-
vych algoritmi, popis jejich struktury a principu na kterém funguji a jejich
nézorné uziti na piikladech. Na zacatku si definujeme nékolik zakladnich
pojmi a ukadzeme si, jak muzeme grafy reprezentovat, pokud je potfebujeme
zpracovavat v pocitac¢i. Ve zbytku prace se budeme zabyvat hlavnim téma-
tem, tedy jednotlivymi algoritmy. PopiSeme si principy jak dané algoritmy
funguji a poté si ukdzeme jejich uziti na prikladech. Kazdy piiklad je rozepsan
po jednotlivych krocich u kterych je i ndzorna ilustrace, pro lepsi predstavu
o fungovani daného algoritmu.

Pro zakladni jednoduché kresleni grafii v pocitaci doporucuji ¢tenari
pouziti programu Geogebra [11], pro pokro¢ilejsi vykreslovani a praci s grafy
pak program wxMaxima [12], piipadné Wolfram Mathamatica [13], ve kte-
rych lze na vytvorené grafy aplikovat zde uvedené a jiné algoritmy. Odkazy
na uvedené programy je mozné nalézt v referencich.



1 Zakladni pojmy

1.1 Definice grafu

Rekneme-li graf, nemusime vzdy chapat vyznam tohoto slova spravné, jelikoz
tento pojem se vyskytuje v riznych vyznamech. Zde budeme pod pojmem
graf chapat graficky zpusob reprezentace vztaht mezi uréitymi objekty. Grafy
obvykle znazoriujeme kreslenim do roviny, kde vrcholy (objekty) jsou repre-
zentovany body (uzly) a vztahy hranami, které jsou spojenim piislusnych
bodt. Pii kresleni grafii se snazime, aby se jednotlivé hrany s ostatnimi kii-
zily co nejméné.

Definice 1.1. Obecny graf budeme chéapat jako dvojici G = (V) E), kde V
je mnoZina vrcholi {vq,...,v,} a E je mnozina hran {ey, ..., e, } mezi nimi,
kdy kazd& hrana e; vzdy spojuje néjaké dva vrcholy v;,v;. Vrcholy v;,v;,
které dana hrana spojuje, nazyvame incidentni s hranou ey.

Piiklad 1.1. Priklad obecného grafu:

Budeme-li se pozdéji odkazovat napiiklad na vrcholy nebo hrany grafu
G = (V, ), pak budeme mnozinu vrchola grafu G formalné zapisovat V(G)
a mnozinu hran F(G).

Grafy obvykle rozlisujeme podle toho, jaky maji typ hran.

Definice 1.2. Graf G = (V| E) nazveme orientovany graf, jestlize kazda
jeho hrana ve tvaru e, = (v;,v;) mé v; jako svij pocatecni vrchol, piSeme
v; = PV (ex), a v; jako svij koncovy vrchol, piseme v; = KV (e;). Hranu pak
kreslime jako Sipku z vrcholu v; do vrcholu v;.



Priklad 1.2. Priklad orientovaného grafu:

Definice 1.3. Graf G = (V, E) nazveme neorientovany graf, jestlize u kazdé
hrany ve tvaru e, = (v;, v;) nezalezi na tom, ktery vrchol je poc¢atecni a ktery
koncovy.

Definice 1.4. Vrchol v; nazveme sousednim vrcholem vrcholu v;, pokud v
neorientovaném grafu mezi nimi existuje hrana, nebo mezi nimi v orientova-
ném grafu existuje orientovana hrana, kdy vrchol v; je jeji pocatecni vrchol
a vrchol v; koncovy.

Definice 1.5. Smyckou grafu G = (V, E) rozumime takovou hranu e, =
(vi,vj), kde i = j. Nebo-li je to takova hrana, ktera za¢ina a kon¢i v jednom
vrcholu.

Poznamka 1.1. U smycek nerozliSsujeme orientaci, jelikoz je jedno, jestli
smycka smeéruje z vrcholu v; do vrcholu v; jednim nebo druhym smérem.

Priklad 1.3. Priklad grafu se smyckou:

Definice 1.6. Graf G; = (V4, E1) nazveme podgrafem grafu Gy = (Va, Es),
jestlize V(G1) je podmnozinou V(G3) a E(G4) je podmnozinou E(Gy).

1.2 Stupen vrcholu

Definice 1.7. Stupném vrcholu nazveme ¢islo deg(v;), které oznacuje pocet
hran, které jsou s danym vrcholem incidentni. Stupen vrcholu také nékdy
nazyvame index.

U orientovanych grafii mtuzeme také rozlisit vstupni a vystupni stupen
kazdého vrcholu.



Definice 1.8. Vstupnim, resp. vijstupnim stupném vrcholu v; orientovaného
grafu G nazveme ¢islo degg+ (v;), resp. dega-(v;), které oznac¢uje pocet hran,
které do vrcholu v; sméruji, resp. z vrcholu v; vychazeji.

A B

Obr 1.1

Priklad 1.4. Zjistéte z grafu na obrazku 1.1 vstupni a vystupni stupné
jednotlivych vrcholi.

Reseni:

deg—(A) = 2;deg,(A) = 1;deg_(B) = 0;deg,(B) = 2;

deg—(C) = 2;deg (C) = 1;deg_(D) = 1;deg, (D) = 1;
Definice 1.9. Symetrizaci grafu G = (V, E') nazveme operaci, kterou nahra-
dime orientované hrany za neorientované.

Symetrizace se da také chapat jako zanedbani orientace hran.

Priklad 1.5. Piiklad symetrizace grafu z obrazku 1.1 (VSechny orientované
hrany nahradime neorientovanymi):

A B

1.3 Izomorfismus grafu

Definice 1.10. Grafy G; = (Vi, E1) a Gy = (V,, Es) nazveme izomorfni,
jestlize existuje vzajemné jednoznac¢né zobrazeni f : Vi — V5, takové, ze plati

er, = (vi,v) € By & e, = (f(vi), f(v))) € Ey;

neboli, pro kazdou hranu ey, = (v;,v;) v grafu G; existuje hrana ey, =
(f(vi), f(v;)) v grafu G2 a naopak.



1.4 Sled, tah a cesta

Definice 1.11. Sledem nazveme libovolnou posloupnost vrcholi grafu G =
(V, E') takovou, Ze mezi kazdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy je hrana.

Definice 1.12. Sled nazveme orientovany, jestlize v libovolné posloupnosti
vrchola grafu G = (V, E) mezi kazdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy v;
a v;, kdy ¢ < j, je orientovana hrana s poc¢atecnim vrcholem v; a koncovym
Uj.

Definice 1.13. Tahem nebo také neorientovanym tahem nazveme sled, ve
kterém se neopakuji zadné hrany. Tah, ktery zac¢ina a kon¢i ve stejném vr-
cholu nazyvame uzavreny.

Definice 1.14. Tah nazveme orientovany, pokud mezi kazdymi dvéma po
sobé jdoucimi vrcholy v; a v; (i < j), je orientovana hrana s pocatecnim
vrcholem v; a koncovym v;.

Definice 1.15. Cestou nazveme soubor tahii, ve kterém se kazdy vrchol
vyskytuje pravé jednou.

Definice 1.16. Cestu nazveme orientovanou, resp. neorientovanou, pokud je
souborem orientovanych, resp. neorientovanych taht, ve kterém se neopakuji
zadné vrcholy.

Definice 1.17. Neorientovany graf G = (V, E) nazveme souwvisly, jestlize
mezi jeho kazdymi dvéma vrcholy v;,v; € V existuje cesta z vrcholu v; do
vrcholu v;. V opa¢ném piipadé nazveme graf nesouvisly.

Definice 1.18. Orientovany graf G = (V, ) nazveme:

1. Siln€ souvisly, jestlize mezi kazdymi jeho dvéma vrcholy v;,v; € V
existuje orientovand cesta z vrcholu v; do vrcholu v; i z vrcholu v; do
vrcholu v;.

2. Souwvisly nebo také slabé souvisly, jestlize jeho symetrizace je souvisly
graf.

Jinak nazveme orientovany graf nesouvisly.

Véta 1.1. Kazdy souvisly graf s n vrcholy obsahuje nejdelsi cestu mazimdlné
on — 1 hrandch.

Diikaz této véty je mozny nalézt napiiklad ve skriptech [7| na strané 14.
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1.5 Cyklus (kruznice) v grafu

Definice 1.19. Cestu, ktera zac¢ina ve vrcholu v; a koné¢i ve vrcholu v;, tedy
zacina a kondi v jediném vrcholu, nazyvame uzavienou cestou, neboli cyklem.
Nékdy se také pouziva oznaceni kruznice.

Definice 1.20. Graf obsahujici cyklus jako sviij podgraf nazyvame graf cyk-
licky. V opa¢ném piipadé acyklicksy.

Piiklad 1.6. Piiklad cyklického grafu, ktery je tvoren jednim cyklem:

A B

C D
Priklad acyklického grafu:

A B

Cc D
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2 Reprezentace grafii pro pocitac

Jak jsme si jiz Tekli, pro ¢lovéka je nejsrozumitelnéjsi reprezentaci grafu jeho
obrazek. Tato reprezentace neni vyhodna v okamziku, kdy je graf ptilis roz-
sahly, pripadné kdyz jej chceme zpracovavat v pocitaci. Proto si zde uvedeme
nékolik dalsich moznosti reprezentace grafii.

Moznou reprezentaci grafi je pouziti seznamu vrcholi a hran s pripadné
dalsimi atributy jako stupni vrcholi nebo kapacitou hran. Zde budeme uva-
zovat jen orientované, pfipadné neorientované grafy s kladnym ohodnocenim
hran, pokud neni uvedeno jinak.

2.1 Vycet hran

Poznamka 2.1. U neorientovaného grafu jsou jednotlivé hrany urceny svymi
krajnimi vrcholy. U orientovaného grafu je kazda hrana urcena svym pocatec-
nim vrcholem (ze kterého hrana vychézi) a koncovym vrcholem (kam hrana
,Smeéfuje’).

Obr. 2.1

Priklad 2.1. Priklad vyc¢tu vrcholi a hran pro neorientovany graf uvedeny
na obrazku 2.1 vyse:

(v1,v2); (v1,v3); (v1,v5); (v2, V5); (V3,v3); (3, 5); (Va, Us)-

Tento zapis je vhodny napiiklad pro malé grafy (jako zde uvedeny), nikoli
vSak pro rozsahlejsi, jejichz zapsani by nam trvalo velice dlouho. Proto se pro
zapis vétsich grafti pouzivaji mnohem efektivnéjsi zpusoby.

12



2.2 Matice sousednosti

Matematicky elegantni a velice uzivanou reprezentaci je matice sousednosti
(adjency matrix), kterd nam urc¢uje dany graf az na izomorfismus.

Definice 2.1. Necht G = (V, E) je graf. Usporadame-li libovolné, ale pevné,
jeho mnozinu vrcholi vy, . . ., v,, pak matici sousednosti S pro neorientovany
graf definujeme takto:

1 pokud v; je sousedni vrchol vy;

Sa = [lail], kde a;; = {O v ostatnich ptipadech.
a v piipadé orientovaného grafu takto:

S { 1 pokud v; je sousedni vrchol vy;
Y10 v ostatnich pripadech.

Prvek a;; je roven 1, pokud v daném vrcholu je smycka.
Poznamka 2.2. Matice sousednosti neorientovaného grafu je vzdy syme-

tricka, tj. ¢tvercovid matice, kterd se po provedeni operace transponovani
nezméni. Neboli:

St = Se.
Priklad 2.2. Matice sousednosti pro neorientovany graf z obrazku 2.1:
01 1 0 1
1 00 0 1
Se=11 0 1 0 1
0 0 0 0 1
11 1 1 0

Poznamka 2.3. Maji-li dva orientované/neorientované grafy stejnou matici
sousednosti, pak jsou tyto grafy navzajem izomorfni. Naopak toto tvrzeni
neplati, jelikoz dva izomorfni grafy mohou mit rizné usporadané vrcholy.

V1 V2

Vs

Obr. 2.2

Priklad 2.3. Vytvoite matici sousednosti pro graf na obrazku 2.2.
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2.3 Matice incidence

Dalsim typem matice, kterym muzeme graf reprezentovat, je matice incidence
(incidence matrix).

Definice 2.2. Necht G = (V, E) je graf. Usporadame-li libovolné, ale pevné,
jeho mnozinu vrchold vy, ..., v, a hran ey, ..., e,,, pak neorientovanému grafu
muzeme pritadit matici incidence I takto:

1 pokud v; je incidentni s e;;

Ia = [lbijl], kde bi; = {0 v ostatnich pripadech.

a v piipadé orientovaného grafu takto:

—1 pokud v; je koncovy vrchol hrany e;;

1 pokud v; je pocatecni vrchol hrany ej;
by — {
0 v ostatnich pripadech.

Poznamka 2.4. Orientované grafy, které obsahuji alespon jednu smycku,
nelze matici incidence korektné reprezentovat, jelikoz smycka zac¢ina a konci
v jediném vrcholu v;. Proto nevime, zda b;; = 1 nebo b;; = —1. Neoriento-
vané grafy se smyckou jsme schopni pomoci této matice reprezentovat, jelikoz
rozliSujeme jen jestli vrchol v; je incidentni s hranou e; nebo neni.

Priklad 2.4. Vytvoite matici incidence pro diive uvedeny graf na obrazku
2.1.
Reseni:

Nejprve si oznacime vSechny hrany. K tomu miuzeme vyuzit naptiklad vy-
sledkt z prikladu 2.1.

e1 = (v1,v2); €3 = (v1,v3); €3 = (V1,05); €4 = (V2,v5); €5 = (v3, V3);
es = (v3,05); €7 = (V4,5).

Nyni jiz mizeme vytvorit matici incidence:

1110 0 0 0
1 00 1 0 00
Ie=10 1 0 0 1 1 O
00 0 00 0 1
0 01 1 011

14



2.4 Laplaceova matice

Dalsi zajimavou matici je Laplaceova matice (Laplace matrix). Tuto matici
lze vSak pouzit jen pro neorientované grafy bez smycek.

Definice 2.3. Necht G = (V, E) je graf. Usporadame-li libovolné, ale pevné,
mnozinu vrcholi vy, ..., v,, pak Laplaceovu matici Lg definujeme takto:

deg(v;) pokud v; = vj;
La = ||cijl], kde ¢ = ¢ —1 pokud v; je soused v;;
0 v ostatnich pripadech.

Piiklad 2.5. Laplaceova matice na za¢atku uvedeného grafu (Obr. 2.1),
kterému odebereme smycky:

3 -1 -1 0 -1
-1 2 0 0 -1
Le=|-1 0 2 0 -1
0 0 0 1 -1

-1 -1 -1 -1 4

Poznamka 2.5. Laplaceova matice je vzdy symetricka.
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3 Prohledavani grafi

Divame-li se na libovolny graf, vniméame jej jako obrézek. Pokud ale chceme s
grafem pracovat v pocitaci, tento nadhled neméme k dispozici, proto musime
graf postupné prohledévat. K tomuto tacelu pouzivame nasledujici algoritmy:

1. Prohledavani grafu do hloubky;

2. Prohledavani grafu do sirky.

Zakladni verze téchto algoritmi nam slouzi k tomu, abychom napitiklad zjis-
tili, zda jsou vSechny vrcholy v nasem grafu z ndmi vybraného vrcholu dosa-
zitelné.

Definice 3.1. Vrchol v; neorientovaného grafu G = (V, E) nazveme dosa-
Zitelngm, pokud v grafu G existuje cesta z libovolného vrcholu v; # v; do
vrcholu v;. V opa¢ném piipadé vrchol nazveme nedosaZitelnym.

Definice 3.2. Vrchol v; orientovaného grafu G = (V, E) nazveme dosaZi-
telngm, pokud v grafu G existuje orientovana cesta z libovolného vrcholu
v; # v; do vrcholu v;. V opa¢ném piipadé vrchol nazveme nedosaZitelngm.

3.1 Prohledavani grafu do hloubky

Tento prvni algoritmus si lze predstavit jako priichod bludistém, kdy procha-
zime z mistnosti do mistnosti po jednotlivych chodbach. V dosazené mist-
nosti si vybirame libovolnou chodbu, po které jsme jesté nesli. Pokud takova
chodba neexistuje, musime se vratit chodbou kterou jsme do mistnosti ptisli.
Pomocna struktura:

1. V... mnozina iniciovanych vrcholu grafu;

2. N ... mnozina nalezenych vrcholu grafu;

3. Z ... mnozina zpracovanych vrchola grafu;

4. Stavy vrcholu:
(a) Iniciovany - oznaceni, které kazdy vrchol dostane na zacatku;
(b) Aktudalni - vrchol, ktery se v danou chvili zpracovava;

)

)

(c) Nalezeny - oznaceni, které dostane vrchol poté, co jsme jej nalezli;

(d) Zpracovany - oznaceni, které dostane vrchol poté, co jsme jej zpra-
covali.

16



Algoritmus:

1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) V8echny vrcholy grafu oznacime jako iniciované, tim dostaneme
mnozinu V.

(b) Vyprazdnime mnozinu nalezenych vrcholi N a mnozinu zpraco-
vanych vrcholu Z.

(¢) Vybereme si libovolny pocéte¢ni vrchol z mnoziny V', ktery nasta-
vime jako aktuélni.

2. Hledédme sousedni vrcholy aktualniho vrcholu. Mohou nastat tyto moz-
nosti:

(a) Nem4 zadné sousedni iniciované vrcholy:
i. Nastavime aktudlni vrchol jako zpracovany a prifadime do
mnoziny Z.
ii. Pokracujeme krokem 3.
(b) Ma jeden sousedni iniciovany vrchol:
i. Aktuélni vrchol nastavime jako zpracovany a prifadime do
mnoziny Z.
ii. Nalezeny inicia¢ni vrchol nastavime jako aktualni a pokracu-
jeme krokem 2 od zacatku.
(c) M4 vice sousednich iniciovanych vrcholi:
i. Aktualni vrchol nastavime jako zpracovany a prifadime do
mnoziny Z.
ii. Jeden z nalezenych iniciovanych vrcholi si vybereme a nasta-
vime jako aktualni.
iii. Ostatni nalezené iniciované vrcholy nastavime jako nalezené
a prifadime do mnoziny N.

iv. Pokracujeme krokem 2 od zacatku.
3. Vyhodnoceni a ukonceni algoritmu:

(a) MnozZina N je prazdna.

i. Konec algoritmu.
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(b) Mnozina N neni prazdna.
i. Vezmeme naposledy pridany nalezeny vrchol z mnoziny N,
nastavime ho jako aktualni a odebereme jej z mnoziny N.

ii. Pokrac¢ujeme krokem 2.

Obr. 3.1

Priklad 3.1. Zjistéte pomoci algoritmu prichodu grafu do hloubky, zda mé
graf na obrazku 3.1 v8echny vrcholy dosazitelné.

ResSeni:

1. V8echny vrcholy grafu oznacime jako iniciované, vyprazdnime obé po-
mocné mnoziny a nastavime aktualni vrchol:

V= {’01,...,1}5};

N = (;

Z = 0;

vy - aktualni.

2. Hleddme sousedni vrcholy aktualniho vrcholu v;. Nalezli jsme inicio-
vané vrcholy: vy, v3, v5. Nastavime:
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v1 nastavime na zpracovany a piifadime do Z;
v nastavime jako aktuélni;
v3, U5 prifadime jako nalezené do N.

v, v,

Z = {’Ul};N = {U3,U5}.
3. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs:
V1 - Zpracovany;

vs - nalezeny;
V9 — zpracovany — Z.

v, v,

Z ={vi,v2}; N = {vs, vs}.

4. N # () = vs — aktualni.

Pokracujeme stejnym zpusobem dale.
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5. Hleddme sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs:
V1, Uy - Zpracovany;
v3 - nalezeny;
vy - iniciovany;
vs — zZpracovany — Z;
vy — aktudlni.

v, v,

Vs

Z = {v1,v9,v5}; N = {vs}.
6. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vy:

V5 - Zpracovany;
vy — zZpracovany — Z;

V1 V2

Vs

Z ={v1,ve,vq,u5}; N = {uvs};

7. N # () = v3 — aktudlni.
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8. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs:

V1, U5 - Zpracovany;
v3 — zpracovany — Z.

V‘I V2

Z = {U17U27U37U47U5};N = @

9. N = () = konec algoritmu. VSechny vrcholy jsou dosaZitelné.

v, v,

Vs

Po aplikovani algoritmu pro prohledavani grafu do hloubky jsme zjistili, ze
graf ma vsechny vrcholy dosazitelné, jelikoz mnozina nedosazitelnych vrchol
je prazdna.

3.2 Prohledavani grafu do Sitrky

Rozdil v prohledavani grafu do sitky, oproti prohledévani grafu do hloubky,
spoc¢iva v tom, Ze se z mistnosti, ve které jsme, rozhlédneme do vSech ostat-
nich chodeb kam muzeme jit.

Pomocna struktura:

Pomocna struktura je stejné jako u predchoziho algoritmu.
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Algoritmus:

1. Provedeme zakladni nastaveni:
(a) V8echny vrcholy grafu oznacime jako iniciované, tim dostaneme
mnozinu V.

(b) Vyprazdnime mnozinu nalezenych vrcholi N a mnozinu zpraco-
vanych vrcholu Z.

(¢) Vybereme si libovolny pocéte¢ni vrchol z mnoziny V', ktery nasta-

vime jako aktuélni.

2. Hledédme sousedni vrcholy aktualniho vrcholu. Mohou nastat tyto moz-
nosti:
(a) Nema zadné sousedni iniciované vrcholy.
i. Aktualni vrchol nastavime jako zpracovany a pfifadime do
mnoziny Z.
ii. Pokracujeme krokem 3.
(b) Ma jeden nebo vice iniciovanych vrchola.

i. Aktuélni vrchol nastavime jako zpracovany a prifadime do
mnoziny Z.

ii. Nalezené iniciované vrcholy nastavime jako nalezené a pfi-
dame do mnoziny N.

iii. Pokracujeme krokem 3.
3. Vyhodnoceni a ukonceni algoritmu:

(a) Mnozina N je prazdna.
i. Konec algoritmu.
(b) Mnozina N neni prazdna.

i. Vezmeme nejdrive pridany prvek do mnoziny N, nastavime
jej jako aktualni a odebereme z mnoziny V.

ii. Pokrac¢ujeme krokem 2.

Piiklad 3.2. Zjistéte pomoci algoritmu prichodu grafem do $irky, zda ma
graf na obrazku 3.1 v8echny vrcholy dosazitelné.
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Reseni:

1. V8echny vrcholy grafu oznac¢ime jako iniciované, vyprazdnime obé po-
mocné mnoziny a nastavime aktualni vrchol:

V = {Ul,...,'l}g,};
N = 0;
Z =0;
vy - aktudlni.
v, v,
V, v,
Vv

2. Hleddme sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vy. Nalezli jsme inicio-
vané vrcholy: vs, v3, v5. Nastavime:

v, nastavime na zpracovany a prifadime do Z;
Vg, V3, U5 Nastavime jako nalezené a prifadime do N.

V1 V2

Vs

Z ={v1}; N = {vq,v3,05}.

3. Mnozina N # (), proto z ni vybereme nejdrive piidany vrchol, tedy v,
a nastavime jako aktualni.

v, v,

23



4. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs. Nalezli jsme vrcholy
V1 & Us.

v1 je zpracovany, tedy nic s nim neprovadime.
v5 je nalezeny, tedy nic s nim neprovadime.
v nastavime na zpracovany a piifadime do mnoziny Z.

Vv V.

1 o 2

Vs

Z ={vi,v2}; N = {v3, vs}.
Stejnym zptsobem pokracujeme dale.

5. N # () = v3 — aktuAlni.

Vs

6. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs:

V1 - Zpracované;
vs - nalezené;
v3 — zZpracované — Z£.

V1 V2

Vs

Z = {v1,v9,v3}; N = {uvs}.
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7. N # () = vs — aktudlni.

8. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vs:
V1, Vg, U3 - Zpracovane;
vy4 - iniciované;

Vs — zpracované — Z;
v4 — nalezené — N.

V1 V2

Z = {U17U2,U3,U5};N - {04}'

9. N # () = v, - aktualni.
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10. Hledame sousedni vrcholy aktualniho vrcholu vy:

V5 - Zpracovany;
vy — zpracovany — Z.

v, v,

Z = {U17U27U37U47U5};N = @

11. N = () = konec algoritmu. Vsechny vrcholy jsou dosazitelné.

v, v,

Vs

Po aplikovani algoritmu pro prohledavani grafu do $itky jsme zjistili, ze
graf ma vsechny vrcholy dosazitelné, jelikoz mnozina nedosazitelnych vrchol
je prazdna.

Poznamka 3.1. Oba zde uvedené algoritmy jsou jen lehce modifikovanou

verzi toho samého algoritmu. K obéma lze také déle vytvorit nékolik riznych
modifikaci 1.

Zde uvedené algoritmy byly upraveny kviili odlisné interpretaci. Ptivodni
algoritmy, ze kterych tyto algoritmy vychézi, je mozné nalézt ve skriptech [1]
v kapitole 3 na strané 24.

Lnapt. pro zjisténi zda je graf souvisly.
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4 Hledani nejkratsi cesty

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim nejkratsich cest v grafu. K tomu,
abychom takovou cestu mohli nalézt, musime znat délku jednotlivych hran.

Definice 4.1. Ohodnocenim hrany rozumime ¢islo ¢; > 0, které prirfadime
hrané e¢; € E v grafu G = (V, E). Toto ohodnoceni se také nazyva délka
hrany.

Definice 4.2. Graf, ve kterém maji vSechny hrany svoji délku nazyvame
(hranové) ohodnoceny graf.

Poznamka 4.1. Délkou cesty rozumime:

1. V hranové neohodnoceném grafu pocet hran dané cesty z nami zvole-
ného pocatecniho vrcholu do nami zvoleného koncového vrcholu.

2. 'V hranové ohodnoceném grafu soucet délek jednotlivych hran dané
cesty z nami zvoleného pocéatec¢niho vrcholu do ndmi zvoleného konco-
vého vrcholu.

Vzdalenost

Definice 4.3. Vzdalenosti d(u,v) dvou vrcholi u a v v souvislém grafu G =
(V, E) nazveme délku nejkratsi cesty mezi témito vrcholy.

Véta 4.1. Jsou-li délky hran v grafu kladnd cisla, pak vzddlenost v grafu
splnuge axiomy metriky. Tedy pro libovolné tri vrcholy u, v a w plati:

1. d(u,v) >0, pricemz d(u,v) =0 < u=wv;
2. d(u,v) = d(v,u);
3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Diikaz této véty muZete nalézt napiiklad ve skriptech 7] na strané 57.

Algoritmy, pro nalezeni nejkratsi cesty v grafu, vychézi z algoritmu na
prohledavani grafu, které jsme si uvedli v predchozi kapitole. Tyto algoritmy
jsou ale rozsifeny o diilezité kriterium, kterym je pravé délka cesty. Pokud pii
hledani cesty v grafu nalezneme jakoukoliv dalsi cestu z pocatecniho vrcholu
do jiného vrcholu, zkousime, zda to neni kratsi cesta nez nami dosud nalezena.
Toto ovérujeme pomoci trojiuhelnikové nerovnosti:

Cj > ¢+ Cij-
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kde
1. ¢;... délka nejkratsi dosud nalezené cesty do vrcholu v;.

2. ¢; ... délka nejkratsi dosud nalezené cesty do aktualniho vrcholu v;, ze
kterého pravé hledame novou cestu.

3. ¢jj ... délka aktualni hrany e, mezi vrcholy v; a v;.

Poznamka 4.2. V hranové ohodnoceném grafu za nejkratsi cestu povazu-
jeme tu cestu, ktera ma nejmensi délku. Pokud je graf hranové neohodnoceny,
pak za nejkratsi cestu povazujeme tu, ktera obsahuje nejmensi pocet hran.

Poznamka 4.3. V nasledujicich algoritmech se budeme setkavat se sym-
bolem oo v délkidch cest do danych vrcholi. V praktickém programovéani
nahradime symbol co néjakym velkym ¢&islem, u kterého mame zaruceno, ze
je vétsi nez délka nejdelsi cesty v grafu G.

Poznamka 4.4. Pod pojmem pole o velikosti n budeme chépat usporadanou
n-tici prvkia.

Matice délek

Pro hranové neohodnocené grafy miizeme vyuzivat jiz zmihovanou matici
sousednosti. Pro hranové ohodnocené grafy, ale muzeme vyuzit matici délek
(lenghts matrix). Tato matice popisuje délky hran mezi jednotlivymi vrcholy.

Definice 4.4. Necht G = (V, E) je graf. Uspotradame-li libovolné, ale pevné,
jeho mnozinu vrcholt vy, ..., vy, hran e, ..., e, a polozime-li ¢;; rovno délce
hrany mezi vrcholy v; a v;, pak hranové ohodnocenému neorientovanému
grafu muzeme prifadit matict délek Hg takto:

¢;; pokud mezi vrcholy v;, v; (i # j) je hrana,;

He = ||hy|, kde h;j = § oo pokud mezi vrcholy v;, vj (i # j) neni hrana,;
0 pokud ¢ =j.

a v piipadé hranové ohodnoceného orientovaného grafu takto:

¢;;  pokud existuje orientovana hrana e, € E(G) tak,
ze v; = PV (ex) a v; = KV (ey), kde i # j;
hij = { oo pokud neexistuje orientovana hrana e, € F(G) tak,
ze v; = PV (ex) av; = KV (ey), kde i@ # j;
0 pokudi=j.
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oo oo oo 0 2
3 3 4 2 0

V8echny nasledujici algoritmy jsou vhodné pro orientované i neoriento-
vané grafy s kladnym hodnocenim hran, pokud neni uvedeno jinak.

4.1 Zakladni algoritmus

Zakladni algoritmus funguje na principu prochazeni hran grafu, kdy zaroven
zjistujeme, které hrany splituji trojihelnikovou nerovnost: ¢; > ¢;+¢;;. Pokud
je tato nerovnost splnéna, prepiSeme délku nejkratsi cesty ve vrcholu v; na
¢;+¢;j. VSechny hrany prochézime tak dlouho, dokud nepfestane dochazet ke
zménam v délek cest. Tento algoritmus je velice podobny jiz diive uvedenému
algoritmu pro prochéazeni grafu do hloubky.

Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.
2. F... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana eq,...,e, € E je ve tvaru e; = (v;, v, ¢;j), kdy v neorien-
tovaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany e, a ¢;; délka dané hrany
k. V orientovaném grafu je v; pocatecni a v; koncovy vrchol hrany ey,

4. P ... pomocné pole pro uchovani ,predchozich® vrcholi.
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5. C'... pomocné pole pro uchovani nejkratsich cest do danych vrchola.

6. Kazdy vrchol je ve tvaru vy, = (py, k), kdy pr € P je pfedchozi vrchol,
ze kterého jsme nalezli dosud nejkratsi cestu do vrcholu vy, a ¢, € C' je
nejkratsi dosud nalezené cesta do vrcholu j.

Algoritmus:

1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) Vybereme libovolny pocateéni vrchol a ten nastavime na hodnotu
V; = (O, 0)

(b) Vsechny ostatni vrcholy nastavime na hodnoty vy = (0, 00).

(c¢) Pokud neméame hrany pevné dany, pak viechny libovolné, ale pevné,

usporadéame.

2. Postupné prochazime vSechny hrany a ménime hodnoty poli P a C
podle nésledujicich kriterif:
(a) Pokud ¢; splije nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:

i. Hodnotu ¢; u vrcholu v; zménime na hodnotu ¢; + ¢;; v poli
P a hodnotu p; zménime na hodnotu v; v poli C.

ii. Pokracujeme krokem 2.
(b) Pokud ¢; nespliiuje nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:
i. Hodnoty v polich P a C u dané¢ho vrcholu v; neménime.

ii. Pokracujeme krokem 3.

3. Pokud doslo pri prochéazeni vsech hran ke zméné alespon jedné hodnoty
v poli C, pokrac¢ujeme krokem 2, v opa¢ném piipadé algoritmus konéi.

Piiklad 4.2. V hranové ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E), ktery
je zadan nasledujicim vyc¢tem hran:

B(G) =
{(A,B,2); (A, E,3); (B, C,2); (B, D,5); (C, D, 2); (D, A, 2); (E, D, 1) };

urcete nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu D pomoci zakladniho algoritmu.
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B
2 2
A C
3 2
E 1 D
1. Nastavime pocatecni vrchol:
A=1(0,0)

Nastavime ostatni vrcholy:

B =(0,00);C = (0,00); D = (0,00); E = (0, 00)
Vsechny hrany pevné uspotradame:

e1 = (A, B,2),ea = (A, E,3),...,es = (E,D,1)

2. Ovérfime hranu eq:

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

Zjistime zda cg > cg + cap, tzn.: co > 0 + 2 = cg nerovnost splhuje,
tedy 0 — A;00 — 2 = B = (A, 2) a pokrac¢ujeme dalsi hranou.
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B
2 2
A c
3 2
E- 1 D

Cg > €A+ Cap, tzn.: 0o > 0+ 3 = cg nerovnost spligje,
tedy 0 = A;00 —» 3= E = (A, 3) a pokra¢ujeme hranou ej.

4. es:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

cc > cg + cpe, tzn.: 00 > 2 + 2 = ¢ nerovnost spliuje
=0 — B;oo -4 = C = (B,4) a pokracujeme hranou e,.

5. ey:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D
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c¢p > ¢+ ¢gp, tzn.: 0o > 2+ 5 = cp nerovnost spliuje
= 0— B;oo — 7= D = (B,7) a pokra¢ujeme hranou es.

6. es:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

cp > cc + cop, tzn.: 7> 4 + 2 = cp nerovnost spliuje
=B — (C;7— 6= D = (C,6) a pokra¢ujeme hranou eg.

7. €g-
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

cqa > cp + cap, tzn.: 0 > 6 + 2 = c4 nerovnost nespliuje
= A zustavé; a pokracujeme hranou e;.

8. €7
B
2 2
A C
3 2
E 1 D
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c¢p > cg + cpg, tzn.: 6 > 3+ 1 = c¢p nerovnost spliiuje
= C — E;6 4= D = (F,4) a pokracujeme znovu hranou e;.

9. ey:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

Cg > €A+ Cap, tzn.: 2 > 0 4+ 2 = cp nerovnost nespliuje

= B zistava a pokracujeme hranou e,.

(Podobné jako u ey se v tomto pripadé nic na vyjsledku nezméni ani po
znovu projiti vsech ostatnich hran. Proto piejdeme rovnou k predposled-
nimu kroku.)

16. eg:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

cg > cp+ cap. tzn.: 2 > 0+ 2 = cp nerovnost nespliiuje
= B zlistava a pokrac¢ujeme krokem 3.

17. Konec algoritmu. Vysledné hodnoty pro jednotlivé vrcholy jsou:
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B
2 2

A c

3 2

E. 1 D

Po projiti grafu zakladnim algoritmem pro hledani nejkratsi cesty jsme
zjistili, Ze nejkratsi cesta z pocatecniho vrcholu A do vrcholu D vede pfes
vrchol E a ma velikost 4.

Jak si mizeme v§imnout, algoritmus nezjistil jen nadmi pozadovanou cestu
z vrcholu A do vrcholu D, ale také nejkratsi cesty z vrcholu A do vSech
ostatnich vrcholt.

Poznamka 4.5. Pokud nepotfebujeme znét z jakého vrcholu jsme do daného
vrcholu pfisli, pak pole P nemusime pouzivat.

4.2 ZlepSeny algoritmus

U tohoto algoritmu vychazime z jiz pro nas znamého algoritmu pro prohleda-
vani grafu do sitky. Budeme si tedy pamatovat jiz dosazené vrcholy a délky
jednotlivych cest z vychoziho (pocateéniho) vrcholu do jiz dosazenych vr-
cholt. V kazdém kroku si z dosazenych vrcholid vybereme vrchol, do kterého
vede hrana s nejmensi délkou. Z tohoto vrcholu se pak budeme "rozhlizet"po
dostupnych sousednich vrcholech.

Pomocna struktura:

Pomocna struktura je stejna jako u zakladniho algoritmu. Navic jesté po-
uzijeme novou mnozinu M, ve které budou ty vrcholy, do kterych jsme v
poslednim kroku nalezli nejkratsi cestu.

Algoritmus:

1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) Vyprazdnime mnozinu M.
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(b) Vybereme libovolny pocatecni vrchol, ten nastavime na hodnotu
v; = (0,0) a pfidame do mnoziny M.

(c) V8echny ostatni vrcholy nastavime na hodnoty v, = (0, 00).
(d) Pokud nemame hrany pevné dany, pak vSechny libovolnég, ale pevné
usporadéame.

2. Ovérime mnozinu M:

(a) Jestlize M = (), pokrac¢ujeme krokem 4.

(b) Jestlize M # (), vybereme z mnoziny M takovy vrchol v;, do
kterého se dostaneme nejkratsi hranou, tzn. pro ktery plati.

v; = min{cg;vp € M},
a pokracujeme krokem 3.
3. Prochazime vSechny hrany vedouci z vrcholu v;, tzn. vSechny sousedy
v;, a provedeme:
(a) Odebereme v; z mnoziny M.
(b) Pokud ¢; spliiuje nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:

i. Hodnotu ¢; u vrcholu v; zménime na hodnotu ¢; + ¢;; v poli
P a hodnotu p; zménime na hodnotu v; v poli C.

ii. Pokud v; ¢ M pak v; — M.
iii. Pokracujeme krokem 2.
(c) Pokud ¢; nesplije nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:
i. Hodnoty v polich P a C' u daného vrcholu v; neménime.
ii. Pokracujeme krokem 2.

4. Konec algoritmu.

Piiklad 4.3. V hranové ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E), ktery
je zadan nasledujicim vyctem hran:

B(G) =
{(A’B>2); (A’ E,3);(B,C,2); (B’D>5); (OaDvQ); (D7A72); (EvD’ 1)}§

urcete nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu D pomoci zlepSeného algoritmu.
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Reseni:

B
2 2

A C

3 2

E- 1 D

1. Nastavime pocate¢ni vrchol: A = (0,0) a pfifadime do mnoziny M;
Nastavime ostatni vrcholy:

B =(0,00);C = (0,00); D = (0,00); E = (0, 00);
Vsechny hrany pevné usporadéame:
er = (A, B,2),ea=(AE,3),...,es = (E,D,1);

2. M = {A} # 0, vybereme vrchol A.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

3. Odebereme vrchol A z mnoziny M.
cB > Cp + Cap, tzn.: oo > 0 + 2 = cp nerovnost spliuje,
tedy 0 - A;00 - 2= B =(A,2);B— M.

4. cg > ca+ Cag, tzn.: 00 > 0+ 3 = cp nerovnost spliiuje,
tedy 0 - A;00 3= E = (A,3); E — M.
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5. M ={B, E} # 0, vybereme vrchol B, jelikoz cg = 2 zatimco cg = 3.

B
2 2
A c
3 2
E- 1 D

6. Odebereme vrchol B z mnoziny M.
cc > cp + cpe, tzn.: 00 > 2 4 2 = ¢¢ nerovnost splituje,
tedy 0 » B;oo — 4= C = (B,4);C — M.

7. ¢cp > cg + cgp, tzn.: co > 2 + 5 = cp nerovnost spliuje,
tedy 0 » B;oo - 7= D = (B,7); D — M.

8. M ={C,D,E} # (), vybereme vrchol E.

B
2 2
A c
3 2
E. 1 D

9. Odebereme vrchol FE z mnoziny M,
c¢p > cg + cpg, tzn.: 7> 3+ 1 = cp nerovnost spliuje,
tedy B— E;7—4= D = (E,4); D je v M jiz obsazeno.
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10. M ={C, D} # 0; jelikoz cc = c¢p muzeme si zvolit. Vybereme napt. C'.

11.

12.

13.

14.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

Odebereme vrchol C' z mnoziny M,
cp > cc+ cop, tzn.: 4 > 4+ 2 = ¢ nerovnost nespliuje = D zustane
nezmeénéno.

M = {D} # (), vybereme vrchol D.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

Odebereme vrchol D z mnoziny M;
ca > cp+cap, tzn.: 0 > 4+ 2 = ¢4 nerovnost nespliuje = A zustane
nezmeénéno.

M = () = konec algoritmu. Vysledné hodnoty pro jednotlivé vrcholy
jsou:
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A C
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=

A=1(0,0);B=(A,2);C=(B,4);D = (E,4); E = (A,3)

Po aplikovani zlepseného algoritmu pro hledani nejkratsich cest v grafu
jsme nalezli nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu D. Nalezend nejkratsi
cesta vede pres vrchol E a mé délku 4.

MiiZzeme si povSimnout, ze zlepSeny algoritmus nasel ndmi hledanou nej-
kratsi cestu mezi vrcholy A a D rychleji nez predchozi zédkladni algoritmus a
stejné jako on nam také nalezl i vSechny ostatni nejkratsi cesty z vrcholu A
do vSech ostatnich vrcholi.

4.3 Dijkstrav algoritmus

vvvvvv

v grafu je tzv. Dijkstrav algoritmus (¢ti ,,Dajkstrav - jelikoz je to holandské
jméno). Tento algoritmus pracuje s hranami ohodnocenymi kladnymi real-
nymi ¢isly.
Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.

2. F... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana ey, ..., e, € E je ve tvaru ex = (v;, v}, ¢;5), kdy v neorien-
tovaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany ey, a ¢;; délka dané hrany
k. V orientovaném grafu je v; po¢atecni a v; koncovy vrchol hrany ey.

4. P ... pomocné pole pro uchovani "predchozich"vrcholu.
5. C'... pomocné pole pro uchovani nejkratsich cest do danych vrcholi .

6. Kazdy vrchol je ve tvaru vy, = (py, cx), kdy px € P je predchozi vrchol,
ze kterého jsme nalezli dosud nejkratsi cestu do vrcholu vy, a ¢, € C' je
nejkratsi dosud nalezena cesta do vrcholu j.
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Oproti zakladnimu algoritmu pro hledani nejkratsich cest pouzijeme
jesté dvé pomocné mnoziny:

7. N ... mnozina nalezenych vrcholu.

8. I... mnozina iniciovanych vrchola.

Algoritmus:

1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) Mnozinu N vyprazdnime.

(b) Vybereme libovolny pocatecni vrchol, ten nastavime na hodnotu
v; = (0,0) a pfifadime do mnoziny nalezenych vrcholia N.

(c) Vsechny ostatni vrcholy nastavime na hodnoty v, = (0, 00).

(d) Vsechny vrcholy piifadime do mnoziny iniciovanych vrcholu 1.

(e) Pokud nemame hrany pevné dany, pak vSechny libovolné, ale pevné
usporadame.

2. Nalezneme potiebny vrchol:

(a) Pokud mnozina I = (), pokracujeme krokem 4.
(b) Pokud mnozina I # ), pokracujeme.
(¢) Z mnoziny iniciovanych vrchola I vybereme takovy vrchol vy, ktery
spliuje:
¢; = min{cy; v € N}
(d) Pokud pro tento vrchol plati, ze ¢; = oo, pokrac¢ujeme krokem 4.
3. Prochézime dosazitelné (sousedni) vrcholy v; a testujeme, zda spliuji
danou nerovnost:
(a) Pokud ¢; spliiuje nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:
i. Hodnotu ¢; u vrcholu v; zménime na hodnotu ¢; 4 ¢;; v poli
P a hodnotu p; zménime na hodnotu v; v poli C'.
ii. Pokud v; neni v mnoziné IV, tak ho do ni pfidame.
iii. Pokracujeme krokem 2.
(b) Pokud ¢; nesplije nerovnost ¢; > ¢; + ¢;j, pak:
i. Hodnoty v polich P a C u dané¢ho vrcholu v; neménime.

ii. Pokud v; neni v mnoziné NV, tak ho do ni pridame.
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iii. Pokracujeme krokem 2.

(¢) Vrchol v; odebereme z mnoziny iniciovanych vrcholi 1.

4. Konec algoritmu.

Poznamka 4.6. Dikaz spravnosti tohoto algoritmu muiizeme nalézt napii-
klad ve skriptech [3] na strané 110.

Priklad 4.4. V hranové ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E), ktery
je zadan nasledujicim vyctem hran:

B(G) =
{(A7B>2); <A7 E,3);(B,C, 2)3 (B’D>5); (C?Da2); (D7A72>3 (EvD’ 1)}5

urcete nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu D pomoci Dijkstrova algoritmu.

ReSeni:
B
2 2
A C
3 2
E 1 D

1. Mnozinu N vyprazdnime = N = ().
Vybereme a nastavime poc¢ate¢ni vrchol A = (0,0) a pfifadime do
mnoziny N = N = {A}.
Nastavime ostatni vrcholy:
B = (0,00);C = (0,00); D = (0,00); E = (0, 00);

Vsechny vrcholy oznacime jako iniciované a pfifadime do mnoziny:

[=1={AB,C,D,E};
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2. Ovérime mnozinu I: [ = {A, B,C, D, E} # 0.
Podle kriteria ¢; = min{cg; vy € N} vybereme vrchol v;: A.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

Ovéiime vrchol A: ¢4 # 0o = pokrac¢ujeme krokem 3.

3. cg > ca+ cap, tzn.: 0o > 0+ 2 = cp spliiuje nerovnost
tedy =0 — A;00 - 2= B = (4,2).
B piifadime do mnoziny nalezenych vrchola N (tzn. B — N).
Cg > €A+ Cag, tzn.: 0o > 0+ 3 = cg spliiuje nerovnost,
tedy == 0 — A;00 = 3= FE = (A,3).
F pritadime do mnoziny nalezenych vrchola N (tzn. E — N).

B
2 2

A c

3 2

E 1 D

N ={A,B,E}; A odebereme z [ = [ = {B,C,D, E}.
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4. Pokracujeme stejnym stylem dale:
I ={B,C,D,E} # (). Vybereme vrchol B. c¢g # 0o = pokracujeme.

B
2 2
A c
3 2
E- 1 D

5. cc > cp + cpo, tzn.: o0 > 2+ 2 = c¢ spliiuje nerovnost,
tedy = C = (B,4);C — N.
cp > ¢+ ¢gp, tzn.: 0o > 2 + 5 = cp spliiuje nerovnost,
tedy == D = (B,7); D — N.

B
2 2
A c
3 2
E- 1 D

N ={A,B,C,D,E}; B odebereme z I = [ = {C,D, E}.
6. I ={C,D,E} # (. Vybereme vrchol E. cp # oo = pokracujeme.

B
2 2
A c
3 2
E°. 1 D
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7. ¢cp > cg+cpg, tzn.: 7> 3+ 1 = cp splhuje nerovnost,
tedy = D = (E,4); D jiz v mnoziné N je.

B
2 2

A c

3 2

E. 1 D

N ={A,B,C,D, E}; E odebereme z I = [ = {C, D}.

8. I ={C,D} # (). Vybereme napiiklad vrchol D, jelikoz ¢p = co.
cp # oo = pokracujeme.

B
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A c

3 2

E- 1 D

9. ¢y > cp + cap, tzn.: 0 > 4 + 2 = ¢4 nerovnost nespliuje,
tedy A zustava; A jiz v mnoziné N je.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D
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N ={A,B,C,D,E}; D odebereme z [ = [ = {C'}.
10. I ={C} # 0. Vybereme vrchol C; cc # oo = pokracujeme.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

11. ¢p > cc + cep, tzn.: 4 > 4 + 2 = cp nerovnost nespliuje,
tedy D zistava; D jiz v mnoziné N je.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

N ={A,B,C,D,E};C odebereme z [ = I = ().

12. I = () = konec algoritmu. Vysledné hodnoty pro jednotlivé vrcholy

jsou:
B
2 2
A C
3 2




Pomoci Dijkstrova algoritmu jsme nalezli nejkratsi cestu z vrcholu A do
vrcholu D vedouci pres vrchol E o délce 4.

Tento algoritmus je efektivnéjsi a méné pracny na pocitani nez zlepSeny
algoritmus a uz podstatné efektivnéjsi nez zakladni algoritmus pro hledéni
nejkratsich cest.

4.4 Bellman-Fordiv algoritmus

Tento algoritmus je velice podobny dvéma pfedchozim algoritmium. Oproti
nim navic pro vrcholy obsahuje pole H, ve kterém je u kazdého vrcholu uve-
deno, z kolika hran se sklada nejkratsi cesta z poc¢atecniho do tohoto vrcholu.
Tento algoritmus preferuje nejkratsi cestu s nejmensim poc¢tem hran. Jelikoz
vime, Ze graf o n vrcholech obsahuje cestu délky nejvyse (n—1) hran, mizeme
tento algoritmus pouzit také pro zjisténi, zda dany graf neobsahuje cyklus se
zapornym ohodnocenim hran (pokud algoritmus neskonéi po (n—1) krocich).

Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.
2. E ... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana ey, ..., e, € E je ve tvaru e; = (v;,vj,¢;5), kdy v neorien-
tovaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany ey, a ¢;; délka dané hrany
k. V orientovaném grafu je v; po¢atecni a v; koncovy vrchol hrany ey.

4. P ... pomocné pole pro uchovani ,predchozich® vrchola.
5. C'... pomocné pole pro uchovani nejkratsich cest do danych vrcholi.

6. H ... pomocné pole pro uchovani informace o po¢tu hran, kterymi jsme
se do daného vrcholu dostali.

7. k... pomocnéa proménné pro uchovani informace o aktualni délce cesty.
8. m... pomocna proménné pro uchovani informace o po¢tu hran grafu.

9. Kazdy vrchol je ve tvaru vy, = (b, Pn, k), kdy h,, € H je pocet hran
cesty, pomoci které jsme se do daného vrcholu dostali, p,, € P je pred-
chozi vrchol, ze kterého jsme nalezli dosud nejkratsi cestu do vrcholu
v a ¢ € C je nejkratsi dosud nalezené cesta do vrcholu j.
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Algoritmus:
1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) Vybereme libovolny poc¢atecni vrchol, ten nastavime na hodnotu
v = (0,0,0).

(b) Vsechny ostatni vrcholy nastavime na hodnoty vy = (—1,0, 00).
(¢) Pomocnou proménou k nastavime na k = 0.

(d) Pokud nemame hrany pevné dany, pak vsechny libovolné, ale pevné
usporadéame.

(e) Pocet hran oznacime n.

2. Vybereme vrcholy, pro které h; = k a pro kazdy takhle nalezeny vrchol
v; postupné prochazime vSechny vrcholy, do kterych se z daného vrcholu
dostaneme a zjistujeme, zda spliuji nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;.

(a) Pokud nenalezneme ani jeden vrchol pro ktery h; = k, algoritmus
konéi.

(b) Hodnotu k zvétsime o 1.

(¢) Pokud k =n — 1, pak algoritmus kon¢i jinak pokrac¢ujeme dale.

(d) Pokud ¢; spliiuje nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:

i. Hodnotu ¢; u vrcholu v; zménime na hodnotu ¢; + ¢;; v poli
P, hodnotu p; zménime na hodnotu v; v poli C' a hodnotu h;
zménime na hodnotu £ v poli H.

ii. Pokracujeme dalsim nalezenym vrcholem spliiujicim rovnost
h; = k.
e) Pokud c¢; nespliiuje nerovnost ¢; > ¢; + ¢;;, pak:
Pokud c; lhuj t ¢; j, pak
i. Hodnoty v polich H, P a C' u dan¢ho vrcholu v; neménime.
ii. Pokracujeme dalsim nalezenym vrcholem spliujicim rovnost
(f) Pokud jsme prosli vSechny vrcholy, které spliwji rovnost h; = k,
pokrac¢ujeme krokem 2 znovu od zacatku.

Piiklad 4.5. V hranové ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E), ktery
je zadan nasledujicim vyc¢tem hran:

E(G) =
{(A,B,2); (A, E,3); (B, C,2); (B, D,5); (C, D, 2); (D, A, 2); (E, D, 1) };

urcete nejkratsi cestu z vrcholu A do vrcholu D pomoci Bellman-Fordova
algoritmu.
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A C
3 2
E 1 D
1. Nastavime pocatecni vrchol:
A =(0,0,0);

Nastavime ostatni vrcholy:
B=(-1,0,00);C = (—1,0,00); D = (—1,0,00); E = (—1,0,00);

Nastavime pomocnou proménou k: k£ = 0.
Spocitame a nastavime pocet hran: n = 7.

2. Vybereme vrcholy které spliuji h; = k = 0. Toto spliuje vrchol A.
k zvétsime o 1 a ovéfime zda k =n — 1.
k =1 # 6 = algoritmus pokracuje.
CB > Ca+cap, tzn.: 00 > 042 = cp nerovnost spliiuje, proto zménime
danéa pole: —1 - 1=k;0 - A;00 2= B =(1,4,2).
Pokra¢ujeme dalsi hranou:
CE > CA+cCag, tzn.: oo > 0+ 3 = cg nerovnost splhuje, proto zménime
dana pole: —1 - 1=k;0 —» A;00 5 3= E = (1, 4,3).

B
2 2

A c

3 2

E 1 D
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Pokracujeme znovu od zacatku kroku 2.

3. hy =k =1= spliuje B, E; k — 2; k # 6;
cc > cp+cpe, trn: 00 > 2+ 2= C = (2,B,4);
cp > cp+cpp, trn: 00 > 2+ 5= D = (2, B,7);
¢cp>cgp+cpg, tm.: 7>3+1= D= (2,E, 4);

B
2 2

A c

3 2

E 1 D

4. h; = k =2 = splauje C, D; k — 3;k # 6;
cp > cc + cep, tzn.: 4 > 44+ 2 = D zistava nezménéno;
ca > cp+cap, tzn.: 0 > 4+ 2 = A zustava nezménéno.

B
2 2

A c

3 2

E- 1 D

5. h; = k = 3 = nespliuje zaddny vrchol = algoritmus kondi.
Vysledné hodnoty pro jednotlivé vrcholy jsou:

A=(0,0,0B = (1,4,2);C = (2, B.4); D = (2, E,4); E = (1, A,3)
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Po uziti Bllman-Fordova algoritmu pro nalezeni nejkratsi cesty jsme zjis-
tili, Ze nejkratsi cesta z vrcholu A do vrcholu D vede pres 2 hrany, pres vrchol
E a je délky 4.

4.5 ZlepSeny algoritmus pro nalezeni nejkratsi oriento-
vané cesty

Topologické usporadéni vrcholi a hran je dal$i moznost, kterd ndm muze
pomoci pii hledani nejkratsich cest v grafu mezi jednotlivymi vrcholy.

Definice 4.5. Topologické uspordddani vrcholii grafu G = (V, E) je takova
posloupnost vrcholta pro kterou plati:

Ve € E(G),v; =PV(e) Nv;=KV(e):i<j

Nebo-li, je to takové sefazeni vrcholi, ze pocateéni vrchol v; kazdé hrany e
grafu G lezi pred jejim koncovym vrcholem v;.

Definice 4.6. Topologické uspordddni hran grafu G = (V| E) je takova po-
sloupnost vrcholu pro kterou plati:

Vo e V(G),v=KV(e;)) Nv=PV(e;):1<j

Nebo-li, je to takové sefazeni hran, ze hrany e; které do vrcholu v vstupuji
lezi pied hranami e;, které z vrcholu v vystupuji.

Topologické uspofadani vrcholt a hran muZzeme vyuzit pii hledani nej-
kratsich cest. Diky tomuto usporadani vime, Ze z vrcholu s vys$im stupném
(indexem) neexistuje cesta do vrcholu s niz$im stupném (indexem). Tim mu-
zeme snizit pocet trojuhelnikovych nerovnosti, které musime v algoritmu pro-
vést, pripadné muzeme ihned rozhodnout o nedostupnosti daného vrcholu.
Zde uvedeny algoritmus je ur¢eny pro hranové neohodnocené orientované i
neorientované grafy.
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Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrchola grafu.
2. E ... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana ey,...,e, € E je ve tvaru e; = (v;,v;), kdy v neoriento-
vaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany e;. V orientovaném grafu
je v; pocatecni a v; koncovy vrchol hrany ey.

4. V... pole vstupnich stupnu jednotlivych vrchola.

5. P, ... pole pro posloupnosti vrcholt.
6. P.... pole pro posloupnosti hran.
7. M ... mnozina pro vrcholy s nulovym vstupnim stupném (tzn.: Vi, =
0).
Algoritmus:

1. Provedeme vypocet vstupnich stupnt jednotlivych vrcholi:

(a) Vyprazdnime pole Vi, P, a P, a mnozinu M.

(b) Stupné vsech vrcholii nastavime na hodnotu 0 a zvolime si po¢a-
tecni vrchol.

(c) Projdeme jednou vSechny hrany ve tvaru e, = (v;,v;) a pokud
v; je koncovy vrchol hrany e, pak vstupni stupen Vi, vrcholu
v; zvétsime o 1. U ndmi zvoleného pocatecniho vrcholu nechdme
stupen nastaven na hodnoté 0.

(d) Vsechny vrcholy, které po projiti vSech hran maji vstupni stupen
roven 0, prifadime do mnoziny M.

2. Ovérime mnozinu M:

(a) Pokud M = (), pak algoritmus konéi.
(b) Pokud M = (:

i. Vybereme libovolny vrchol v, z mnoziny M a zafadime na
konec pole posloupnosti vrcholi P,.

ii. Pokracujeme krokem 3.

52



3. Pro kazdou hranu e = (v, vy,), kdy vy, je pocéate¢ni vrchol hrany ey,
provedeme (jinak pokracujeme krokem 2):
(a) Hranu ej zafadime na konec pole posloupnosti hran P..

(b) Stupen vrcholu v, snizime o 1 (tzn.: V,, = V, — 1) a je-li nyni
stupenn Vs = 0, vrchol v, zafadime do mnoziny M.

(c) Pokud je stupen vrcholu v, zaporny, odebereme posledni pridanou
hranu do pole P..

(d) Pokra¢ujeme krokem 2.
Piiklad 4.6. Topologicky usporadejte hrany a vrcholy v hranové neohodno-

ceném orientovaném grafu G = (V, E), ktery je zadan nasledujicim vyc¢tem
hran:

E(G) = {(A’ B); (Av E); (B,C); (B7D); (Ca D); (D7A); (E7D>};

pomoci piislusného algoritmu.

Reseni:

1. Stupné vSech vrcholi zménime na hodnotu 0:
deg(A) = 0;deg(B) = 0;deg(C') = 0; deg(D) = 0; deg(E) = 0;
Vybereme si poc¢atecni vrchol, napr. vrchol A. Projdeme jednou vSechny
hrany a nastavime piislusné stupné jednotlivych vrchola (nesmime za-
pomenou, ze u nami vybraného pocatecniho vrcholu stupen zustéava na

hodnoté 0):

deg(A) = 0;deg(B) = 1;deg(C) = 1;deg(D) = 3;deg(F) = 1;
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tedy
Ve=1(0,1,1,3,1)

Vrcholy, které maji stupen roven 0 prifadime do mnoziny M:
deg(A) =0 = A — mnoziny M;

. M = {A} # 0, proto vybereme vrchol A a zafadime ho na konec pole
posloupnosti vrcholu P,, tedy:

P,=1(0,0,0,0,A)

Pokra¢ujeme krokem 3;

. Nalezneme vSechny hrany, pro které je vrchol A poc¢ateénim vrcholem:
e; zafadime na konec pole posloupnosti hran P,, tedy:

P.=(0,0,0,0,0,0,¢1)

Snizime stupen prislusného kone¢ného vrcholu hrany e;:
deg(B) =1—deg(B) =0

a prifadime do mnoziny M, jelikoz deg(B) = 0, a pokracujeme dalsi
nalezenou hranou;
es zafadime na konec pole posloupnosti hran P., tedy:

Pe = (Oa Oa 07 07 07 €1, 62)
Snizime stupen piislusného kone¢ného vrcholu hrany es:

deg(E) =1 — deg(F) =0

a pritadime do mnoziny M, jelikoz deg(E) = 0. Jelikoz jsme prosli
vSechny hrany zac¢inajici ve vrcholu A, pokrac¢ujeme krokem 2.

. M ={B, E} # () = vybereme napfiiklad vrchol E a zaradime na konec
P,, tedy:

P, =(0,0,0, A, E)

a pokracujeme krokem 3.
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5. e7 zafadime na konec pole posloupnosti hran P., tedy:
P.=1(0,0,0,0,e1, e, €7)
Snizime stupen prislusného kone¢ného vrcholu hrany e;:
deg(D) =3 — deg(D) =2

a jelikoz deg(D) # 0, nepfirazujeme vrchol do mnoziny M a pokracu-
jeme krokem 2.

6. M = {B} # () = vybereme vrchol B a zafadime na konec P,, tedy:
P, =(0,0,A, B, B)

a pokracujeme krokem 3.

7. ez zafadime na konec pole posloupnosti hran P., tedy:

P.=1(0,0,0,ey, e, €7,€3)

Snizime stupen prislusného kone¢ného vrcholu hrany ejs:
deg(C) =1 — deg(C) =0

a pritadime do mnoziny M, jelikoz deg(C) = 0, a pokracujeme dalsi

nalezenou hranou;

e4 zafadime na konec pole posloupnosti hran P,, tedy:
P. = (0,0, e, e9,€7,€3,€4)

Snizime stupen piislusného kone¢ného vrcholu hrany ey:

deg(D) =2 — deg(D) =1

vrchol D nepfitadime do mnoziny M, jelikoz deg(D) = 1. Prosli jsme
vSechny hrany zacinajici ve vrcholu A, proto pokracujeme krokem 2.
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8. M = {C} # () = vybereme vrchol C' a zaradime na konec P,, tedy:
P,=(0,A,FE, B,C)
a pokracujeme krokem 3;
9. e5 zaradime na konec pole posloupnosti hran P., tedy:
P. = (0,e1,69,e7,63,¢€4,€5)
Snizime stupen prislusného kone¢ného vrcholu hrany es:
deg(D) =1 — deg(D) =0

a vrchol D pfifadime do mnoziny M, jelikoz deg(D) = 0. Prosli jsme
vSechny hrany zacinajici ve vrcholu A, proto pokracujeme krokem 2.

10. M ={D} # () = vybereme vrchol D a zaradime na konec P,, tedy:
P,=(AE,B,C,D);
pokracujeme krokem 3.
11. eg zaradime na konec pole posloupnosti hran P., tedy:
P. = (e1, ey, 67,3, €4, €5, €6)
Snizime stupen piislusného kone¢ného vrcholu hrany eg:
deg(A) =0 — deg(A) = —1

Jelikoz vrchol A ma zaporny stupen, nepfifadime ho do mnoziny M a
odstranime naposledy pridanou hranu do pole P., tedy:

Pe = (Oa €1, €2,€7,€3, €4, 65)
pokracujeme krokem 2.
12. M = () = konec algoritmu. Nyni muzeme ze ziskanych poli sestavit

Topologicky graf.

A E B C D

Poznamka 4.7. Tento algoritmus muzeme pouzit také na zjisténi cyklic-
nosti/acykli¢nosti grafu. Pokud je graf cyklicky, pak algoritmus skonéi diive,
nez do pole P, ulozi vSechny vrcholy z mnoziny vrcholi V.

56



4.6 Hledani nejkratsi cesty v acyklickych grafech

Nyni se budeme zabyvat urc¢itou modifikaci diive uvedenych algoritmu pro to-
pologické uspotradani vrcholt a hran a nalezeni nejkratsi cesty. V acyklickych
grafech totiz mizeme snizit pocet hran, které testujeme pomoci trojihelni-
kové nerovnosti. Podminkou ovsem je, Ze musime znat topologické usporadani
vrcholu a hran grafu. Nezname-li topologické usporadéani vrchold, ale vime-li,
ze dany graf je acyklicky, pak upravenym algoritmem pro topologické uspo-
fadani grafu, miazeme ziskat délky nejkratsich cest z po¢ateéniho (vychoziho)
vrcholu do v8ech dostupnych vrchola.

Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.

2. Kazdy vrchol je ve tvaru vy = (Vi,, pn, cx), kdy Vi, je vstupni stupen
vrcholu vy, p, € P je predchozi vrchol, ze kterého jsme nalezli dosud
nejkratsi cestu do vrcholu vy, a ¢, € C' je nejkratsi dosud nalezena cesta
do vrcholu vy,

3. E ... mnozina vSech hran grafu.

4. Kazda hrana ey,...,e, € E je ve tvaru e, = (v;,v;,¢;), kdy v; je
pocatecni vrchol hrany ey, v; koncovy vrchol hrany e, a ¢;; je délka
hrany mezi vrcholy v; a v; tedy délka hrany ey.

5. Vs... pole vstupnich stupnt jednotlivych vrcholi.

6. P, ... pole pro posloupnosti vrcholi.
7. P,... pole pro posloupnosti hran.
8. M ... mnozina pro vrcholy s nulovym vstupnim stupném (tzn.: Vi, =
0).
9. P... pomocné pole pro uchovani , predchozich® vrcholi.
10. C'... pomocné pole pro uchovani nejkratsich cest do danych vrchola.
Algoritmus:

1. Provedeme zékladni nastaveni:

(a) Vyprazdnime pole Vi, P, a P, a mnozinu M.

(b) Stupné vsech vrcholi nastavime na hodnotu 0.
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Projdeme jednou v8echny hrany ve tvaru e, = (v;,vj,¢;;) a po-
kud v; je koncovy vrchol (KV) hrany e, pak vstupni stupen V.
vrcholu v; zvétsime o 1.

Zvolime si libovolny poc¢ateéni vrchol a nastavime na v; = (V5,, 0, 0).
Vsechny ostatni vrcholy nastavime na v, = (V5 , 0, 00).

Vrcholy, u kterych nam zustal vstupni stupen 0 zarfadime do mno-
ziny M.

2. Ovérime mnozinu M

(a)
(b)

Pokud M = (), pak algoritmus koné&i.
Pokud M # (), pak:

i. Vybereme libovolny vrchol v, z mnoziny M a zarfadime na
konec pole posloupnosti vrcholi P,.

ii. Pokracujeme krokem 3.

3. Pro kazdou hranu ey = (vp, U, Cn), kdy vy, je pocateéni vrchol hrany
€k & Cpy je délka hrany mezi vrcholy v, a v, provedeme (jinak pokra-
¢ujeme krokem 2):

Hranu e, zaradime na konec pole posloupnosti hran P..

Stupen vrcholu v, snizime o 1 (tzn.: Vy, = V;, — 1) a je-li nyni
stupen V; = 0, vrchol v, zarfadime do mnoziny M.

Pokud vrchol v,, je v topologickém usporadani a tedy i v poli P,
diive, nez nas vybrany pocéatecni vrchol, neprovadime dalsi krok
(d), ale pokrac¢ujeme krokem (e).

Vezmeme vrchol v,, a zjistime, zda ¢, spliiuje nerovnost
Cn > Cm + Con

mohou nastat tyto moznosti:

i. Pokud ¢, spliiuje nerovnost, pak hodnotu ¢, u vrcholu v,
zménime na hodnotu ¢, +¢,,, v poli P a hodnotu p,, zménime
na hodnotu v,, v poli C.

ii. Pokud ¢, nesplihuje nerovnost, pak hodnoty v polich P a C' u
vrcholu v,, neménime.

Pokracujeme dalsi hranou. Pokud jsme jiz prosli vSechny hrany
vychézejici z vrcholu v,,, pokrac¢ujeme krokem 2.

58



Poznamka 4.8. Algoritmus se zjednodusi tim, zZe trojihelnikovou nerovnosti
netestujeme vrcholy, které lezi pred nami zvolenym pocéatecnim (vychozim)
vrcholem.

Priiklad 4.7. Najdéte nejkratsi cestu v orientovaném hranové ohodnoceném
grafu G = (V) E), ktery je zadan néasledujicim vy¢tem hran:
EG) =
{(A, B, 4);(B.C,2); (D, B,2);(D,C,3); (D, E,2); (E, B, 1); (E, C,4) };

z vrcholu E do vrcholu C' pomoci algoritmu pro hledani nejkratsi cesty v
acyklickych grafech.

Resent:
A
4
B 2 C
-?
1
2 4
3
DC’ 2 = E

1. Vyprazdnime pole V;, P, a P. a mnozinu M, stupné vrcholi nastavime
na hodnotu 0 a projdeme jednou vSechny hrany, jejichz vstupni stupné
vrcholi nastavime:

deg(A) = 0;deg(B) = 3;deg(C) = 3;deg(D) = 0;deg(E) = 1;
Zvolime si pocCatecni vrchol, napr.: E a nastavime na:
E =(1,0,0);
Nastavime ostatni vrcholy:

A =(0,0,00); B = (3,0,00); ' = (3,0,00); D = (0,0, 0);
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2. M = {A, D} # () = vybereme napiiklad vrchol A a zafadime ho na
konec pole posloupnosti vrcholi P,:

P,=(0,0,0,0,A)
3. Vybereme hranu e; a prifadime ji do pole posloupnosti hran P.:
P.=1(0,0,0,0,0,0,¢1)
Snizime stupen konecného vrcholu hrany e;:
deg(B) =3 — deg(B) =2
Stupen vrcholu B neni roven 0, proto ho nezaradime do mnoziny M

a jelikoz vrchol A je pfed nasim zvolenym pocatec¢nim vrcholem FE,
pokracujeme az bodem 2;

4. M = {D} # () = vybereme vrchol D a zafadime na konec P,:
P,=(0,0,0,A,D)
5. Vybereme hranu e3 a zafadime do P,:
P.=1(0,0,0,0,0,€q,e3)
Snizime stupen kone¢ného vrcholu hrany es:
deg(B) =2 — deg(B) = 1

deg(B) # 0 = nezafadime do mnoziny M a jelikoz i vrchol D je pied
nasim zvolenym pocatecnim vrcholem, pokrac¢ujeme dalsi hranou ey:

Pe = (Oa 07 07 07 €1, €3, 64);
deg(C) =3 — deg(C) =2

deg(C) # 0 = nezaradime do mnoziny M a pokracujeme dalsi hranou
€5

P.=1(0,0,0,e1, €3, €4, €5);
deg(E) =1—deg(E) =0
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deg(E) = 0 = vrchol E pfidame do mnoziny M a pokrac¢ujeme krokem
2.

. M ={E} # 0 = vybereme vrchol E a zafadime:
P,=(0,0,A,D,E)
. Vybereme hranu eg:

Pe - (07 07617637647 €5, eﬁ);
deg(B) =1 — deg(B) =0

deg(B) = 0 = vrchol B pfidame do mnoziny M. Nyni vezmeme vrchol
B a ovéfime, zda cp spliuje nerovnost:

cg > cg + cgp, tzn..oo > 0+ 1 = B = (O,E,l)
Pokracujeme dalsi hranou e7:

Pe = (07617637647657 €6, 67);
)

deg(C) =2 — deg(C) = 1;
Ovétime, zda cc spliiuje nerovnost:
cc > cg+cpe, tznioo > 04+ 4= C = (1,E,4)

Prosli jsme vSechny hrany jdouci z vrcholu E, pokra¢ujeme dal$im kro-
kem.

. M ={B} # 0 = vybereme vrchol B a zafadime:
P,=(0,A,D,E,B)
. Vybereme hranu es:

Pe = (61’ €3, €4, €5, €¢, €7, 62);

deg(C) =1 — deg(C) =0
deg(C) = 0 = vrchol C pfidame do M a ovéfime nerovnost cc:
cc > cp+cepe, tznad > 142 = C = (0,B,3);
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Prosli jsme vSechny hrany z vrcholu B, pokracujeme dalsim krokem.
10. M ={C} # 0 = vybereme C.

11. Vrchol C' nema zéadné z néj vedouci hrany, proto pokracujeme znovu
krokem 2.

12. M = () = konec algoritmu.

Pomoci algoritmu pro hledéni nejkratsich cest v acyklickych grafech jsme
zjistili, ze C' = (0, B, 3), tedy, Ze nejkratsi cesta z vrcholu E do vrcholu C'
vede pres vrchol B a ma délku 3.

Matice vzdalenosti

Matice vzddlenosti (distance matrix) nam udava délku jednotlivych cest mezi
vSemi vrcholy. Definujeme ji takto:

Definice 4.7. Necht G = (V, E) je graf. Usporadame-li libovolné, ale pevné
jeho mnoZinu vrcholt vy, ..., v,, hran ey, ..., e, a poloZime-li ¢;; rovno vzda-
lenosti (nejkratsi cesté) mezi vrcholy v; a v;, pak hranové ohodnocenému
neorientovanému grafu muzeme priradit matici vzddlenosti D¢ takto:

¢;; pokud mezi vrcholy v;, v; (i # j) je cesta;
D¢ = ||di;||, kde di; = ¢ oo pokud mezi vrcholy v;, v; (i # j) neni cesta;
0 pokudi=j.

a v pripadé hranové ohodnoceného orientovaného grafu takto:

ci; pokud existuje orientované cesta mezi vrcholy v; a v; tak,
ze v; je jeji pocatecni a v; koncovy vrchol, kde @ # j;
d;j = § oo pokud neexistuje orientovand cesta mezi vrcholy v; a v; tak,
ze v; je jeji pocatecni a v; koncovy vrchol, kde @ # j;
0 pokudi=j.
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Priklad 4.8. Matice vzdalenosti pro orientovany graf na obrézku 4.2:

0 1 8 o0 4
6 0 7 o 3
Dac=12 3 0 oo 6
5 6 6 0 2
3 4 4 o 0

K nalezeni matice vzdalenosti mizeme vyuzit 2 algoritmi, které si zde
uvedeme.

4.7 Upravené nasobeni matic

Upravené nasobeni matic, pomoci kterého jsme schopni ziskat matici vzdale-
nosti, vychézi z jiz zminované matice délek, kterou oznac¢ime U;. Tuto matici
upravime pomoci piislusného algoritmu. Tim ziskdme dalsi matici Us, kte-
rou zase upravime pomoci stejného algoritmu. Postupné takto dostaneme
posloupnost matic Uy, ...,U,_1, kde n je ¢islo, které nam udava pocet hran
pres kolik ,,muzeme jit*. Jelikoz vime, Ze zadné cesta na n vrcholech nemuze
obsahovat vice nez n — 1 hran, je U,_; = U vysledna matice vzdéalenosti.
Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.
2. E ... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana ey, ..., e, € E je ve tvaru e, = (v;,vj, ¢x), kdy v neorien-
tovaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany e, a ¢, délka dané hrany
k. V orientovaném grafu je v; pocatecni a v; koncovy vrchol hrany ey,

4. Hg ... matice délek grafu.

5. Uy,...,U, ... posloupnost matic, kdy kazdy prvek wu,(7, j) matice U,
ktery ma vlastnost takovou, ze u,(i, j) je délka nejkratsi cesty z vrcholu
v; do vrcholu v;, kterd mé nejvyse p hran.

6. n... proménna, kterd nam udéava pocet vrcholu daného grafu.

Algoritmus:

1. Vychazime z matice délek grafu Hg, kterou si oznacime jako matici Uy
a pocet vrcholi si oznacime n.

2. Pocitame matice U,.
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(a) Zname-li matici U,_1, pak vypocitame matici U, takto:
up(i, ) = min{up—1 (i, k) + da(k, ) };

(b) Matice U, poc¢itame dokud neplati, ze U, = U,_; = U, coz je
vysledna matice vzdalenosti.

Priklad 4.9. Vypocitejte pomoci upraveného nésobeni matic matici vzdale-
nosti pro graf na obrazku 4.2.

ResSeni:

1. Matici délek Hg nastavime jako Uy:

=
I

S5
I

0 1 oo oo ™
o 0 oo oo 3
2 oo 0 oo o
oo oo oo 0 2
3 oo 4 oo 0

u(L,2) + ha(2,5) = 1+ 3 = 4 = us(1,5);
u1(2,5) + ha(5,1) =3+3 =06 =us(2,1);
u1(2,5) + ha(5,3) =3 +4 =7 =us(2,3);
u1(3,1) + he(1,2) =2+ 1 =3 =uy(3,2);
ui(4,5) + ha(5,1) =2+3 =5 =us(4,1);
w(4,5) + ha(5,3) = 2+ 4 = 6 = us(4, 3);

Matice U, tedy je:

0 1 oo oo 4
6 0 7 o 3
Uo=12 3 0 oo o©
5 co 6 0 2
3 4 4 oo 0

3. Provedeme vypocty pro ziskanou matici Uy (vypsény jsou pouze pii-
pady, kdy probéhla néjaka zména):

ug(1,2) + hg(2,3) =1+ 7 =8 =us(1, 3);
uz(3,1) + ha(1,5) =2+4 =6 = u3(3,5);
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Matice Us tedy je:

Us

I
WUl OO
B WO
B O O~
g o888
OO W

4. Vypocty provedené na matici Us, diky kterym ziskdme matici U,, ndm
uz vyslednou matici nezméni, zjistime tak, ze U3 = Uy, coz se rovna
vysledné matici vzdalenosti U:

0 1 8 oo 4
6 0 7 oo 3
U:U4:U3: 2 3 0 oo 6
5 6 6 0 2
3 4 4 o0 0

Tento zpiisob vypoctu matice vzdalenosti je sice lehky na pochopeni, ale
zbyteéné pracny. Vypocet lze zrychlit tim, Ze misto celé posloupnosti matic
budeme pocitat jen ty, kde p je mocninou dvojky dokud p > n — 1. Rychlejsi
a jednodussi zpusob vypoctu matice vzdélenosti je Floyduv algoritmus.

4.8 Floyduv algoritmus

Floyduv algoritmus prevadi, stejné jako predchozi algoritmus, matici délek
na matici vzdalenosti. Vysledkem tohoto algoritmu tedy je matice, ve které
jsou uvedeny délky nejkratsich cest z libovolného vrcholu do vSech ostat-
nich vrcholi. Stejné jako u upraveného nasobeni matic i u tohoto algoritmu
postupné pocitdme posloupnost matic Uy, ..., U,, kde n je pocet vrcholi.

Pomocna struktura:

1. V... mnozina vSech vrcholi grafu.
2. F... mnozina v8ech hran grafu.

3. Kazda hrana eq,... e, € E je ve tvaru e = (v;, v, ¢x), kdy v neorien-
tovaném grafu jsou v; a v; krajni vrcholy hrany ey, a ¢, délka dané hrany
k. V orientovaném grafu je v; pocatecni a v; koncovy vrchol hrany ey,

4. Hg ... matice délek grafu.
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5. Uo,...,U,... posloupnost matic, kdy kazdy prvek u,(i, j) matice U,
ktery ma vlastnost takovou, ze u,(i, j) je délka nejkratsi cesty z vrcholu
v; do vrcholu wj;, kterd kromé vrcholt v; a v; dale prochazi jen pres
vrcholy z mnoziny {1,2,...,k}.

6. n... proménnd, kterd ndm udéava pocet vrcholi daného grafu.

Algoritmus:

1. Vychazime z matice délek grafu H¢, kterou si oznacime jako matici U
a pocet vrcholtu si oznacime n.

2. Vypocitame matici Uy: Zname-li matici Uy_1, pak vypocitdme matici
U, takto:
uy (1, j) = min{ug_1 (i, k) + up—1(k, j); ur—1(4, j) }
Vybirdme a poc¢itame jen prvky z k-tého sloupce a k-tého radku.

3. Krok 2 opakujeme, dokud neprojdeme vsechny radky s sloupce. Po-
sledni dosazena matice je nami hledand matice vzdalenosti.

Poznamka 4.9. Prvky wu(i,7) nemusime podcitat, jelikoz ty se v hranové
nezaporné ohodnoceném grafu neméni. Stejné tak nemusime pocitat prvky
ug(i, k) a ug(k, j), pokud alespon jeden z nich je nekonec¢no.

Poznamka 4.10. Pii vypoctu je vyhodné si kazdou matici napsat zvlast.
Na pocitaci je to ale zbytecné, protoze vypocet lze provést v jediné matici,
kterou jen ménime. PTi vytvareni matice Uy se k-ty tadek a k-ty sloupec
nemeéni.

Priklad 4.10. Vypocitejte pomoci Floydova algoritmu matici vzdalenosti
pro graf na obrazku 4.2.

ResSeni:

Pozndmka: V maticich jsou tucné zvyraznény sloupce a rdadky se kterymi vZdy
v ndsledugicim kroku pracujeme.

1. Matici délek Hg nastavime jako matici Up:

0 1 oo 0o o™
o 0 oo oo 3
Uy=Hg=1| 2 oo 0 oo o0
oo oo oo 0 2
3 oo 4 oo 0
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2. Vypocitame nasledujici matici U; podle navodu v kroku 2. Prochézime
jednotlivé prvky v prvnim fadku a prvnim sloupci a podle vyse uve-
deného kriteria pii nalezeni nového minima zmeénime na daném misté
prvek v matici Uy. Vybereme tedy prvni prvek z 1. fadku, ktery méa
smysl pocitat (viz. poznamka 4.8) a provedeme:

u1(3,2) = min{up(3,1) + up(1,2);ue(3,2)};
tedy
u1(3,2) = min{2 + 1;00} = u1(3,2) = 3;
pokrac¢ujeme dalsim prvkem:
u1(5,2) = min{uo(5, 1) + uo(1,2);u0(5,2)};
tedy

u1(5,2) = min{3 + 1;00} = uy(5,2) = 4.

To jsou v8echny vypocty pro matici Uy, které ma smysl poc¢itat. Matice
U, tedy je:

Ux

Il
w @ wg o
n g wo
LR
g8 88
o8 ws

3. Pokracujeme vypoctem matice Us z matice U;. Prochazime jednotlivé
prvky ve druhém radku a druhém sloupci. Tedy:

ug(1,5) = min{ui(1,2) + u1(2,5); uy ;
us(3,5) = min{ui(3,2) +u1(2,5);u1(3,5)}.

Odtud

ug(1,5) = min{l + 3; 00} = uy(1,5) = 4;
uz(3,5) = min{3 + 3;00} = uz(3,5) =6
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Matice U, tedy je:

0
00
U= | 2
00
3

»&8030»—
~3 o83
g =888

O N O W

. Pokracujeme vypoc¢tem matice Us z matice Us. Prochazime jednotlivé
prvky ve tfetim fadku a tretim sloupci. Pii prochazeni jednotlivych
prvki nam v matici nedoslo k zadné zméné, proto matice Us je stejné

jako matice U, tedy:

0
00

2
oo

3

%8000»—
=8 =823
8823838

O N O W

. Pokracujeme vypoc¢tem matice Uy z matice Us. Prochazime jednotlivé
prvky ve ¢tvrtém radku a ¢tvrtém sloupci. PTi prochazeni jednotlivych
prvki ndm znovu v matici nedoslo k zadné zméné, proto matice Uy je

stejné jako matice Uz a U; tedy:

0
o0
U=Us=Uy= | 2
o0
3

Hk8 w O =
8 o8 8

SN O W

. Pokracujeme vypoc¢tem posledni matice Us. Prochazime tedy prvky v

patém radku a patém sloupci:

us(1,3) = min{ug(1,5) + ug(5
us(2,1) = min{ug(2,5) + ug(5
us(2,3) = min{ug(2,5) + ug(5
us(4,1) = min{ug(4,5) + ug(5
us(4,2) = min{uy(4,5) + us(5
us(4,3) = min{ug(4,5) + ug(5
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tedy

us(1,3) = min{d + 4;00} = us(1,3) = §;
us(2,1) = min{3 + 3;00} = us(2,1) = 6;
us(2,3) = min{3 + 4,00} = u5(2,3) = T;
us(4,1) = min{2 + 3;00} = u5(4,1) = 5;
us(4,2) = min{2 4+ 4; 00} = us(4,2) = 6;
us(4,3) = min{2 + 4; 00} = us(4,3) = 6.

Matice Us a tedy vysledna matice vzdalenosti U je:

0 1 8 oo 4
6 0 7 oo 3
U=Us=12 3 0 oo 6
5 6 6 0 2
3 4 4 oo 0

4.9 Hledani nejdelsi cesty v grafech

Vs8echny zde diive uvedené algoritmy hledaly v grafech nejkratsi cestu. Nékdy
ale potfebujeme v grafu najit naopak cestu nejdelsi. Kvili tomuto nemusime
vymyslet zadné nové algoritmy, staci pouzit jiz zde uvedené, jen s mirnymi
modifikacemi. Nejjednodussi modifikace jsou:

1. Mzeme zménit znaménka u vSech délek hran na opa¢na a pouzit jiz
uvedené algoritmy pro hledani nejkratsich cest. Diky této zaméné bu-
dou nyni nejdelsi cesty nejkratsimi a opacné.

2. MuzZeme obratit nerovnost v trojthelnikové nerovnosti ¢; > ¢; + ¢;;
na ¢; < ¢; + ¢;;. Pii této zmeéné nesmime ale zapomenout zménit také
hodnotu oo na —oo pii inicializaci vrchola.

Poznamka 4.11. Zde uvedené algoritmy byly upraveny kvuli odlisné in-

terpretaci. Puvodni algoritmy, ze kterych tyto algoritmy vychézi, je mozné
nalézt ve skriptech [1] v kapitole 4 na strané 31.
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5 Souvislost grafu a hledani komponent souvis-
losti

V' predchozich kapitolach jsme si uvedli algoritmy pro prohledavani grafta
a zjistovani dostupnosti jednotlivych vrcholu a také algoritmy pro hledéni
nejkratsich cest v hranové neohodnocenych i ohodnocenych grafech. Nyni si
ukazeme, jak se daji tyto algoritmy vyuzit pro zjisténi souvislosti grafii a
také si ukdzeme jeden novy algoritmus, ktery nam pomuze urcit jednotlivé
komponenty souvislosti. Co znamena, ze je graf souvisly, jsme si jiz Fekli.
Nyni si potfebujeme Tici, co to jsou jeho komponenty souvislosti.

Definice 5.1. Komponentou souvislosti grafu G = (V, E) nazveme kazdy
maximélni souvisly podgraf, ktery neni obsazen ve vétsim souvislém pod-
grafu. Nebo-li je to maximalni souvisla ¢ast grafu G.

Definice 5.2. Komponentu souvislosti grafu G = (V, F) nazveme silnd kom-
ponenta souvislosti, jestlize je to takovy podgraf grafy GG, ve kterém pro kazdé
jeho dva vrcholy v;,v; € V existuje cesta z v; do v; a zaroven z v; do v;. V
opacném pripadé tuto komponentu nazveme slabd komponenta souvislosti.

Priklad 5.1. Z kolika komponent souvislosti se skladé graf na obrazku 5.17

A\

D v E
F

Obr. 5.1
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P1i blizsim zkouméni zjistime, Zze graf neni souvisly, ale sklada se ze dvou
souvislych silnych komponent.

5.1 Zjisténi souvislosti grafu
Na zjisténi toho jestli je graf souvisly nebo ne, miizeme vyuzit nasledujictho:

1. Algoritmy pro prohledavani grafii do hloubky a do sitky. Pokud porov-
name mnozinu zpracovanych vrcholi Z s mnozinou vSech vrchola grafu
V' a zjistime, Ze jsou tyto mnoziny stejné, pak vime, Ze dany neorien-
tovany graf je souvisly, pfipadné orientovany graf je slabé souvisly.

2. Matice vzdélenosti, kterou ziskdme napt. Floydovym algoritmem nebo
upravenym nésobenim matic z matice délek. Pokud vysledna matice
vzdalenosti nebude obsahovat zadné oo, pak vime, Ze neorientovany
graf je souvisly, pfipadné orientovany graf silné souvisly.

Definice 5.3. Souctovd matice T; ndm udéava pocet vsech sledu grafu G =

(V, E) délky n, kde
n = min{|V(G) — 1|; |E(G)|};

kterymi se dostaneme z vrcholu v; do vrcholu v;. Sou¢tovou matici T mu-
zeme ziskat ze souctu mocnin matice sousednosti S¢, nebo-li:

Te =S+ S&+...+S%

5.2 Urceni komponent souvislosti

Pomoci tohoto algoritmu budeme moci uré¢it jednotlivé komponenty souvis-
losti a podle toho urcit souvislost grafu. Tento algoritmus vychazi z matice
sousednosti, piipadné ho lze lehce upravit pro sou¢tovou matici.
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Pomocna struktura:
1. V... mnozina vrcholi grafu.
2. E ... mnozina hran grafu.

3. K, ... pomocné pole pro vrcholy, které jsou v komponenté souvislosti
s vrcholem wv.

4. K,, ... hodnota vrcholu v; v poli K.

5. n... proménna udavajici poc¢et vrchola v grafu.

Algoritmus:
1. Zékladni nastavent:
(a) Vyprazdnime pole K, a nastavime vSechny hodnoty na 0.
(b) Proménné n pfifadime pocet vrchola v grafu.
(c) Upravime matici sousednosti na sou¢tovou matici.
2. Zjistime, jestli pro alespon jeden vrchol v; v poli K, plati: K, = 0.

(a) Pokud ano, pak vybereme libovolny vrchol, pro ktery tato rovnost
plati a provedeme:

(b) Pokud neexistuje vrchol, pro ktery tato rovnost plati, pokrac¢ujeme
krokem 4.

3. Zkousime, jestli se z jeho dostupnych sousednich vrchold v;, pro které
plati:

dostaneme do vrcholu v;.

(a) Pokud ano, pak nastavime vrchol K, = i.
(b) Pokud ne, nic neménime a pokra¢ujeme znovu krokem 2.
(c) Pokud neexistuje zadny vrchol, ktery bychom mohli vyzkouset,

pokracujeme krokem 2.

4. Algoritmus konéi. Vrcholy v poli K, které jsou v tomto poli reprezen-
tovany stejnym vrcholem, jsou spolu v jedné komponenté souvislosti.
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Poznamka 5.1. Pro hledani dostupnych vrcholti mtizeme vyuzit jakéhokoliv
zde jiz diive uvedeného algoritmu.

Priklad 5.2. Urcete komponenty souvislosti orientovaného grafu na obrazku
5.2 pomoci algoritmu pro hledani komponent souvislosti.

B

Obr. 5.2
Reseni:
1. Vyprazdnime pole K, a vSechny hodnoty nastavime na 0, tedy:
K, =(0,0,0,0,0)
Nastavime pocet vrcholu:
n=2>:

A upravime matici sousednosti S na sou¢tovou matici T podle vzorce
Te = Sg+ Sé + Se. + ...+ S&, tedy:

0O 01 1 1
1 01 0 1
Se=10 0 0 0 O
01 0 0 1
0O 01 0 0

Vynésobime-li matici S sebe samou, dostaneme matici S?, tedy:

R

I
oo oo
coo o~
= I R
coo RO
O = O = =



Matici S? dostaneme vynasobenim matic S? a S a matici S* ziskdme
napf. vynasobenim matice S? sebe samou. Tim dostaneme matice:

10201 00 2 11
01 101 1 0201
S2=10 0 0 0 0|Stk=|0 0 0 0 0
00 2 11 01101
00000 00000

7 téchto matic jiz pomoci zminovaného vzorce snadno ziskame vysled-
nou souctovou matici:

11 6 2 4
21 6 1 4
Tc=10 0 0 0 O
1 2 5 1 4
0 01 0O

. Ovéfime, zda alespoini pro jeden vrchol v; plati: K,, = 0. Jelikoz pole
K, = (0,0,0,0,0), pak pozadavek splimji vSechny vrcholy. Takze si
vybereme napfiklad vrchol A a provedeme:

K, =A

. Nyni ovéfime dostupnost vrcholu A pro jeho dostupné sousedy, pro
které plati:

K, =0

Z vrcholu A jsou vSechny ostatni vrcholy dosazitelné (Cervend), ale
vrchol A je dosazitelny pouze pro vrcholy B (modrd) a D (zelend). Pro
tyto vrcholy provedeme:

=AK,, =A

B ) VD

B B
A@C A@C
E D E D
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Nyni pokracujeme krokem 2.
4. Pole K, = (A, A,0,A,0), pozadavek K, = 0 spliuji vrcholy C' a E.
Vybereme si naptiklad vrchol E a provedeme:

K

VE

=F

5. Nyni ovéfime dostupnost vrcholu E pro jeho dostupné sousedy (Cer-
vend), pro které plati:

K, =0

J

z vrcholu E je dosazitelny pouze vrchol C'; ale opac¢né toto neplati.
Proto pokracujeme krokem 2.

6. Pole K, = (A, A,0,A, E), pozadavek K,, = 0 spliuje jen vrchol C.
Proto si ho vybereme a provedeme:

K

vc

=C
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7. Nyni ovéfime dostupnost vrcholu C' pro jeho dostupné sousedy, pro
které plati:

Neexistuje ale zadny vrchol, ktery by tento pozadavek splhoval, proto
pokracujeme krokem 2.

8. Pole K, = (A, A,C, A, E), pozadavek K, = 0 nespliiuje zadny vrchol.
Pokracujeme tedy krokem 4.

9. Konec algoritmu. Komponenty souvislosti tohoto orientovaného grafu
tedy jsou:

K, ={A,B,D}; Ky ={C}; K3 = {E};

Tyto komponenty souvislosti jsou silné komponenty souvislosti.
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6 Toky v sitich

V posledni kapitole se budeme zabyvat toky v sitich a algoritmy, které nam
pomohou najit maximélni tok v této siti. Sit a toky v siti si miizete predsta-
vit napfiklad jako potrubi, kterym protéka voda a nebo treba jako sit silnic,
kterou jezdi automobily. Problém, ktery budeme chtit vyTesit je, jak prenést
co nejvice toho néceho (napt. vody v potrubi), z poc¢ateéniho mista (zdroje)
do cilového mista (stoku), za ur¢itych omezeni, kterymi jsou kapacity jed-
notlivych cest.

Definice 6.1. Siti nazveme ¢tvetici S = (G, z, s,w), kde G je orientovany
graf, vrcholy z,s € V(G) jsou zdroj a stok (spotiebic¢) grafu G a zobrazeni
w: E(G) — R* je kladné ohodnoceni hran nazyvané kapacita.

K reprezentaci téchto siti budeme tedy vyhradné pouzivat orientované
grafy s kladnym ohodnocenim hran.

Piiklad 6.1. Priklad sité se zdrojem a stokem:

Definice 6.2. Tokem v siti S = (G, 2, s,w) nazveme funkci f : E(G) — R{,
které splnuje:

1. Pro kazdou hranu e € E(G) plati:
0< fe) <wle)

nebo-li tok v siti je vzdy kladny a neni vétsi nez kapacita prislusné
hrany.

2. Pro kazdy vrchol v € V(G), ktery neni zdroj ani stok (tzn. v # z,s),
plati:

> fle)= > fle)

e€E~(v) e€ET(v)
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Tedy, ze odtok kazdého vrcholu musi byt roven pfitoku do tohoto vr-
cholu. Tento vztah se nazyva Kirchhoffiv zékon.

Poznamka 6.1. Tok F a kapacitu hran C' budeme u kazdé hrany jednoduse
zapisovat jako F'/C.

Piiklad 6.2. Priklad sité se zdrojem, stokem, kapacitou hran a tokem:

A (217) B

(1/3)

Definice 6.3. Velikost toku znacime |f| a plati:
fl= 22 f2) = > f2);
ecE+ e€E~
nebo-li je to soucet toho co nam do stoku piitéka, bez toho co nam ze stoku
odtéka.
Definice 6.4. Maximdlnim tokem nazveme
maz|fl;

tedy nejveétsi tok, ktery jsme schopni poslat ze zdroje do stoku.

Definice 6.5. Rezem grafu nazveme podmnozinu hran £’ C E mezi zdrojem
z a stokem s tak, ze v podgrafu G' = (V, E'\ E') neexistuje zadna orientovana
cesta ze zdroje z do stoku s.

Definice 6.6. Velikosti ezu nazveme soucet kapacit hran fezu E’, nebo-li:
B =) w(e)
eck’

Véta 6.1. Maximdlni velikost toku ze zdroje z do stoku s v siti S je rovna
mimimalni velikosti Tezu mezi zdrojem a stokem.

Dikaz této véty muzeme nalézt napiiklad ve skriptech [4] na strané 95.
Tato véta je také znama jako Ford-Fulkersonova véta o maximdlnim toku
a minimdlnim Tezu.
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Priklad 6.3. Priklad minimalniho fezu grafu:

Definice 6.7. Nenasycenou cestou nazveme neorientovanou cestu v grafu
G = (V, E) ze zdroje z € V(G) do stoku s € V(G), tzn. posloupnost hran
e, ...,en € B(G), kde:

fle) < w(e;),Ve; € E(G) ve sméru ze zdroje z do stoku s.
Definice 6.8. Rezervou nazveme hodnotu:
r(e;) = w(e;) — f(e;),Ve; € E(G) ve sméru ze zdroje z do stoku s.

Definice 6.9. Zlepsujici cestou nazveme kazdou orientovanou cestu ze zdroje
z do stoku s, jejiz kazd& hrana méa nenulovou rezervu.

6.1 Ford-Fulkersoniv algoritmus

Tento algoritmus se zaklada na velmi jednoduché myslence. Pokud existuje
néjaké zlepsujici cesta ze zdroje z do stoku s, tedy, ze kazda hrana na této
cesté ma jesté rezervu, pak na vSech hranach této cesty navysime hodnotu
toku o maximélni hodnotu o jakou lze tok zvysit. Tedy o nejmensi rezervu
nékteré hrany na této cesté. Cely postup opakujeme, dokud jiz nebude exis-
tovat zadna zlepsujici cesta. Algoritmus je uréen pouze pro orientované grafy
(sité).

Pomocna struktura:
1. V... mnozina vrchold grafu G.

2. E ... mnozina hran grafu G.

3. Kazda hrana ey, ..., e, € E je orientovana a ve tvaru e; = (v;, vy, wy),
kde v; je poc¢atecni vrchol, v; je koncovy vrchol hrany ey a wy, je kapacita
hrany mezi vrcholy v; a v;.
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4. F, ... pomocné pole pro uchovani hodnoty toku jednotlivych hran.
5. R, ... pomocné pole pro uchovani hodnoty rezervy jednotlivych hran.

6. r... proménna pro uchovani hodnoty minimélni rezervy.

Algoritmus:

1. Zakladni nastaveni:
(a) Vytvorime nulovy tok tak, Ze vSem hranam pfifadime tok:
fle:) = 0;
(b) Proménnou r nastavime na hodnotu 0.

2. Nalezeni zlepsujici cesty:

(a) Pro kazdou hranu e; ozna¢ime r; jeji rezervu. Plati, ze:
ri > 0;
a nastavime v pomocném poli R, na:
R, = w(e;) — f(e);
kde f(e;) je aktuélni tok hranou e;.

(b) Hledame nenasycenou cestu ze zdroje z do stoku s. K tomuto
ucelu muzeme vyuzit napiiklad jiz ndm znamé algoritmy pro pro-
hledavéani grafu.

i. Pokud zadna zlepsujici cesta nebyla nalezena, algoritmus konci,
nalezli jsme maximalni tok v siti.

ii. Pokud jsme nalezli zlepsujici cestu, pak vybereme nejmensi
rezervu r na nasi nalezené nenasycené cesté, tedy:

r = min{r;};
3. Nasyceni toku

(a) Tok f na nalezené cesté nasytime o minimélni rezervu, tedy tok
kazdé hrany na nasi nenasycené cesté zvysime o minimalni rezervu
a také rezervu kazdé hrany snizime o minimalni rezervu. Tedy:

F., = f(e) +r

(b) Pokra¢ujeme krokem 2.
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Obr. 6.1

Priklad 6.4. Najdéte maximéalni tok v siti na obrazku 6.1:

Reseni:

1. Vypréazdnime proménnou r a vytvorime nulovy tok, tedy:
r=0;Ve; : f(e;) = 0;

A (017 B

(0/3)

2. Pro kazdou hranu oznac¢ime jeji rezervu a nastavime pomocné pole R.:
R.=(5,8,3,7,3,3,4,3,1,6,2,4)

Hleddme nenasycenou cestu ze zdroje z do stoku s, nalezli jsme napii-

klad nenasycenou cestu jdouci hranami: e, eg, €19 a vybereme nejmensi

rezervu r na nasi cesté, tedy:

r = min{ey, g, €10}, tzn..min{8,1,6} =1

81



3. Nasytime tok na nalezené cesté o miniméalni rezervu:
F.=1(0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0)

A (0/7) B

a pokracujeme znovu krokem 2.

4. Oznacime a nastavime rezervy jednotlivych hran:
R.=(5,7,3,7,3,3,4,3,0,5,2,4)
Hleddme nenasycenou cestu ze zdroje z do stoku s, nalezli jsme napii-
klad nenasycenou cestu jdouci hranami: ey, e4, eg a vybereme nejmensi

rezervu r na nasi cesté, tedy:

r = min{e, ey, €6}, tzn.omin{5,7,3} =3
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5. Nasytime tok na nalezené cesté o minimalni rezervu:
F.=(3,1,0,3,0,3,0,0,1,1,0,0)

A (317) B

a pokracujeme znovu krokem 2.

6. Oznacime a nastavime rezervy jednotlivych hran:

R.=1(2,7,3,4,3,0,4,3,0,5,2,4)
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Hleddme nenasycenou cestu ze zdroje z do stoku s, nalezli jsme na-
priklad nenasycenou cestu jdouci hranami: es, e;5 a vybereme nejmensi
rezervu r na nasi cesté, tedy:

r = min{es, e1a}, tzn.min{3,4} =3

7. Nasytime tok na nalezené cesté o minimalni rezervu:
F.=(3,1,3,3,0,3,0,0,1,1,0,3)

A (3/7) B

a pokracujeme znovu krokem 2.
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8. Oznac¢ime a nastavime rezervy jednotlivych hran:
R.=1(2,7,0,4,3,0,4,3,0,5,2,1)
Nalezli jsme cestu: es, e5, €4, €7, €1p.

r = min{ey, €5, €4, €7, €10}, tzn..min{7,3,4,4,5} = 3;

9. Nasytime tok na nalezené cesté o miniméalni rezervu:
F.=(3,4,3,6,3,3,3,0,1,4,0,3)

A (6/7) B

(0/3)

a pokracujeme znovu krokem 2.

10. Oznacime a nastavime rezervy jednotlivych hran:

R.=1(2,4,0,1,0,0,1,3,0,2,2,1)
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Nalezli jsme cestu: es, eg, e7, €11, €19;

r = min{ey, €g, €7, €11, €12}, tzn.omin{4,3,1,2,1} =1

11. Nasytime tok na nalezené cesté o minimalni rezervu:
F.=(3,5,3,6,3,3,4,1,1,4,1,4)
a pokracujeme krokem 2.

A (6/7) B

12. Oznacime a nastavime rezervy jednotlivych hran:

R.=(2,3,0,1,0,0,0,2,0,2,1,0)
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Nenalezli jsme zadnou zlepsujici cestu = algoritmus kon¢i. Nalezli jsme
maximalni tok v siti, ktery je velikosti 11.

A (617) B

Poznamka 6.2. Zpusobt, jak k maximalnimu toku v siti dojdeme, muze
byt nékolik, ale hodnota maximalniho toku je vzdy stejna.
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Z.Avér

Cilem této prace bylo nazorné a jednoduse ¢tenari predstavit a popsat
princip fungovani nékolika zékladnich grafovych algoritmu. U kazdého algo-
ritmu definovat vS8e potiebné, popsat jeho strukturu, vlastni algoritmus a
ukézat po jednotlivych krocich s nazornou ilustraci jeho fungovani na pri-
kladu. Domnivam se, Ze tento cil byl tspésné naplnén. Do této prace bylo
zahrnuto jen nékolik vybranych algoritmi pro prohledavani grafi, hledani
nejkratsich cest a tokt v siti. OvSem algoritmii pro feSeni zde uvedenych,
pripadné dalsich grafovych problémii, jako napt. algoritmy pro barveni grafu,
hledani Eulerovskych tahi nebo Hamiltonovské kruznice je velké mnozstvi
a vysledna prace i s vySe uvedenymi algoritmy by rozsahem mnohonasobné
prekrocila dany rozsah. S dalsimi algoritmy zde neuvedenymi, které fesi vyse
zminénou problematiku se muzete seznéamit v literature uvedené v referen-
cich na konci této prace.

Podle mého nazoru prinosem této prace je, ze podle popisu a obrézku u
jednotlivych pfikladi je velice snadné pochopit fungovani jednotlivych gra-
fovych algoritmii. Toho by se dalo vyuzit napiiklad pii vyuce teorie grafi a
jinych pfedméti, které s teorii grafi a grafovymi algoritmy souvisi.

V piipadé, Ze by se ¢tenar chtél dale zabyvat studiem grafi v pocitadi,
doporucuji pouziti jiz zminénych programi v ivodu. Pro zakladni jednodu-
ché kresleni graft, bez znalosti pfislusného jazyka, program Geogebra [11]
a pro pokrocilejsi praci s grafy, program wxMaxima [12]. Velkou vyhodou
téchto programt je, Ze si je ¢tendl muze volné stahnout a uzivat na svém
dou programu wxMaxima je nutnost znat piislusny jazyk pro komunikaci s
timto programem, proto doporucuji pii jeho pouzivani uzivat manual. Dal-
sim vhodnym programem je Wolfram Mathematica [13|. Jedn4 se o obdobny
program jako wxMaxima, ale podle mého nézoru ma lépe a prehlednéji vy-
tvofeny manuél. Jeho velkou nevyhodou ovsem je, Ze se jedna o placeny
software. Po registraci ho lze sice vyuzivat 30 dni, ale nelze z néj exportovat.
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