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Anotace

Bakalatskd prace Skladani papiru ve vyuce matematiky se zabyva vyuzitim origami
v feSeni matematickych probléma. Nejprve se vpraci vénuji historii origami
a zadkladnim konstrukcim sklddani neboli Huzita-Hatori axiomy. V dal§i ¢asti jsou
feSeny a dokazany problémové ulohy neteSitelné euklidovskou konstrukci, tecna
k dvéma parabolam, trisekce uhlu a duplikace krychle. V zavére¢né Casti jsou uvedeny

postupy konstrukci s ditkazy, které lze vyuzit ve vyuce matematiky.

Annotation

The bachelor thesis Paper folding in teaching mathematics deals with the usage of
origami to solve mathematic problems. In the introduction the history of origami
and basic contructions of composing, so called Huzita-Hatori axioms, are mentioned.
In next part, the problem tasks which are unsolvable with Euclidean construction,
the tangent to two parabolas, angle trisection and duplicating of the cube are solved
and proven. In conclusion, procedures of contructions with proofs which can be used in

teaching the mathematic, are given.
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1 Uvod

Skladani papiru, origami, se vyuziva v mnoha vé&dnich disciplinach, od uméni,
architektury az po medicinu. V mé bakalaiské préaci chci ukézat, jak lze skladani
papiru vyuzit ve vyuce matematiky jako didaktické pomtcky a k feSeni matematickych
problémti. Zaclenéni origami do vyuky podnécujici Zdky k zamySleni nad danou

problematikou z jiného uhlu pohledu.

Préace je rozdélena na Ctyfi kapitoly, v prvni se vé€nuji historii skladani, kde vznikly
prvni skladanky a za jakym ucelem. Nasledujici kapitola je o zakladnich konstrukcich
skladani, neboli Huzita-Hatori axiomech, ty ndm demonstruji 7 zakladnich typi
ptelozeni papiru a jejich vyuziti. PfedevSim se budu vénovat 6. axiomu, ktery ptesahuje
euklidovskou konstrukci a napiiklad umoziuje vytvofeni spolecné teCny k dvéma
paraboldm. Nasledné je vénovana samostatnd kapitola trisekci thlu a duplikaci krychle,
klasickym antickym problémiim, s postupy feseni a ditkazy. Posledni kapitola je tvofena
konstrukcemi, které jsou vyuzitelné ve vyuce, déleni tiseCky na 3, 5, ..., n Casti,
konstrukci rovnostranného trojihelniku, pravidelného Ctyfsténu a pythagorejského
trojuhelniku. Tyto konstrukce mohou byt ndpomocny k pochopeni dané latky,
predev§im pro jejich ndzornost a prostorovou manipulaci. U kazdého modelu uvadim

postup slozeni a diikaz, k objasnéni danych piehybu.



2 Historie origami

Origami je japonsky ndzev pro sklddani papiru, téz paper folding. Oznaceni vzniklo
roku 1880 spojenim dvou slov ,,oru“ (skladani) a ,kami“ (papir), do té¢ doby
se pouzivaly ndzvy risue, orimono a orikata. Pojem origami se pouziva bézn¢ v Americe
a témdf po celé Evropé, ve Spanélsku maji pro sklddani papiru specidlni

nazev papiroflexia [1], [3].

Pocatek vzniku origami nelze presné ur€it, jelikoZ nejsou dochovany pisemné
doklady o prvnim skladani. Japonci si stoji za tim, Ze origami vzniklo v Japonsku a do
Spanélska se dostalo prostiednictvim Maurt. Jiné zdroje tvrdi, Ze za¢atky skladani
papiru se na obou kontinentech, ve Spanélsku a v Japonsku, vyvijely nezavisle na sobg,

piedevsim z hlediska odlisného ndhledu na vyuziti skladani [3].
2.1 Vyvoj skladani v Japonsku

Pocatky origami jsou tésné spojeny s pocatkem vyroby papiru. Vyrobu papiru
vynalezli Cifiané kolem roku 105 n. 1, snaZili se vSe utajit, ale postupem &asu
se tajemstvi vyroby pifes Koreu dostalo v 6. stoleti do Japonska. Papir byl velmi drahy
a nabozensky uctivany, proto se prvni skladanky zné¢j vyuzivaly k nabozenskym
ucelim, predevsim k vyzdobé Sintoistickych svatyni pii obfadech. Zakladni vyzdobou
svatyni byly papirové fetézy, které mély presny postup skladani. Retézy byly pouZivany
k odd€leni posvatnych mist, kam mohl vstoupit pouze duchovni piedstaveny,

od vetejnych mist ve svatyni [1], [2].

Znalost skladani se ustné sdélovala z generace na generaci jako rodinné tajemstvi,
diky tomu nemame 7adné pisemné doloZeni postupli skladani ztohoto obdobi.
Az od 17. stoleti se zacalo na origami nahlizet jako na zdbavu a byly sepsany materidly
se zékladnimi postupy skladani zviratek, ozdob a predmétli s ndboZenskou symbolikou.
Kolem roku 1800 se objevil postup na skladanku jefaba (orizuru), ktery byl symbolem
dlouh¢ho 7zZivota a vazala se knému znama legenda (pokud Cclovék slozi 1000

papirovych jefabu, splni se mu jeho ptani) [1], [2].



Vsechny tyto skladanky se fadily mezi tradi¢ni origami (dens6 origami),
z jednoho kusu papiru, bez dokreslovani a slepovani, s pfesn¢ danym postupem.
Postupem casu a oblibenosti origami vznikaly novinky ve skladdni, které nemaji
striktné dany fad a maji prostor pro kreativitu a jedinecnost, nazyvaji se moderni
origami (s6sako origami). Pro sklddanky moderniho origami je typickeé, ze jsou sloZeny

z n€kolika komponentt [3].
2.2 Pocatky skladani v Evropé

Nejznaméjsi pocatky skladani papiru v Evropé jsou ve Spanélsku, ale i v Italii
se v muzeu zachovaly doklady o sklddani. Italové vymysleli mnoho zpiisobu slozit¢ho
skladani ubrouskti a dochovaly se ndkresy s postupem sloZeni létajici Sipky z papiru
od Leonarda da Vinci. Na rozdil od japonského pojeti origami se ve Spanélsku skladani
(papiroflexia) liSilo tim, Ze je vyuZzivali primarné k feSeni matematickych problémt

a k ndzornosti geometrickych utvara [2], [3].



3 Zakladni konstrukce skladani

P11 skladani papiru pouZivame né€kolik technik prekladani, piikladdme bod na bod,
bod na pfimku, pfimku na ptimku, ¢i rizné kombinace. V roce 1992 italsko-japonsky
matematik Humiaki Huzita vydal ¢lanek Understanding geometry through origami
axioms, ve kterém uvedl Sest zakladnich konstrukci skladani, neboli Huzita axiomu.
Vroce 2001 Koshiro Hatori doplnil Huzita axiomy o 7. a od té doby se uvadéji
spole¢né jako Huzita-Hatori axiomy. Otézce kompletni sestavy jednotlivych moznych
ptekladani papiru se vénoval 1 Robert J. Lang, ktery uvedl, Ze Huzita-Hatori axiomy
jsou kompletni. OvSem prvni, kdo uvedl 7. axiom ve své préci, byl Francouz Jacques
Justin roku 1989, takze by to mély byt spiSe Huzita-Justin axiomy. Jeho objev ovSem

byl a je vétSinou autorti prehlizeny [5], [6], [7].
3.1 Huzita-Hatori axiomy

V nasledujici ¢asti popisi a ilustruji Huzita-Hatori axiomy (01)-(07) z publikace

Roberta J. Langa: Origami and Geometric Construction (2003) [6].

(01) Mame-li dany dva body A; a A, miizeme vytvofit piehyb, prochazejici obéma
z nich. (obr. 3.1.1.)

Obr.3.1.1..; Axiom 1



(02) Mame-li dany dva body A; a A;, mlizeme vytvoftit piehyb tak, aby bod A, lezel
na bodu A,. (obr. 3.1.2.)

Obr.3.1.2.: Axiom 2

(03) Mame-li dany dvé primky p; a p,, mizeme vytvofit pirehyb tak, aby ptimka p;

leZela na ptimce p,. (obr. 3.1.3.)

Obr.3.1.3.: Axiom 3

(04) Mame-li dan bod A, a ptimku p;, miizeme vytvofit piehyb, prochézejici bodem
A; a zaroven kolmy na ptimku p;. (obr. 3.1.4.)



TN

Obr.3.1.4.: Axiom 4

(05) Mame-li dany dva body A;, A, a pfimku p;, miZeme vytvofit piehyb tak, aby

bod A; lezel na ptimce p; a zaroven prochazel bodem A,. (obr. 3.1.5.)

p1 T~

Obr. 3.1.5.: Axiom 5
(06) Mame-li dany dva body A;, Ay a dvé ptfimky pi, p2, miZzeme vytvofit prehyb

tak, aby bod A; lezel na ptimce p; a zarovenn bod A, lezel na pifimce ps.

(obr. 3.1.6.)
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Obr. 3.1.6.: Axiom 6

(07) Mame-li dan bod A; a dv€ pfimky p;, p2, mizeme vytvofit piehyb tak, aby bod

A lezel na ptimce p; a zdrovei byl kolmy na pfimku p,. (obr. 3.1.7.)

Obr 3.1.7.: Axiom 7
Axiomy 01-05 lze jednoduSe sestrojit euklidovskou konstrukei (pomoci

pravitka a kruzitka). Axiom 01 je pouhé prolozeni ptimky dvéma danymi body.

Axiom 02 je vytvoieni osy dvou danych bodi. Axiom 03 je konstrukce osy
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dvou ptimek. Axiom 04 je zalozen na sestrojeni kolmice k dané¢ pfimce danym
bodem [4].

Konstrukce axiomu 05 je o trochu sloZit€jsi neZz konstrukce
piedchazejicich axiomli. Axiom je zaddn body A;, A; a pifimkou p;, pomoci
kruznice k s polomérem |44, | a sttedem v A, ziskame prusec¢ik P pomocné
kruznice k s pfimkou p;. Poslednim krokem je sestrojeni osy thlu PAA,

(Obr. 3.1.8.)

P4 S ) P. ) S~

Obr. 3.1.8.: Konstrukce axiomu 5

Tento axiom je zajimavy piehybem, osou thlu PA,A;, ktery je tecnou
paraboly s ohniskem v bod¢ A; a fidici pfimkou p;. Pro nazornost si ur¢ime
jednu hranu papiru jako pifimku p;, bod A; zvolime libovolné a bod A,
na druhé hrané papiru. Na obrdzku je bod X, bod dotyku tecny, jelikoz spliuje
definici paraboly |XA;| = |XA';|, vzdalenost bodu X a ohniska A; je rovna
vzdalenosti bodu X od fidici ptimky p; (Obr. 3.1.9.). Pro zndzornéni paraboly
dané tec¢nami si zvolime na listu papiru ohnisko A; a hranu papiru jako tidici
piimku p;. Poté budeme ptikladat libovolné body na pfimce p; na bod A;.
Neékolik teCen danych prehybem znazoriuje parabolu danou ohniskem A

a fidici primkou p; (Obr.3.1.10.) [4], [8].

12
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P4

Obr 3.1.9.: PreloZeni papiru podle axiomu 5

Obr. 3.1.10.: Parabola urcena teénami

Axiom 06 je urCitym zdvojenim axiomu 05. Proto analogicky podle
axiomu 05 je bod A; ohniskem a ptimka p; fidici pfimkou jedné paraboly a bod
A, ohniskem a ptimka p, fidici pfimkou druhé paraboly. Vytvofeny piehyb
pomoci axiomu 06 tvofi te¢nu k dvéma parabolam, 1 nebo 3 mozné tecny podle

polohy parabol. Tecna k dvéma paraboldam pfedstavuje teSeni kubicke
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rovnice (obr. 3.1.11.). Jelikoz euklidovskou konstrukci neumime ftesit kubickeé
rovnice, skladdni papiru nam umoznuje feSit i1 ulohy nefeSitelné pomoci

kruzitka a pravitka, napt. zdvojeni krychle a trisekci tthlu [6], [14].

Obr. 3.1.11.: Te¢na ke dvéma parabolam

Axiom 07 je kombinaci pfedchazejicich axiomi, proto se vétSinou

nevyuziva, ale zde ho pro uplnost uvadim.
3.2 Tecna k dvéma parabolam

V ptedchozi kapitole jsem uvedla, ze te¢na k dvéma parabolam predstavuje feseni
kubické rovnice, kterou zde obecné dokazu (R. Geretschldger: Euclidean Constructions

and the Geometry of Origami) [14].
Zvolim si paraboly
pr:(y—n)?2=2a(x—m) a p,:x?=2by.

Spole¢nou te¢nu t parabol p; a p, si zvolim t:y = cx + d, sbody dotyku
Pi(x1,y1) aP,(xy,y,) (Obr.3.2.1.). Uréime si teénu bodem dotyku P; k parabole p;,

ax; —2am

x+n+

(y—n)(yl—n)=a(x—m)(x1—m)<=>y=y1_n yi—n

14



Z toho

a ax; — 2am
c= d=n+———
Yi—n Yi—n
a+ nc d—n
@ylz X1 = +2rn

Nasledn¢ dosadime x; a y; do rovnice paraboly p;.

(y; —n)? = 2alx; —m)

a+cn 2 d—n
:( —n) =2a< +m)
c c

a? d—n+cm
=)

a=2c(d—n+cm)

Déle jako v predchozi ¢asti vyjadiime te¢nu t, ted’ s bodem dotyku P,(x5,,)

k parabole p,.

X2

x-x2=b(y+y2)<=>y=b X =Y

po 2 = 2y

71 (y—n) = 2a(z —m)

Py ey )

t:y=cr+d

Obr. 3.2.1.: Te¢na k dvéma parabolam
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Z toho

X2
c=?=}x2=cb

d= =y, @y,= —d
Nasledn¢ dosadime x, a y, do rovnice paraboly p,.
(cb)? = 2b(—d)

c?b

d=_—2

Konstantu d dosadim do rovnice a = 2c¢(d —n + cm) a po upravach dostanu z
bc?
a=2c|-— - = n+cm

& bcd—2mc?+2nc+a=0

o 3 2m2+2n +a_0
T TRy

Smérnice spolecné tecny parabol p; a p, je feseni ¢ kubické rovnice
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4 Trisekce uhlu a duplikace krychle

Trisekce thlu a duplikace (zdvojeni) krychle patfi mezi tfi klasické problémy
antick¢é matematiky, tim tfetim je kvadratura kruhu. Tyto problémové Ulohy mayji
jednoduché zadani, ovSem slozitou konstrukci. Byly sepsany jiz v 5. stoleti pi. n. L
a nez byla v 19. stoleti dokazana jejich euklidovskd nefeSitelnost (feSeni pomoci
pravitka a kruzitka), se je matematici snazili vyteSit. Skladani papiru ndm umoziuje

fesit dva ze tif antickych problému a tyto konstrukce budu demonstrovat [9], [10].
4.1 Trisekce uhlu

Trisekci Gthlu rozumime rozdé€leni uhlu na tii stejné Casti. Roku 1830 uvedl
matematik Evariste Galois diikaz euklidovské nefesitelnosti, jelikoz feSeni vede

na kubickou rovnici, kterou nelze fesit pomoci kruzitka a pravitka [9].

Pro dilkkaz euklidovské neteSitelnostmi si zvolim thel @ do pravouhlé soustavy
soufadnic body 0(0,0), X(1,0) a Y(cosa, sin ). Jelikoz chceme zjistit 1/3 a budeme
hledat bod Z(cos 1/3 a,sin1/3 a), podle vztahu sina + cos?a = 1 pro libovolné a

sta¢i zjistit cos 1/3 a. Vzorec pro cos 3a si odvodime [15]:
cos3a = cos(2a + @) = cos2a - cosa — sin2a - sina
= (2cos?a — 1) - cosa — 2sin*a - cosa = 2cos3a — cosa — 2(1 — cos?a) - cosa
= 2cos3a — cosa — 2cosa + 2cos®a = 4cos3a — 3cosa

Po tpravach jsme dostali rovnici cos3a = 4cos3a — 3cosa, do které si misto

cos a dosadime x. Dostaneme kubickou rovnici:

; 3 1 3 =0
X% —gX —gcos3a=

17



OvSem pomoci skladani papiru mizeme trisekci fesit. Hisashi Abe zvetejnil roku

1980 postup feSeni pro ostry thel [6], [9].

A B A B

A) ¢ B) ¢

Obr. 4. 1.: Postup konstrukce trisekce uhlu

(1) U listu papiru si libovoln€ zvolime v levém rohu pieloZzenim thel (EAB), ktery
budeme délit na ttetiny. (Obr. 4. 1. A)

(2) Prelozime stranu AB tak, aby ndm ptelozena hrana vytvofila rovnobézku
se stranou AB. Vznikne ndm tsecka GH.

(3) PiiloZzime bod A na bod G, zaroven B na H, pfehyb nam vytvofii usecku 1J
rovnobéznou s AB. Vzdalenost AB a 1J je stejna jako u 1J a GH. (Obr. 4. 2. B)

A

9)

Obr. 4.2.: Postup konstrukce trisekce uhlu
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(4) Nasledné podle axiomu 6 ptilozime bod G na useCku AE a zaroven bod A

na usecku 1J. (Obr. 4. 2. C)

(5) Prelozena cast usecky 1J vyznacuje 1/3 zvolen¢ho uhlu. Proto ji prodlouzime

pielozenim. (Obr. 4. 2. D)

o E c D E c
L ® @ @
q
G H G H

p

J |

A |

F)

Obr. 4. 3.: Postup konstrukce trisekce uhlu

(6) Pfelozenou cast rozloZzime a pifelozenim prodlouzime piehyb urcujici 1/3 thlu
az k bodu A. Tento piehyb budeme znacit q. (Obr. 4. 3. E, F)

(7) Vytvotime ptehyb b tim, ze iseCku AB ptilozime na tsecku q. (Obr. 4. 3. E, F)

(8) Uhel EAB mame rozdéleny na tii &asti pomoci useéek q a p.

D E C
®

® J

®
Obr. 4. 4.: Dikaz pomoci podobnosti trojahelnika
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K dikazu tohoto postupu sestrojeni trisekce uhlu vyuzijeme podobnosti
trojahelnika (Obr. 4. 4.). Pomoci skladani vime, ze |G'I'| = |[I'A’|a zaroven spusténim
kolmice na Usecku AB zbodu A’ ndm vznikne useCka A'X, nasledné plati rovnost
|G'I'| = |I'A"| = |A'X]. JelikoZ maji trojuhelniky AAG'I" a AAI'A" spoleénou stranu Al’,
plati rovnost |G'I'| = |I'A’| a zaroven jsou oba pravothlé, z toho vyplyva podle véty ssu
AAG'I" = AAI'A’. Zaroven AAI'A" a AAA'X maji spoleénou stranu AA’, plati rovnost
|I'A’| = |A’X| a jsou oba pravouhlé, z toho vyplyva podle véty ssu AAI'A" = AAA'X.
Z podobnosti trojihelniki AAG'I" = AAI'A" = AAA’X mame nakonec dokéazanou

rovnost thlt £|G'Al'| = £|I'AA’| = £|A'AX| = §4|G'AX| [4], [6], [9].

4.1.1Trisekce tupého thlu

Trisekce pomoci Hisashi Abeho lze vyuzit pouze pro ostry uhel, jelikoz se thel
urcuje v rohu papiru (thel maximalné 90°). Tupy thel mizeme feSit Abeho konstrukci
pomoci dopliikového uhlu, ktery bude ostry. Postup trisekce wthlu o pomoci

dopliikového thlu B (Obr. 4. 5.):

(1) Udélame trisekci dopliitkového thlu B tak, ze bude platit g = 3 - y.

(2) K thlu y sousedicimu s tthlem a ptidame 60°, aby platila rovnice
60°—y =6.

(3) Uhel & je 1/3 uhlu a.

K tomuto postupu jsme vyuzili znalosti vztahu vedlejsich uhli, 180° — = a.

180°—-f =« B=3-vy
180°-3y =« a=3-6
180° -3y =3-6 /3

60°—y =46

Po upravach jsme ziskali vztah, ktery jsme vyuzili v konstrukei, a to 60° —y = 6.
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Obr. 4. 5.: Trisekce tupého uhlu a
4.2 Duplikace krychle

Duplikace krychle neboli zdvojeni krychle, reduplikace krychle ¢i délsky problém
je matematicky problém, kterym se zabyvali a zformulovali matematici v 5. stoleti pi. n.

1. Problém je zformulovan: k dané krychli sestrojte krychli s dvojnasobnym objemem.

Historie duplikace krychle sahd do roku 430 pt. n. 1., kdy Athény suzoval mor.
Athénané vyslali posadku do Apollénova oraklea (v&stirny) na ostrov Délos v Egejském
mofti, aby zjistili od bohli, ¢im mohou mor zastavit. Od véstct dostali odpoveéd’, maji
zvétsit kamenny oltar krychlového tvaru tak, aby mél dvakrat vétsi objem. Pythagorejci
toto vyir€eni matematicky zformulovali a snazili se ho vyfeSit. Az do roku 1837

se snazili matematici o totéz, nez Pierre Wantzel uvedl euklidovskou nefesitelnost [11].

Pokud chceme sestrojit krychli s dvojnasobnym objemem ke krychli s délkou
strany @ = 1 a objemem V = 1, budeme konstruovat krychli se stranou b = V2. Uvedu

zde dvé metody, jak lze sestrojit 3/2 pomoci skladani papiru.
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4.2.1Ctverec podle Margherity Beloch

Margherita Piazzola Beloch byla italskd matematicka, kterd jako prvni roku
1936 uvedla tfeSeni kubické rovnice pomoci origami. Konstrukce ctverce vyuziva
6. axiomu a slouzi k sestrojeni /2 . Postup z publikace Thomase C. Hulla: Solving

cubics with creases: the work of Beloch and Lill [13].

(1) Na papiru si zvolime body A, B a ptimky p, q.

(2) Déle vytvotime podle pfimky p pfimku p’, kterd je rovnob&€zna sp a je
ve vzdalenosti |Ap |, totéz udélame s ptimkou g, podle které vytvoiime q’
(Obr. 4.2.1).

(3) Vytvotime pitehyb x, ktery vznikne pfilozenim bodu A na piimku p’
a zaroven bodu B na pfimku q’.

(4) Vzniknou nam piimky AA" a BB” (Obr. 4.2.2.), prusecik AA’s ptimkou p
oznacime X, BB’ s ptimkou q ozna¢ime Y.

(5) Vzniklé body X a Y tvofi jednu stranu Ctverce, ktery podle této strany
dotvotime a ozna¢ime XYZW (Obr. 4.2.3.) [13].

/

Obr. 4.2.1. Konstrukce ¢tverce 1
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Obr. 4.2.2. Konstrukce ¢tverce 2

/7

Obr. 4.2.3. Konstrukce ¢tverce 3

Pro sestrojeni V2 si étverec podle Margherity Beloch sestrojime do soustavy

soufadnic. Vyzna¢ime si body A = [—1,0] a B = [0,—2] a pfimky p, ¢ budou osy x
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a y. Pfimka p~ bude mit pfedpis x = 1 a pfimka ¢’ bude mit piedpis y = 2. Dale
si podle ptfedchoziho postupu ozna¢ime body X a ¥ (Obr. 4.2.4.) [13].

Obr. 4.2.4.: Ctverec v soustavé soufadnic

it ] y , |0x| _ loy| _ |0B , ,
Pomoci délek usecek vime, ze plati ﬁ = ﬁ = ﬁ. Zname délky|OA| =1 a

oy 2 , y
vl — _2_ p, upravé dostaneme

|OB| = 2, dosadime do rovnice a ziskdme |0X| = ox] = TovT

|0X|? = 2, z éehoz mame polohu bodu X = [0, ¥2].

4.2.2Metoda Petera Messera

Peter Messer vytvoifil jednoduchou metodu konstrukce 3/2. Postup konstrukce

z publikace Roberta J. Langa: Origami and Geometric Construction (2003) [6], [15].

(1) Ctvercovy papir rozdélime p¥imkami p; a p, na tfi stejné Gasti (konstrukce
je popsana v kapitole 5.1.).

(2) Nasledné¢ si podle obrazku 4.2.5.a.vyznac¢ime body A, B, C, D a piimku ps.

(3) Vytvotime ptehyb z tak, ze bod A ptilozime na p; a zarovent bod B na ptimku p,
(Obr. 4.2.5.b)

24



(4) Pielozenim vznikne bod A'a B'.
(5) Bod A" nam rozdéli ise¢ku CD na |A'C| = y a |A’D| = x (Obr. 4.2.6.).
(6) Pomér > = V2 .

D
L
P P,
Py B
.
sC »A
a) b)
Obr. 4.2.5. Konstrukce Petera Messera
D
[} 7
¥
£
&
£
£
X B’ p? /i
‘ I
?
¥
A .J’ i
[ 3 I
pj'l $°
y K
Fs
¢
i
¢
c 4 A
[ ~ L ]

Obr. 4.2.6. Konstrukce Petera Messera

Pi dﬁkazué = /2 sizvolime y = 1 a |CF| = d (Obr. 4.2.7). Podle obrazku vime, Ze

|[AF|l=x+1—-d
x+1
3
x+1 2x-1
3 3
Nasledné si vyjadiime d z trojuhelniku ACFA” (Pythagorova véta),
d>=(x+1-d)?—1?

|A'B’| =

|A’E| = x —
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_x?+2x
24 2x
Nasledné vyuzijeme podobnosti trojuhelnikit ACFA” = AB’A’E, ze které vime:

CFI _ |EA
|A’F| ~ |B’A’|
x% + 2x 2x —1
2+ 2x _ 3
x2% + 2x x—1
x+1- 2+ 2x 3

Po tipravach dostaneme x = /2, tim je diikaz hotov.

Obr. 4.2.7. Piehyb Petera Messera
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5 Konstrukce vyuzitelné ve vyuce

V této kapitole uvedu nékolik piikladd konstrukci, které lze vyuzit ve vyuce
matematiky na ZS a SS. Skladani papiru miize pomoci zakim s rovinnou &i prostorovou
pfedstavivosti. Mohou zkoumat osovou a stfedovou soumérnost a jiné vlastnosti, které
feSime v geometrii. Zatfazeni origami do vyuky neni tradi¢ni metoda vedeni hodiny
matematiky, ale mize vést ke zpestieni vyuky a umozni zaklim jiny ndhled na danou

problematiku.
5.1 Déleni iseCky na 3, 5,...n Casti

Déleni usecky na 3, 5...n ¢asti lze vyuzit napiiklad v tématice poméra, délené

useCky v daném poméru, zlomki ¢i podobnosti trojihelnik.

Déleni usecky na sudy pocet Casti je jednoduché, zdkladem je sestrojeni stiedu
usecky. Stred tGseCky nam rozdéluje danou usecku na poloviny, rozdélenim polovin
dostaneme Ctvrtiny atd. Pii déleni usecky na 3, 5, ... n ¢asti nevyuZivame stred Gsecky,
ale podobnost trojahelnika, tzv. redukcéni thel (Obr. 5.1.1.). Uréime si usecku AB,
kterou budeme dé&lit na tfetiny (analogicky na pétiny, atd.) a pomocnou piimku p
prochézejici bodem A. Na pfimce p si urime 3 body, X, Y a Z tak, aby platila rovnost
|AX| = |XY| = |YZ|. Nasledné si vytvoiime useCku ZB, podle které povedu
rovnobézky body X a Y. Priseciky rovnobézek s iseCkou AB si ozna¢ime X'a Y. Body

X" aY’ déliusecku AB na tietiny.

Obr. 5.1.1. Déleni tsecky na 3 ¢asti
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Déleni usecky na 3, 5, ...n €asti 1ze proveést 1 pomoci skladani papiru, kdy rozdélime cely

papir na dané ¢asti. Nejprve uvedu postup déleni papiru na ttetiny (Obr. 5.1.2.) [6]:

(1) Na c¢tvercovém papiru vytvotim piehyb EF (puli list papiru), pfilozenim bodu
B na A a zaroven bodu C na D.

(2) Déle ptehyb AC, ktery bude thloptickou ¢tvercového papiru.

(3) Body E a B povedeme piehyb, ktery ndm vytvofi prasecik G s piehybem AC.

(4) Vytvotime piehyb IH kolmy na AB bodem G.

(5) Bod H déliusecku ABna1/3a2/3|AB|.

D E | C

2/3 1/3

Obr. 5.1.2.: Dé¢leni papiru na tfetiny

Pro dikaz si uréime stranu |AB| = 1 a |AH| = x, z toho vime Ze |HB| = 1 — x,
|[EF| =1 a |HG|=x. Podle véty uuu vime, Ze trojihelnik AHBG = AFBE.
Tim padem plati rovnost:

|EF| |FB]| 1 1/2 2
— e — & —=—— & X=—
|[HG| |HB]| x 1-x 3

D E | c

€& 1 =

Obr 5.1.3.: Dlikaz déleni papiru na tietiny
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Pokud chceme papir rozd€lit na petiny, nejprve ho musime rozdé€lit na Ctvrtiny.
Déle pokracujeme podle postupu déleni na tietiny, podle obrazku obr. 5.1.4. Analogicky
bychom postupovali pfi déleni papiru na n casti, nejprve bychom rozdélili papir

nan — 1 ¢asti (sudych).

D E HJ c
3
1
Al
4
P
11
¥
¥
3
A
4
1
i
4
k]
\
1
£
)
1
1
\
%
F 1K y|B
&

4/5 1/5
Obr. 5.1.4. Déleni papiru na pétiny

Pro dukaz si uréime stranu |AB| = 1 a |AK| = x, z toho vime, e |KB| =1 — x,
|IH| = 1 a|KG| = x. Podle véty uuu vime, Ze trojuhelnik AHBG = AFBE. Tim padem
plati rovnost:

|HI| _ IBl 1 1/4

4
— = o= o x==
IGK| KB _ x 1x _ 5

5.2 Rovnostranny trojuhelnik

Rovnostranny trojihelnik slozeny z papiru muze slouzit ve vyuce jako nazorna

pomiicka k vylozeni latky. Na modelu si Zaci mohou dokézat vlastnosti trojihelniku,

N2

Ke konstrukci rovnostranného trojahelniku vyuzijeme papir velikosti A4 [4], [12].

(1) Papir podélné prehneme na polovinu, vznikne piehyb XY
(2) Nasledné prilozime bod A na usecku XY, vznikne bod A" a piehyb BE
(Obr. 5.2.1.).
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Obr. 5.2.1.: Konstrukce rovnostranného trojihelniku 1

(3) Piehneme papir podél EA” a vznikne G, které bude tvotit ABEG (Obr. 5.2.2.).

Obr. 5.2.2.: Konstrukce rovnostranného trojithelniku 2

(4) Nasledn¢ ptehneme roh s bodem C podle BG a ziskdme ABEG (Obr. 5.2.3.).
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Obr. 5.2.3.: Konstrukce rovnostranného trojihelniku 3

Ditkaz rovnostranného trojihelniku ABEG (Obr. 5.2.4.) provedeme pomoci
podobnosti trojuhelnikii. Postupem skladani vime, Ze |AB| = |A’B|, trojuhelniky AABE
a AA’BE maji spolecnou stranu BE a oba jsou pravouhlé, proto muzeme tvrdit podle
véty ssu AABE = AA’BE. Déle vime, ze trojihelniky AA'BE a AA’BG maji spole¢nou
stranu A’B, jsou pravouhlé a podle osy soumérnosti A’B plati |A'E| = |A'G|.
Také podle véty ssu plati AA'BE = AA'BG, tim padem AABE = AA'BE = AA'BG.
Z toho vime, Ze Ghel 4ABE = 4A’'BE = 4A’BG = 30°, proto je £GBE = 60°. Podle
souctu Uhld v trojihelniku lze wur¢it uhel ZA'EB = 180°— 30°—90° = 60°
a 4A’GB = 60°, ¢imz je dikaz hotov. Trojuhelnik ABEG je rovnostranny, jelikoz maji

vSechny vnitini thly 60°.
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Obr. 5.2.4. SloZeni rovnostranné¢ho trojihelniku
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Dalsi jednodussi postup konstrukce rovnostranného (Obr. 5.2.5.):

(1) Papir (velikosti A4 nebo ¢tverce) podélné prehneme na polovinu, vznikne
piehyb XY.

(2) Nasledné ptilozime bod A na Gsecku XY, vznikne bod A’.

(3) Rovnostranny trojuhelnik AABA’.

Obr. 5.2.5.: Rovnostranny trojihelnik

Tato konstrukce je zaloZzend na vytvoieni vysSky na stranu AB a nasledné
preneseni vzdalenosti |AB| na vysku. Aby Zaci sami vymyslely postup, staci jim znalost

vysky jako osy useCky AB a stejné délky stran.
5.3 Pravidelny Ctyrstén

Pravidelny Ctyfstén je téleso se siti ze Ctyf rovnostrannych trojuhelniki, proto
budeme vychazet z piredchozi kapitoly o rovnostranném trojihelniku. Uvedu zde dva

postupy slozeni.

U prvniho vyuZijeme jiz sloZzeny rovnostranny trojihelnik, ktery ptelozime podle
jeho sttednich pficek (Obr. 5.3.1.). Ziskdme sit’ se Ctyfmi stejnymi rovnostrannymi

trojuhelniky, ze které vytvofime Ctyfstén ptiloZenim vrcholli ABC k sobé.
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Obr. 5.3.1.: Sit’ ¢tyfsténu
K druhému postupu slozeni budeme potiebovat papir velikosti A4 [4], [12].

(1) Papir podélné prehneme na polovinu, tim vznikne piehyb XY

(2) Ptilozime bod A a B na bod X a zaroven bod C a D na bod Y (Obr.5.3.3.a), tim
vzniknou piehyby dané useckami JK a LM.

(3) Nasledné ptilozime bod L na tusecku XY, vznikne bod L° a ptehyb JU
(Obr. 5.3.3.b).

(4) Ptehneme papir podél UL a vznikne V, které bude tvotit AJUV(Obr. 5.3.3.c).

(5) Nasledné ptelozime AJUV, tak aby byl pfehyb tsecka UV'.

(6) Opét prelozime AW UV tak, aby byl piehyb usecka VW (Obr. 5.3.3.d).

(7) Naposledy pielozime AWU'V tak, aby byl ptehyb tsecka WU” (Obr. 5.3.3.¢).

(8) Nasledné si vytvorime piehyb V'U’, tim budeme mit sit’ ¢tyi'sténu hotovou.

(9) Slozeny Ctyistén bude mit vrcholy UVWIJ (Obr. 5.3.2.).

J

Obr. 5.3.2.: Ctyi'stén UVW]I
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Obr. 5.3.3.: Konstrukce Ctyfsténu
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5.4 Pythagorejsky trojuhelnik

Pythagorejsky trojihelnik je pravouhly trojihelnik s celoCiselnym pomérem délek
stran 3:4:5. Cisla vtomto poméru nazyvame pythagorejska, jelikoz splituji rovnici

a? + b? = c? [16].

Ke konstrukci pythagorejského trojihelniku vyuzijeme Ctvercovy tvar papiru, na
kterém vytvoiime osm pythagorejskych trojihelnikti a zaroven jeden Ctverec s pomérem

stran 2:2 (Obr. 5.4.1.) [12].

(1) List papiru ABCD si podéln¢ a pii¢né rozd€lime na polovinu, tim ziskame
stfedy stran S;, S5, S3 a S,.

(2) Nasledn¢ vytvotime piehyby ASs, AS,, BS;, BS,, CS;, CS,, DS, a DS,.

(3) Priusecik AS; N DS, si oznatime X, DS, N CS; si ozna¢ime Y, AS; N BS, si

ozna¢ime Z a CS; N BS, st oznaCime W.

L

s
=
)

Ay
L ]

.
5
5

Obr. 5.4.1.: Pythagorejsky trojuhelnik

Z osmi pythagorejskych trojuhelnika si vybereme jeden napt. AXS, a ovéfime, zda

je opravdu pythagorejsky, pomér délek stran 3:4:5 a je pravouhly.

Pravouhlost: Vime, ze strana AD je kolmé na DC, kdyZ oto¢ime stranu AD tak, ze
vznikne AS; a DC tak, Ze vznikne DS,. Pak vime, ze strana AS; je kolma na DS, proto

je AAXS, pravouhly.
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Pomér délek stran 3:4:5: Jelikoz vime, Ze AS3 || CS; pak 1 XS5 || CY. Bod X je stfed
DY, proto je XS5 stfedni pticka ACYD a polovicni CY. Trojuhelniky ACYD = ACWB =
AAZB = AAXD a ADXS3; = ACYS, = ABWS; = AAZS, jsou shodné.

Oznacime si |XS;| = a, proto |CY| = 2a.

Strany AAXS, jsou |XS,| = |XY| + |YS,| = [CY| + |XSs] = 2a + a = 3a
|XA| = |XZ| + |AZ| = |CY| + |CY| = 2a + 2a = 4a
|AS,| = 5a (Pythagorova véta), pomér délek stran je 3:4:5.

Jesté vznikne Ctverec XYZW s pomérem stran 2:2, jelikoz je strana |XY|stejné

dlouhd jako |CY| = 2a.

Tuto konstrukei je idedlni zatadit do vyuky pi1 probirani podobnosti trojahelnika,
jelikoz piehyby, které jsme vytvoftili konstrukci pythagorejského trojahelniku, ndm roz-
déluji papir na nékolik trojuhelniki. Ukolem by bylo nalézt podobné, ¢i shodné troji-
helniky a rozhodnou o nich zda jsou pravouhlé, rovnostranné, rovnoramenné nebo

obecné a uvést proc.
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6 Zaver

Skladani papiru ma Siroké vyuziti v matematice, jak v konstrukcich papirovych
modell geometrickych Gtvart, tak 1 v feSeni matematickych problémi, i téch které nelze
euklidovskou konstrukci fesit. Velkou vyhodou je proto ptesah skladani papiru nad

euklidovskou konstrukei.

Vyuka geometrie neni na Skoldch moc oblibend, proto je zatfazeni origami do vyuky
pfinosem a zpestienim. Pro svou nazornost je skladani papiru idealni k upevnéni
a ovefeni znalosti, navic rozviji pfedstavivost a podnécuje k zamySleni nad danym
tématem. Dulezité je ovSem konstrukce skladani vysvétlit, pro¢ konstruujeme dany

ptehyb a ¢eho chceme dosahnout, abychom nedocilili pouhého manuélniho skladéani.

Doufdm, Ze se ve vyuce bude origami vyuzivat Castéji a ucitelé 1 Zaci budou

vymyslet stale nové konstrukce.
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