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1 Úvod

V dne¹ní spoleènosti se bì¾nì setkáváme s nejrùznìj¹ími optickými systémy (OS), které
jsou stále pova¾ovány za þhigh-tech". Kamerové systémy v mobilních telefonech, CD pøehrá-
vaèe nebo pøenos internetu optickými kabely neodrá¾ejí souèasnou úroveò pokroku optického
prùmyslu. V kontextu pokroèilých optických technologií mù¾eme zmínit systémy obrovských
teleskopù namíøených ke vzdáleným hvìzdám nebo naopak mikroskopù, které jsou vyu¾ity
pøi zobrazení tìch nejmen¹ích detailù. I tak je mo¾né nalézt oblast je¹tì nároènìj¹í na kvalitu
OS, polovodièový prùmysl [1].

Obrázek 1: Proces fotolitogra�ckého vypalování struktur na substrát. Fotolitogra�e s maskou.
Pøevzato z [2], upraveno.

Proces nazývaný optická litogra�e [1][3] se vyu¾ívá k pøenesení geometrického vzoru masky
(nejèastìji integrovaného obvodu) pomocí litogra�ckého objektivu na vrstvu fotocitlivého
materiálu, tzv. rezistu. Následným chemickým leptáním se vytváøí po¾adovaná struktura na
køemíkovém substrátu (viz obrázek 1).

Zvy¹ování výkonu poèítaèù v uplynulých letech bylo spojeno se zmen¹ováním integrova-
ných obvodù. Snaha tento trend zachovat i v budoucnu neustále tlaèí výrobce mikroèipù k
pou¾ívání stále dokonalej¹ích a pøesnìj¹ích technik výroby. A tím i výrobce optiky k vytváøení
dokonalej¹ích litogra�ckých objektivù schopných zobrazovat stále men¹í struktury.
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Rozli¹ení objektivù [3] závisí pøímo na vlnové délce λ a nepøímo na numerické apertuøe
NA. Nejnovìj¹í generace litogra�ckých objektivù proto smìøují pracovní vlnovou délku hlu-
boko do UV oblasti [4] se zvy¹ující se numerickou aperturou. Cílem této diplomové práce je
vývoj mìøící metody pro kontrolu kvality projekèní optiky, pøedev¹ím litogra�ckých a jiných
objektivù s vy¹¹ími NA.

V úvodní èásti druhé kapitoly bude pøedstaven koncept metody Phase retrieval (PR) pro
mìøení kvality OS v optické metrologii. Bude popsán zobrazovací model a odvozen Debye-
Wolfùv difrakèní integrál ve skalární aproximaci a jeho význam pro metodu PR. Ve tøetí
kapitole bude prezentována Nijboer-Zernikova teorie a její vyu¾ití pro metodu PR. K získání
analytického øe¹ení Debye-Wolfova difrakèního integrálu se vyu¾ije rozkladu do Besselových
øad. Ètvrtá kapitola je vìnována formulaci a øe¹ení inverzního problému rekonstrukce fáze.
Prezentovány jsou tøi algoritmy pro øe¹ení inverzního problému, je¾ byly implementovány v
programu Wolfram Mathematica. Dále je diskutována analýza nejistot a provedena simulace
reálného OS s dùrazem na metodu globální optimalizace.

Výsledky, aplikaèní potenciál a budoucí vývoj metody PR jsou shrnuty v závìru. V pøí-
loze lze nalézt pøehled Zernikových polynomù a katalogový list kamery pou¾ité pøi simulaci
reálného OS.

Obrázek 2: Výsledek fotolitogra�ckého procesu: Integrované obvody na køemíkovém sub-
strátu. Pøevzato z [5], upraveno.

Tato diplomová práce vznikla ve spolupráci s oddìlením vývoje mìøících metod ve �rmì
Meopta - optika, s.r.o. Výsledky budou implementovány pøi vyhodnocování kvality a pøi
justá¾i fotolitogra�ckých objektivù nové generace.
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2 Phase retrieval v optické metrologii

V této kapitole bude shrnut historický vývoj vyhodnocování kvality OS. Pøedstaven kon-
cept rekonstrukce fáze metodou Phase retrieval a pou¾itý zobrazovací model. Dále popsán
vhodný difrakèní integrál, který umo¾ní výpoèet modelu rozlo¾ení intenzity v obrazové oh-
niskové oblasti a stanovíme limity jeho platnosti.

2.1 Mìøení kvality optických systémù

První snahy o rigorózní mìøení kvality OS vznikaly ji¾ na konci 19. století [6]. S rostoucími
po¾adavky na kvalitu OS pro observatoøe bylo zapotøebí vývoje so�stikovanìj¹ích mìøících
metod. První model, který zohlednil vlnový popis svìtla spolu s difrakcí na apertuøe koneèné
velikosti, pøedstavil Airy v roce 1835 [7]. Tento model dále roz¹íøil Rayleigh [8] o zobrazování
v nekoherentním svìtle, které vedlo na kritérium minimální separace hvìzd v astronomii. Me-
toda nazývaná þStar test" [9] vyu¾ívala vzdálených hvìzd jako dokonalých bodových zdrojù1

a kvalita OS byla vyhodnocena z tvaru bodové rozptylové funkce (PSF) [10]. Pokrok uèinil
Lommel [6], který pøi¹el s analytickým modelem PSF v oblasti mimo obrazovou rovinu. Po-
prvé do analýzy zahrnul podélnou souøadnici z (viz obrázek 3).

Významným milníkem se stal vynález laserového zesilovaèe v 50. letech a konstrukce prv-
ních laserù [11] v 60. letech 20. století, které daly vzniknout oboru interferometrie [12]. Fáze,
respektive vlnoplocha2, ve výstupní pupile nese informaci o kvalitì OS. A¾ na výjimky se
interferometrie na dal¹í desetiletí stala dominantní mìøící metodou.

Jako zajímavost zmiòme Hubbleùv vesmírný teleskop, který po uvedení do provozu trpìl
vlivem ¹patnì vybrou¹eného zrcadla optickými aberacemi [13]. Charakterizace tìchto aberací
nebyla mo¾ná pomocí interferometru. Pøi øe¹ení se uplatnily algoritmy pro rekonstrukci fáze
[14][15], které mìøením PSF vzdálených hvìzd pøesnì urèily aberace zrcadla.

1Koncem 19. století neexistovaly zdroje záøení, které máme k dispozici dnes (lasery, LED, atp.).
2Plocha konstantní fáze.
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Obrázek 3: Propagace pole podél optické osy z v obrazové rovinì. Série intenzitních skenù v
obrazovém ohniskovém prostoru. Pøevzato z [16], upraveno.

Souèasné zpùsoby vyhodnocení kvality OS se nejèastìji opírají o mìøení vlnoplochy s
vyu¾itím interferometru nebo Shack-Hartmannova senzoru vlnoplochy (SHS) [17]. V obou
pøípadech se jedná o mìøení relativní. Nutnost pøesného kalibru, vazba na konkrétní vl-
novou délku, pravidelná kalibrace a robustnost optického systému jsou limitujícími faktory
interferometru. Algoritmy posunu fáze [18] jsou èasovì nároènìj¹í a znesnadòují pou¾ití inter-
ferometru pøi justá¾i. Problém speci�cké vlnové délky pøekonává SHS. Vyhodnocení zalo¾ené
na tì¾i¹»ovém algoritmu a modální rekonstrukci vlnoplochy [19] umo¾òuje rychlé mìøení do-
sahující pøesnosti srovnatelné s interferometrem [20].

S rostoucí NA se zaèínají projevovat limity interferometru i SHS. Je nutné pou¾ití doda-
teèné optiky. Sni¾uje se pøesnost mìøení. Mìøení je nutné provést v pøípadì projekèní optiky
pro ka¾dý polní bod zvlá¹», a je tak èasovì velmi nároèné. Kvalita dne¹ních fotolitogra�ckých
objektivù a projekèní optiky s vysokými NA a vysokým zvìt¹ením dosahuje úrovnì, kdy je
výhodnìj¹í analyzovat pøímo PSF [21][22] a navázat na metody typu þStar test".
Phase retrieval [23] pøedstavuje souhrný název pro metody rekonstrukce fáze. V této di-
plomové práci tak budeme oznaèovat metody vyu¾ívající intenzitních skenù v obrazovém
prostoru (viz obrázek 3). Pøímý vztah mezi fází Φ(x, y) a rozlo¾ením intenzity v obrazovém
prostoru I(x, y) popisuje rovnice transportu intenzity (TIE) a v paraxiální aproximaci platí
[6]

− k∂I(x, y)

∂z
= ∇I(x, y)∇Φ(x, y) + I(x, y)∆Φ(x, y), (1)

kde k je vlnový vektor. Jedná se o parciální diferenciální rovnici 2. øádu. Øe¹ení není mo¾né
nalézt pro Φ explicitnì. Øe¹ení takového inverzního problému zaèneme v dal¹í kapitole volbou
vhodného zobrazovacího modelu.
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2.2 Zobrazovací model

Propagaci záøení lze studovat v plné obecnosti pomocí Maxwellových rovnic [24]. Pøímé
pou¾ití je komplikované a tì¾ko uchopitelné. Proto se s výhodou vyu¾ívá zjednodu¹ených
modelù pro popis OS.

Konvoluce bodové rozptylové funkce

Pro úèely vyhodnocení kvality projekèní optiky, tedy optických systémù z koneèna do
koneèna, je zobrazovací model zalo¾ený na impulsním pøístupu více pøímoèarý oproti frek-
venènímu pøístupu [10]. Impulsní pøístup je zalo¾en na konvoluci pole komplexní amplitudy
pøedmìtu U0 a impulsní odezvy h optického systému (viz obrázek 4). Ka¾dý bod pøedmìtu
vytváøí v obrazové rovinì bodovou rozptylovou funkci (PSF). Výsledný obraz je vytvoøen ko-
herentním sèítáním pole komplexní amplitudy U . V pøípadì nekoherentního zdroje se tento
postup opakuje pro ka¾dý bod pøedmìtu a sèítají se intenzity.

Komplexní amplituda v obrazovém prostoru se získá výpoètem vhodného difrakèního
integrálu.

Obrázek 4: Mìøící schéma zalo¾ené na konvoluci bodové rozptylové funkce. Bod nekoherent-
ního zdroje záøení vytvoøí koherentní prosvícení pøedmìtu. Obraz je vytvoøen koherentní
sumací v¹ech PSF bodových zdrojù tvoøících pøedmìt. Praktická realizace metody PR za-
lo¾ená na modelu konvoluce bodové rozptylové funkce nevy¾aduje dal¹í pomocnou optiku.
Modøe naznaèeny hranice optického systému. Pøevzato z [25], upraveno.
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Difrakèní model

Vhodná volba difrakèního integrálu je klíèová pro pøesnost metody PR. Nepøesný model
generuje systematickou chybu3.

Kladení hranièních podmínek na prostøedí a prostor, ve kterém øe¹íme Maxwellovy rovnice
[24] nám umo¾ní odvodit vlnovou rovnici. Za pøedpokladu zanedbání jevù vektorové povahy
(polarizace, dvojlom,. . .) je mo¾né vektor popisující jednotlivé slo¾ky pole (Ex, Ey, Ez) nahra-
dit skalární velièinou: komplexní amplitudou U . Platnost skalární vlnové rovnice je omezena
vlnovou délkou záøení λ. V pøípadì monochromatického záøení dále redukujeme skalární
vlnovou rovnici na èasovì nezávislou rovnici Helmholtzovu. Vyu¾itím Greenova teorému a
vhodnou volbou Greenovy funkce G je mo¾né odvodit Kirchho�ùv difrakèní integrál [9] ve
tvaru

U(x, y) =
1

4π

∫∫
S

(
∂U

∂n
G− U ∂G

∂n

)
ds, (2)

kde U je pole komplexní amplitudy na plo¹e S a n vektor kolmý na plochu S. Pøesto¾e
Kirchho�ùv difrakèní integrál dává pøesné výsledky, jeho hranièní podmínky nejsou v souladu
s teoríí potenciálù [24].

Obrázek 5: Difrakce na kruhové apertuøe S. Pozice obecného bodu Q na kruhové apertuøe
o polomìru a má normovanou souøadnici aρ. Geometrická numerická apertura je de�nována
jako NA = sin(αmax) = a/R, kde R je polomìr køivosti sférické vlny. Vzdálenost f mezi
ohniskovou rovinou a libovolnou dal¹í rovinou vyjadøuje míru defokusu. Pøevzato z [26],
upraveno.

3Z pohledu interferometrie je metoda phase retrieval metodou relativní a difrakèní model pøedstavuje
formu kalibru.
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Rayleigh-Sommerfeldùv difrakèní integrál

Re¹ením (2) je výbìr Greenovy funkce ve tvaru sférické vlny, která vede na difrakèní
integrál Raylegh-Sommerfeldova typu. S vyu¾itím Huygens-Fresnelova principu je mo¾né
psát Rayleigh-Sommerfeldùv integrál I typu4

URS1(x, y, z; z′) = −z − z
′

2π

+∞∫∫
−∞

US(x′, y′, z′)
eikRQP

R3
QP

(ikRQP − 1) dx′dy′, (3)

kde k je vlnový vektor a RQP vzdálenost libovolného bodu Q ve výstupní pupile a libovolného
bodu P [26]. Komplexní amplituda se sférickou fází ve výstupní pupile má tvar

US(x′, y′, z′) = |US(x′, y′)|e
−ikRQF

RQF

, (4)

kde RQF je vzdálenost libovolného bodu Q ve výstupní pupile a osového ohniskového bodu
F (viz obrázek 5). V mnoha pøípadech platí (kRQP � 1) co¾ umo¾òuje zanedbat èlen (−1) v
(ikRQP − 1). Hovoøíme o nekompletním Rayleigh-Sommerfeldovì integrálu RS1inc [26], který
není dostateènì pøesnou aproximací pro velmi blízká pole (z → z′).

Debye-Wolfùv difrakèní integrál

Dal¹í aproximace, která zjednodu¹í integrál RS1inc a umo¾ní jeho analytické øe¹ení, vy-
plývá z rozkladu do spektra rovinných vln [10]. Úhlové spektrum Ũ se vypoèítá Fourierovou
transformací

Ũ(z′; kx, ky) =

∫∫
S

US(x′, y′, z′)e−i(kxx
′+kyy′)dx′dy′ =


2π

ikz
|US|

(
x− kx

kz
(z − z′), y − ky

kz
(z − z′)

)
e−i[kxx+kyy+kz(z−z′)], v Ω

0, mimo Ω,
(5)

kde Ω je prostorový úhel de�novaný numerickou aperturou sinαmax (viz obrázek 5). Tato
Debyeova aproximace omezí spektrum na frekvence, které jsou geometricky urèeny velikostí
výstupní pupily OS a zavede ostré hranièní podmínky.

Po provedení inverzní Fourierovy transformace a pøevodu do polárních souøadnic se nejèastìji
uvádí Debye-Wolfùv difrakèní integrál (DW) v paraxiální aproximaci (za splnìní podmínky
k2
z � (k2

x + k2
y)) ve tvaru [6]

UD(r, φ, f) ≈ −i(NA)2

λ
e
i 2f

(NA)2 e
i πλr2

R(NA)2

∫∫
Ω

e−ifρ
2

P (ρ, θ)e−i2πrρ cos(θ−φ)ρdρdθ, (6)

4Volíme Rayleigh - Sommerfeldùv integrál prvního typu, proto¾e pracuje s polem komplexní amplitudy,
nikoliv s jeho derivací. Integrál lze také formulovat konvoluèním teorémem a chápat jako propagaci úhlového
spektra.
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kde f pøedstavuje defokus (viz obrázek 5), (ρ, φ) normované polární souøadnice podle (10) a
P (ρ, θ) pupilovou funkci.

Roz¹íøení DW (6) za paraxiální aproximaci je mo¾né [6] korekcí podélné souøadnice

eikz(z−zf ) = e
ik(z−zf )

√
1− k

2
x+k

2
y

k2 = eik(z−zf )
√

1−ρ2(NA)2 . (7)

Podélná souøadnice je s ohledem na numerickou aperturu normována

z − zf = − f

ku0

, (8)

kde u0 = 1−
√

1− (NA)2. Dostáváme �nální vztah pro DW ve skalární aproximaci

UD(r, φ, f) ≈ −i(NA)2

λ
e
−i f

u0 e
i πλr2

R(NA)2

∫∫
Ω

e
if

1−
√

1−(NA2)ρ2

u0 P (ρ, θ)e−i2πrρ cos(θ−φ)ρdρdθ. (9)

Normování souøadnic v (9) je provedeno podle

x = X
NA

λ
, y = Y

NA

λ

r =
√
x2 + y2 , (x, y) = (r cosφ, r sinφ)

f =
2π

λ
Z(1−

√
1−NA2)

, (10)

kde (X, Y ) jsou reálné axiální souøadnice a Z reálná vzdálenost od ohniskové roviny. Za-
vedením ostrých hranièních podmínek pøi odvození DW vede na odchylky od Rayleigh-
Sommerfeldova difrakèního integrálu, které jsou analyzovány v dal¹í podkapitole.

Porovnání difrakèních integrálù

Porovnání difrakèních integrálù (viz obrázek 6) stanovuje limity analyticky uchopitelného
Debye-Wolfova difrakèního integrálu (DW). DW vede na øe¹ení symetrické vùèi ohnisku a
nepostihuje tak nesymetrii difrakèního pole [27]. Pro blízká pole a malé prùmìry výstupní
pupily není DW dobrou aproximací Rayleigh-Sommerfeldova difrakèního integrálu. S tìmito
pøípady se v optice bì¾nì nesetkáváme (velmi blízká pole, mikro-apertury, . . .) a vìt¹inu
zobrazovacích OS je proto mo¾né øe¹it metodou Phase retrieval s vyu¾itím Debye-Wolfova
difrakèního integrálu jako pøesného modelu.

V této diplomové práci uva¾ujeme komplexní amlitudu U jako skalární velièinu. V pøípa-
dech zobrazovacích systémù s vysokou numerickou aperturou nelze zanedbat jevy vektorové
povahy (polarizaci, dvojlom materiálu,. . .). Pokud není mo¾né tyto jevy zanedbat, je nutné
pou¾ít odli¹ný zobrazovací model.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Obrázek 6: Porovnání Rayleigh-Sommerfeldova difrakèního integrálu (3) a Debye-Wolfova
difrakèního integrálu (9) na optické ose v okolí ohniska pro rùzné velikosti prùmìru výstupní
pupily 2a (smìrem dolù: 40.5 um, 405 um, 4.05 mm) na vlnové délce 405 nm. Numerická aper-
tura NA (zleva: 0.15, 0.25, 0.5). Intenzita normována na Rayleigh-Sommerfeldùv difrakèní
integrál. Pro velikosti apertury v øádu milimetrù a vìt¹í (g,h,i) je Debye-Wolfùv difrakèní
integrál velmi pøesnou aproximací Rayleigh-Sommerfeldova difrakèního integrálu.
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3 Nijboer-Zernikova teorie pro Phase retrieval

Vhodným difrakèním integrálem pro metodu Phase retrieval se jeví DW (9). Poskytuje
pøímý vztah mezi výstupní pupilou a obrazovým ohniskovým prostorem. Pomocí Nijboer-
Zernikovy teorie pøedstavíme v této kapitole jeho analytické øe¹ení.

B. Nijboer ji¾ ve 40. letech pøi¹el s jeho analytickým øe¹ením [28] pro speciální pøípady,
napøíklad ohniskovou rovinu (f = 0). Nedostatek výpoèetního výkonu a fakt, ¾e analytické
øe¹ení bylo známo pouze pro velmi blízkou oblast ohniska, zpozdilo praktické vyu¾ití této
teorie o desítky let. V roce 2002 byla pøedstavena práce [29], která posunula pùvodní Nijboer-
Zernikovu teorii (NZ). Hovoøíme o roz¹íøené Nijboer-Zernikovì teorii (ENZ), která umo¾òuje
nalezení analytického øe¹ení DW difrakèního integrálu mimo ohniskovou rovinu (f 6= 0) pro
OS vykazující optické aberace.

Hlavní ideou je reprezentace pupilové funkce pomocí Zernikových polynomù a výpoèet
PSF pomocí Besselových øad, kterými aproximujeme DW. V následujících podkapitolách
pøedstavíme základní vztahy pro výpoèet PSF v obrazovém ohniskovém prostoru zalo¾ený
na NZ a ENZ teorii.

3.1 Reprezentace pupilové funkce Zernikeho polynomy

Pro výpoèet PSF potøebujeme znát pole komplexní amplitudy ve výstupní pupile. Pupi-
lovou funkci zade�nujeme jako

P (ρ, θ) = A(ρ, θ)eiΦ(ρ,θ), (11)

kde A pøedstavuje nezápornou funkci propustnosti a Φ reálnou fázovou funkci. Funkci Φ je
mo¾né reprezentovat sadou polynomù, které lze následnì interpretovat jako optické aberace.
Bodový zdroj zobrazený dokonalým OS bez aberací má uniformní rozlo¾ení amplitudy a sfé-
rickou fázi ve výstupní pupile.

Pro reprezentaci Φ se v teorii Seidelových aberací [6] vyu¾ívalo mocninného rozvoje, který
nabýval tvaru

Φ(ρ, θ) =
∑
kl

aklρ
k cosl(θ). (12)

Aberace vy¹¹ích øádù ztrácely význam kvùli neortogonalitì v ρ a θ.

Prùlomem pro teorii aberací se stala práce F. Zernika a odvození kruhových polynomù
[30]. Rozvoj Φ pomocí Zernikových polynomù lze psát

Φ(ρ, θ) =
∑
n,m

αmn N
m
n Z

m
n (ρ, θ), (13)

kde

Zm
n (ρ, θ) = Rm

n (ρ) ·
{

cos(mθ), m ≥ 0,
sin(mθ), m < 0

(14)
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je Zernikùv polynom radiálního stupnì n a azimutálního stupnì m. Radiální polynom Rm
n (ρ)

má tvar

Rm
n (ρ) =

n−m
2∑

k=0

(−1)k(n− k)!

k!(n+m
2
− k)!(n−m

2
− k)!

ρn−2k (15)

pro n,m ≥ 0 a sudé n−m.

Nm
n =

{ √
n+ 1, m = 0,√

2(n+ 1), m ≷ 0
(16)

je normovací funkce.

Zernikovy polynomy jsou ortogonální na jednotkovém kruhu a pøedstavují ideální nástroj
pro analýzu kruhovì symetrických OS5. V této práci pou¾íváme vlastní znaèení Zernikových
polynomù (viz pøíloha A), které vychází ze standardu ANSI [31]. S takto zavedenými Zer-
nikovými polynomy je mo¾né øe¹it DW pomocí rozkladu do nekoneèných øad Besselových
funkcí a získat analytický model PSF.

3.2 Analytický model PSF - Nijboer-Zernikova teorie (NZ)

Vztah mezi Zernikovými polynomy ve výstupní pupile OS a pøíspìvkem k PSF v obra-
zovém prostoru analyzujeme nejprve pro fázovou (A = 1) pupilovou funkci P (ρ, θ) = eiΦ(ρ,θ).
Vyjdeme z DW (9), kde pro pøehlednost vynecháváme èleny pøed integrálem a pøedpokládáme
skalární aproximaci podle (7-9)

U(r, φ; f) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

e−ifρ
2

eiΦ(ρ,θ)e−i2πrρ cos(θ−φ)ρdρdθ. (17)

Taylorovým rozvojem eiΦ(ρ,θ) získáme

U(r, φ; f) =
1

π

∞∑
k=0

ik

k!

∫ 1

0

∫ 2π

0

expifρ
2

Φk(ρ, θ) expi2πrρ cos(θ−φ) ρdρdθ. (18)

Rozvoj Φ(ρ, θ) do Zernikových polynomù podle (13) a integrace (18) podle θ s pou¾itím
elementárních Besselovových funkcí [32] vede po vynechání èlenu (k = 0) a za pøedpokladu
malých aberací (zanedbání èlenù øady k > 1) na vztah

U(r, φ; f) = 2

∫ 1

0

expifρ
2

J0(2πρr)ρdρ+ 2

′∑
n,m

im+1αnm cosmφ

∫ 1

0

expifρ
2

Rm
n (ρ)Jm(2πρr).

(19)
Jm je Besselova funkce prvního druhu, m-tého øádu. Apostrof nad sumou vynechává èlen
(n = m = 0). Vztah (19) je uveden pouze pro sudé èleny (m ≥ 0). Analogicky bychom
postupovali pøi odvození lichých èlenù (m < 0). K dal¹ímu zjednodu¹ení (19) dojde pou¾itím
identity ∫ 1

0

ρRm
n (ρ)Jm(2πρr)dρ = (−1)

n−m
2
Jn+1(2πr)

2πr
, (20)

5Vìt¹ina optických systémù.
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která pøedstavuje hlavní výsledek pùvodní práce Nijboera [28] a umo¾òuje analyticky spoèítat
PSF v obrazové ohniskové rovinì (f = 0)

U(r, φ; f = 0) =
J1(2πr)

πr
+

′∑
n,m

in+1Jn+1(2πr)

2πr
αmn cosmφ. (21)

Výsledkem je Airyho funkce6 [9]

Uairy(x, y) =
J1(2πr)

πr
, (22)

kde J1 je Besselova funkce prvního druhu a prvního øádu. V pøítomnosti aberací se naèítají
jednotlivé pøíspìvky k Airyho funkci (22). Aproximace, které k tomuto výsledku vedou (f =
0), znemo¾òují jeho dal¹í vyu¾ítí pro rekonstrukci fáze.

3.3 Analytický model PSF - Roz¹íøená Nijboer-Zernikova teorie
(ENZ)

V pøede¹lé èásti byl analyzován výpoèet PSF pomocí NZ teorie v blízkosti ohniskové
roviny (19-21). V této èásti je pøedstaven výpoèet PSF obecné pupilové funkce v obrazovém
prostoru s vyu¾itím mocninné-Besselovy a Bessel-Besselovy øady.

Zobecnìná pupilová funkce

Zavedení zobecnìné pupilové funkce nám umo¾ní studovat vliv amplitudy i fáze ve vý-
stupní pupile na tvar PSF. Zobecnìnou pupilovou funkci de�nujeme pomocí komplexních
koe�cientù βmn

P (ρ, θ) = A(ρ, θ)eiΦ(ρ,θ) =
∑
n,m

βmn N
m
n Z

m
n (ρ, θ), (23)

kde
Zm
n (ρ, θ) = R|m|n (ρ)eimθ (24)

pøedstavuje zobecnìný Zernikùv polynom. Parametrizace pupilové funkce βmn koe�cienty je
efektivní a kompaktní pro výpoèet. Vztah mezi pøíspìvkem jednotlivých koe�cientù k ampli-
tudì a fázi vy¾aduje dodateènou transformaci [25]

βmn =
βmn,c
2
− i

βmn,s
2

, β−mn =
βmn,c
2

+ i
βmn,s
2
, (25)

kterou lze v pøípadì pouze fázových aberací zavést jako

βmn = i
αmn,c

2
+
αmn,s

2
, β−mn = i

αmn,c
2
−
αmn,s

2
, (26)

kde
βmn,c = iαmn,c , βmn,s = iαmn,s , β0

0 = 1. (27)

Èistì imaginární èást koe�cientu βmn je ekvivalentním zápisem pupilové funkce v NZ teorii
(17) pomocí Zernikových koe�cientù αmn (13) a popisuje fázové aberace. Naopak reálná èást
zahrnuje neuniformitu amplitudy ve výstupní pupile.

6Nìkdy se hovoøí o Jinc funkci. První minimum této funkce pak urèuje tzv. Rayleighovu rozli¹ovací mez
[9].
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Analytický model - mocninná Besselova øada

Po dosazení (23) do (18) a provedení integrace podle θ dostáváme vztah pro výpoèet PSF
[33]

U(r, φ; f) = 2
∑
n,m

βmn i
|m|V m

n (r, f)eimφ, (28)

kde

V m
n (r, f) =

∫ 1

0

eifρ
2

R|m|n (ρ)Jm(2πrρ)ρdρ. (29)

Øe¹ení (29) pomocí nekoneèné mocninné-Besselovy øady budeme znaèit levým horním inde-
xem pbV m

n (r, f)

pbV m
n (r, f) = εme

if

∞∑
l=1

(−2if)l−1

p∑
j=0

vlj
J|m|+l+2j(2πr)

l(2πr)l
, (30)

kde εm = −1 pro liché m < 0, jinak εm = 1 a

vlj = (−1)p(|m|+ l + 2j)

(
|m|+ j + l − 1

l − 1

)(
j + l − 1

l − 1

)(
l − 1

p− j

)
/

(
q + l + j

l

)
, (31)

kde l = 1, 2, ..., j = 0, 1, ..., p se vztahem k Zernikovým indexùm n,m

p =
n− |m|

2
, q =

n+ |m|
2

. (32)

Ekvivalentní vztah pro vlj, který pøipomíná Lommelovu øadu pro pøípad bez aberací lze
nalézt v [25].

V pøípadì dokonalého OS je výsledkem (28) pole komplexní amplitudy U(r, φ; f) =
pbV 0

0 (r, f) s jedinným nenulovým èlenem β0
0 = 1. Pro pøípad (f = 0) opìt dostáváme Ai-

ryho funkci (22). Výpoèet PSF pomocí (28) a mocninné-Besselovy øady (30) pro vybrané
optické aberace je na obrázku 7.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Obrázek 7: Výpoèet PSF (28) pomocí pbV m
n (r, f). Vliv aberací na rozlo¾ení normované in-

tenzity v okolí ohniska pro OS s NA = 0.5 a λ = 405nm. Zleva intenzita pole 0.96 um pøed
ohiskem, v ohnisku a 0.96 um za ohniskem. (a,b,c) - Vliv komy 3. øádu (α1

3 = 0.5 λ), (d,e,f)
- Vliv astigmatismu 3. øádu (α2

2,= 0.5 λ), který se projevuje typickou rotací o 90◦ pøed a za
ohniskem. (g,h,i) - Mix aberací (α1

3, α
2
2)=(0.5 λ, 0.5 λ) s vertikálním náklonem α−1

1 =1.5 λ.
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Analytický model - Bessel-Besselova øada

Jedno z mo¾ných øe¹ení V m
n (29), které výraznì roz¹íøí platnost analytického modelu PSF,

lze nalézt v [33]. Vyu¾ívá Bauerovy identity

eifρ
2

= ei
f
2

∞∑
n=0

(2n+ 1)injn

(
f

2

)
R0

2n(ρ), (33)

kde

jk(x) =

√
π

2x
Jk+ 1

2
(x) (34)

je sferická Besselova funkce [32]. Výsledek vede po linearizaci souèinu radiálních Zernikových
polynomù na Bessel-Besselovu øadu, kterou budeme znaèit bbV m

n (r, f), ve tvaru

bbV m
n (r, f) = e

1
2
if

∞∑
k=0

(2k + 1)ikjk

(
1

2
f

) k+p∑
l=max(0,k−q,p−k)

(−1)lwkl
Jm+2l+1(2πr)

(2πr)
, (35)

kde

wkl =

p∑
s=0

min(k,s)∑
t=0

fmpsbkstg
m
k+s−2t,l (36)

Funkce f, b, g lze nalézt v [25]. bbV m
n (r, f) zùstává v platnosti i pro komplexní hodnoty para-

metru f .

(a) PSF 2.4 um za ohniskem. (b) PSF 4.81 um za ohniskem (c) PSF 7.21 um za ohniskem

Obrázek 8: Výpoèet PSF (28)pomocí bbV m
n (r, f) (35) lze narozdíl od pbV m

n (r, f) pou¾ít pro
výpoèet PSF ve vìt¹ích vzdálenosti od ohniska. Zleva PSF 2.4 um, 4.81 um a 7.21 um za
ohniskem. Zobrazen vliv komy 3. øádu (α1

3 =0.5 λ) na tvar PSF pro OS s NA = 0.5 a λ=
405 nm.

Analytické øe¹ení Debye-Wolfova integrálu pomocí rozkladu do mocninné-Besselovy pbV m
n (r, f)

nebo Bessel-Besselovy bbV m
n (r, f) øady pou¾ijeme jako pøesného modelu pro úèely rekon-

strukce fáze. Podrobnou analýzu a implementaci do prostøedí Wolfram Mathematica prove-
deme v následující kapitole.
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4 Phase retrieval v prostøedí Wolfram Mathematica

V prostøedí Wolfram Mathematica 12.0. byly implementovány algoritmy pro pøesný vý-
poèet modelu PSF pomocí Debye-Wolfova difrakèního integrálu (9) a pro øe¹ení inverzního
problému rekonstrukce fáze z intenzitních skenù.

V následujících podkapitolách se nejprve zamìøíme na analýzu Besselových øad (30) a (35)
pro výpoèet modelu PSF. Stanovíme mezní poèet èlenù pro dosa¾ení po¾adované pøesnosti
pøi akceptovatelném výpoèetním èase. Dále pøedstavíme tøi øe¹ení inverzního problému, které
byly implementovány v prostøedí Wolfram Mathematica. Dùraz klademe na metodu globální
optimalizace, které vìnujeme nejvìt¹í pozornost. Na závìr analyzujeme nejistoty, se kterými
se mù¾eme bìhem experimentu potýkat: ¹um kamery, koneèná velikost bodového zdroje a
nepøesnosti vnitøních parametrù systému (f,NA) na rekonstrukci. Pøi simulacích pou¾íváme
vlnovou délku 405 nm7, pokud není uvedeno jinak.

7Vlnovou délku do analýzy nejistot nezahrnujeme. Pøedpokládáme velmi dobøe stabilizovaný zdroj.
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4.1 Rozvoj funkce V m
n pomocí Besselových øad

Podle vztahu (30) lze provést rozvoj funkce V m
n (r, f) v nekoneènou mocninnou-Besselovu

øadu pbV m
n nebo podle (35) v nekoneènou Bessel-Besselovu øadu bbV m

n . Na obrázku 9 je zná-
zornìn prùbìh reálné a imaginární èásti bbV m

n a normované intenzity pro pøípad bez aberací
(n = 0,m = 0) a pro komu 3. øádu (n = 3,m = 1). V pøípadì f = 0 je imaginární èást
nulová a výpoèet se znaènì zjednodu¹uje.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 9: Reálná èást (a, c) a imaginární èást (b, d) funkce bbV m
n pro Kmax =35. Nahoøe

pøípad bez aberací (n = m = 0), dole pro komu 3. øádu (n = 3,m = 1). V pøípadì f = 0
(modøe) je imaginární èást podle (35) rovna nule.

Nyní provedeme porovnání a stanovíme limity pro výpoèet Besselových øad s koneèným
poèet èlenù Lmax øady

pbV m
n v rovnici (30) a poètu èlenù Kmax øady

bbV m
n v rovnici (35). Jako

referenci pou¾ijeme numericky vypoèítanou funkci V m
n (r, f) z rovnice (29). Na obrázku 10 je

znázornìna chyba vypoèítaných øad v obrazovém prostoru (r, f) normovaných souøadnic pro
malý poèet èlenù øad.
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(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 10: Chyba podle (38) mocninné-Besselovy pbV m
n (vlevo) a Bessel-Besselovy bbV m

n

(vpravo) øady pro Lmax = {1, 10} a Kmax = {1, 10} v obrazovém ohniskovém prostoru (r, f).
Chyba pbV m

n pro vìt¹í hodnoty f v porovnání s bbV m
n znaèí, ¾e nebude vhodnou volbou pro

výpoèet PSF ve vìt¹ích vzdálenostech od ohniska. Naproti tomu bbV m
n vykazuje odchylky v

promìnné r, ale s výraznì ni¾¹í amplitudou.

Mocninná Besselova øada pbV m
n dobøe aproximuje funkci V m

n (r, f) v souøadnici r. Její
amplituda závisí na hodnotì souøadnice f pøibli¾ným vztahem [33]

≈ 1

2l!
|f |l−1. (37)
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Analýza potøebného poètu èlenù øady pro konkrétní f je na obrázku 11. Je tak mo¾né od-
hadnout minimální poèet èlenù øad pro maximální chybu de�novanou jako

max
r≤5,f≤10

||2pbV m
n (r, f)| − |2V m

n (r, f)||, (38)

shodnì pro bbV m
n (r, f), kde V m

n (r, f) je vypoèteno numericky.

(a) Èernì teoretická pøesnost pbV 0
0 podle

poètu èlenù Lmax (37). Èervenì simulace pro
ovìøení. Mocninná-Besselova øada má pro-
blémy s konvergencí. Je nutný velký poèet
èlenù øady. I tak nemusí být konvergence za-
ruèena.

(b) Provedená simulace bbV 0
0 . Bessel-

Besselova øada dobøe konverguje.

Obrázek 11: Vykreslení chyby (38) oproti numerickému øe¹ení V m
n pro pbV m

n (vlevo) a bbV m
n

(vpravo) v závislosti na parametru defokusu f (èíslování u køivek) a pøíslu¹ném poètu èlenù
øady Lmax nebo Kmax. Èervenì èárkovanì vyznaèena hladina 10−10.

Numerický výpoèet V m
n (r, f) v prostoru (r, f) je na obrázku 12 spolu s porovnáním pbV m

n a
bbV m

n . Pro dosa¾ení pøesnosti ∼ 10−10 v intervalu r = (0, 5) a f = (0, 10) de�nované v (38)
je minimální poèet èlenù øady pbV m

n dobøe reprezentován vztahem (37). Tímto zpùsobem
lze pøi výpoètu PSF korigovat poèet èlenù øady a pro roviny blízké ohnisku výraznì zkrátit
výpoèetní èas.
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(a) Numerické øe¹ení V m
n (r, f)

pro (n = 0,m = 0).
(b) Výskyt chyby v (r, f) pro-
storu pøi výpoètu pbV 0

0 .
(c) Výskyt chyby v (r, f) pro-
storu pøi výpoètu bbV 0

0 .

(d) Numerické øe¹ení V m
n (r, f)

pro (n = 3,m = 1)
(e) Výskyt chyby v (r, f) pro-
storu pøi výpoètu pbV 1

3 .
(f) Výskyt chyby v (r, f) pro-
storu pøi výpoètu bbV 1

3 .

Obrázek 12: (a,d) - Numerické øe¹ení V m
n (r, f) pro (n = 0,m = 0) a pro komu 3. øádu

(n = 3,m = 1). (b,e) - Výskyt chyby pro pøípad pbV m
n je pøevá¾nì podél optické osy s

parametrem f . (c, f) - V pøípadì bbV m
n je chyba spí¹e v radiální souøadnici.

Èasové nároky na výpoèet pbV m
n a bbV m

n se pohybují øádovì v jednotkách sekund pro ka¾dý
Zernikùv polynom Zm

n v (24), viz obrázek 13. Celkový výpoèet modelu PSF pro 36 Zerni-
kových polynomù trvá nìkolik minut podle pou¾itého vzorkování.8). Výpoèet modelu není
limitujícím faktorem, proto¾e jeho platnost se zachovává pro daný OS. Model tak staèí vy-
poèítat pouze jednou. Výpoèetní èas modelu lze zrychlit paralelizací výpoètu nebo kontrolou
poètu èlenù øady pro dané f .

8Procesor Intel(R) Core(TM) i5-10210U CPU @ 2.1 GHz
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Obrázek 13: Výpoèetní èas funkce V m
n (r, f) v závislosti na poètu èlenù øady Lmax pro

pbV m
n

èervenì a Kmax pro bbV m
n modøe. Výpoèet proveden pro (n = 0,m = 0) a (n = 3,m =

1) a opakován 5X pro ka¾dý èlen. Výpoèetní èas závisí na navzorkování promìnné r (pro
potøeby simulace pou¾it krok 0.02 λ/NA). Celkový výpoèetní èas modelu pak závisí na poètu
Zernikových polynomù pou¾itých pro reprezentaci výstupní pupily v (23). Pro 36 Zernikových
polynomù zabere øádovì minuty.

Pro praktické výpoèty je mocninná-Besselova øada pou¾itelná v rozsahu cca |f | < 10 [33]. Ve
vìt¹ích vzdálenostech od ohniskové roviny dochází k výrazné ztrátì pøesnosti a neúnosným
výpoèetním èasùm. Tyto limity pøekonává Bessel-Besselova øada, která umo¾òuje výpoèet i
pro f ∼ 100 v rozumném èase.
Limit pro Bessel-Besselovu øadu není zpùsoben problémy s konvergencí v f jako v pøípadì
mocninné-Besselovy øady, ale pouze praktickým výpoèetním èasem a nároky na pamìt [33].
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4.2 Øe¹ení inverzního problému: Rekonstrukèní algoritmy

K øe¹ení inverzního problému rekonstrukce fáze z intenzitních skenù existuje nespoèet
pøístupù, napøíklad [14],[15],[23],[34]. V následujících podkapitolách se zamìøíme na metody,
které byly v rámci diplomové práce implementovány a testovány v prostøedí Wolfram Mathe-
matica.

Nelineární globální optimalizace

Optimalizaèní algoritmy obvykle vytváøejí lokální model problému. Mnoho takových al-
goritmù je zalo¾eno na zmen¹ování meritní funkce, tj. obecná funkce s hranièními podmín-
kami, jeji¾ globální minimum hledáme [35]. Meritní funkce zahrnuje dal¹í omezení a hranièní
podmínky tak, aby se zajistila konvergence iteraèního procesu. Takové algoritmy, pokud kon-
vergují, najdou pouze lokální optima (odtud název lokální optimalizace). V Mathematice lze
lokální optimalizací vyøe¹it napøíklad pou¾itím funkce FindMinimum. Wolfram Mathematica
obsahuje také knihovnu s algoritmy pro globální nelineární optimalizaci s podmínkami [36].
Tyto algoritmy mù¾eme rozdìlit do dvou kategorií: Metody pøímého hledání a gradientní
metody.

Gradientní metody poèítají první (gradienty) nebo druhé (Hessiány) derivace meritní
funkce. Do této kategorie spadají napøíklad metody Lagrangeových multiplikátorù, sekve-
nèní kvadratické programování a jiné. Metody pøímé, které jsou implementovány ve funkci
NMinimize v Mathematice, nepoèítají derivace meritní funkce. Patøí zde Nelder-Mead, ge-
netic algorithm, di�erential evolution a simulated annealing metody. Obecnì lze øíci, ¾e tyto
metody konvergují pomaleji, jsou nároènìj¹í na výpoèetní èas, ale ménì citlivé na pøítomnost
¹umu.

Formulace optimalizaèní úlohy je následující:
Ka¾dá mìøená rovina obsahuje právì Xp pixelù podle rozli¹ení kamery9. Mìøení je provedeno
v Xf rovinách podél optické osy. Data jsou uspoøádána do vektoru I ∈ RX , kde X = XpXf .
Ka¾dý prvek Ik vektoru I pøedstavuje namìøenou intenzitu se souøadnicemi (rk, φk) v defo-
kusované rovinì fk. Vektor g ∈ RX má pro ka¾dý prvek gk tvar gk = Ik−|U(rk, φk, fk; β

m
n )|2.

Øe¹ení inverzního problému je nalezeno minimalizací meritní funkce

min
βmn ∈CX

||g||, (39)

metodami globální optimalizace s podmínkami.
Nelder Mead

Metoda Nelder-Mead [36][37] vytváøí pro funkci g s N promìnnými sadu N+1 bodù, které
tvoøí v N rozmìrném prostoru mnohostìn, tzv. simplex. Ka¾dá iterace algoritmu se skládá z
tìchto krokù:

1. Uspoøádání a výpoèet tì¾i¹tì
Body jsou uspoøádány g(x1) ≤ g(x2) ≤ ... ≤ g(xN+1). Je spoèítáno tì¾i¹tì c ze v¹ech
bodù vyjma g(xN+1).

9Pøípadnì z podoblasti, ve které se nachází mìøená PSF.
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2. Re
exe
Výpoèet re
exního bodu xr podle xr = c+α(c−xN+1), kde α > 0 je koe�cient re
exe.
Pokud je splnìna podmínka g(x1) ≤ g(xr) ≤ gN+1, pak je nejhor¹í bod xN+1 nahrazen
xr a cyklus pokraèuje krokem 1.

3. Expanze
Pokud xr splòuje g(xr) < g(x1), byla re
exe úspì¹ná a algoritmus vypoète expanzní bod
xe = c+ β(c− xr), kde β je koe�cient expanze. Pøi splnìní podmínky g(xe) < g(xr) je
bod xN+1 nahrazen xe. V opaèném pøípadì je bod xN+1 nahrazen xr. V obou pøípadech
cyklus pokraèuje krokem 1.

4. Kontrakce
Jestli¾e re
exní bod splòuje g(xr) ≥ g(xN), je simplex pova¾ován za pøíli¹ velký a
následuje vypoèet kontrakèního bodu

xc =

{
c+ γ(xN+1 − c), g(xr) ≥ g(xN+1),
c+ γ(xr − c), g(xr) < g(xN+1)

}
,

kde γ reprezentuje kontrakèní koe�cient. Za podmínky gxc < min(g(xN+1), g(xr)) je
kontrakce úspì¹ná a xc nahrazuje xN+1. V opaèném pøípadì se kontrakce opakuje.

5. Zmen¹ení
Nahrazení v¹ech bodù xi = x1 + δ(xi − x1) s koe�cientem zmen¹ení δ.

V programu Wolfram Mathematica jsme vytvoøili numerickou fázi ve výstupní pupile s
koe�cienty (Z3, Z4, Z8) = (0.05, 0.01, -0.05) λ, kterou se pokusíme rekonstruovat.

Nastavení koe�cientù metody Nelder-Mead volíme (α, β, γ, δ)=(2, 1, 0.5, 0.5) s poètem
iterací 100. Volbu poèáteèních bodù xi volí algoritmus se zapoèítáním hranièních podmínek
a omezení automaticky. Pøedpokládáme øe¹ení, které je reálné10 a výchozí hodnoty Zi jsou
rovny nule (pøedpoklad perfektnì korigovaného OS). Parametrem, který urèuje kvalitu rekon-
strukce, volíme RMS (Root mean square) vypoètené z normovaných Zernikových koe�cientù
[31] de�nované vztahem

RMS =

√√√√ ′∑
i=0

Z2
i , (40)

kde apostrof znaèí vynechání konstanty, lineárních slo¾ek a defokusu (Z0, Z1, Z2, Z4) z vý-
poètu. Na obrázku 15 je výsledek rekonstrukce fáze ve výstupní pupile OS metodou PR s
vyu¾itím Nelder-Mead metody globální optimalizace.

10Komplexní pøi rekonstrukci koe�cientù βm
n pro popis výstupní pupily (23).
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Obrázek 14: Výsledky rekonstrukce modelu fáze metodou Nelder-Mead.
Parametry OS:
NA=0.5,
λ = 405 nm,
Model fáze (Z3, Z4, Z8)=(0.05, 0.01, -0.05) λ,
RMS modelu 0.0276 λ.
Rekonstrukce provedena pro nastavení:
Rozli¹ení 41x41 pixelù,
Velikost pixelu 40.5 nm
Tøi intenzitní skeny ve vzdálenostech od geometrického ohniska (-0.48 um, 0 um, 0.48 um).
Uspoøádání Zernikových polynomù podle pøílohy A. Pro lep¹í kontrolu výsledku zvýraznìna
hranice 10 mλ u rekonstruovaných koe�cientù èervenì. Pro pøehlednost zobrazeno pouze
prvních 15 Zernikových polynomù v jednotkách λ.

IFTA

Tato skupina algoritmù je zalo¾ena na propagaci mezi obrazovou rovinou a výstupní pupi-
lou OS. Propagace vyu¾ívá algoritmù rychlé Fourierovy transformace (FFT) [38] ve Fraunho-
ferovì nebo Fresnelovì aproximaci (odtud název IFTA - Iterative Fourier Transform Algo-

rithm). Pøi ka¾dé iteraci dochází k minimalizaci chyby mezi numerickým modelem PSF a
mìøenou intenzitou. První iteraèní algoritmus byl pøedstaven na konci roku 1971 [14]. So-
�stikovanìj¹í algoritmy pøekonávají nìkteré z pùvodních problémù, napøíklad stagnaci nebo
optimalizují vstupy algoritmu [15].

Spoleèným cílem tìchto algoritmù zùstává rekonstrukce fáze na støedních a vysokých
frekvencích. Pro optickou metrologii je naopak zajímavá rekonstrukce nízkých frekvencí, ve
smyslu optických aberací. Numerická povaha øe¹ení vede pøi vy¹¹ích NA na problémy s pod-
vzorkováním, které není mo¾né numericky pøekonat. Z toho dùvodu jsme od tohoto pøístupu
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upustili. Zùstává v¹ak cennou alternativou napøíklad pro mìøení OS korigovaných do neko-
neèna nebo jako optimalizaèní nástroj pøi návrhu difraktivních prvkù.

ENZ-spektrální pøístup

Mo¾ným øe¹ením inverzního problému je vyu¾ití Fourierovy transformace a ENZ teorie
pro výpoèet analytického modelu PSF pomocí vztahu (28). Pro malé hodnoty aberací je
mo¾né problém linearizovat a øe¹it jako soustavu lineárních rovnic [39].

Namìøená intenzita I = |U2| je funkcí kartézských souøadnic a parametru defokusu
I(x, y; f). Prvním krokem je pøevod do polárních souøadnic I(x, y; f) → I(ρ, φ; f). Linea-
rizaci modelu intenzity je pro sudé èleny11 (m ≥ 0) v (28) mo¾né psát ve tvaru

I ≈ 4|V 0
0 |2 + 8

′∑
n,m

αnmRe{im+1V 0∗
0 V m

n } cosmφ, (41)

kde ∗ oznaèuje komplexní sdru¾ení. Dal¹ím krokem je rozklad signálu po jednotlivých azi-
mutálních slo¾kách m. Zavedeme azimutální funkci Ψm(r, f), která výpoètem Fourierovy
transformace tento rozklad provede

Ψm(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0

I(r, φ, f) cosmφdφ. (42)

Dále zavedeme skalární souèin dvou funkcí v (r, f) prostoru

(Ψ, χ) =

∫ R

0

∫ F

−F
r ·Ψ(r, f) · χ(r, f)drdf, (43)

a dále bázové funkce
Ψm
n (r, f) = γmRe{im+1V 0∗

0 V m
n }, (44)

kde γm = 4,m = 1, 2, ..., γ0 = 8, které nám umo¾òí zkonstruovat soustavu lineárních rovnic∑
n

αnmΨm
n (r, f) = Ψm(r, f). (45)

Vyu¾ití spektrálního pøístupu umo¾òuje podle [36] vynechat kvadratický èlen, který plyne ze
vztahu I = |U |2. Kvadratický èlen je ortogonální na lineární slo¾ku [21] podle promìnné f a
zkonstruovaná soustava lineárních rovnic (45) je dobøe de�novaná.

V prostøedí Wolfram Mathematica se podaøilo pomocí vý¹e posaného algoritmu rekonstru-
ovat numerická data. Pøesná rekonstrukce na obrázku 15a svìdèí o mo¾nosti vyu¾ití tohoto
pøístupu pro úèely rekonstrukce fáze.

11Analogicky by se postupovalo pro liché èleny
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(a) Vstupní hodnoty Zernikových koe�cientù: (α1
1, α

1
3, α

1
5, α

1
7)=(0, 0.5 λ, 1 λ, 0).

Rekonstrukce:(α1
1, α

1
3, α

1
5, α

1
7)=(0, 0.5 λ, 1 λ, 0)

(b) Vstupní hodnoty Zernikových koe�cientù: (α1
1, α

1
3, α

1
5, α

1
7, α

2
2)=(0,0.5λ,1λ,0,0.5λ).

Rekonstrukce:(α1
1, α

1
3, α

1
5, α

1
7, α

2
2)=(0,0.4998λ,0.9999λ,-0.0008).

Obrázek 15: Rekonstrukce fáze spektrálním pøístupem pro OS s NA=0.5 a λ=405nm.
(a) - Rekonstrukce pro vstupní vlnoplochu tvoøenou pouze koe�cienty s azimutální slo¾-
kou (m = 1). (b) - Rekonstrukce se vstupní vlnoplochou tvoøenou dvìma azimutálními
slo¾kami (m = 1, m = 2). Hodnoty skalárního souèinu závisejí na vzorkování v (r, f)
prostoru. Pro úèely rekonstrukce pou¾ita velikost pixelu 16.2 nm, rozli¹ení 101x101 s poètem
sedmi mìøených rovin symetricky rozposunutých v okolí ohniska o vzdálenosti (0.48 um, 0.96
um, 1.44 um).

Platnost provedené linearizace (41) a omezení malých aberací vy¾adují hlub¹í studium,
nebo» se podaøilo rekonstruovat koe�cienty s hodnotou a¾ 1λ. Rekonstrukce fáze s více azimu-
tálními slo¾kami na obrázku 15b zaèíná také vykazovat chyby. V rámci této práce se metodì
dále nevìnujeme, ale uvádíme ji zde pro její potenciál do budoucna. Zvlá¹tì v kombinaci s
algoritmy lineární konvexní optimalizace [35].
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4.3 Analýza nejistot

Nyní analyzujeme vliv nejistoty jednotlivých systémových parametrù, ¹umu a odchylek
od designu OS. Pro analýzu budeme vycházet z OS, který se podaøilo pøesnì rekonstruovat
metodou globální optimalizace (viz obrázek 14) s tìmito parametry:
NA = 0.5,
λ = 405 nm,
Model fáze (Z3, Z4, Z8)=(0.05 λ, 0.01 λ, -0.05 λ),
RMS modelu 0.0276 λ.
Rozli¹ení 41x41 pixelù,
Velikost pixelu 40.5 nm
Základní uspoøádání intenzitních skenù ve vzdálenostech od geometrického ohniska (-0.48
um, 0 um, 0.48 um). Pøi analýze s jiným poètem rovin se pøedpokládá symetrické uspoøádání
okolo ohniska.

Vzorkování

Nejmen¹í velikosti pixelu kamer se dnes pohybují okolo 1.5 um. Pøi mìøení kamerou se
v¾dy dopustíme podvzorkování, aliasingu [40] (viz obrázek 16). Tato chyba zaèíná pøevládat
s rostoucí NA a potøebou mìøit stále men¹í PSF. Iterativní algoritmy pro rekonstrukci fáze
(IFTA) zalo¾ené na FFT a numerickém výpoètu modelu PSF nejsou schopny tento problém
pøekonat [14].

ENZ teorie tento problém pøekonává. Analytický model PSF lze pøedpoèítat pro konkrétni
velikost pixelu kamery integrací intenzity pøes velikost pixelu. Pokud se chceme vyhnout
èasovì nároèné integraci, zvolíme velikost pixelu dostateènì malou tak, ¾e celková intenzita
v dané oblasti se nemìní. Integraci pak lze nahradit sumací.

(a) Velikost pixelu 0.84 um. (b) Velikost pixelu 1.68 um.

Obrázek 16: Efekt podvzorkování pøi mìøení PSF ve vzdálenosti 36.08 um od ohniska, pro
NA = 0.5 a rozdílné velikosti pixelu kamery. Tento efekt se zahrne ji¾ pøi výpoètu analytic-
kého modelu PSF pomocí ENZ teorie.
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Vliv ¹umu

V této podkapitole analyzujeme vliv ¹umù kamery [41]. Zamìøíme se na statický ¹um
kamery a detekèní ¹um. Pro modelaci vyu¾ijeme parametrù z katalogového listu kamery (viz
pøíloha B).

Statický ¹um kamery
Statický ¹um (FPN - Fixed pattern noise) je variace výstupu ka¾dého pixelu pøi uniform-

ním osvìtlení. Nìkdy se proto nazývá neuniformita. Výsledkem je prostorová variace, která
zùstává pro konkrétní kameru èasovì nemìnná. Okolní podmínky (teplota,. . .) ovlivòují am-
plitudu tohoto ¹umu, a proto je nutné provádìt mìøení za kontrolovaných vnìj¹ích podmínek.
FPN se skládá ze dvou komponent: Aditivní (o�set) a multiplikaèní (gain), kterou budeme
pova¾ovat za nulovou a do modelu nezahrnovat.
Typický projev FPN kamery CMOS je na obrázku 17a. V pøípadì CCD kamery je variace
náhodná, ale statická.

(a) Typický projev FPN pro
CMOS kameru.

(b) Projev FPN pro CCD ka-
meru.

Obrázek 17: Simulace FPN pro CMOS (a) a CCD (b) kameru s rozli¹ením 256x256 pixelù.

Bylo vygenerováno 5 modelù FPN podle hodnot parametru DNSU z katalogového listu ka-
mery (viz pøíloha D) a provedena rekonstrukce fáze metodou Nelder Mead pro OS popsaný
na obrázku 14. Potlaèení FPN je mo¾né s vìt¹ím poètem mìøených rovin (viz obrázek 19a).

Detekèní ¹um
Detekce ka¾dého fotonu podléhá výstøelovému ¹umu, který se øídí Poissonovým rozdìlením

se støední hodnotou rovnou poètu fotonù v daném pixelu. Simulace je pro rùzný celkový poèet
fotonù v obraze provedena na obrázku 18. Pro minimalizaci chyby zpùsobenou detekèním
¹umem (viz obrázek 19b) je vhodné volit kameru s dostateènou saturaèní kapacitou (viz.
pøíloha B) a dobrým odstupem signálu od ¹umu.
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(a) Celkový poèet fotonù 673734. (b) Celkový poèet fotonù 35393. (c) Celkový poèet fotonù 5723.

Obrázek 18: Simulace detekèního ¹umu kamery pro rùzné hodnoty celkového poètu fotonù v
obraze. PSF modelována v ohnisku s parametry OS popsaného v úvodu kapitoly.

(a) Rekonstrukce pro 7 rovin provedena
ve vzdálenostech od ohniska (-1.44 um,
-0.96 um, -0.48 um, ohnisko, 0.48 um,
0.96 um, 1.44 um). Pøi rekonstrukci pro
pìt rovin vynechány krajní dvì pozice.

(b) Vliv detekèního ¹umu na rekon-
strukci ve tøech skenovaných rovinách.

Obrázek 19: Simulace vlivù ¹umù na pøesnost rekonstrukce fáze. (a) - Chyba statického ¹umu
kamery lze redukovat vìt¹ím poètem mìøení. Analýza provedena pro OS popsaný v úvodu
kapitoly. (b) - Lze najít hranici minimálního poètu fotonù v obraze, pøi které se detekèní ¹um
pøíli¹ neprojeví na chybì rekonstrukce.
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Numerická apertura

Numerická apertura se mù¾e li¹it od designu OS. Spolehlivé urèení NA reálného OS se
pohybuje v jednotkách procent. Pro analýzu pou¾ijeme dvì hodnoty NA = (0.3, 0.5).

Obrázek 20: Chyba numerické apertury. Simulace provedeny pro NA = 0.5 (odstíny èervené)
a NA = 0.3 (odstíny modré). Uva¾ována odchylka numerické apertury ∆NA [%] nad a pod
nominální hodnotu modelu, v grafu vykreslen prùmìr. Tmav¹í odstíny barev pøedstavují více
skenovaných rovin v rekonstrukci v tomto poøadí: (3, 5, 7).

Výslednou chybu RMS se daøí dr¾et pod úrovní 10mλ i pøi pomìrnì velké odchylce
(5%) od nominální hodnoty NA (viz obrázek 20). Naopak pokud jsou v systému pøítomny
jiné zdroje nejistot, mìla by být snaha dr¾et tento systémový parametr v co nejvìt¹í mo¾né
shodì s nominálním designem OS.

Umístìní senzoru

Z obrázku 21 je zøejmé, ¾e ke skenování intenzity v obrazovém prostoru je nutné pou¾ití
velmi pøesných posuvù v øádu jednotek nanometrù. Takto jemné posuvy lze realizovat pomocí
piezo posuvu s uzavøeným cyklem, které dosahují tìchto pøesností. Absolutní posun, napøíklad
vùèi ohniskové rovinì pøesto zùstává v praxi tì¾ko realizovatelný.

Jak vyplývá z obrázku 22, je zde mo¾nost vyu¾ít pøímo metodu PR k pøesnému polo-
hování. V první fázi urèit relativní pozici ohniska a ve druhé skenovat intenzitu pro úèely
rekonstrukce fáze. Èlen Z4 (defokus) se vìt¹inou do výpoètu RMS nezahrnuje.
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Obrázek 21: Chyba RMS pøi nepøesném polohování bìhem skenování intenzity v obrazo-
vém prostoru. Simulace provedeny pro náhodnou odchylku ka¾dého skenu v maximální vý¹i:
modøe-(1%, pøi NA = 0.5 ∼ 5 nm), èervenì-(5%, pøi NA = 0.5 ∼ 24 nm) a zelenì-(20%, pøi
NA = 0.5 ∼ 0.1 um).

Obrázek 22: Absolutní poloha jednotlivých intenzitních skenù není známa. První skenovaná
rovina umístìna ve vzdálenosti 0.01 λ pøed ohniskem. Rekonstrukce fáze pøi relativní chybì
polohování ∆f = 1%, pro OS popsaný v úvodu kapitoly. Z rekonstrukce je patrné, ¾e koe-
�cient Z4 je vychýlen pøesnì o vzdálenost 0.01 λ, ve které jsme zaèali se skenováním první
roviny.
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Bodový zdroj koneèné velikosti

Doposud jsme pøedpokládali, ¾e OS vytváøí PSF z dokonalého bodového zdroje. Takový
zdroj je nerealizovatelný. Dostateènì malý otvor, tzv. pinhole, propustí zlomek intenzity.
Vìt¹í pinhole a její komplexní tvar má negativní vliv na tvar PSF. Pinhole ve tvaru kruhu
o polomìru a se projeví poklesem intenzity a roz¹íøením PSF v dané rovinì (viz obrázek
23). Pøedpokládáme, ¾e polomìr a je malý v porovnání s polomìrem prostorové koherence
[21][42]. Tento pøedpoklad je prakticky v¾dy splnìn.

(a) Ideální bodový zdroj. (b) Prùmìr pinholy 1 um. (c) Prùmìr pinholy 2 um.

Obrázek 23: Vliv koneèné velikosti bodového zdroje na tvar PSF v okolí obrazové ohniskové
roviny pro OS s NA = 0.5 a λ = 405nm. (c) - Velikost prùmeru kruhového bodového zdroje
pøesáhla polomìr prostorové koherence.

ENZ teorie dovoluje zahrnout efekt koneèné velikosti bodového zdroje do modelu PSF.
Vynásobíme pupilovou funkci vynásobíme Fourierovou transformací kruhu, normovanou Jinc
funkcí [9]

J1(2πaρ)

πaρ
, (46)

kde a je normovaný prùmìr a J1 Besselova funkce prvního druhu. Dále vyu¾ijeme aproximace

J1(2πaρ)

πaρ
≈ ec−dρ

2

, (47)

a V m
n (r, f) v rovnici (28) nahradíme funkcí

V m
n (r, f̃) = ecV m

n (r, f + id). (48)

Optimální hodnoty parametrù c a d lze nalézt v [42] a podrobnou analýzu v [39]. Na obrázku
24 je znázornìn vliv prùmìru kruhové masky na pøesnost rekonstrukce fáze.

Nároky na pøesný prùmìr uva¾ované kruhové pinholy jsou vìt¹í s rostoucí NA. Analýza
tvaru pihnoly (odchylky od ideálního kruhu) nebyla provedena.
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Obrázek 24: Vliv nenulové velikosti kruhové masky na rekonstrukci fáze. Uva¾ujeme model
ideálního bodového zdroje a skenování intenzity pøi pou¾ití zdroje s nenulovým prùmìrem
kruhové pinholy ∆φ. Èervenì èárkovanì oznaèena hranice 10 mλ.

Simulace reálného optického systému

V pøedchozích èástech jsme se zabývali jednotlivými nejistotami, které mohou ovlivnit
pøesnost rekonstrukce fáze metodou globální optimalizace. Pøedpokládejme nyní reálný OS,
jeho paramtery neznáme pøesnì. Uva¾ujeme OS s NA = 0.5 (chyba 2%) a λ=405 nm (známe
dostateènì pøesnì). Pro mìøení vyu¾ijeme parametrù kamery z katalogového listu kamery
(viz. pøíloha B). Kruhový bodový zdroj realizujeme pinholí s designovaným prùmìrem 400
nm. Vyrobit pinholi lze velmi pøesnì litogra�cky (pro úèely simulace pøedpokládáme chybu
1%). Kameru umístíme na lineární piezo posuvy s uzavøeným cyklem (pøesnost ∼ 1 nm).
Vynecháme zde krok nalezení absolutní pozice na ose z. Simulaci FPN provedeme podle pa-
rametru kamery DSNU, a pro simulaci detekèního ¹umu vyu¾ijeme saturaèní kapacitu pixelu
kamery. Záznam intenzity v obrazovém prostoru je na obrázku 25.
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(a) Vzdálenost -14.43 um. (b) Vzdálenost -9.62 um. (c) Vzdálenost -4,81 um.

(d) Ohnisková rovina. Celá PSF
je obsa¾ena prakticky v jediném
pixelu.

(e) Vzdálenost 4,81 um. (f) Vzdálenost 9,62 um.

(g) Vzdálenost 14.43 um.

Obrázek 25: Simulace normované intenzity pro rekonstrukci reálného OS v 6 defokusovaných
rovinách a v ohnisku. NA = 0.5 (chyba 2%), λ=405 nm, pinhole s prùmìrem 400nm (chyba
1%), velikost pixelu 1.67 um a pøesnost pozicování 1 nm. Do modelu nebyl zahrnut ¹um.

Jak se ukazuje, provedení skenù v blízkosti ohniska s kamerou o velikosti pixelu 1.67 um
nevede k dostateèné pøesné rekonstrukci fáze. Na obrázku 25 je proveden záznam PSF v
¹esti defokusovaných rovinách a v ohnisku. Ve velkých vzdálenostech od ohniska (∼ 5) um,
musíme pou¾ít pro výpoèet PSF (28) Bessel-Besselovu øadu (35). S vìt¹í vzdáleností od
ohniska zaèíná dominovat detekèní ¹um (intenzita klesá s kvadrátem vzdálenosti). Detekèní
¹um znehodnotí výsledek rekonstrukce. Proto na obrázku 25 uva¾ujeme záznam bez vlivu
¹umu. Výsledek rekonstrukce fáze je na obrázku 26.
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Obrázek 26: Výsledek rekonstrukce reálného OS. NA = 0.5 (chyba 2%), λ=405 nm, pinhole
s prùmìrem 400nm (chyba 1%), velikost pixelu 1.67 um a pøesnost pozicování 1 nm. Do
modelu nebyl zahrnut ¹um. Výsledná chyba RMS = 7.1 mλ

Dosa¾ená chyba rekonstrukce fáze metodou Nelder-Mead pøi 100 iteracích je RMS = 7.1
mλ. Tato chyba je v¹ak bez zapoètení vluvu ¹umu. Demonstruje dosa¾itelnou se zapoètením
vlivù tìchto parametrù: Numerická apertura, vzorkování, koneèná velikost kruhové pinholy
a nejistota pozicování skenovaných rovin (viz obrázek 26).
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5 Závìr

Trendy souèasného vývoje optiky si ¾ádají vývoj stále so�stikovanìj¹ích mìøících metod.
Tato práce pøedstavuje metodu Phase retrieval jako zajímavou alternativu k tradièním zpù-
sobùm vyhodnocování kvality optických systému.

Model PSF popsaný Debye-Wolfovým difrakèním integrálem (kap. 2.2) a analyticky øe¹ený
s vyu¾itím roz¹íøené Nijboer-Zernikovy teorie (kap. 3) je dostateènì 
exibilní pro praktické
pou¾ití metody Phase retrieval v optické metrologii. Pro øe¹ení inverzního problému rekon-
strukce fáze (kap. 4.2) byly prezentovány tøi algoritmy: IFTA, ENZ-spektrální pøístup a Phase
retireval s vyu¾itím globální optimalizace. Jak analytický model PSF zalo¾ený na rozkladu
do Besselových øad (kap. 3.3), tak rekonstrukèní algoritmy byly implementovány v prostøedí
Wolfram Mathematica.

Výsledek na obrázku 14 ukazuje témìø perfektní rekonstrukci fáze metodou globální op-
timalizace. Tento výsledek zatím není v praxi realizovatelný. Proto byla provedena analýza
nejistot a ¹umu pro numericky nasimulovaný optický systém pro NA = 0.5 (kap. 4.3). Ob-
rázek 26 demonstruje v praxi dosa¾itelnou pøesnost rekonstrukce fáze optického systému 7.1
mλ. Limitujícím faktorem je detekèní ¹um. Pøipou¹tíme, ¾e existuje takové nastavení ske-
novaných rovin a volba parametrù optimalizace, které umo¾ní pøesnìj¹í rekonstrukci i se
zapoètením vlivu ¹umu. Optimalizace procesu skenování intenzity, stejnì tak tvar meritní
funkce poskytují prostor pro dal¹í práci.

Za pozornost stojí mo¾ný vedlej¹í výsledek práce: Metoda pozicování detektoru v obra-
zové rovinì metodou Phase retrieval (viz obr. 22).

Pøednosti metody Phase retrieval zalo¾ené na ENZ teorii lze shrnout následovnì:

� Mìøící schéma nevy¾adující dodateènou optiku.

� Rekonstrukce fáze na ni¾¹ích frekvencích (rekonstrukce 36 Zernikových polynomù)
v kontrastu k metodám IFTA urèených k rekonstrukci vy¹¹ích frekvencí.

� Analytický model PSF a pøekonání problému se vzorkováním v pøípadì metod IFTA.

� Umo¾nìní simultánní rekonstrukce fáze nìkolika polních bodù.

Nedostatky se vá¾ou pøedev¹ím na získávání dat. Dále na rychlost celého procesu, která se
nyní pohybuje v øádu desítek sekund.

Rozvoj metody Phase retrieval v souèasnosti smìøuje k praktické realizaci. Ve spolupráci s
�rmou Meopta - optika, s.r.o. se rozvíjí metody submikronového skenování PSF, které zvý¹í
pøesnost a posunou aplikovatelnost této mìøící metody do praxe.
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6 Pøílohy

A Zernikovy polynomy

Obrázek 27: Prvních 36 Zernikových polynomù (maximální radiální stupeò n = 7). Øazení
podle ANSI s pou¾itím radiálního stupnì n a azimutálního stupnì m, podle odpovídajícího
indexu a oznaèení které je vyu¾íváno ve spoleènosti Meopta-Optika.
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B Katalogový list CMOS kamery Basler acA3800-10gm

Obrázek 28: Parametry z katalogového listu jsou pou¾ity pro modelaci ¹umu (kapitola 4.3.).
Velikost pixelu kamery 1.67um.
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