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Anotace

Hlavnim cilem této prace je vytvorit uceleny piehled matematickych uloh
zabyvajicich se mnozinami bodi danych vlastnosti. Uvedené piiklady jsou fesené a
rozdélené do sedmi podkapitol podle jejich zaméteni. Prace by méla slouzit pfedevsim
jako inspirace pro ucitele zakladnich Skol. Méla by byt navodem, jak pomoci

pocitacovych programu udélat vyuku matematiky hravou a pro déti jist€ zajimave;si.

Annotation

The main aim of this thesis is to create a comprehensive overview of mathematical
tasks dealing witha set of pointswith given properties. The examples are
designed and divided into seven subchapters according to their specialization. This
paper should be primarily an inspiration for primary school teachers; They find
here instructions on how to use computer programmes to make teaching of mathematics

more playful and interesting for children.
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1. Uvod

Geometrie je velmi dilezita ¢ast osnov matematiky jiz na prvnim stupni zakladnich
Skol. Ne bezdiivodné. Svét, ve kterém Zijeme, ndm denné nabizi mnozstvi zajimavych
praktickych uloh, které pravé geometrii vyuzivaji. Proto si myslim, ze je dilezité
zabyvat se ji a snazit se pochopit jeji souvislosti. Je také na mist€, pracovat s détmi tak,

aby si vytvorily k tématu kladny vztah.

Pro¢ jsem si vybrala pravé mnoziny bodli dané vlastnosti? Ze svych skromnych
zkusenosti se vzdélavanim zaki vim, Ze se jednd o téma, které détem vSech trovni a
veéku déla problémy. Je to téma obtizné a pro déti predevsim Spatné predstavitelné. A i
z tohoto divodu jsem se ve své praci zamé&fila nejen na vyuku geometrie klasickou
formou, ale pfedevsim na moznosti, které nam piinaseji pocitacové softwary. Konkrétné
jsem zvolila dynamicky matematicky program GeoGebra. Tento program jsem vybrala
kviili jeho jednoduché ovladatelnosti a dostupnosti. Nemusi ho pouzivat pouze ucitelé,

je skvély i pro Zaky, a to jak k procvicovani ve skole, tak napiiklad k domaci ptiprave.

V préaci je u vsech zatazenych piikladii uveden podrobny postup a obrazek jejich
konstrukce. Zaroven je mozné, oteviit si jejich konstrukci pravé v programu GeoGebra.
Zde je dobré, zobrazit si krokovou konstrukci pro lep$i demonstraci postupu feseni
ptikladu. Nejvétsi vyhodou je ale moznost ménit velikosti ur€itych parametri uloh
(poloméry kruznic, velikosti usecek, atd.) a pohybovat zvolenymi body. Mame tak
moznost objevovat souvislosti a ovéfovat vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi
utvary. Myslim, ze vyuziti tohoto programu by mélo ucitelim vyuku usnadnit, zakiim

zptijemnit a zpestfit.

Prace je rozdélena do ctyt kapitol. Prvni a druhd, nam bliZze ptfedstavi program
GeoGebra, definuje a vysvétli pojem mnozina bodd dané vlastnosti. Dalsi kapitola je
rozdélena do sedmi podkapitol, z nichz kazdd popisuje jednu z mnoZin bodi dané
vlastnosti. Kazda z nich zac¢ina shrnutim dulezitych poznatkli o dané mnozing, bez
kterych by nebylo moZzné pochopit a vytesit nésledujici ptiklady. Posledni kapitola se

vvvvvv
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Prace je urena predevs$im ucitelim druhého stupné zdkladnich $kol. A jejim cilem
by mélo byt ukazat jim, jiny nez klasicky zpasob vyuky, ktery mize zéky vice bavit a

motivovat k dalSimu studiu.



2. Program GeoGebra

2.1. Z4kladni informace

Program GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery se pouziva jako
pomicka pfi vyuce matematiky na zakladnich, stiednich i vysokych $kolach. Program
spojuje geometrii, algebru i analyzu. A proto je idealnim prostiedkem, jak ke kvalitnimu
znazornovani konstrukci, tak i k ovéfovani jejich pfedpokladanych vlastnosti (napiiklad
velikosti znazornénych uhli, usecek, kruznic atd.). Nejvétsi prednosti tohoto programu
je, dle mého nazoru, moznost interaktivné meénit velikosti parametrii ulohy pomoci

posuvnik.

Velkou vyhodou programu je také fakt, Ze se fadi do Open Source programi. Coz
v prekladu znamena, ze program je nabizen zdarma ke stazeni na internetu, pfipadné je
mozné ho spustit online. Z toho plyne, ze program miize vyuzivat opravdu kazdy.
Ucitelé ve Skolach, i Zaci pii domaci piipravé. Program GeoGebra lze zdarma stahnout

na webovych strankach - www.GeoGebra.org.

Napovéda programu GeoGebra definuje software takto [16]:

GeoGebra je dynamicky matematicky software spojujici geometrii, algebru a
matematickou analyzu. Byl vytvofen pro Ucely vyucovani a uceni se matematiky
Markusem Hohenwarterem na Univerzité Florida Atlantic.

Na jedné strané je GeoGebra interaktivni geometricky systém, se kterym je mozno
konstruovat: body, ptimky, Gsecky, vektory, kruznice, kuzelosecky, ale tieba i grafy
funkci, které 1ze nasledné interaktivné meénit.

Na druhé strané je také mozné piimé zadavani rovnic a soufadnic. GeoGebra téz
umoziuje pocitat s Cisly, vektory, soufadnicemi bodt, urcovat derivace, integraly,
nulové body a extrémy funkeci.

GeoGebra poskytuje dva tihly pohledu na jednotlivé objekty: vyraz v algebraickém

okné¢ odpovida objektu v geometrickém okné a naopak.



3. MnoZiny bodl dan¢ vlastnosti

,,Geometrickd mnozina bodl dané vlastnosti je nazev pro mnozinu vSech bodt dané

vlastnosti, tj. geometricky utvar U, jehoz body spliuji tyto dva pozadavky:

a. Kazdy bod utvaru U ma ptedepsanou vlastnost (¢ili: zadny bod, ktery nema

predepsanou vlastnost, neni bodem utvaru U).

b. Kazdy bod, ktery ma pfedepsanou vlastnost, je bodem utvaru U (¢ili: Zadny bod,

ktery neni bodem utvaru U, nema piedepsanou vlastnost).” ([14], s. 3)

Vyse uvedené dvé podminky vyjadiuji rovnost dvou mnozin: Mnoziny M bodt dané
vlastnosti a mnoziny bodu Gtvaru U. Dukaz toho, Ze jde opravdu o mnozinu v§ech bodu

dané vlastnosti, spo¢iva v tom, ukazat, ze plati rovnost M =U . ([14], s. 3)

S mnozinami bodii dané vlastnosti se nejcastéji setkdme pii feSeni konstrukénich

uloh.

3.1. Konstrukéni ulohy v roviné

Konstrukéni uloha je ptiklad, jehoz feSenim je geometricky utvar se zadanymi
vlastnostmi sestrojeny pomoci pravitka, kruzitka a pfipadné¢ i Uhloméru. Pfitom
pouzivame tzv. zdkladni Eukleidovské konstrukce, zalozené na sestrojovani bodd,

ptimek a kruznic. ([14], s. 22)
Zakladni Eukleidovské konstrukce spocivaji v tomto:

» Bod povazujeme za sestrojeny, kdyZ je znama jeho poloha, je urcen prusecikem

dvou ptimek, dvou kruznic nebo ptimky a kruznice.
» Piimku povazujeme za sestrojenou, jestlize jsou dané jeji dva rizné body.

» Kruznici k(S;r) povazujeme za sestrojenou, jestlize je dany bod S a isecka r.
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Konstrukéni tlohy, které budeme tesit, jsou dvojiho typu:

a. Polohové ulohy — Vv nich je urCené umisténi danych prvka (asecka, uhel apod.),

tj. jejich poloha.

b. Nepolohové ulohy — poloha alesponi jednoho prvku je volitelna. Tyto ulohy je

vzdy mozno pievést na tlohy polohové, a to umisténim nékterého z prvki.
Casti postupu feseni konstrukéni ulohy:

1. Rozbor: piedpokladame, Ze tloha je vyfeSena, nartneme ilustraéni obrazek a
snazime se najit vztahy mezi danymi a hledanymi utvary

2. Konstrukce: na zakladé rozboru sestavime postup konstrukce a podle ngj
provedeme konstrukci graficky

3. Zkouska: kontrola spravnosti konstrukce

4. Diskuze: v této Casti se stanovuji podminky feSitelnosti ulohy a pocet feSeni
podle vzajemné polohy zadanych prvk, ptitom postupujeme tak, ze prochdzime
jednotlivé kroky konstrukéniho postupu a zkoumdme pocet moznych feSeni

téchto jednotlivych krok

Toto jsou klasické casti feSeni konstrukénich tloh. V této praci si je ale trochu
pozménime. Resené piiklady budou mit pouze t¥i asti:

1. Rozbor - budeme na ngj nazirat tak, jako by ho fesil sam zak. Ten si nakresli
situaci urenou zadanim. Znamé geometrické Utvary si na obrazku vyznaci
barevné. Jinou barvou pak do obrazku zanese ostatni Utvary a své hypotetické
feseni ulohy. Zak se snazi vyslednou mnozinu odhadnout, odvodit na zakladé jiz
ziskanych poznatkt. V této ¢asti bude zahrnut i postup konstrukce tak, jak si
myslim, Ze by ptiklad mohlo fesit samo dite.

2. Konstrukce — bude zahrnovat obrazek vysledné konstrukce pfikladu v programu
GeoGebra se zvyraznénymi vztahy mezi jednotlivymi geometrickymi utvary.

3. Zkouska — se bude zabyvat tim, jestli zvoleny postup konstrukce byl spravny.
Pomoci programu GeoGebra budeme ovéfovat platnost vztahi mezi

jednotlivymi geometrickymi utvary.
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4. Ptehled nejuzivangjSich mnoZin bodl dané vlastnosti v roviné

4.1. Osa tsecky
4.1.1. Usecka

Usecka je ast ptimky mezi dvéma body. Uréujici body tisecky se nazyvaji krajni
body usecky. Znazoriiuje se rovnou arou mezi témito body. A zapisuje se pomoci

krajnich bodu, pfipadn€ malym pismenem = tsecka AB nebo usecka a.

Obr. 1
Velikost neboli délku Gsecky, vétsinou zapisujeme pomoci dvou svislych ¢ar (rovné
zavorky) = a =|AB|.
Stied tsecky
Stfed Gsecky je bod naleZici dané usecce, ktery ji d€li na dvé stejné dlouhé casti.

Obvykle ho znatime pismenem S. S je stiedem Gsecky AB:|AY=|SB|=%|AB.

Obr. 2

4.1.2. Osa usecky

Osa usecky je pfimka kolma k tsecce a prochazejici jejim stiedem. VSechny body na
ose useCky maji od obou krajnich bodl stejnou vzdéalenost. Tuto osu obvykle znacime

pismenem 0 a do obrazku ji zanaSime ¢erchovanou ¢arou. ([12], s. 52)

12
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Obr. 3

Pro bod C, ktery lezi na ose usecky o, plati:|AC|=|CB|. Tento fakt je mozné

zobecnit, protoze osu usecky lze také definovat jako mnozinu vSech bodi roviny, které

maji od dvou riznych bodi A, Bstejnou vzdalenost. Symbolicky Ize tuto skute¢nost

zapsat takto:
M = {X € E,;|AX|<|BX|}; tj. M =0,kdeo L ABAS €0

\‘> Mnozina M vSech bodid X v roviné pro které plati, ze jejich vzdalenost od obou
krajnich bodu je stejna. Tuto mnozinu nazveme osou usecky. Osa je kolma na usecku

AB a prochazi jejim stfedem S .

Konstrukce osy tsecky:

I.  Sestrojime usecku AB.

[ ]

Obr. 4

Il.  Sestrojime kruznici k(A; %|AB| < r <|AB]) a kruznici 1(B; %|AB| < r <|AB]).

13



Obr.5

Jako prunik téchto dvou kruznic ndm vzniknou dva body — C,D.

Obr. 6

Poslednim krokem je sestrojeni samotné osy usecky 0, kterd odpovidéa piimce
CD.




4.1.3. Osovd soumérnost

Ve spojeni s osou usecky je dulezité zminit i pojem osova soumeérnost. Je to
geometrické zobrazeni v roving, které kazdému bodu X roviny pfifazuje obraz X' tak,

ze plati ([4], s. 93):

1) bod X = X', pravé kdyz bod X leZi na ose soumérnosti 0
2) bod X' lezi na kolmici k ose 0 vedené¢ bodem X a to v opaéné poloroviné

uréené osou 0 nez bod X

3) [oX'|=|oX|

Zakladni vlastnosti osové soumérnosti:
o osova soumeérnost je jednoznaéné urcena 0SOU soumernosti 0
o kazdy bod osy je samodruzny, jiné samodruzné body neexistuji

o piimka p ajeji obraz p’ maji stejnou odchylku od osy soumérnosti 0

Piiklad:
Sestrojte osové soumérny obrazec podle dané osy.

o

1

Obr. 8

Nejprve si ozna¢ime body, kde dochazi ke zlomu kiivky. Poté vS§emi takovymi body
vedeme kolmice k ose soumérnosti 0. Jejich priseciky s osou oznac¢ime P, P,,P;,P,.
Tyto body nésledné¢ pouZijeme jako stfedy kruznic, kterymi pfeneseme vzdalenost

odpovidajiciho bodu do opacné poloroviny. Poslednim krokem je propojeni nové

vzniklych bodil ve stejném potadi, jako v plivodnim obrazci.
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Konstrukce:

4.1.4. ReSené p¥iklady na osu tisecky

Piiklad ¢ 1:
Urcete mnoZinu bodi, jejich? vzddlenost od bodu A i B je stejnd.

Rozbhor:

16


Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Osa%20úsečky%20-%20příklad%201.ggb

Zak ma dané dva body, v naértku barevné vyznatené a potfebuje nalézt mnozinu
vSech bodul, které maji stejnou vzdalenost od bodu A i B. Vyuzije proto vyse
definovanou osu tsecky. Nejprve si oba znamé body spoji, tak ziska usecku, se kterou
bude dale pracovat. Zak si nejspi§ zvoli libovolné kruznice m,n, které maji stiedy
v danych bodech a maji stejny polomér. Jak je ale vidét z nacrtku, tyto kruznice nebyly
zvoleny spravné, jejich polomér je pfili§ maly na to, aby se protnuly v ur¢itém bod¢.
74k tedy musi polomér kruZnic néjak omezit. Vrati se zpét k definici osy use¢ky a

sestroji kruznice k a |, pro které plati, k(A; %|AB|<r <|AB|) a I(B; %|AB|<r <|AB).

Nyni uz je v8e v pofadku, body C a D vzniknou jako pruniky obou kruznic. Osu 0,
sestroji zak jednoduse, odpovida totiz pfimce CD. Hypotézou je tedy, ze vyslednou

mnozinou je osa usecky AB.

Konstrukce:

Zkouska:

Pomoci konstrukce tlohy v dynamickém matematickém programu GeoGebra jsme
ovetili, Ze zakiv postup je spravny. Vyslednou mnoZinou bodl je pfimka prochazejici
sttedem UseCky AB a zaroveil na ni kolma = osa GseCky AB . Pro ovéfeni faktu, Ze

opravdu vSechny body osy jsou od bodi A i B stejn¢ vzdaleny, jsme libovolné zvolili

bod X, ktery na ose lezi, a porovnali jsme velikosti usecek |AX| a |BX | Opét pomoci

programu GeoGebra jsme zjistili, Ze velikosti Giseek se opravdu rovnaji,

AX| =[BX] .
17



Piiklad ¢. 2:

Nakresli libovolnou p#imku 0, a mimo ni bod K. Narysuj bod L tak, aby piimka o
byla osou uisecky KL.

Rozbor:

Obr. 13

Uz pii vytvateni nacrtku by si mél zak uvédomit, Ze postup tohoto piikladu nebude
odpovidat klasické konstrukci osy tsecky. Protoze ma zadanou osu 0 a jeden bod
usecky, je jeho ukolem postupovat ,,opaéné* a zkonstruovat usecku, ktera bude nalezet
dané ose. Zak by si mé&l zopakovat viechny vlastnosti osy Gsedky, kterymi jsme se
zabyvali v této podkapitole. A to predev§im kolmost osy na usecku a fakt, Ze prochazi
jejim stfedem. Od toho se bude odvijet cela konstrukce.

Nejprve zak sestroji ptimku p, kolmou na osu 0 a prochazejici danym bodem K.
Poté zak vyuzije druhé vlastnosti a to, Ze osa prochdzi sttedem usecky. Proto sestroji
kruznici k(S;r = |SK|). Hledany bod L dostane jako prisecéik ptimky p a kruznice K.

Kone¢nym feSenim tlohy bude tisecka LK.

Konstrukce:



Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Osa%20úsečky%20-%20příklad%202.ggb

Zkouska:
Konstrukce potvrdila, ze zakiv postup byl spravny a ze vSechny vlastnosti osy
usecky, kterych jsme vyuzili, jsou opravdu platné. Pro jeden zvoleny bod K ma uloha

jedno fesent.

Piiklad & 3:
Narysujte étverec ABCD, znate-li pouze vrcholy A, C. Nacrtnéte obrazek. ([5], s. 26):

Rozbhor:

Obr. 15

Po vytvofeni nacrtku tohoto ptikladu si zak urcité¢ v§imne, ze se jedna opét o tlohu
na vyuziti osy useCky. Proto stejn¢ jako v pfedchozim ptiklad€, vyuzije vSechny
znalosti o jejich vlastnostech. To by ale pro uspé$né feseni nestacilo. Musime si se Zaky
zopakovat i n¢kolik bézné znamych vlastnosti ¢tverce, kterych pti feSeni budeme také
vyuzivat. Naptiklad fakt, Ze thlopti¢ky ve ¢tverci maji stejnou velikost, Ze se navzajem
puli a ze spolu sviraji thel o velikosti 90°. V této chvili uz by zaci méli byt schopni

ulohu bez problému vyiesit sami.

Zadany jsou body A a C. Z naértku zak vidi, ze jejich spojenim vznikne uhlopticka
u;. To je dulezity fakt, protoZze z tohoto déivodu miize pokradovat nasledovné. Zak
sestroji osu této uhlopficky, ktera bude na u, kolma a prochazejici sttedem usecky S.

Tuto osu pojmenuje U, Dalsim krokem je vyuziti vySe zminéné vlastnosti a to, Ze
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uhlopiicky ¢tverce se navzajem puli. Proto Zak sestroji kruznici k(S;r=|AS]).

Zbyvajici vrcholy ¢tverce zak nalezne jako pruseciky osy useCky Uz a kruznice K.

Poslednim krokem je propojeni bodit = c¢tverec ABCD .

Konstrukce:

Uz

Zkouska:

ZkouSka potvrdila spravnost puvodnich piedpokladid. Tento piiklad lze ale
samoziejme tesit 1 jinak. Naptiklad ptes konstrukci dvou rovnoramennych trojuhelnikd,
jejichz hly u zékladny AC maji velikosti 45°. Spojenim trojihelniki ABC a ACD
vznikne hledany ¢tverec ABCD .

Priklad ¢. 4:

Je zaddn rovnoramenny trojihelnik ABC se zdkladnou ¢ a rameny AC,BC. Co je
mnotinou stéedii vSech iise¢ek EF , kde E € AC,F € BC a pitom plati EF|AB. ([8],
S. 67)
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Rozbhor:

7k si naértne obrazek, kde si barevné vyznaéi ze zadani znamé geometrické utvary.
Nejprve si zvoli libovolny bod E, ktery lezi na usecce AC . Druhym krokem je sestrojit
bod F, pro ktery plati dvé podminky. Bod F Zak ziska jako prusecik usecky BC a
ptimky, Ktera je rovnobézna s useCkou AB a prochazi bodem E. Tim je sestrojena
hledana tsecka EF . Ukolem ulohy bylo ale najit mnoZinu viech stfedt této usecky,
takze zak ho musi nejprve najit. Pro jednodussi vysetieni hledané mnoziny si zak miize
zvolit bod E’, sestrojit usecku E'F’ a jeji stfed. Tim si 1épe piedstavi, kde mnozinu
hledat. Spojenim stiedi use¢ek EF a E'F’ Zzak hledanou mnozinu ziska, ta odpovida

ose usecky EF .

Konstrukce:




Zkouska:

Hledanou mnozinou je dle piivodniho pfedpokladu osa 0 usecky EF , kterd je na ni
kolma a prochazi jejim stfedem. Z konstrukce je ale zfejmé i nékolik specifickych
vlastnosti. Naptiklad to, Ze tato osa prochazi i vrcholem C daného trojuhelniku a

sttedem jeho zakladny AB .

Piiklad & 5:
Najdéte mnoZinu stiedii vSech kruZnic, které prochazeji dvéma zadanymi body A a

B.

Rozbor:

o

Obr. 19

Zadany jsou dva body A, B. Zakovym tukolem je sestrojit mnozinu stfedd kruZnic,

které témito body prochazi. Zak se pokusi nékolik takovych kruznic sestrojit. Prvni

volbou nejspi§ bude Thaletova kruznice, ktera ma stfed v poloving tsecky AB a jeji

polomér odpovida velikosti |ASl|. Ta nam udé prvni bod S, hledané mnoziny. Kde se

ale budou nachazet dalsi body? Zék si sestroji libovolnou kruznici | se stiedem S,. Ta

ale, jak je vidét z naértku, nespliuje dané pozadavky, prochazi jen bodem A. Zik se
musi zamyslet nad tim, kde se stiedy hledanych kruznic budou nachazet. Pomize nam

definice kruznice, stfed kruznice musi mit od vSech bodi na ni lezicich stejnou
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vzdalenost. Proto Zak sestroji dvé stejné velké kruznice m,n se stfedy v bodech A /B a
polomérem r > %|AB|. Priseciky téchto kruznic uréi dva body — S;,S,. Tyto body jsou
stejné vzdaleny od bodi A i1 B a jsou tak prvky hledané mnoziny. Vyslednou mnozinu
zak dostane sestrojenim piimky S,S, — pfimka kolma na Gse¢ku AB a prochézejici
jejim stiedem. Zakova hypotéza zni: feSenim je osa (0) usecky AB.

Konstrukce:

Obr. 20

Zkouska:

Konstrukci této tulohy Vv dynamickém matematickém softwaru jsme ovéfili, Ze
mnozina stiedl vSech kruznic prochazejicimi dvéma body, existuje vzdy jedna ke kazdé
dvojici danych bodu a pfedstavuje osu odpovidajici usecky. VSechny takové kruznice

muzeme také oznacit jako svazek kruznic.

Priklad ¢. 6:
Mame zadanou piimku p a bod A, ktery na piimce neleZi. Po piimce p ,,pohybujeme*
bodem X . (Néktery si pii ieSeni zvolte). Uréete mnoZinu stiedit vSech usecek AX .

Vysledek barevné zvyraznéte. ([8], s. 67)
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Rozbhor:

Obr. 21

74k si opét udéla nacrtek pro prehlednost. Dle zadéani si zvoli libovolny bod X leZici
na piimce p . Pro lepsi pfedstavu a uréeni vysledné mnoziny si zak zvoli jesté bod X',
ktery také lezi na pfimce p, ale neni totozny s bodem X . Body X a X' propoji
sbhodem A. Vzniknou dvé tsedky. Zak sestroji stiedy téchto useéek a naslednd

pfemysli, jaky geometricky utvar bude ptedstavovat hledanou mnozinu.

Vyslednou mnozinu bodt zék dostane propojenim stfedti usecek S, a S, - pfimku si

oznaci pismenem O .

Konstrukce:




Zkouska:

Ulohu si namodelujeme v dynamickém matematickém programu. V tomto programu
mizeme neomezené pohybovat jak bodem X po pfimce p, tak bodem A. Timto
zpusobem zakim nazorn¢ ukdzeme, Ze feSenim bude vzdy piimka, kterou tvofi stiedy

usecek AX . Pfimka ma i jednu specidlni vlastnost, je rovnob&zna s ptimkou p .

Piiklad ¢. 7
Lesnik PeSek md ve svém reviru ti'i krmelce. Chce postavit sklad krmiva tak, aby ke

v§em tiem krmelciim mél stejné daleko. Nakresli planek a porad’ mu, kde ma sklad

stavét. ([2], s. 34)

Rozbor:

Obr. 23

V této tloze Zak hledd bod, ktery je stejné vzdaleny od tii krmelct. Jelikoz zak
nejspi$ nebude védét, jak tento bod nalézt, tlohu si zjednodusi tim, Ze ji rozdéli na tii
Casti. Nejprve bude hledat mnoziny bodu, jejichz vzdalenost je od obou vybranych boda
stejna - tomu odpovidaji osy Usecek. Takto sestroji osy vSech tfi usecek - 0,,0,,0, .
Vyslednou mnozinou bude jeden bod S, v naSem ptipad¢ senik, ktery zak sestroji jako

prinik tf jiz nalezenych mnozin.
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Konstrukce:

Obr. 24

Zkouska:

Konstrukce nam potvrdila, ze zakiv postup byl spravny. Vyslednou mnozinou je
bod, ktery je prusecikem vsech tii os stran. Jeho poloha zavisi na rozmisténi krmelct,

muze byt uvnitt ale i vné trojuhelniku.

Piiklad ¢. 8:
Narysuj libovolny ostrouhly trojihelnik ABC. Sestroj osy jeho stran. Priiselik os

stran oznac¢ pismenem S a narysuj kruZnici K se stiedem v bodé S a polomérem

|SA| . Napis jakou vlastnost ma narysovand kruZnice. ([2], s. 34)
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Rozbhor:

Obr. 25

Postup konstrukce u tohoto piikladu bude obdobny jako u piedchazejici tlohy. Zak

sestroji osy stran trojuhelnika. Bod S vznikne jako jejich prisecik. Poslednim ukolem
je sestrojeni kruznice k(S;r =|AS|). Nasledné¢ by se mél zak zamyslet a sepsat si,

alesponl nékolik vlastnosti této kruznice, které je schopen z obrazku vy¢ist.

Konstrukce:

Obr. 26
27



Zkouska:

Konstrukce potvrdila, ze postup je v potadku. Bod S vznikl jako prisecik os stran
trojihelniku. Ten jsme nasledné pouzili jako stfed kruznice o poloméru |AS|. Tato
kruznice je zajimava tim, ze prochdzi vSemi vrcholy zadaného trojuhelnika. Nazyvame
ji kruznici opsanou.

Timto jsme se dostali k n€¢kolika dal$im dilezitym pojmlim z teorie, které budeme

dale vyuzivat. Jsou to ([3], s. 64-66):

o KruZnice opsand trojuthelniku - kruznice, kterd prochazi vSemi tfemi vrcholy
trojihelniku. Jeji stfed sestrojime jako prusecik os vSech jeho stran. A jeji

polomér r odpovida délce |AS|.

o KruZnice vepsand trojuhelniku — kruznice, ktera lezi uvnitf trojuhelniku a
dotyka se vSech jeho stran. Jeji stfed tvoii prisecik vSech os thla trojuhelniku.

Jeji polomér p ziskame, kdyz k libovolné strané zpustime kolmici, ktera bude
prochazet pravé bodem S. Patu této kolmice oznaime P,. Délka

usecky SP, pak odpovida velikosti poloméru kruznice vepsané.

28



4.2.0sa uhlu

4.2.1. Uhel — konvexni a nekonvexni

Uhel je &ast roviny ohrani¢ena dvéma poloptimkami, které maji spoleny podatek.
Poloptfimkam fikdme ramena uhlu. Jejich spolecny pocatek nazyvame vrchol thlu V .
Uhel nepiedstavuje pouze dvé ramena, nybrz celou plochu, rovinu, kterou dvé ramena

sviraji. Viz nasledujici obrazek:

Ramena uhlu

(» Vrchol uhlu

Obr. 27

Miizeme rozliit dva zakladni typy uhla ([9], s. 56-57):

o konvexni uhel - je takovy uhel, pro ktery plati, Ze spojime-li kterékoliv dva
ruzné vnitini body, tak jejich spojnice bude celd uvnitf thlu. Velikost takového
uhlu je mensi nez 180° a symbolicky ho znac¢ime <. (viz obr. 27 — uhel «,

vyznacen ridZove)

o nekonvexni uhel - je takovy thel, v némZz existuji alespont dva body, jejichz
spojnice neni podmnozinou tohoto thlu. Nekonvexnimu thlu mizeme také fikat
tihel konkavni. Jeho velikost je v&tsi nez 180° a symbolicky ho znagime -, (viz

obr. 27 —thel S, vyznacen zelen¢)
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4.2.2. Velikost uhlu

Stejné¢ jako mizeme méfit velikost tisecky, mizeme také zméfit velikost uhlu. Tu

urcujeme bud’to v klasické stupnové mire nebo v mife obloukové.

Nejcastéji je pouzivana stupiiova mira. Jeji znaceni je jednoduché a jasné. 90° je
oznaceni a velikost pravého thlu (naptiklad vnitini uhly ctverce), 180° je piimy uthel
(sviraji ho tfeba opacné poloptimky) a 360° je uhel plny (sviraji ho poloptimky, které
lezi na sobg¢). Stupen je mozné rozdélit na jesté mensi jednotky, na minuty () a vtefiny

(). Plati vztah 1°=60" a 1' =60" .

Podle velikosti mtizeme uhly jesté rozdélit na thel ostry, jehoz velikost je mensi nez

90° a na tupy uhel, jehoz velikost je 90°—180°.

4.2.3. Dvojice uhlu

Nékteré specifické dvojice thli maji vlastnosti, které je mozné vyuzit pti feSeni
ptikladi, a proto bychom je méli znat. Pojd’'me si ukazat alespon ty nejdulezit&jsi. ([13],

5. 38-41)

o Vrcholové uhly jsou takové uhly, které maji spolecny vrchol a jejich ramena
tvoifi opacné poloptimky. Vrcholové thly jsou vzdy shodné, maji stejnou

velikost.

Obr. 28
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o Vedlejsi uhly jsou takové uhly, které maji jedno rameno spole¢né a druha
ramena jsou opacné polopiimky. Soucet vedlej$ich thli je vzdy roven 180°,

pfimému uhlu.

o+ p=180°

< ¢

Obr. 29

o Souhlasné uhly jsou uhly, jejichZ prvni ramena jsou rovnobézna a druha lezi na
jedné piimce. Musi také platit, ze uhly maji stejnou orientaci. Souhlasné thly

jsou shodné.

Obr. 30

4.2.4. Osa uhlu

Kazdy thel ma svou osu. Je to piimka, kterd prochédzi vrcholem uhlu a dany uhel
puli. Z této definice vyplyva, Ze kazdy bod této osy je stejné vzdalen od prvniho a
druhého ramene. Osu obvykle zna¢ime malym pismenem 0. Symbolicky osu uhlu

muzeme zapsat takto ([9], s. 84):
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M = {X e ZAVB;|X, VA =X, VB||

\*Mnoiina M vSech bodi X Vroviné pro které plati, ze jejich vzdalenost od

poloptimek VA a VB (neboli ramen thlu) je stejna. Tuto mnozinu nazveme osou thlu.

Konstrukce osy uhlu:

I.  Ke konstrukci budeme potiebovat pouze kruzitko, pravitko a tuzku. Mame
zadany thel AVB . Nejprve narysujeme libovolné velkou kruznici se stfedem ve
vrcholu tihlu, u nas bod V . Tato kruznice protne ramena uhlu, kazdé v jednom

bod¢. Body si ozna¢ime napiiklad M, N .

Obr. 32
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Il.  Druhy krok konstrukce bude spocivat opé€t v konstrukci kruznic. Sestrojime dvé
kruznice stejného poloméru. Jednu se stiedem v bodé M a druhou v bodé N .
Kruznice musi mit tak velky polomér, aby se protnuly. Tam, kde se tyto

kruznice protnou, vzniknou body E, F, které nalezi hledané ose.

Obr. 33

1. Dalsim bodem osy je vrchol naseho uhlu. Propojime tyto body a dostaneme

pfimku. Ta je totoZnd s hledanou osou uhlu 0.




4.2.5. ReSené p¥iklady na osu tihlu

Priiklad & 1:
Které 7 bodit A, B, C a D jsou stejné vzddleny od 0bou ramen vhlu XVY 2 Zméi a

zditvodni, Kde leZi vSechny body, které maji od obou ramen stejnou vzddlenost? ([2],

s. 36)

Rozbor:

- -y

Obr. 35

74k ma zadany ostry uhel XVY a body A B,C,D lezici uvniti tohoto tthlu. Jeho
ukolem je zjistit a porovnat vzdalenosti téchto bodi od obou ramen uhlu. Proto zak
zacne s konstrukci kolmic k ramenim VX a VY a prochdzejici jednotlivymi body.
Tento postup zopakuje pro kazdy z bodid A,B,C,D a porovna ziskané vzdalenosti.
Napiiklad pro bod A plati, ze vzdalenosti od ramen a a a’nejsou stejné (a=a’).

Naopak pro bod C plati: ¢ =c’. Protoze i pro bod B jsou tyto vzdalenosti totozné, zak

uz muze vyslovit hypotézu.

Mnozinou vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od obou ramen, bude pfimka
prochazejici body B a C. Kdyz tyto body Zak spoji, zjisti, Ze vyslednou mnoZinou je

osa uhlu, kterd prochazi body B,C a vrcholem uhlu XVY .
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Konstrukce:

Obr. 36

Zkouska:

Konstrukci jsme potvrdili zakladni vlastnost osy thlu a to, zZe kazdy bod této osy je

stejn¢ vzdalen od prvniho i druhého ramene.

Priklad ¢ 2:
Sestrojte uuhel 6 = 160°. Do jednoho obrdzku sestrojte jeho polovinu (g), étvrtinu (©) a
osminu (¢). ([6], s. 154)

Rozbor:
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Ze zadani zak zna zakladni tihel ¢, ktery ma velikost 160°. Jeho tkolem je rozdélit
tento thel na polovinu, Ctvrtinu a osminu. Je jasné, ze zak pro tento kol vyuzije
vlastnost osy thlu, kterou jsme si v této podkapitole popsali — osa tthlu dany thel puli.
Kdyz si zak uvédomi tento fakt, ma uz téméi vyhrano. Pti konstrukei zak postupuje dle
vyse uvedené konstrukce osy. Sestroji kruznici k se stiedem v bod¢ V a libovolnym
polomérem. Kruznice protne uthel ve dvou bodech, oznaci si je A,B. V téchto bodech
nasledn¢ sestroji dalsi kruznice I(A;r) a m(B;r), kdy polomér r mize mit napiiklad
stejnou velikost jako polomér kruznice k. Bod C bude prisecik kruznic |,m.
Spojenim bodli V a C dostane zdk osu 0,, kterd zadany uhel & rozdéli na dvé
poloviny (thel &). Dal postupuje Zak uplné stejnym postupem, pracuje ale pouze
s polovi¢nim a ¢tvrtecnim uhlem. Sestroji tak osy 0,,0, a hledané thly o, ¢ .

Konstrukce:

Zkouska:

Modelace tohoto piikladu v dynamickém matematickém softwaru nam ovéfila
spravnost konstrukce. A také jsme timto prikladem dokézali platnost dal$i vlastnosti osy

uhlu, a to, Ze osa uhlu dany thel ptli.
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Piiklad & 3:
Sestrojte osy vnitinich uhlit libovolného ¢tyiuhelniku KLMN . ([5], s. 124)

Rozbor:

nj‘
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74k si nakresli libovolny &étyfahelnik KLMN . Protoze &tyfuhelnik ma pravé &tyii
vrcholy, vysledkem musi byt Ctyfi osy ostrych uhld. Pii konstrukci bude zak postupovat
podle vyse uvedeného navodu pro konstrukci takovych os.

74k si zvoli jeden vrchol. Narysuje libovolné velkou kruZnici se stiedem pravé
v tomto vrcholu. Tim dostane dva body, priseciky ¢tyithelniku a této kruznice. Praveé
tyto body budou stfedy dalSich dvou kruznic, které budou mit stejné velky polomér.
Jejich prinikem dostane Zdk hledany bod. Propojenim tohoto budu a plvodné
zvoleného vrcholu ziskd osu jednoho zuhla. Tento postup Zak zopakuje u vSech

vnitinich uhli. Tim je tloha vyfesena.
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Konstrukce:

Zkouska:

Konstrukce potvrdila, ze zaklv postup byl sprdvny. Tato uloha byla zvolena

predevsim k zopakovani a procviceni konstrukce osy uhlu.

Priklad ¢. 4.

LoupeZivy rytiir Chamt’a okrddd kupce. Mda hrddek uprostied lesii piesné stejné
daleko od tii kupeckych cest. Narysuj presny planek, 1 km zobraz jako 1 cm. V planku
vyznacé pro krdalovské zbrojnoSe misto, kde stoji hradek. At je uZ od Chamti pokoj.
([11], s. 50)

Rozbor:

Obr. 41
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74k si nejprve udéla naértek piikladu. Modie si vyznadi znamé geometrické utvary.
V naSem piipadé jsou to tfi cesty, které si oznacil c,,C,,C,. Z4kovo tikolem je najit bod,
ktery je stejn€ vzdaleny od téchto tii cest.

74k si tlohu rozdéli na tfi ¢asti. V kazdé bude hledat mnoZinu bodi, které jsou stejné
vzdaleny od dvou cest. Touto mnozinou bude podle zakovych zkuSenosti a znalosti osa
uhlu téchto cest. Po konstrukci os vSech dvojic cest, zak tato feSeni propoji. Protoze
ukolem ulohy bylo nalézt bod stejné vzdaleny od tfi cest, feSenim bude prasecik vSech
sestrojenych 0s uhld. Zak dostane bod H, ktery bude piedstavovat misto, kde se nachazi

loupezniktv hradek.

Konstrukce:

Zkouska:

Tato uloha by méla ptfedev§im Zaka donutit pfemyslet o tom, jak je mozné osu thlu
vyuzit v praxi. Pomoci programu GeoGebra muzeme se zaky ovéfit platnost této
konstrukce a naptiklad i ukazat, Zze hledany bod musi vzdy lezet uvniti trojihelniku,

ktery ur€uji zadané cesty.
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Priklad & 5:
Narysuj libovolny trojuhelnik KLM . Sestroj osy jeho uhlii. Prisecik os uhli oznac

pismenem O. V bodé O sestroj kolmice ke strandam trojithelniku a paty kolmic oznaé

P,P',P". Narysuj kruZnici se stiedem v bodé O a polomérem |OP| .Jakou vlastnost

md narysovand kruznice? ([2], s. 37)

Rozbor:

Tato uloha neni obtiznd. Zak jen postupuje podle instrukci v zadani. Zvoli si
libovolny trojuhelnik KLM . Sestroji osy jeho vnitinich uhld. Jejich prisecik oznaci
pismenem O. Spusti kolmice zbodu O ke stranam trojuhelniku, jejichz paty oznaci

P,P’,P". Poslednim krokem je sestrojeni kruznici k(O; r= |OP|).

74k uz by mél védét, z kapitoly Osa use¢ky, Ze kruznice k, kterou sestrojil, se
nazyva kruznice vepsana. LeZi uvnitt trojuhelniku, dotykd se vSech jeho stran a jejim

sttedem je prasecik os uhla trojuhelniku.
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Konstrukce:

Obr. 44

Zkouska:

Zak pii konstrukci postupoval spravné dle zadani. Vysledek jsme opdt ovéfili
v dynamickém matematickém programu GeoGebra a tim potvrdili, Ze stfedem kruznice
vepsané je priseéik os uhli trojuhelnika. Ze se tato kruznice dotyké vech jeho stén a Ze
jeji polomér odpovida velikosti usecky spojujici stied kruznice a patu kolmice ke strané

trojuhelniku.
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Piiklad ¢ 6:
Sestrojte vSechny kruZnice, které maji spolecny dotyk s primkami p,q,r . Kolik ma

tiloha iFeeni? ([7], s. 198)

Rozbor:

Y
N

|
L/

L]

Obr. 45

Tuto tlohu uvadim jen pro zpestfeni. Zak by si mé&l uvédomit, Ze tato tiloha je
kombinaci dvou ptedchozich tloh, loupeznika Chamti a vepsané kruznice. Hleddme
totiz body — stiedy kruznic, které¢ jsou stejné¢ vzdaleny od vSech tii piimek. Proto
musime zkonstruovat osy vSech thli. Osy se protnou v urcitych bodech, ty oznacime
S,S',S",S". Ztéchto bodi spustime komice k nékteré zptimek p,q,r a jejich
prisecCiky oznacime P,P’,P",P". Samotna konstrukce kruznic uz neni obtizna.
Naptiklad prvni kruznice bude kl(S;r =|SP|). Ostatni kruznice sestrojime obdobné,

dosazenim odpovidajicich bodl. Resenim budou ¢tyti kruznice.

42


Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Osa%20úhlu%20-%20příklad%206.ggb

Konstrukce:

Zkouska:

Konstrukce nam potvrdila, ze vysledkem jsou opravdu ¢tyfi kruznice. Dokonce je
mizeme i pojmenovat. Kruznice K je kruznice vepsana, kterou jsme zminili uz
v pfedchozim piikladu. Dalsi tfi kruznice jsou pro nas nové. Nazyvaji se kruZnice
pfipsané trojuhelniku (v naSem ptipad¢ trojuihelniku ABC vyty¢enému zadanymi
riznobézkami). Tyto kruZnice se dotykaji jedné strany a piimek, na nichZ leZi zbyvajici
strany trojuhelniku. Jejich stied je urCen prisecikem osy jednoho vnitiniho thlu a dvou

os uhli vnéjsich.
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4.3.0sy dvou riznobézek

4.3.1. Ruznobéiné piimky

Jestlize dvé piimky v roviné maji spoleCny pravé jeden bod, pak se nazyvaji

riznobézné piimky. Spole¢ny bod se nazyva prusecik piimek. ([10], s. 40)

Obr. 47

4.3.2. Osa ruznobézek

Mnozina vSech bodi, které maji stejnou vzdalenost od dvou ruznobézek p,q jsou
ptimky 0,,0,, které urCuji osy thlu sevienych riznobézkami. Tyto osy jsou na sebe

kolmé. ([12], s. 53) Symbolicky lze tuto mnozinu zapsat takto:

M = {X e E,;|X, p|=|X,q}

\>Mn02inou M jsou vSechny body X V roving, pro které plati, Ze jejich vzdalenost od

pifimek p a q je stejnd. Tuto mnozinu nazveme osa ruznobézek.
!
|
i
I
I
!

e e — - e s — — =

Obr. 48
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4.3.3. ReSené piiklady na osy rizznobések
Piiklad ¢ 1:
Uréete mnoZinu viech bodii, které maji stejnou vzddlenost od riiznobéZek a,b . ([8], s.

64)

Rozbor:

Obr. 49

74k si udéla nadrtek a v ném si barevné zvyrazni vie, co zna ze zadani. V nasem
piipadé jsou to riznobézky a,b. Zakovym tikolem je sestrojit mnozinu bodu, které maji
od té€chto riznobézek stejnou vzdalenost. Pozorny zak si vSimne shody naSeho tkolu
s definici osy riznobézek. Z toho plyne, ze zak bude konstruovat osy riznobézek a,b.
Postup této konstrukce bude totozna s konstrukei os jednotlivych uhld, které tyto
riznobézky sviraji.

Nejprve si zak protahne pfimku b tak, aby ziskal prusecik pfimek a,b, ktery si
oznaci pismenem S . Nyni uz pokracuje stejné jako pii konstrukci osy uhlu. Pro uplny
vysledek stadi sestrojit jednu osu pro kazdé dva vrcholové thly. ReSenim je sjednoceni

téchto dvou os uhli - 0,,0,.
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Konstrukce:

Zkouska:

Konstrukce potvrdila, ze osy dvou riznobéZzek jsou i osami vSech thld, které sviraji.
Zaroven jsme ovéfili dalsi vlastnost 0S riiznobézek, a to, Ze jsou na sebe navzijem

kolmé.

Piiklad ¢ 2:
Sestrojte vSechny oSy uhlit pismen X a A. ([5], s. 126)

Rozbhor:

Obr. 51
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V této uloze zak musi sestrojit osy uhli pismen X a A. S nejvétsi pravdépodobnosti
by tuto tlohu fesil pies konstrukci os rtiznob&zek, respektive os whld. Zak zaéne
naptiklad s pismenem X. Jeho stfed si zak oznali pismenem S, ten piedstavuje
prasecik dvou rtiznobézek. Nasledné zak sestroji, dle jiz osvojeného postupu, osy vSech
uhli téchto raznobézek. Vysledkem budou dvé navzijem kolmé osy riaznobézek -
0,,0,.

S pismenem A je to podobné. Rozdil je jen v tom, Ze se nejednd o dvé riznobézky,
ale pouze o jeden konvexni thel a jemu doplitkovy thel nekonvexni. Zak si oznadi
vrchol pismene jako V a s nim bude dale pracovat. Bod V piedstavuje vrchol thlu,
jehoz osu zék hleda. Vyslednou mnozinu boda zak sestroji pomoci klasické konstrukce

0sy uhlu — bude odpovidat 0se 0.

Konstrukce:

Obr. 53

Zkouska:

Pomoci konstrukce jsme ovéfili platnost ptivodnich piedpokladii. Zak tuto tilohu
fedil spravné, ale mohl vyuzit i jinych znalosti. Ulohu lze fesit i pomoci osové

soumeérnosti, o které jsme se jiz zminili v podkapitole Osa usecky.
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Piiklad ¢ 3:
Najdéte mnoZinu vSech stiedit kruznic s polomérem r =1,5cm, které se dotykaji

piimky p a kolmice k. ([8], s. 66)

Rozbor:

Obr. 54

Nez nechame zéka samostatné feSit tuto Ulohu, méli bychom si s nim zopakovat
nékolik vlastnosti teCen kruznice. Protoze nasim tikolem je sestrojit stiedy kruznic, které
se dotykaji dvou kolmic, zadané piimky, na sebe kolmé, jsou pro nasi kruznici pravé
teCnami. Prvni vlastnost je ta, ze kruZznice ma s kazdou svou te¢nou pravé jeden
spoleény bod - bod dotyku. Dalsi dilezitou vlastnosti je fakt, ze spojnice stiedu

kruznice a bodu dotyku je na te¢nu kolma.

Pti samotné konstrukci zadk vyuzije ob€ zminéné vlastnosti. Nejprve si ale udéla
nacrtek, kde si barevné zvyrazni znamé piimky K, p. Jejich prisecik si oznaci jako P .
74k pokracuje konstrukci kruznice k(P; r :l,SCm). Tato kruznice protne ptimky p,k
ve Ctyfech bodech, ale zak nejdiive pracuje pouze se dvéma z nich - T,,T,. V téchto
bodech zdk sestroji kolmice k pivodnim piimkam. Tyto ptimky a,b se protnou
V jednom bodé¢, ktery si zak oznaci pismenem S. Bod S je jednim z hledanych stfedi
kruznic, které se dotykaji kolmych ptfimek p,k a maji polomér 1,5 cm. Analogicky zak
pokracuje s konstrukci pro body T,,T,. Hledané stfedy kruznic jsou celkové ctyfi -
S,S,S",S".
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Konstrukce:

k
s T, S

® ¢ ®

c

. 4 |_‘P . 4
P T3 T,

o ¢ o
S

s T,
Obr. 55

Zkouska:

Pomoci konstrukce jsme ovéfili, ze postup byl spravny a ze vlastnosti tecen, kterych
jsme vyuzili, jsou opravdu platné. ZjednoduSené lze fici, ze stfedy kruznic lezi na
ptimkach, které jsou s ptvodnimi ptimkami rovnobézné a ve vzdalenosti velikosti

poloméru hledané kruZznice.

Priklad ¢ 4.
Urcete a barevné zvyraznéte mnoZinu stiedii vSech kruznic, které maji spolecny dotyk

S obéma riiznobéZkami a,b . ([8], s. 65)

49


Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Osa%20různoběžek%20-%20příklad%204.ggb

Rozbhor:

o1

Obr. 56

74k si udéla naértek a hleda v ném vztahy, kterych by mohl vyuzit. Tato tloha je
velmi podobna té predchozi. Ukolem je sestrojit mnozinu sttedii viech kruznic, které se
dotykaji obou riznobézek. To znamend, Ze riznobézky pro nds opét predstavuji tecny

kruznic, proto bude zak opét vyuzivat vlastnosti téchto tecen.

Zak za¢ne konstrukci kruznice se stiedem v prisediku riiznobézek a libovolnym
polomérem. Ta protne zadané riiznobé&zky v étyfech bodech. Zak si vybere dva z nich,
oznac¢i je T,,T, a s témi dale pracuje. Opét vyuzijeme vlastnosti, Ze spojnice stiedu a
bodu dotyku je kolmé na teénu této kruznice. Proto body T,,T, povede kolmice na
riznobézky a a b. Prisecik téchto dvou kolmic piedstavuje prvni bod hledané
mnoziny — S;. Jako zkousku, jestli se kruZnice se sttedem v bod¢ S, opravdu dotyka
obou ruznobézek, provede zak konstrukci kruznice k; (Sl; r= |SlT1|). Stejny postup zak
zopakuje jeste jednou, jen s rozdilem, Zze u prvni kruznice se sttedem v bodé S zvoli
jiny polomér nez poprvé. Dostane tak druhy bod hledané mnoZiny, ato S, . Propojenim

bodu S, a S, zak ziska prvni ptlku feSeni — 0su 0, .
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Druhou ¢ast ziska opét stejnym postupem, jen bude konstruovat kolmice v bodech
dotyku T, a T,. Prisecik téchto kolmic si ozna&i S,. Zék si jiz znahledu nejspis
uvédomi, ze feSenim je osa ruznobézek, a tak bod S, spoji s prisecikem riznobézek S .

Tim nalezne druhou ptilku kone¢ného feSeni — osu o, .

Zakova hypotéza je, ze vysledkem této ulohy budou osy zadanych riznobéZek

0,,0, . Které¢ prochazi bodem S a jsou na sebe navzajem kolmé.

Konstrukce:

Zkouska:

Konstrukce potvrdila spravnost postupu. Pro Zdky miiZze byt piinosnd modelace
tohoto pfikladu v dynamickém matematickém softwaru, kde je mozné se zadanymi
riznobézkami neomezené pohybovat a tak 1 ménit polohu vysledné mnoZiny bodi.
KdyZz si Zaci tuto modelaci sami vyzkouSeji, vlastnosti tefen si mnohem Ilépe

zapamatuji.
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4.4.0sa pasu
4.4.1. Rovnobéiné primky
Jestlize dv¢ piimky v rovin€ nemaji zadny spole¢ny bod, pak se nazyvaji rovnob&zné
ptimky. Ze je pfimka p rovnob&zna s piimkou gsymbolicky zapisujeme p|| q. ([10], s.

41)

Obr. 58

4.4.2. Osa pasu

| pro rovnobézné ptimky existuje mnozina bodd, které jsou od nich stejn¢ vzdaleny.
Takovou mnozinou je pfimka, takzvand osa pasu, kterd je s obéma rovnobézna a lezi

"mezi nimi*".
Osa pasu rovnobéznych piimek p, g je mnoZina M bodi X Vv roving p takovych, ze:

o Xje od ptimek p a g stejné vzdalen, M = {X e p;d(X, p)=d(X, p)}

o Xje sttedem kruznice, pro niz jsou pfimky p a q teCnami. ([9], s. 84)

Idi = Id,|

Obr. 59
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4.4.3. ReSené piiklady na osu pdsu

Piiklad ¢. 1.
Sestrojte piimky u,v prochdzejici body X,Y rovnobéiné s piimkou p . ([8], s. 65)

Rozbhor:

Obr. 60

V tomto piikladu si zdk vyzkousi, jak sestrojit rovnobézku s néjakou piimkou
v ur€ité vzdalenosti. Jediné, co zak k feSeni tohoto ptikladu potiebuje, je znalost toho,
ze vzdalenost se nanasi na kolmici k ptivodni pfimce. Z toho plyne, ze zdk zacne

s konstrukci kolmic z bodi X,Y K piimce p. K témto kolmicim nasledné sestroji opét
kolmice prochazejici body X,Y . Zak dostane piimky u,v, které jsou rovnob&zné

s puvodni pfimkou p a tak jsou i kone¢nym feSenim této ulohy.

Konstrukce:
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I

X
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I
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Obr. 61
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Zkouska:

Pomoci konstrukce jsme ovéfili spravny postup. Tuto tlohu lze fesit 1 jednoduseji, a

to pfimym sestrojenim rovnobézek s piimkou p v bodech X,Y pomoci dvou pravitek.

Priiklad ¢. 2:
Najdéte mnoZinu vSech bodit roviny, 7 nich? kaidy mda od piimky p vzddlenost

stejnou nebo mensi nez 2 cm.

Rozbor:

Obr. 62

Tento piiklad je velmi podobny piedchozimu. Zak opét vyuZije poznatku, Ze
vzdalenost se nanasi na kolmici. Proto si zvoli libovolny bod A na zadané pfimce p.
V tomto bodé¢ sestroji kolmici | k zadané ptimce p. Na pfimce | zak naméti z kazdé
strany pozadovanou vzdalenost, a to konstrukci kruznice K(A;r=2cm). Prisediky
kruznice k a pfimky | oznaci X, X'. V téchto bodech zak sestroji kolmice na piimku
| . Ziska dv¢ piimky a,b, které lezi ve vzdalenosti 2cm od ptimky p a jsou tak jednou
¢asti hledané mnoziny bodu. Ze zadani ale vime, ze zak musi najit i mnozinu bodu,
jejichz vzdalenost je mensi nez 2cm. To znamend, ze druhou ¢asti feSeni jsou vSechny

body mezi pfimkami a a b .

Zakovo hypotézou je, Ze vyslednou mnozinou bodi je cely pas mezi piimkami a,b,

véetné téchto dvou piimek.
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Konstrukce:

Obr. 63

Zkouska:

Modelaci této tulohy v dynamickém matematickém programu GeoGebra jsme
dokazali spravnost zakovo konstrukce. V tomto programu muzeme zakium ukazat i
feSeni riznych zajimavych variant této Glohy. Naptiklad tloha, kde se hledané body

nachazeji ve vzdalenosti Ocm od piimky p. ReSenim by byla pouze sama zadana

pfimka p.

Piiklad ¢ 3:
Najdéte a barevné zvyraznéte mnoZinu vSech bodii majici stejnou vzddlenost od dvou

rovnobéiek a,b. ([8], s. 64)

Rozbor:

Obr. 64
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74k si udéla nacrtek ulohy. Barevné si zvyrazni zndmé geometrické Gtvary, v nagem
ptipadé rovnobézné ptimky a,b. Pti konstrukci zacne s libovolné zvolenym bodem A
na pifimce a. V tom sestroji kolmici m k pfimce p ,tim ziska bod B, prisecik pfimky
m a a. Timto zdk sestrojil tsecku AB, ktera piedstavuje vzdalenost zadanych
rovnobézek. Jelikoz ukolem je najit mnozinu bodi majici stejnou vzdalenost od dvou

rovnobézek a,b, sestroji zak stied a osu usecky AB. Ta tvofi mnozinu vSech bodd,
které maji stejnou vzdalenost jak od bodir A, B, tak od zadanych rovnobézek. Zak miize

odhadnout vyslednou mnozinu uz podle zadani, protoze to predstavuje definici osy

pasu.
Konstrukce:
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Obr. 65
Zkouska:

Konstrukce ndm vsSechny pouzité predpoklady potvrdila. Mnozinou bodu, které maji
stejnou vzdalenost od dvou rovnobézek, je pfimka s nimi rovnob&zna a lezici ,,mezi

nimi‘“ — tzv. osa pasu.

Priklad ¢. 4:
Urcete mnoZinu stiedii vSech uisecek, které maji krajni body na dvou riznych
rovnobé&Zkach p,q.
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Rozbhor:

Obr. 66

74k opét zaéne nacrtkem. Jeho ukolem je najit stfedy vSech useéek, jejichz krajni
body lezi na dvou riznych rovnobézkach. Proto za¢ne volbou libovolnych bodi A, D
na piimce pa bodi B,C na pfimce (. Tyto body propoji tak, aby dostal dvé tsecky
AB a CD .Pomoci dvou kruznic sestroji stfedy obou z nich, ty ozna¢i X,, X, . Protoze
oba tyto body patifi do hledané mnoziny, zdka nejspi§ napadne, Ze propojenim
zminénych bodua ziskd mnozinu celou. Pro kontrolu toho, jestli opravdu vSechny stifedy
usecek lezi na této pfimce, mize zak sestrojit jesté jednu libovolnou usecku, kterd bude
splilovat ivodni podminky, napiiklad EF . Sestroji jeji stfed a zjisti, Ze opravdu nélezi
pfimce 0.

Zakova hypotéza je, Ze vyslednou mnozinou bude osa pasu.

Konstrukce:
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Zkouska:

Konstrukce v programu GeoGebra potvrdila, ze zakuv postup byl spravny. Opravdu
plati, ze stfedy vSech usecek, které¢ maji své krajni body na riznych rovnobézkach, lezi

na ose pasu ohrani¢eném témito rovnob&zkami.

Piiklad ¢ 5:
Sestrojte mnoZinu vSech stiedu kruZnic, které se dotykaji zdaroveri dvou rovnobéiek

P, d.([1], s. 164)

Rozbor:

Obr. 68

Opét jsou zadany dvé rovnobézky. Zakovym ukolem je najit stfedy viech kruznic,
které se téchto rovnobézek dotykaji. Protoze se hledané kruznice maji rovnobézek
dotykat, predstavuji tyto pfimky te¢ny kruznic. Dal$i poznatek, ktery zaci vyuZiji ke
konstrukei stfedt kruznic je fakt, ze te¢na kruznice je kolma na jeji pramér. Proto si zak
zvoli libovolny bod X (bod dotyku) na pifimce q. Tim povede kolmici k téze piimce.
Vznikne tak bod Y , prusecik této kolmice m a druhé rovnobézky p . Dal§im krokem je
sestrojeni stiedu tUse¢ky XY . Zak si mize pro kontrolu sestrojit kruznici
kl(Sl;r :|XSl|) - to je jedna ze vSech moznych kruznic, které se dotykaji danych

rovnobézek. Poté si zvoli jiny bod na ose (, naptiklad bod E . A stejny postup opakuje
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i pro tento bod. Dostaneme stied S, kruZnice k,. Propojenim bodd S;S, Zak ziska

vyslednou mnozinu bodt.
Zakova hypotéza je tedy takova, e feSenim tlohy je piimka, osa pasu 0.

Konstrukce:

Obr. 69

Zkouska:

Hledanou mnozinou stfedi vSech kruznic, které se dotykaji dvou raznych
rovnob&zek je opravdu osa pasu, neboli ptimka 0. Ta je rovnobéznd s danymi

ptimkami a lezi ve stejné vzdalenosti od obou z nich.
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4.5.Kruh, kruznice

KruZnice

Mnozina v§ech bodu roviny, které maji od daného bodu S vzdalenost rovnou danému
kladnému ¢islu r je kruznice. Bod S je stfedem kruznice a ¢islo r jejim polomérem.
Existuje pro ni symbolicky zapis k(S;r). Kruznice je také mnozinou vSech stfedu

kruZnic, jez maji dany polomér r a prochazeji danym bodem S. ([3], s. 53)
Kruh

Je t0 rovinny geometricky utvar, omezeny kruznici. Je uréen svym stiedem S a
polomérem r . Pfedstavuje mnozinu vVSech bodu roviny, které¢ maji od stfedu vzdalenost

mensi nebo rovnou poloméru kruznice. Tvoii tzv. vnitini oblast dané kruznice. ([3], s.

53)

KruzZnice

Kruh

Obr. 70
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45.1. Vzdajemnda poloha dvou kruznic k

°er v r

1) KruZnice nemaji Zddny spolecny bod
o Spolecny stred Q
Z4dny spoleény bod

rn>r,

Obr. 71

Dv¢ rizné kruznice, které maji spolecny stied, se nazyvaji soustiedné kruznice. Cast

roviny omezena dvéma soustfednymi kruZznicemi se nazyva mezikruZi.

o Zadny spole¢ny bod
n>r

S,S,|=1,-,

Obr. 72
Takové kruZnice se nazyvaji nesoustiedné.
k
> . s I
o Zadny spolecny bod

n>r,

L—r,<r+r,<[SS,|
Obr. 73

Takové kruznice se nazyvaji nesoustiedné.
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2) Kruznice maji jeden spoleény bod
o Jeden spole¢ny bod T
Spolecna tecna

n>r,

S,S,| =1 —r,

Obr. 74
KruZznice maji vnitini dotyk

o Jeden spole¢ny bod T

rn>r,

S,S,| =1+,

Obr. 75
Kruznice maji vnéjsi dotyk

3) KruZnice maji dva spoleéné

body

o Dva spole¢né body

n>r

-1, <[S,;S,|<r +r,

Obr. 76
Kruznice se protinaji ve dvou bodech — pruseciky M, N . ([9], s. 65-66)
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4.5.2. ReSené piiklady na kruinice

Priiklad & 1:
Sestroj libovolny bod S a vyzna¢ mnoZinu vSech bodii, které maji od bodu S
vzddlenost 3 cm. ([1], s. 148)

Rozbor:

Obr. 77

Tato uloha neni obtizna. Zatazena je proto, aby si zaci zopakovali a spravné
pochopili definici kruznice. ProtoZe pravé tu predstavuje zadani této ulohy. Zak zacne
konstrukei tim, Ze si zvoli libovolny bod T ve vzdalenosti 3cm od daného bodu S.
Spojenim téchto bodt, ziskd usecku ST . Poté si vezme kruzitko a narysuje kruznici
k(s;r =[sT]).

Timto zak stanovi hypotézu, Ze hledanou mnozinou bodu je kruznice k o poloméru
3cm .

Konstrukce:

Obr. 78
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Zkouska:

Konstrukce ovéfila, ze hledanou mnozinou je opravdu kruznice K .

Piiklad ¢. 2:
Je dana usecka AB . Barevné vyznacte mnoZinu bodii X , jejiz vzdalenost je od bodu

A | B mensinez r,. ([8], s. 66)

Rozbhor:

Obr. 79

Zadéna je piimka s dvéma krajnimi body A a B. Zik si tilohu rozdéli na dvé &asti.
Nejprve bude fesit ulohu pouze pro bod A a nasledné pro bod B. Teprve poté zak obé

feSeni propoji a sestroji vyslednou mnoZzinu bodu.

74k uréité vi, e mnozina viech bodt, které maji od daného bodu stejnou vzdalenost,
je kruznice. V této uloze ale nechceme jen body, které jsou od A a B ve vzdalenosti r,,
zajimaji nas 1 vSechny body ve vzdalenosti mensi. Proto, feSenim kazdého samostatného
bodu, musi byt kruh. Kdyz zdk spoji feSeni jednotlivych bodd, zjisti, Ze vyslednou

mnozinou bodl neni jen kruznice, je to plocha, kde se oba kruhy piekryvaji.
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Konstrukce:

Obr. 80

Zkouska:
Vysledek opét ovéfime v programu GeoGebra. Pro tento piiklad je idedlnim

pomocnikem. Miizeme zde totiZ ménit parametry tlohy a tak modelovat mozné feSeni.

Szaky si tak vyzkousime moznosti, ze: 0<r, <|AB|, 1, = %|AB|, 1, > %|AB|. Na
obrazku 80 je zobrazeno feseni ulohy v pripadg, ze plati r, > %|AB| .
Pokud chceme uréit pocet feSeni, musime tlohu rozdélit na ¢asti podle velikosti

parametru r,. Pokud plati, ze 0<r, < }5|AB|, fesenim je prazdna mnozina. Pokud plati

L =%|AB

, pak je feSenim jen jeden bod a to stfed usecky AB. A pro r,> %|AB| je

feSenim plocha, kde se oba kruhy piekryvaji.

Piiklad ¢ 3:
Najdéte mnoZinu prusecikit vSech dvojic navzdajem kolmych tecen ke kruZnici K.

Vysledek barevné zvyraznéte. ([8], s. 65)
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Rozbhor:

Obr. 81

Je dana kruznice Kk, v nacrtku vyznacena modrou barvou. Cilem ulohy je najit
mnozinu praseéiki viech dvojic navzajem kolmych teden této kruznice. Zak si nejprve
zvoli libovolny bod T, na kruznici k . Tento bod spoji se stiedem S, dostane tak usecku
T,S . Protoze tikolem je sestrojit tecny, vyuZzije Zak znamé vlastnosti, Ze tecna je kolma
na spojnici stfedu a bodu naleziciho této kruznici. Prvni te¢nu t, pfedstavuje pifimka
kolma na use¢ku T,S a prochazejici bodem T,. Nasledné zak musi sestrojit druhou
tecnu, kterd je na t; kolma. Za¢ne s konstrukci bodi dotyku hledanych tecen. Proto
sestroji pfimku ¢, rovnobéznou s t; a prochazejici bodem S . Ta protne danou kruZznici
ve dvou bodech — T,,T,. To jsou body dotyku tecen, které jsou dle pozadavki kolmé na
te¢nu t,. Zaka ale zajimaji predeviim body P a P', prise¢iky dvou navzajem kolmych
tecen. Tyto dva body jsou prvky hledané mnoziny a zak podle jejich polohy mize zkusit

odhadnout, co bude vyslednou mnozinou.

Zak predpoklada, e FeSenim této ilohy bude kruznice | .
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Konstrukce:

Zkouska:

Pro ovéfeni spravnosti konstrukce této ulohy je idedlni vyuzit dynamického
matematického softwaru. Umozni ndm pohybovat s bodem dotyku tecny po kruznici

tak, Ze nam program sam urci vyslednou mnozinu bodu.

Priklad ¢. 4.

Najdéte mnoZinu vSech stiedit kruZnic, z nich? kaZda ma polomér v =1cm a dotyka se
vné kruznice K.([8], s. 64)

Rozbor:
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Zadana je kruznice k . Zak by mél sestrojit mnozinu viech stiedd kruznic, které maji
dany polomér a dotykaji se vné této kruznice. Zak za¢ne konstrukci pfimky p, ta je
libovolna, ale musi prochéazet sttedem kruznice S . Tato pfimka protne kruznici ve dvou
bodech - T,,T,. Kazdy ztéchto bodi pfedstavuje bod dotyku zadané a hledané
kruznice. Protoze zak ze zadani zna polomér hledanych kruznic, nanese tuto velikost na
piimku p a to od bodu T,. Tim vznikne bod S,. Prvni bod vysledné mnoziny, stied
jedné z hledanych kruznic. Na opa¢né stran¢ pifimky p vznikne bod S,, a to ve
vzdalenosti 1cm od bodu T,. Bude to dal$i bod hledané mnoZiny. Zak nejspi§ nebude
schopny urcit vyslednou mnozinu pouze pomoci dvou bodii, proto cely postup zopakuje

jesté jednou. Sestroji pfimku q, dva body dotyku T,,T, a dva stfedy hledanych kruznic

S;,S, . Z téchto ¢ty bodii uz zak musi odhadnout vyslednou mnozinu.
Resenim, by dle zaka, m¢la byt kruznice | .

Konstrukce:
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Zkouska:

Opét si priklad namodelujeme v dynamickém matematickém programu GeoGebra.
Pomoci krokové konstrukce si zak mtze projit jednotlivé kroky tak, aby vSe pochopil.
Konstrukci jsme potvrdili, feSenim je opravdu kruznice I(S;rI =T, +1), kde r, je

polomér zadané kruznice K .

Piiklad ¢& 5:
Najdéte mnoZinu stiredi vSech kruZnic, 7 nich? kaida ma polomér r =1cm a vnitini

dotyk s kruznici k . ([8], s. 64)

Rozbhor:

Obr. 85

Postup této konstrukce je velmi podobny piedchozimu ptikladu. Rozdil je v tom, ze
zatimco V pfedchozi uloze jsme hledali mnozinu stfedt kruznic s vnéj§im dotykem, nyni

hledame kruznice stejného poloméru s dotykem vnitfnim.

Zak zafne nalrtkem — barevné si zvyrazni zndmé geometrické utvary. Sestroji

libovolnou pfimku p, prochazejici sttedem zadané kruznice k . Tato pfimka se s danou

kruznici protne ve dvou bodech — T,,T,. Ty pfedstavuji poZzadovany vnitini dotyk,
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neboli spolecny bod kruznice k a hledané kruznice. Nyni zak vyuzije zadaného
poloméru hledanych kruznic a sestroji kruznici h(Tl; r =1cm). Prisecik pfimky p a
kruznice h si oznac¢i S,. Tento bod je stfedem jedné z hledanych kruznic, je tedy
prvnim prvkem vysledné mnoziny. Stejné¢ zak postupuje i u bodu T,, dostane druhy
stted kruznice S,. Pokud Zzadk neni schopen pomoci téchto dvou bodt odhadnout
vyslednou mnozinu, sestroji dalsi libovolnou pfimku q, prochazejici bodem S.
Vniknou opét dva body - T,,T,, pro které zopakuje cely postup jesté jednou. Ziska tim
dalsi dva body hledané mnoziny — S,,S,. Nyni uZ je Zdkova hypotéza ziejma — feSenim

bude kruznice |.

Konstrukce:

Zkouska:

Konstrukce v dynamickém matematickém softwaru potvrdila, ze vyslednou
mnozinou bodl je kruznice |. Tato kruznice lezi uvniti zadané kruznice k a spolu
ohrani¢uji jeden centimetr $iroké mezikruzi. Pro kruznici | plati: 1(S;r, = (r, —1) cm),

kde r,,r, jsou poloméry kruznic k a I.
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Priklad ¢. 6:
Urcete a barevné zvyraznéte mnoZinu stiedit vSech kruZnic, které maji polomér

r =15cm a prochazi bodem S . ([8], s. 65)

Rozbor:

Obr. 87

Je dan bod S . Ukolem je nalézt stiedy vech kruznic, které timto bodem prochazeji.

Pfi konstrukci zak za¢ne sestrojenim pifimky p, ktera bude obsahovat bod S. Aby
kruZnice prochazela danym bodem, musi bod A, bod hledané kruznice, lezet na piimce
p ve vzdalenosti velikosti priméru hledané kruZnice. To znamend, Ze zak si narysuje
kruZnici k(S; r= BCm). Body A, B dostane jako priseciky této kruznice a ptimky p.
Usedky AS,BS predstavuji primér hledanych kruZnic, ztoho divodu Z4k sestroji
sttedy téchto usecek, body S,,S,. Ty pfedstavuji dva prvky hledané mnoziny. Je
mozné, ze zak uz zvladne odhadnout feseni této tllohy, pokud ale ne, sestroji pfimku q
obsahujici bod S a zopakuje vySe uvedeny postup. Tim ziska dalsi dva body hledané
mnoziny - S;,S,. Ztoho vyplyva zdkova hypotéza, vyslednou mnozinou bodi bude

kruZnice | .
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Konstrukce:

Obr. 88

Zkouska:

Konstrukce potvrdila, ze mnozinou stfedi vSech kruznic, které maji polomér

r =1,5cm a prochézeji danym bodem S je kruznice 1(S;r =1,5cm).
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4.6.Thaletova kruznice
4.6.1. Pavod a jeji podoba
THALES Z MILETU (624 pt. n. 1. - 543 pi. n. 1.)
Recky matematik, astronom a filozof

Jako prvni pouzil kruzitko a thlomér

Uspésné predpoveédé€l zatméni Slunce

YV V V V

Vypocital vysku egyptskych pyramid pomoci
délky jejich stinu

» 'V geometrii kromé TV gzjistil, ze thly pfi
zakladné rovnoramenného trojihelniki jsou
shodné

» Pramér déli kruh na dvé poloviny

» Dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v
jedné strané a thlech k ni pfilehlych. [15] Obr. 89

Nez odvodime Thaletovu vétu, vyzkouSime si priklad:

1. Narysujte kruznici k se sttedem S a libovolnym
polomérem r

Vyznacte jeji pramér AB .

Vyznacte na kruznici bod C (libovolny)

Sestrojte trojihelnik ABC

o~ D

Nejprve odhadnéte a nasledné zméite velikost tthlu pfi vrcholu C

Obr. 90
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Thaletova véta

Jestlize vrchol C trojihelniku ABC lezi na kruznici sestrojené nad primérem AB,

je trojuhelnik ABC pravouthly s pravym thlem pii vrcholuC . ([3], s. 55)

Pokud jste meérili presné, vyslo vam u cviéného prikladu 90° a to potvrzuje vyse
J p Y. p p yje vy

zminénou vetu.)

»Mnozinou vrcholi vSech bodua v roving, ze kterych je usecku AB vidét pod pravym
uhlem, je tzv. Thaletova KkruZnice S primérem AB, tj. kruznice s primérem AB S

vyjimkou bodit A a B.“ ([9], . 85)

k

Obr. 91

4.6.2. Tecna ke kruZnici
Pro nasledné feseni piikadu si pfipomeneme pojem tecna a nékteré jeji vlastnosti.
Tecna t je pfimka, kterd ma s kruZnici spolecny praveé jeden bod T, ktery se nazyva bod

dotyku. Tec¢na je kolma na polomér r kruznice v bodé dotyku T. [15]

Obr. 92
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Na te¢né t si zvolime libovolny bod A, ktery bude zaroven vnéjsim bodem kruznice

a nazorné si ukdzeme vlastnosti tecny.

Obr. 93

Jakou velikost ma ithel STA u vrcholu T?

Velikost je 90°, protoze te¢na je vzdy kolma na polomér, resp. pramér kruznice.
Na které mnoZiné bodit, kromé kruznice k, bod T jesté leZi?

Musi lezet na Thaletové kruznici s primérem SA.

= bod T ziskdme jako prinik dvou mnoZzin bodii — kruznicek a Thaletovy kruZnice

Konstrukce te¢ny:

I.  Mame zadanou kruznici k abod B, ktery je vné&jsi bodem této kruznice. Jak

sestrojime body dotyku T a teény kruznice k ?

Obr. 94
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[l.  Prvnim krokem je konstrukce Gise¢ky SB a nasledné vytvoteni jejiho stfedu S, .

Obr. 95
I1l.  Poté sestrojime Thaletovu kruznici z se stfedem S, a polomérem |SSl|.

Dostaneme dva pruseciky kruznic k a 7, které nazveme body dotyku T,,T,.

Obr. 96

IV.  Sestrojenim pifimek BT, a BT,, dostaneme dv¢ te¢ny kruznice k — t,,t,. Tim je

naSe uloha vyfeSena.

Obr. 97
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Priklady na procviceni konstrukce tecny:
Priiklad & 1:
Narysujte kruznici 1(S;r =35cm), bodK tak, Ze |SK|=6cm. Sestrojte z bodu

K tecny ke kruzZnici |. Body dotyku oznacte T,,T,. ([8], s. 70)

Rozbor:

74k si vzpomene na teorii a vlastnosti teen. Pfi konstrukci postupuje dle

ptedchoziho ndzorného postupu, jak sestrojit te¢nu ke kruznici.

I kdyZz se mizZe tento ptiklad zdat pfiliS jednoduchy, jeho zatazeni ma sviy davod.
Snazime se o to, aby si zak novou latku zopakoval a vyzkousel si ji v praxi. Dité si
mnohem 1épe zapamatuje nova fakta, kdyz si je ihned propoji s praxi. Pfi uvadéni
praktickych prikladi se vzdy snazime postupovat od jednodusSich ke slozit&jSim

uloham.
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Konstrukce:

Obr. 99

Zkouska:

Konstrukei se potvrdilo, Ze velikost thlu ST,K je opravdu 90°. A proto bylo vyuziti

Thaletovy kruznice v této tloze opravnéné a spravné.

Piiklad ¢. 2:
Sestrojte v§echny tecny dvou zadanych kruZnic K (S;;r, =3cm) a k,(S,;r, =15cm),

kde [S,S,|=6,5cm.

Pted tim, nez nechdme zaka tlohu samostatné fesit, zopakujeme si s nim, podminky

pro existenci spole¢nych tecen dvou kruznic:

— pokud existuji spole¢né te¢ny dvou kruznic s riznymi poloméry, pak tyto tecny
prochazeji stfedy stejnolehlosti, ve kterych je jedna kruznice obrazem druhé
— spoleéné te¢ny dvou kruznic s riznymi poloméry existuji tehdy, kdyz vzdalenost

stiedti kruznic je vétsi nebo rovna rozdilu poloméra téchto kruznic
Rozbor:

U tohoto piikladu je konstrukce znacné€ ndro¢na, proto, pro dostate¢nou

ptrehlednost, rozbor provedeme na dvou, navazujicich obrazcich.
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Obr. 100

Obr. 101

Méme zadané dvé kruznice - k;(S;;r,)a K,(S,;r,) . Jako prvni, zak sestroji pfimku
0, ktera je spojnici stfedi obou kruznic. Na kruznici k; zvoli libovolny bod X a
sestroji tisecku XS,. Nasledn¢ vede bodem S, rovnobézku s useckou XS, a jeji
praseciky s k, oznacime X' a X".

Dale zak pokracuje sestrojenim stfedid stejnolehlosti a to konstrukci piimek XX' a
XX". Jejich pruseciky sosou o, si zak ozna¢i O, a O,. Tyto body jsou stredy

stejnolehlosti, ve kterych je jedna kruznice obrazem druhé (viz obrazek 100).
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Nyni uz zédk mize zacit s konstrukci vnéjSich tecen. Postup bude stejny jako
v pfedchozim piikladé. Zak za¢ne s Thaletovou kruznici 0 praméru O,S, . Jeji praseciky
s kruznici k, jsou body dotyku T, a T,. Hledané vnéjsi tecny t; a t, jsou piimky O,T, a
oT,.

Nesmime ale zapomenout na vnitini teCny. Postup konstrukce bude totozny
s predchozim jen u druhé kruznice. Zak sestroji Thaletovu kruznici o praiméru O,S,.
Praseciky s kruznici k; jsou body dotyku, které oznaci T, a T,. Spole¢né vnitini tecny

t, a t, jsou pak piimky O,T, a O,T, (viz obrazek 101).

Konstrukce:

Obr. 102

Obr. 103
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Piehledny vysledek konstrukce (pomocné konstrukce schovame):

Obr. 104
Zkouska:

Z obrazku konstrukce jasn¢ vidime, ze zakv postup by spravny. Ke konstrukei jsme
pouzili stfedy stejnolehlosti a Thaletovy kruznice a opravdu nam vysli Ctyii teény, z

toho dvé vnitini t,,t, a dveé vnéjsi t,,t,.

Piiklad ¢ 3:
Je ddna kruZnice K a jeji vnéjsi bod C . Sestrojte rovnoramenny trojithelnik ABC
srameny AC,BC a hlavnim vrcholem C tak, aby mu kruZnice K byla vepsand. ([8],

. 72)

Rozbor:

# ¥
it

Obr. 105
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74k uz z predchozich piikladt dobie vi, Ze k sestrojeni bodu dotyku T na kruZnici
pouzivame Thaletovu kruznici. A ani u tohoto ptikadu to nebude jinak. Prvnim krokem
je tedy sestrojeni Thaletovy kruznice o pruméru CS . Tim zak dostane dva body dotyku
na kruznici kK — T, a T,. Spojenim bodt CT, a CT, ziska dv¢ téény ke kruznici t,,t,,
coz v nasem piipadé odpovida i strandm hledaného trojuhelnika, konkrétn¢ strané¢ a a
b . Pro sestrojeni strany ¢ zak potiebuje najit tieti bod dotyku. Ten sestroji jako prinik

polopiimky CS a kruznice k — T,. Konstrukce strany ¢ uz neni obtiznd, odpovida

totiz teti tecné, kterd je rovnobéZna s pfimkou T,T, aprochazi bodem T, .

Konstrukce:
t3
1 B
k /
T1
Py
c 90| T,
S1 P s
P2
Ty
A
P~
Obr. 106
Zkouska:

V uloze vlastné konstruujeme rovnoramenny trojuhelnik, kterému je vepsana zadana
kruznice k. Ke konstrukci ramen trojuhelniku vyuzivame Thaletovu kruznici a pfi
konstrukci zdkladny hledaného trojuhelniku ABC vyuzivdme kolmost teCny na jeho

vysku. Vysledkem je tak rovnoramenny trojuhelnik ABC .
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4.6.3. ReSené p¥iklady na Thaletovu kruznici

Priiklad & 1:
Body X a Y maji vzdalenost 8 cm. Uréi mnoZinu vSech vrcholit pravoihlych

trojuhelnikii s preponou XY .

Rozbor:

Obr. 107

74k si udéla nacrtek a snaZi se vyslednou mnozinu odhadnout. V tomto piipadé
feSeni neni pfili§ obtizné. Zadéani je totiz velmi podobné vySe uvedené a vysvétlené
definici Thaletovy véty. Z toho divodu bude zak konstruovat kruznici k nad useckou

XY . Zakova hypotéza zni, ze vyslednou mnoZzinou bodii je Thaletova kruZnice

sestrojend nad tseCkou XY .

Konstrukce:

Obr. 108
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Zkouska:

Pro ovéfeni zédkova tvrzeni vyuzijeme program GeoGebra. V tomto dynamickém
programu muzeme snadno potvrdit nebo vyvratit zdkovu myslenku tim, ze bodem Z ,
lezicim na Thaletové kruznici, mizeme po dané kruznici neomezené pohybovat. Timto
zpusobem zaci ndzorn¢ pochopi, ze at’ tieti bod trojihelniku XYZ umistime kamkoliv

na Thaletovu kruznici, thel u vrcholu Z ztstane vzdy 90°.

Tim jsme ovéfili a potvrdili zdkovu myslenku, ze spravnym feSenim ulohy je

Thaletova kruznice.

Dukaz:

Obr. 109

Z obréazku je ditkaz toho, pro¢ ma uhel pti vrcholu X , lezicim na Thaletové kruznici

vzdy velikost 90°, dostatecné ziejmy.
2c+ 2 =180°
2(x + p) =180°
a+ [ =180°/2
a+ [ =90°
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Priklad ¢. 2:
Délka usecky AB je 8 cm. Narysuj piimku p, kterd prochdzi bodem B a od bodu A

je vzddalena 5 cm.

Rozbor:

Obr. 110

74k si do naértku zanese znamé objekty barevné a snaZi se vymyslet postup pro
nasledujici konstrukci. V tomto ptipad¢ by si zadk nejspiS uvédomil, ze pro konstrukci
hledané ptimky p zna jen jeden bod a proto musi najit druhy. O tom vi, ze je ve
vzdélenosti Scm od bodu A, coz ur€uje prvni mnoZzinu bodd, které musi hledany bod
nalezet — kruznici k(A; r= SCm) . Druhou mnozinu pak piedstavuje Thaletova kruznice
sestrojena nad pfeponou AB. Bod, ktery zdk potiebujeme, je prinikem obou
zminénych mnozin — oznaci si ho pismenem T . Nyni zbyva jen sestrojit pfimku p,

ktera odpovida ptimce BT .

Z toho plyne, Ze feSenim zadané ulohy je pfimka p, ktera je te¢nou ke kruznici K .
Reseni zak ziska spojenim bodd B a T, pfi¢emz bod T dostane jako prinik kruZnice

K(A;r =5cm) a Thaletovy kruznice sestrojené nad pieponou AB .
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Konstrukce:

Obr. 111

Zkouska:

Z konstrukce jasné vidime, ze ihel hledané ptimky a spojnice bodu dotyku s bodem

A, mé velikost 90°. Z toho vypliva, ze hledana piimka musi byt tecnou kruznice.

Piiklad ¢ 3:
Sestrojte pravouhly trojithelnik ABC s pravym tihlem pii vrcholu C ,kde c =7 cm,

v, =3cm.

Rozbhor:

Obr. 112
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Zak si opét v naértku barevné vyzna¢i znamé Utvary. Ze zadani je jasné, e pro
tiplnou konstrukci hledaného trojithelniku ABC musime najit bod C. Zak ma zadano,
ze se u bodu C nachazi uhel o velikosti 90°, to mu v postupu velmi pomuze. Protoze
tedy hledame bod, ktery je vidét pod thlem 90°, vyuzijeme opét Thaletovu kruznici,
kterou sestrojime nad pteponou AB . Tim zak sestrojil prvni potiebnou mnozinu. Pro

druhou mnozinu vyuzije znalost velikosti vysky v, . Ta urCuje vzdalenost bodu C od
usecky AB . Proto zak sestroji ptimku rovnobéznou s usetkou AB ve vzdalenosti v, (3

cm). Bod C vznikne jakou prinik obou mnozin — Thaletovy kruznice a rovnob&zky
s AB.

Konstrukce:
r !
C i c'
i is ! B
C“\‘__/C“I
Obr. 113
Zkouska:

Modelace v dynamickém matematickém softwaru nam potvrdila spravny postup.
MlZeme vném zakim nazorné ukazat, jak se méni vysledny trojuhelnik ABC
Vv zavislosti na velikosti vySky V.. Tato uloha je opét klasickou ukadzkou vyuziti
Thaletovy kruznice v praxi.

Uloha ma ctyfi feseni.
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Priklad ¢ 4:
Sestrojte ADEF, zndte-li délku jeho strany f , velikost vnitiniho ihlu 6 p¥i vrcholu

D a délku vysky v, nastranu d .

Rozbhor:

Obr. 114

U tohoto piikladu je velmi diileZité spravné si Gilohu zakreslit. Zak si udéla nacrtek a
vycte z n&j souvislosti, které pouzije pii feSeni tlohy. K sestrojeni trojuhelniku DEF
potiebuje sestrojit vrchol F . Nejdiive, vSak musi sestrojit bod R. Ten, vznikne, jako
prunik Thaletovy kruznice 7z nad pfeponou DE a kruznice k , ktera ma stied v bodé¢ D
a jejiz polomér odpovida velikosti vysky na stranu d . Konstrukci bodu R je zak témeér
u cile. Zak uz jen sestroji hledany bod F . Ten vznikne jako prinik dvou mnozin, a to
polopiimky ER a thlu EDX (jeho velikost zndme ze zadani). Poslednim krokem je
propojeni bodi DEF => trojuhelnik DEF .
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Konstrukce:

Obr. 115
Zkouska:

Z konstrukce je jasn¢ vidét, ze Thaletovu vétu zak pouzil opravnéné, protoze vyska

nastranu d a polopfimka ER svira thel 90°. Re$enim je ostrouhly trojuhelnik DEF .

Piiklad ¢. 5:
Sestrojte pravouhly trojuhelnik, v némz vyska k pieponé déli preponu na dva useky

c,=32cm ac,=41cm.([1], s. 60)

Rozbhor:

Obr. 116
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74k si do naértku zanese znamou pieponu modrou barvou. Rozdéli ji na dva tseky
dle zadani. Zak vi, Zze hleda pravouhly trojuhelnik s touto pfeponou. Z toho plyne, Ze
mnozina vSech vrcholii C, u nichZ je pravy uhel, odpovida Thaletové kruznici 7 . Tuto
kruznici zak sestroji a hledd druhou mnozinu, které¢ bod C také nalezi. Tou je v nasem
ptipad¢ vyska trojuhelniku v, kterd je kolma na pieponu a zdroveil prochazi patou
vysky P . Hledany bod C, Zzak ziska jako prusecik Thaletovy Kruznice r a vysky V.

Konstrukce:

c

Obr. 117

Zkouska:

Konstrukce ovétila zakovy piredpoklady. Vrcholu C nédlezi opravdu pravy thel a

délka ptepony odpovidé zadani. Tim je tiloha vyfesena.

Priklad ¢. 6:
Je ddna piimka t abody AT ,kdebod T leii na piimce t. Sestrojte kruznici k tak,

aby se dotykala piimky t v bodé T a prochdzela bodem A .
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Rozbhor:

Obr. 118

74k si opét nadrtne feSenou situaci piikladu. U této ulohy 4k musi propojit
znalosti 0 mnozinach bodi danych vlastnosti z pfedchozich podkapitol. K sestrojeji
jakékoliv kruZnice potiebujeme znat jeji stied a polomér. Zak se zamysli, jaké vlastnosti
plati pro stfed kruznice kdyZ zname jeji dva body. Zak, ktery daval pozor vi, Ze stied
takové kruznice lezi na ose spojnice téchto dvou bodl — v nasem pfipad¢ ptimka o. A
jelikoz také vi, Ze k sestrojeni jakéhokoliv bodu potiebuje alesponi dvé piimky nebo jiné
objekty, musi jesté nalézt mnozinu druhou. K tomu vyuZije jiné znalosti, a to, Zze te¢na
je vzdy koma na polomér kruznice (za te€nu povazuje pfimku p, zndmou ze zadani).
Zkonstruuje tak ptimku | kolmou na piimku p a zaroven prochézejici bodem T . Tim
zak ziska dvé potiebné mnoziny. Bod S, stfed kruznice k , sestroji jako prunik pfimek
0 al.Polomér r je dan vzdalenosti stiedu kruznice a jednoho z boda T nebo A.

Konstrukce:

Obr. 119
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Zkouska:

Z konstrukce vidime, Ze pfimka p je opravdu te¢nou hledané kruznice a stted S ma
stejnou vzdalenost od bodu T i A. Dokazat to mizeme pomoci dynamického programu
GeoGebra, kde lze libovolné pohybovat obéma zadanymi body. To nam umozni

namodelovat a piedstavit si i mén¢ obvykl¢ varianty zadani této ulohy.

Uloha ma jedno feseni a jeho podoba zavisi na umisténi bodu A.

4.7.Sttedove a obvodove uhly v kruZznici

4.7.1. Uhly v kruznici

V této kapitole si zopakujeme vse, co vime o uthlech v kruznici. Pomoci nich

odvodime, jak sestrojit mnozinu vsech bodd, z nichz je usecka vidét pod danym uhlem.

Uhly v kruznici jsou vzdy piislusné k oblouku kruznice, ktery je omezen hrani¢nimi

body A, B.Muzeme rozlisit dva zakladni typy téchto thli:

|.  Stfedové uhly - uhly s vrcholem ve stfedu kruZnice a rameny prochazejicimi
krajnimi body oblouku AB . Tyto uhly mizeme jeSté dale rozdélit na stredove
konvexni (mensi nez 180°) a stfedové nekonvexni (vétsi nez 180°). Stiedovy

uhel je vZdy jen jeden, protoze existuje jen jeden stied kruznice. ([9], . 67)

Il.  Obvodové uhly - Ghel s vrcholem na obvodu kruznice a rameny prochéazejicimi
krajnimi body oblouku AB. K danému oblouku existuje nekonecné¢ mnoho
obvodovych uhli, protoze existuje nekonecné mnoho boda dané kruznice, které
si K jejich sestrojeni mizeme zvolit. VS§echny obvodové thly k danému oblouku

maji stejnou velikost. ([9], s. 67)
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Stiedovy nekonvexni, konkavni
uhel (vétsi nez 180°). Jeho

velikost je rovna 360°—c.

Stfedovy konvexni tthel (mensi
nez 180°). Jeho velikost je
rovna 360°— S

Obr. 120

Obvodovy thel oblouku
AB kruznice k . Je jich
nekone¢né mnoho a
vSechny maji stejnou

velikost.

Stredovy uhel oblouku

AB . Je pouze jeden.

Obr. 121
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Vztah mezi stifedovym a obvodovym uhlem

Z ptedchoziho obrazku vime, ze velikost vSech obvodovych thli oblouku je stejna.
Nyni by nas zajimalo, jestli existuje néjaky matematicky vztah mezi stfedovym a

obvodovym thlem pfislusného oblouku?

73k si udéla nazorny obrazek, ve kterém se pokusi nalézt souvislosti a vlastnosti
danych objektt (mtze pouzit i thlomér). Také si mizeme se zaky zopakovat vztahy

mezi uhly v trojuhelniku pro lepsi pochopeni vysledku.

74k navrhne matematicky vztah, ktery povaZzuje za spravné feSeni. Zduvodni, jak
k tomuto vysledku dospél a za jakych podminek bude jeho tvrzeni platné. Tento vztah
ucitel potvrdi ¢i vyvrati. K tomu pouzije geometricky program Geogebra, ktery uciteli

umozni zakiim nézorn¢ ukazat, ze vztah plati a to ve vSech moznych modifikacich.

Z obrazku je jiz na prvni pohled

ziejmé, ze mezi sttedovym a
obvodovym thlem je uréity vztah.
=> Velikost stfedového thlu je
rovna dvojnasobku velikosti
obvodového tihlu pfisluSného

k témuz oblouku. ([9], s. 67)

Obr. 122

Nyni si tyto nové nabyté védomosti vyzkousime v praxi. Tim se Z4ci ujisti, Ze latce
rozumi, jsou ji schopni aplikovat na konkrétni piiklady a upevni si nové ziskané

znalosti.
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4.7.2. ReSené p¥iklady na tihly v kruznici

Piiklad ¢. 1:

Jak narysovat kruZnici (oblouk kruZznice), 7 niZ je usecka AB vidét pod vuhlem 50°?

Rozbor:

Obr. 123

Abychom sestrojili oblouk kruznice, musime sestrojit celou kruznici k , na které lezi.

Pro sestrojeni hledané kruznice potfebujeme stied kruznice S a polomér r. Z nacrtku

lze vycist, ze stied kruznice S sestrojime jako prinik dvou mnozin bodi dané

vlastnosti. Prvni mnozinou je osa usecky AB, protoze vime, ze stfed kruznice ma

stejnou vzdalenost jak od bodu A, tak od bodu B. Druhou podminkou je to, ze stied

kruznice lezi na rameni uhlu ABS, tedy rameni BS . Pro konstrukci této polopiimky

potiebujeme znat velikost uhlu trojuhelniku VBS u vrcholu B. Tu jednoduse

vypocitame na zéklad¢ znalosti tthli a souctu velikosti uhld v trojuhelniku. V nasem

piipadé ma tihel u vrcholu B velikost 40° (180°—90°—50° nebo jen 90°—50°). Tim

jsme ziskali stted S kruznice K, ze které je vidét tiseCka AB pod tthlem 50°. Polomér

I je dan vzdalenosti sttedu kruznice a kteréhokoliv z krajnich bodl usecky AB .
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Konstrukce:

Obr. 124 Obr. 125

Zkouska:

Jak je zfejmé z konstrukce, oblouk se ndm podafilo sestrojit. Pro ovéfeni naseho
postupu jsme Ulohu sestrojili v dynamickém matematickém programu GeoGebra.

Vyslednou mnoZinou je modfe zvyraznéna ¢ast kruznice.

Piiklad ¢ 2:
Sestrojte mnoZinu v§ech bodui, 7 nich? je usecka AB o délce 4 cm vidét pod uihlem
115°.

Rozbor:

Obr. 126
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U tohoto ptikladu maze zaky zarazit fakt, Ze maji sestrojit mnozinu bodu, ktera je
vidét pod thlem vétsim nez 90°. Ale ve skutecnosti to na postupu pfili§ véci neméni.
Postupujeme stejné, jako bychom chtéli sestrojit mnozinu bodu, z nichz je usecka vidét
pod thlem 180°—« (v naSem piipadé 180°—-115°=65°). Nasledna konstrukce je
totozna s tou v predchozim ptikladu. Jediny rozdil je v zavére¢né Casti, kdy si musime
dat pozor na to, jaky oblouk vyznac¢ime jako vyslednou mnozinu bodt. Jak je vidét
Z rozboru, kdyz je usecka vidét pod thlem vétsim nez 90°, vyslednou mnozinou je

oblouk opacny tomu v piedchozi tloze.

Konstrukce:
;
|
|
|
|
|
|
|
l
A R B
3 775 ° ®
~. [
~ e |
RN I
~ . S
o
boTs
| S e
a=90°-65°=26° | “aet
| =
I R N
| ~ o =~ .
|
|
|
|
|
} |
Obr. 127 Obr. 128

Zkouska:

Modelaci ptikladu v programu GeoGebra jsme potvrdili spravnost naseho postupu
konstrukce. Vyslednou mnoZinou je mensi z obloukti kruZnice, ktery je omezen

hrani¢nimi body A, B.

Priklad & 3:

Sestrojte mnoZinu bodit, 7 nich? je usecka vidét pod uhlem 90°?

97


Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Úhly%20v%20kružnici%20-%20příklad%203.ggb

Rozbhor:

Obr. 129

Postup konstrukce odpovida predchozim ptikladim. Specificky je tento ptiklad
pouze tim, ze uhel « trojihelniku ABY ma velikost 0° a tak je polopfimka
BY totozna s ptimkou AB . Tento jev zpusobi to, ze se stied S kruznice k , zobrazi na
stied useCky AB . Vyslednou mnozinou bodt, z nichz je usecka vidét pod uhlem 90° je

tzv. Thaletova kruznice, kterou jsme si ptiblizili v ptedchozi kapitole.

Konstrukce:

I
|
1
1
I
|
|
|
|
|
|

|

I
® ? — o

V=8,

I

I

I

a=90°-90°=0°

|
|
I
I
|
1
|
|
|
|
|

Obr. 130 Obr. 131

Zkouska:
Z Konstrukce je zfejmé, ze at’ bod X umistime na kruznici kamkoliv, thel AXB

bude vzdy 90° (viz definice Thaletovy kruznice). Uloha ma tedy jedno feSeni, a to

Thaletovu kruznici 7(S;r = |AS|) .
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5. Nadstandartni ulohy na mnoziny bodl danych vlastnosti

Doufam, ze se v kazdé tfidé najdou Zzaci, kterym budou vySe popsané priklady
ptipadat pfili§ jednoduché a budou si chtit nad geometrii vice zaptfemyslet. Pro tyto, ale
i pro ostatni zaky, napfiklad jako inspiraci k dalSimu vzd€lavani se, zafazuji tuto
kapitolu. Pojmenovani nadstandardni je ptiznacné, jsou zde totiz uvedeny ne piili§
tradi¢ni priklady, které cCasto obtiznosti piesahuji az do stfedni Skoly. Jsou ale

samoziejme stale zaméfeny na feSeni mnozin bodd danych vlastnosti.
5.1.Resené¢ priklady
Priklad ¢ 1:

Je dan trojuhelnik ABC a jeho vnitini bod M . Po obvodu trojuhelniku ABC se
wpohybuje“ bod X . Urcete mnoZinu vSech bodii M', které jsou stiedové soumérné

sbodem M podie stiedu X . ([8], s. 67)

Rozbhor:

Obr. 132

74k si udéla naértek piikladu. Nez za¢ne fesit samotnou ulohu, méli bychom si s nim
zopakovat pojem stfedova soumérnost a jeji vlastnosti. Pfedevsim fakt, ze odpovidajici
body X, X' lezi na pfimce prochazejici sttedem soumérnosti a jsou od néj stejné

vzdaleny. Na zaklad¢ téchto informaci uz je zak schopen ulohu bez problémil vyiesit.
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Dle zadani si zdk zvoli libovolny bod X, na trojihelniku ABC. Aby Iépe
zkonstruoval vyslednou mnozinu, zvoli si jest¢ dva dalsi body X,,X,, spliujici
pocatecni podminku (viz obr. €.). Nasledné sestroji pfimky X;M,X,M a X,;M.
Protoze hledané body M’ maji byt stiedové soumérné podle bodu X, , sestroji zak
kruznici kl(Xl;r =|MX1|). Jako prisecik kruznice k; a ptimky X,M vznikne hledany
bod M'. Stejné zak sestroji kruznice k,,k, pro body X,, X,. Ziska tim dal$i dva body
vysledné mnoziny. Nyni uz by zdk mél byt schopny odhadnout feSeni. Z nacrtku je
ziejmé, ze zak sestroji rovnobeézky se stranami ptivodniho trojuhelnika, které prochazi

nalezenymi body M',M" M".
74k predpoklada, ze vyslednou mnozinou bodd je trojuhelnik A'B'C’.

Konstrukce:

Obr. 133

Zkouska:

Zakuv postup konstrukce je spravny. Je ale opravdu zajimavé namodelovat si tuto
ulohu v dynamické matematickém programu GeoGebra. Je zde nazorné vidét, jak se
méni poloha vysledné mnoziny v zavislosti na poloze bodu M . Zaci si napiiklad

mohou vyzkousSet, jak by tlloha vypadala, kdyby tento bod lezel vn¢ trojihelniku ABC .
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Piiklad ¢. 2:
Najdéte mnoZinu vSech stiredit kruZnic, které maji spolecny dotyk se soustiednymi
kruznicemi k a |. Proved’te nacrtek. ([8], s. 66)

Rozbor:

Obr. 134

Jsou dany dvé soustfedné kruznice k,l. Ukolem je najit mnozinu viech stfedi
kruznic, které maji spole¢ny dotyk s témito kruznicemi. Zak si udéla nacrtek a zjisti, Ze

vysledkem bude sjednoceni dvou mnozin bodd.

Prvni mnozinu bodd budou ptedstavovat stfedy kruznic, lezicich v mezikruzi

zadanych kruznic. Zak zaéne konstrukci piimky p , prochazejici bodem S , ktera protne
dané kruznice ve étyfech bodech A, A',B,B’. Velikost use¢ky A, A’ odpovida Sitce
mezikruzi. A pravé tady se budou nachéazet hledané kruznice. Proto Zak zkonstruuje
sttedy usecek A, A" a BB'. S,,S, jsou prvky hledané mnoziny a podle nich uz je zak
schopny narysovat prvni mnozinu — kruznici m(S; r= |SSl|).

Toto je ale jen polovina feSeni. Kruznici, kterd ma spole¢ny dotyk se dvéma
zadanymi kruznicemi K,l, lze umistit i jinam. Proto zak sestroji pfimku q, ktera
prochazi sttedem S . Ta protne kruZznice ve dvou bodech — C, D . Tyto body ptedstavuji

krajni body hledané kruznice. Proto sestroji stied usecky CD — bod S,. Druhou

mnozinou je kruznice n(S; r= |333|)
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Konstrukce:

Obr. 135
Zkouska:

Konstrukce ovéfila, Ze feSenim jsou dvé kruznice m,n. Jejich poloha je zavisld na
polomérech danych kruznic Kk,I. Pro déti je nejlepsi modelace v dynamickém

matematickém softwaru, kde si s parametry ulohy mohou libovoln¢ hrat a vyzkouset tak

riazné polohy vysledné moziny.

Priklad ¢. 3:
Uréete mnoZinu vSech téZist’ trojuhelniku ABC, ve kterém jsou ddny body A,B a
bodem C pohybujeme po kruznici K .

Rozbor:

Obr. 136
102


Řešené%20příklady%20k%20bakalářské%20práci/Nadstandartní%20úlohy%20-%20příklad%203.ggb

74k opét zaéne nacrtkem. Nadrtne si znamou tse¢ku AB a kruZnici k . ProtoZe ze
zadani vi, ze tfeti bod trojuhelniku nalezi kruznici K, zvoli si libovolné bod, ktery tuto
podminku spliiuje. Nyni je schopny sestrojit trojuhelnik ABC,. Nasledné sestroji jeho
téznice, jejichz prisecikem je hledany bod T,. Z jednoho bodu by Zak nejspis§ vyslednou
mnozinu neodhadl, proto si zvoli jesté druhy bod C,. Tento bod je nejlepsi umistit tak,
aby usecka C,C, byla primérem kruznice k. Tim zak ziska trojuhelnik ABC,. Opét

2%

hledané mnoziny. A mohl by uz odhadnout, Ze feSenim bude kruznice. Tuto kruznici

zak sestroji tim, Ze narysuje usecku TT,, jeji stfed a nakonec i samotnou kruZnici

m(S;r = %|T1T2|).

Konstrukce:

17/
V24
o)4
h

Obr. 137

Zkouska:

Pro tento piiklad je Upln¢€ idealni vyuzit program GeoGebra, protoZze zvolenym
bodem C Ize po kruznici k neomezené hybat. Program je natolik chytry, Ze ndm sam
ur¢i hledanou mnozinu tézist'. Zajimavé je také to Ze zadana a hledana kruznice jsou
stejnolehlé, se sttedem stejnolehlosti v bodé O, ktery spolu se stiedy S,S’ téchto
kruznic lezi na ptimce p.

103



Pozn.: Pomoci experimentalni faze v programu GeoGebra vytvofime tvahu , jak
sestrojit stfed ziskané mnoziny bodi m. Nejprve sestrojime stied stejnolehlosti O,
ktery ptedstavuje prasecik usecky AB a pifimky CT . Pro stiedy dané, hledané kruznice

a stfed stejnolehlosti plati, ze lezi na jedné ptimce p. Druhd podminka vyplyva

z definice stejnolehlosti a to: CS||TS’ , tim dostaneme hledany stied S'.

Dukaz:

V dikazu musime ovéfit, Ze pro mnozinu M bodt dané vlastnosti a mnozinu boda

utvaru U, plati rovnostM =U .

Vv v

trojahelniki ABC .
Zvolime libovolny bod X na kruznici m. Sestrojime ptimku OX, protoZe té€Znice

t, musi prochazet sttedem usecky AB. Tato pfimka protne zadanou kruznici k, tim

dostaneme bod C’ hledan¢ho trojuhelniku ABC’. Pro bod X plati: [CX|=2/OX

, COZ

Vv oev

kruznici m.

Zvolime libovolny bod C na kruZnici m. Sestrojime jemu odpovidajici trojahelnik

Obr. 138
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Piiklad ¢. 4:

Dvere autobusu, usecka AB, se pohybuji po dvou K sobé kolmych piimkdach. Uréete

mnozinu stiedii v§ech usecéek AB .

Rozbor:

Obr. 139
Zak zafne nacrtkem. Barevné si vném vyzna¢i znamé geometrické utvary.

Konstrukci zacne tim, Ze si postupné vyznaci nékolik bodi hledané mnoziny. Jednim
z nich bude samoziejmé stied zadané usecky AB. Posunutim usecky do krajnich poloh
(splynuti s jednou nebo druhou zadanou pfimkou), zak dostane dva dalsi stiedy S,,S,.
Podle téchto bodt by uz mohl odhadnout vyslednou mnozinu, pokud ne, posune use¢ku
AB jesté do jiné polohy a sestroji bod S;. Nyni uz je feSeni zfejmé, je jim ¢ast kruZnice

k(V; r= }5|AB ), pfesnéji jedna Ctvrtina této kruZnice.

Konstrukce:

Obr. 140
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Zkouska:

Opét jsme tlohu namodelovali v dynamickém matematickém programu GeoGebra,
tim jsme ovéfili spravny postup konstrukce. Nejlepsi je ale, nechat déti, aby si
konstrukci ulohy v programu vyzkousely samy. Mohou tak ménit velikost dané usecky

AB a pozorovat, jak se vysledna mnozina bodti méni.

Dukaz:

1) ,,Musime zjistit, jestli je kazdy bod oblouku S,S, stfedem né¢které z uvazovanych

usecek AB, které predstavuji dvete autobusu.

Zvolime si libovolny bod X, odlisny od bodi S,,S, na oblouku na S,S,. Patu
kolmice z bodu X na polopfimku VB oznacime X, a patuz X na VA oznacime X,.
Usetka XB, soumémé sdruzena s XV podle osy XX, a tsetka XA, soumérné
sdruzena s iseckou XV podle osy XX, jsou navzajem soumérné sdruzené podle stiedu
X aplati tedy: |XBy|+|XA,| = 2 XV|=|AB| abody X, A, B, lezi na jedné ptimce. Bod
X je sttedem usecky A,B, = AB. To znamena, ze kazdy bod oblouku S,S, je prvkem
hledané mnoziny bodu.* ([4], s. 48,49)




2) ,,Jesté musime dokazat druhou podminku a to, ze pokud je S stfedem usecky AB,

potom lezi na oblouku S,S;.
Pokud usecka AB lezi na rameni VA nebo VB, potom stfedy S,,S, lezi na jiz

zminéném oblouku. Jestlize AB je jedna ze zminénych tsecek a neleZi ani na jednom

rameni VA,VB, potom vytvafi pravouhly trojihelnik AVB . Bod V lezi na kruznici nad
primérem AB, a proto |SV|=|SA/=|SB|=%|AB|. Bod S tedy lezi na kruznici

k(v;r = |AB|). Usetka AB nlezi ahlu AVB, proto bod S lezi na oblouku S,S, .

Timto jsme ov¢fili, Zze hledanou mnozinou M stfedtt S tsecek AB je oblouk S,S,

kruznice k(V;r = %|AB|).« ([4], s. 49)
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6. Zavér

Cilem bakalatské prace bylo vytvofit pomocny material pro uéitele na 2. stupni ZS,
ve kterém by byly shrnuty zajimavé ulohy na mnoziny bodi dané vlastnosti. Zaroven
jsem chtéla uditelim predstavit geometricky program GeoGebra a s nim spojené
moznosti jiné, zdbavnéjsi formy vyuky. Proto jsou vSechny ulohy feSené jak klasickou

formou pomoci pravitka a kruzitka, tak pouzitim prave tohoto pocitacového programu.

Pracovala jsem s ucebnicemi a pracovnimi seSity zakladnich $kol a gymnazii (viz
literatura). Snazila jsem se z nich vybrat ulohy, o kterych si myslim, ze budou détem

pfinosné a pomohou jim poznat moznosti vyuziti znalosti geometrie v redlném Zzivote.

Téziste¢ své prace vidim ale ve zpracovani vSech vybranych uloh v programu
GeoGebra. Osobné si myslim, ze uditelé, i pfesto, ze pfistup k pocitaélim maji, je malo
vyuzivaji. Nevim, jestli je to omezenou dostupnosti matematickych programl ve
Skolach nebo jen tim, ze vétSina uclitelt ziistava vérna osvédcené klasické formé vyuky,
ale myslim, ze by se to mélo zménit. A pravé k tomu jsem se snazila ucitele touto praci
inspirovat. Mohou se sami piesvéd¢it o tom, jak velky rozdil je mezi feSenim wloh
klasicky a pomoci geometrického programu. Dlvod, pro¢ jsem vybrala pravé program

GeoGebra je ten, Ze je volné stazitelny a tak Skola nemusi do této vyuky nic investovat.

Za uspéch bych povazovala to, kdyby si alespon jeden ucitel mou praci precetl a ta
by ho natolik zaujala a motivovala, aby opravdu zménil sviij pfistup a zatradil do vyuky 1
praci s poc¢itatem. Myslim, Ze to mize byt ptinosné jak pro uditele, tak predevsim pro
zaky, kteti kdyz si vytvofi kladny vztah k matematice a vzdélavani obecné, bude pro né

mnohem jednodusi jak nasledné studium, tak i uplatnéni se v budoucim zivoté.
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