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Seznam pouzitych symboli

N={123,...} o mnozina prirozenych ¢isel
No={0,1,23,....} ... mnozina nezapornych celych ¢isel
Zo=A{ ..,—2,—1012,...} ..o mnozina celych ¢isel
L ={1,23,...} oo mnozina kladnych celych éisel
Q e mnozina racionalnich ¢isel
L mnozina iracionalnich ¢isel
R mnozina realnych ¢isel



Uvod

Diofantické rovnice jsou dulezitym a zajimavym tématem v teorii ¢isel. Cilem
této diplomové prace je ukazat nékteré typy diofantickych rovnic a nazorné de-
monstrovat metody jejich feseni na prikladech. Protoze diofantické rovnice nejsou
zaclenény v Ramcovych vzdélavacich programech pro stiedni skoly, ale vyskytuji
se v ruzné mire ve stredoskolskych matematickych soutézich, muze tato diplo-
mova prace byt jistou oporou tcastniktim takovych soutézi.

Préce samotna je rozdélena na tii kapitoly. V prvni kapitole se zabyva vybranymi
pojmy z elementarni teorie ¢isel nezbytnymi pro reseni vybranych typt diofantic-
kych rovnic, predevsim tedy délitelnosti celych cisel a fetézovymi zlomky.

Druhé kapitola, ktera tvori jadro prace, se vénuje pouze vybranym typum dio-
fantickych rovnic. Zminény jsou metody TFeSeni linedrnich diofantickych rovnic,
ale také i metody Teseni nékterych diofantickych rovnic vyssitho stupné. Mimo
zminéné se prace vénuje i Pythagorejskym trojuhelnikiim a zptisobtim jejich ge-
nerovani.

Treti kapitolu, tedy praktickou ¢ast prace, tvori sbirka resenych 1loh, ve které jsou
postupné aplikovany a demonstrovany postupy z teoretické casti prace. Vétsina
feSeni prikladi je autorska, v opacném pripadé jsou doplnéna o citaci. Postupy
feSeni uloh jsou zapsany tak, aby mohly byt pomtckou dalsim studentiim at uz

vvvvvv

procesoru MS Excel, price je vysazena systémem ETEX.



Kapitola 1

Vybrané pojmy z teorie cCisel

1.1 Délitelnost celych cisel, nejvétsi spolecny dé-
litel a prvocisla
Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou [5] a [§].

Definice 1.1. Rekneme, Ze celé cislo a déli celé cislo b (neboli ¢islo b je délitelné
cislem a, téZ b je nasobek a), prave kdyz existuje celé cislo c tak, Ze plati a-c =b.
Piseme pak a | b.

Bez dikazu bude uvedeno nékolik tvrzeni.
Véta 1.1. Pro libovolnd cisla a,b,c € Z plati:
1. a0
2.0|lasa=0
3. ala.
4. albANb|c=alc
5 Ve €Z) a|bhalc= albr+cy
6. c#0=(a|b<ac]|bc)
7. al=la| < ||
Poznamka 1.1.
Cela ¢isla u a v se nazyvaji sdruzenymi déliteli ¢isla w, jestlize plati
u-v=w.
Véta 1.2. Kazdé celé cislo b # 0 mad konecné mnoho déliteli.

Véta 1.3. (Véta o déleni se zbytkem) Ke kaZdému cislu a € Z a celému cislu
b, b # 0 ezistuje pravé jedna dvojice celych cisel q, r takovd, Ze a = bq + r, kde
0<r<lb.



Dikaz. [8] Nejprve dokdzeme existenci ¢isel g, r. Protoze plati (—q)-(—b) = ¢-b,
miizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze b > 0. Uvazujme cisla:

16,2b,3b, . . . (1.1)

Je-li @ > 0, budeme zkoumat mnozinu M téch ¢isel v posloupnosti (1.1]), ktera
jsou vétsi nez a. Mnozina M je neprazdnd a ma nejmensi prvek, ktery oznac¢ime
bx'. Jako x si oznac¢ime ¢islo o jednu mensi nez 2/, tj. © + 1 = 2/. Pak

br < a<blx+1).

Je-li a < 0, je —a > 0 a my mizeme rovnou uvazovat mnozinu M téch cisel v
posloupnosti (|1.1]), kterd jsou vétsi nebo rovna —a. Oznacéime jako by’ nejmensi
z nich. Potom pro y = v — 1 bude

by <a <bly+1),

takze
b(—y —1) <a <b(—y).

Vidime, Ze pro vSechna a a b(b > 0) existuje celé éislo ¢ tak, ze
bg <a<blg+1). (1.2)

Oznac¢me jako r rozdil a — bg. Z (1.2)) dostavame r =a —bg < b(qg+ 1) —bg =10
ar >0, tedy
a=bq+r, 0<r<hb.

Dale sporem dokazeme jednoznac¢nost takovych ¢isel g a 7.

Necht a = bg+ 1 aa=>b¢ +7r', kde 0 <r < b; 0 <1’ < b. Predpokladejme, ze
" >r. Potomjebg+r=0b¢ +r',atedy r' —r=0b(qg—¢'),kde 0 <r <71’ <b, a
proto 0 < r' —r <baq> ¢, tedy zfejmé q > ¢ + 1, tj.

r—r=>blqg—q)>b.

Tento vztah ovSem odporuje faktu, ze v’ — r < b. Stejnym zpusobem dostaneme
spor, budeme-li predpokladat, ze r > r’. To tedy znamen4, Ze musi byt ' =r, a
tedy b(q — ¢') = 0 a protoze b > 0, tak ¢ — ¢’ =0, tj. ¢ = ¢

O

Pozndmka 1.2. Cislo ¢ se nazjva netplny podil a &slo r zbytek po déleni
¢isla a cislem b.

Dusledek. Pro celé ¢islo b # 0 plati, ze b je délitelem a pravé tehdy, kdyz zbytek
po déleni ¢isla a ¢islem b je roven nule.

Véta 1.4. Plati-li pro celd cisla a, b kterykoliv ze ctyr vztahi b | a, —b | a,
—b| —a, b | —a, pak plati zdrovern vsechny ostatni.

7 této véty plyne, ze vySetfovani kteréhokoli ze ¢tyT vztahti v ni uvedenych miu-
zeme prevést na vysSetfovani nékterého z predchozich vztahii. Diky tomu lze zkou-
mani vlastnosti vztahu a | b pro celd ¢isla a,b prevést na vysetrovani délitelnosti v
oboru ¢isel celych nezapornych nebo dokonce ¢asto jen v oboru ¢isel prirozenych.
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Definice 1.2. Spoleénym délitelem celyjch cisel aq,as,--- ,a, se nazyvd libo-

volné celé ¢islo d takové, Ze d | ay, d | az, -+, d | ay,.

Definice 1.3. Nejvétsim spoleénym délitelem celych cisel ay,as,--- ,a, se
nazyvd ten nezdporny spolecny délitel cisel ay,as, - - , an, ktery je délitelny libovol-
nym jingm spolecnym délitelem téchto cisel. Oznacujeme ho zpravidla (ay, ag, - - -, ap).
Definice 1.4. Spoleéngm ndsobkem celych cisel ay,as, - - ,a, se nazyva libo-
volné celé ¢islo m takové, Ze ay | m, ag | m, -+, a, | m.

Definice 1.5. Nejmensim spolecngym ndsobkem celych cisel ay, aq, - ,a, se
nazyvd nejmensi nezdporné cislo délitelné vsemi cisly ay, az, - - - , a,. Oznacujeme

ho zpravidla [ay,as,- - , ay).

Véta 1.5. Jestlize bla a b > 0, pak (a,b) = b.
Véta 1.6. Jestlize a = bq + r, pak (a,b) = (b,r).

Zpusob, jak vypocitat nejvétsiho spoleéného délitele dvou ¢isel, ukazuje nasledu-
jici véta a jeji dikaz ze zdroje [8].
Véta 1.7. (Euklidiv algoritmus) K libovolnym celym cislim a,b, b # 0, existuji

celd c¢isla qo,q1, -+ ,Qn @ 11,72, , 7y takovd, Ze plati:

b >r1 >10 > >1 >0,

a=0bg+r
b=riq1+ra

r1=Toq2 + 73

T"n—2 = T'n—1Gn—1 + 7

Tn—1 = Tnqn

(a,b) = rp.

Dukaz. Podle véty o déleni se zbytkem existuji k celym c¢islim a,b, b # 0 celd
&isla qo, r1 tak, Ze a = bgo + 11 a 0 < ry < |bl.

Je-li 71 = 0, pak b|a a podle Vétym (a,b) = b. Je-li r1 > 0, aplikujeme uvedenou
uvahu na dvojici ¢isel b,ry, tj. existuji cela cisla ¢y, ro tak, ze

b=r1q1 + 12

a0 <ry<ry. Jeliry =0, pak r1|b a (b,r1) = r1, coz podle véty znamena, ze
ry = (byr1) = (a,b) a muzeme skoncit. Je-li 7o > 0, pak pro 71,r; nalezneme go a
rs tak, ze

r1 = T2q2 + T3,

atd. Tedy pro rx_1 a 7, (0 < rp < rk—1) nalezneme g a 741 tak, Ze

Th—1 = Tkqk + Vg1, 0 <rggp1 <r1g.

11



Je-li 11 = 0, pak je postup ukoncen. Pokud ale r,,; # 0, analogicky pokracu-
jeme, a dostavame vztahy tvaru

a = bqgy+ 1
b:T1q1+7’2

L =T2q2 + T3

Tn—2 = T'n—1Qn—1 +

Tn—1 = Tndn

kde
|b] >7ry >1r9 >+ >0.

Proces tvoreni téchto rovnosti nemize byt nekonecny. V opacném pripadé by
existovalo nekonecné mnoho prirozenych ¢isel ry, kterda by lezela mezi 0 a b. Je
ukoncen ve chvili, kdy nékteré ¢islo r, 11 = 0.

Je-li tedy nékteré r,,; = 0, pak je proces tvoreni rovnosti ukoncen vztahem
Th_1 = Tnqn a plati prvni ¢ast tvrzeni veéty.

Vyuzijeme-li nyni Vétu a Vétu[1.6] dostavame

Tn = (rnn_1) = (Tho1,/n_2) = - +- = (r1,r2) = (b,r1) = (a,b).

Ul
Nejvétsiho spolecného délitele dvou cisel najdeme tedy tak, ze délitele opakované
délime zbytkem po predchozim déleni. Jakmile dostaneme nulovy zbytek, zbytek
v predchozim déleni je nejvétsi spolecny délitel.

Véta 1.8. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla a, b existuji celd cisla xo, yo tak,
ze (a,b) =a -9+ b-yp.

Dtkaz. Je uveden v [5] (str. 170).

Snadno se presvédéime, ze plati

(a1, san_1,a,) = ((a1,...,a4n_1),ap)- (1.3)

Nejvétsi spoleény délitel (aq, ... ,a,) totiz déli vSechna ¢isla aq,. .. ,a,, a tedy je
spolecnym délitelem cisel aq, . .., a,_1, a proto déli i nejvétsiho spolec¢ného délitele
(a1, san_1), tj. (a1, ... ,a,) | ((ag,...,a4,_1),a,). Naopak nejvétsi spolecny délitel
¢isel (ay,...,an—1),a, musi kromé a, délit i vSechna ¢isla ay,...,a,_1, protoze
déli jejich nejvétsiho spolecného délitele, a proto ((ai, ... ,an_1),an) | (a1,...,an).
Dohromady dostavame rovnost ([L.3). [5]

Definice 1.6. Cisla aq, ... a, € Z se nazjvaji nesoudélnd, jestlize plati
(a,...,a,) = 1. Cisla ay, ... ,a, € Z se nazjvaji po dvou nesoudélnd, jestlize
pro kaZdé i.j takové, Ze 1 <i < j <mn, plati (a;,a;) = 1.

Pozndmka 1.3. V pripadé n = 2 oba pojmy splyvaji. Pro n > 2 plyne z nesoudél-
nosti po dvou nesoudélnost, ne vSsak naopak.
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Véta 1.9. Pro libovolnd prirozend cisla a,b,c plati:
1. (ac,bc) = (ab) - ¢,

2. jestlize (a,b) =1 ANa | be, pak a | c,

a b
3. jestlize d = (a,b), pak <a, —) = 1.
Dikaz. Lze najit v [5] (str. 173).

]
vsim diky vété o jednoznacném rozkladu libovolného prirozeného ¢isla na soucin
prvocisel, kterda bude v praci uzita. V dalsi casti textu se prace bude zabyvat
hlavné délitelnosti prirozenych ¢isel pfirozenymi déliteli. Zdrojem jsou [5] a [§].

Definice 1.7. Kazdé prirozené cislo n > 2 md alespon dva kladné celociselné
delitele: 1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nemd, nazyvd se
prvocislo. V opacném pripadé hovorime o sloZeném cisle.

Prvocisla budou zpravidla znac¢eny pismenem p.

Véta 1.10. Nejmensi prirozeny délitel libovolného prirozeného c¢isla n > 1 ruzny
od jedné je prvocislo.

Duikaz. Je uveden v [§] (str. 10).
U

Véta 1.11. Neni-li prirozené ¢islo n > 1 délitelné Zddnym prvocislem p < \/n,
pak je prvocislo.

Dikaz. Je uveden v [§] (str. 10).

Ul
Véta 1.12. Prirozené cislo p > 2 je prvocislo, praveé kdyz plati:
(Va,b € N)  plab = pla A plb.
Dtkaz. Je uveden v [5] (str. 173).
]

Véta 1.13. (Véta o jednoznacném rozkladu na soucin prvocisel.) Libovolné pri-
rozené cislo n > 2 je mozné vyjddrit jako soucin prvocisel, pricemz je toto vy-
jadrent jediné, nebereme-li v dvahu poradi ciniteli. (Je-li n prvocislo, pak jde o
"soucin "jednoho prvocisla.)

Dtkaz. Je uveden v [5] (str. 175).

Véta 1.14. Pro libovolné celé cislo a a prvocislo p plati:
(ap)=1%pta
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Pozndmka 1.4. [§] Je-li ptirozené ¢islo n > 2, pak mezi ¢initeli soucinu

n=p1-Pa- P3Pl (1.4)
kde p1,p2,p3, ... pr jsou prvocisla takova, ze p; < py < p3 < --- < pr mohou byt
¢initelé navzajem rovni.

NapiSeme-li soucin stejnych c¢initeltt jako mocninu jednoho z nich s prislusSnym
pfirozenym mocnitelem, pak ze vztahu ([1.4)) dostavame vztah

no=ptepyt e ppt (1.5)
kde m € Ny a ay,as,...,qan € N, p1,...py jsou navzajem riznéd prvocisla.

Rozklad ¢isla n podle vztahu ([1.5)) se nazyva kanonicky rozklad na prvocinitele.

1.2 Retézové zlomky

Definice 1.8. Retézovym zlomkem, konecnym nebo nekonecnym, nazyvdme
vyraz

1
aq —+ il N (16)
ag + ———————
as+ ———
3 a4 + e
kde ay je celé cislo a as,as, ... jsou kladna celd cisla.
Poznamka 1.5.
o Cisla a1,a9,as, ... se nazjvaji prvky fetézového zlomku.
o Je-li pocet prvki konecny, piSeme fetézovy zlomek (1.6 ve tvaru [aq; as,as, . . . ,an].

Je-li prvku nekonecné mnoho, piseme fetézovy zlomek (1.6 ve tvaru [ay; as,as, . . .].

o Kazdy konec¢ny retézovy zlomek vyjadiuje racionalni ¢islo, nebot je vysled-
kem konec¢ného poctu racionalnich operaci nad jeho prvky, kterymi jsou cela
cisla.

o Retézovy zlomek ry = [ag; agi1, ... ,a,] nazyvame zbytkem nekonecného,
resp. nekonecného retézového zlomku.

Definice 1.9. Pribliznym zlomkem vddu k retézového zlomku [a1;as;as, . .. |
nazyvame zlomek

B ot 11 . k=123,....
Qk a2+ 1
a3+ 1
a4 + e + N
Qg
Oznacme Ll = %. Vidime potom, ze
1

P1 aq Pg a1a9 + 1 P3 a1a20s3 + a1 + as
pu— _’ _— = 7’ —_— = 9 atd
Q1 1 Qe as Qs asas + 1
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Cisla P, a @}, definujeme tak, Ze je polozime piimo rovno prislusnym citateltim,
resp. jmenovateltim.

P, = a,, Py =ajay+1, Py = ayasa3 + a; + as,

Q1 =1, Q2 = as, Q2
Véta 1.15. Pro kazdé k > 3 plati

azaz + 1,

P, = apPy_1 + Py_o,
Qr = arQr—1 + Qr—2.

Poznamka 1.6.

o Priblizny zlomek je tedy zcela jednoznacéné definovan pro konecné i neko-
necné retézové zlomky. Konecny retézovy zlomek ma konecény pocet sblize-
nych zlomkt, nekonecény retézovy zlomek jich ma vsak nekoneéné mnoho.

R o P,

o Pro n—clenny retézovy zlomek a = [a;; ag, ... ,a,] je zfejmé o = — a tento
n
fetézovy zlomek ma celkem n pribliznych zlomku (fadu 1,2, ... ,n).

Pozndmka 1.7. Véta nam snadno umoznuje vypocitat hodnoty ptibliznych
zlomki. Pro rychly vypocet vyuzijeme tuto tabulku:

) 1 2 3 e k=1 k
a; aj a2 as ap—1 ag
P\Pi=a | Pb=aia0+1 | Ps=a3Po+ P | -+ | Pooy | apPr—1 + Pra
Qi | =1 Q2 = ap Q3=a3Q2+ Q1| - | Qr1 | arQr1+ Qp2

Véta 1.16. [12] Pro k > 2 plati
PiQp_1 — QpPr_y = (—1)". (1.7)

Diisledek. Citatelé a jmenovatelé sblizenych zlomkt jsou nesoudélnd ¢isla.
Zdrojem nésledujicich definic a vét uvedenych bez dikazu je [§].

Definice 1.10. Rozkladem, nebo také rozvojem, redlného cisla o v retézovy
zlomek rozumime vyjadrent ¢isla o ve tvaru o = [aq; ag,ag, . . .|, kde ay,as,as, . .. je

konecna nebo nekonecnd posloupnost celjjch cisel takovd, Ze ay € Z a pro vsechna
n > 2 jea, > 1. V pripadé konecného rozkladu je posledni prvek a, > 1.

Véta 1.17. Necht rozklad redlného ¢isla o v retézovy zlomek md tvar o = [aq; as,as, . . . |

a necht ry = [ag; Ggy1,ak12, - - .| je zbytek daného Tetézového zlomku. Pak
a = [ay;az,as, . . . ,Gk—1,Tk)
Véta 1.18. Necht a = [ay;as,as,...], necht ri (pro k > 3) je zbytek daného
retézového zlomku. Pak
TP+ Pra _ Pro—aQro
= rp= ———, (1.8)
TEQr—1 + Qr—2 aQp—1 — Py

kde Py_1, Qr_1, Pi_a, Qr_a jsou citatelé a jmenovatelé sblizenych zlomku rddu
(k — 1) — niho a (k — 2)-ého Tetézového zlomku c.
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Definice 1.11. Nekonecny retézovy zlomek [aq;asg,as,...] se nazgvd konver-
gentni, existuje-li limita posloupnosti sbliZenyjch zlomku, tj. existuje-li

, by

Definice 1.12. Hodnotou nekonecného konvergentniho retézového zlomku |ay; as,as, . . .|
rozumime limitu posloupnosti jeho sbliZenych zlomku, tj. cislo o takové, Ze

Piseme a = [ay; az,as, . ..].
Véta 1.19. Libovolny nekonecny zlomek konverguje.

Véta 1.20. Ke kazZdému redlnému cislu o existuje jediny retézovy zlomek, ktery
mda za hodnotu toto cislo. Tento Tetézovy zlomek je konecny, je-li ¢islo a racio-
nalni. Je-li cislo o iraciondlni, je tento retézovy zlomek nekonecny.

V [12] je popsan postup, jak rozvinout libovolné racionalni a iracionalni ¢islo v
fetézovy zlomek.
Kazdé realné cislo a 1ze psat ve tvaru

a = [a] +{a},
kde [a] e ZAN[a]<a<[a]+1a{a} eR, 0< {a} < 1.

1
1. Necht je z racionalni ¢islo, x ¢ N. Polozme a; = [a], z1 = —. Zfejmé pak
x
plati

T =a;+ —,
x1

kde z; > 1, z; € Q. Odtud plyne
1

r—a

1 =

Pro xy cely postup zopakujeme. Definujeme tedy ¢islo

omti= [

r — ay
a Cislo
1
To = —.
1
Pak plati
1
1 = Qs + —,
X2

kde x5 > 1, zo € Q. Z posledniho vztahu dostavame
1

T1 — Qg

To =
a opét definujeme podobnym zptisobem cisla as,xs3,a4,24, . . ..

Postup se zastavi, jakmile je nékteré z, ; celé ¢islo. Pak je a, = [z, 1]
posledni prvek fetézového zlomku racionalniho ¢isla z.
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2. Necht je tedy « iracionalni ¢islo. Polozime

1
a=lal+{a}, a1=+—, a1>1, a;el

{a}

Polozme
a; = [a].
Pokracujeme a dostaneme
1
o = N
o — aq
Gy = [al]a
o] =Qa+—, Q2= , Oé2>1, OéQE]I,
(65) {Oél}
1
Qg = ’
a1 — a2
as = [a2]>
1 1
Qg = ag + —, 03 = Oég>1, OégE]I,
3 {042}
Cisla a, aq, as, as, ..., jsou iracionalni, postup nikdy neskon¢i, a dostaneme
nekonecny fetézovy zlomek [ag; ag, . .. ], ve kterém je a; € Ny, ag,as, ..., € N.

Zdrojem pro nésledujici ¢ast je opét [§].

Definice 1.13. Cislo o se nazjvd kvadratickd iracionalita, je-li o iraciondl-
nim korenem néekteré kvadratické rovnice

ar* +bx+c=0
s celociselnymi koeficienty.

Poznamka 1.8.
—b+Vb% —4ac —b—+/b* - 4dac

a
proto libovolnou kvadratickou iracionalitu « lze vyjadrit ve tvaru

« Kofeny rovnice az?+bz+c = 0 jsou &isla ,

M+ VN
a=—s

kde M, N jsou celd ¢isla a N(N > 1) je celé ¢islo, které neni druhou

mocninou celého ¢isla.

M—VN
@)

Druhy kofen této rovnice o/ = se nazyva iracionalitou sdruzenou

S Q.

e Pro vyrazy a = VN a o/ = —v/'N je piislusna kvadratickd rovnice
2
x*— N =0.
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Definice 1.14. Eekneme, Ze fetézovy zlomek o = [ay; as,as, ... je periodicky,
existufi-li takovd prirozend cisla s, h, h # 0, takovd, Ze pro libovolné n > s plati

Ant+h = Qp.
PiSeme o = [ay; ag,az3, . . . 051,05, - st h1]-
Pozndamka 1.9.
» Pro s = 0 se fetézovy zlomek nazyva ryze periodicky a piseme [a1; az, - - - an_1.

o Je-li zaroven h = 1, piseme [aq].

o Je-lli s > 0, nazyva se fetézovy zlomek neryze periodicky.

e Prvky aj,as,...as_1 tvori predperiodu; prvky as,asi1,-..,as1p—1 periodu
délky h.

« Kazdy periodicky fetézovy zlomek [a1;ag, ... ,as—1,85, - 0s1h-1)s
kde h > 2, lze psat ve tvaru [a1;as, ... ,as—1,rs), kde zbytek 75 je ryze peri-

odicky Tetézovy zlomek.

Je-li @ = [ay; ag,as, . . . ,a;] konecny fetézovy zlomek, fetézovy zlomek [ay; ag—_1, . . . ,a2,a1]
se nazyva inverzni fetézovy zlomek ke zlomku .. Jestlize [a1; as, . .. ,ax] = [ag; ak—1, . . . ,a1],
pak plati a = [a1; a9, ... ,Qm,Gm, - . . ,G2,a1] nebO [a1; as, ... QmyQmi1,0m, - - . ,02,a1]

a fikame, ze a je symetricky retézovy zlomek.

Véta 1.21. Hodnota libovolného periodického retézového zlomku je kvadratickd
iracionalita.

Véta 1.22. KazZdou kvadratickou iracionalitu lze vyjddrit periodickym retézovym
zlomkem.

Véta 1.23. Retézovy zlomek ¢isla VN, N € N, VN € 1, md vidy tvar

VN = lai; ag; as;. .. ;as; as,2aq),

tj. perioda tohoto zlomku zacind hned po pronim proku ay a skladd se ze symetrické
Cdsti ag,as, . . .asz,as, pro které ndsleduje prvek 2a;.
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Kapitola 2

Diofantické rovnice

2.1 Linearni diofantické rovnice

Uz ve tfetim stoleti naseho letopoctu se fecky matematik Diofantos zajimal o
feSeni rovnic, kdy za Teseni pripoustél pouze cela ¢isla. Mnoho tloh z bézného
zivota k témto rovnicim vede, ty se na Diofantovu pocest nazyvaji Diofantické
rovnice. Tato prace se zaméri na podminky TeSitelnosti a metody TeSeni pouze
vybranych typt diofantickych rovnic. [13]

Definice 2.1. Linedrni diofantickou rovnici o dvou nezndmiyjch x, y na-
zveme ulohu nalézt celd cisla x, y tak, aby platilo

ar + by = ¢, (2.1)

kde a # 0, b # 0, ¢ € Z. Dvojice celyjch cisel x, y, kterd vyhovuje rovnici (2.1)),
se nazyvd resenim této rovnice a piseme (x,y).

Pozndmka 2.1. V rovnici (2.1) mizeme rozlisit ¢tyfi pripady:

a>0b>0 (2.2)
a>0b<0 (2.3)
a<0b>0 (2.4)
a<0b<0 (2.5)

Vsimnéme si, ze staci fesit pouze pripad . Pokud by nastal ptipad , staci
rovnici (2.1)) vyndsobit ¢slem —1, a tim ziskame piipad (2.2)). Pifpady a
jsou symetrické, Tesi se tedy analogicky. Staci vytesit pouze substituci
y = —z. Tim opét ziskame , kde rovnici fesime pro neznamé x,z s kladnymi
koeficienty s tim, ze se vratime k substituci. Uvazujme tedy dale rovnici pro
a>0,b>0.

Zamérime se nejprve na pripad, kdy ¢ # 0.
Véta 2.1. Diofantickd rovnice
ar + by = ¢, (2.6)
kde c # 0, je resitelnd prdavé tehdy kdyz
(a,b)]c. (2.7)
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Dukaz. Diukaz bude proveden ve dvou krocich. Necht d = (a,b).
Nejprve dokdzeme, Ze pokud je rovnice Fesitelna, tak plati (2.7)). Pfedpokladejme,
ze existuji takova celd ¢isla X a Y, ze aX + bY = c. Potom, protoze d|a a d|b
plati d|aX +bY, tedy d|c (podle véty [1.1)).
Nyni dokdzeme, ze z (2.7]) plyne Fesitelnost rovnice (2.1). Uvazujme rovnici
ar + by = c.

Podle véty [1.8| existuji takova celd ¢isla zg a v, Ze

axo + byy = d.

Podle (2.7) plati ¢ = d-q, kde ¢ je n&jaké celé ¢islo. Obé strany vyndsobime ¢islem
¢ a mame axoq + byoq = dq. Necht x1 = qxo, y1 = qyo. Potom plati

ary + by, = qd = c.

To znamend, ze dvojice (x1,y;) je TeSenim rovnice (2.1J).

Véta 2.2. [3] Necht je dvojice (x1,y1) Tesenim diofantické rovnice
ar + by = c.

Pak dvojice celijch cisel (z,y) je resenim dané rovnice, pravé kdyz je

r=ux1+ -k, -k,

(a,0) YT )

kde k je libovolné celé cislo.

Dukaz. Necht (x1,y1) je Tesenim rovnice ax + by = ¢, tj. axy + by; = c¢. Predpo-
kladejme nejprve, Ze také dvojice (x,y) je feSenim dané rovnice. Pak

ar +by = cNaxy + by, =c,

tedy
ar + by = axy + by,.

Ozna¢ime-li d = (a,b), tak po tpravé dostavame

a b
ad (x—a1) = ad’ (y1 —y). (2.8)
Protoze - é( — ) ab =1 (Vét 19-E|( — 1Y), COZ znamena, ze
roozed dy1 yad,d— ea-,Jed n—v) )
existuje k € Z tak, ze
a
' :ak’>
a
atedy y =y — - - k.
d
Dale postupuj logicky. Protoze & | L(m—xz1)a (22} =15 2| (w—u)
icky. Protoze — | —(z— -5 = = -
ale postupujeme analogicky. Protoze — | -(z—=z1)a | =~ Je o 1),
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b b
coZ znamena, ze existuje k' € Z tak, ze x — x1 = 7 k' atedy =21 + q K.
Dosadime-li x — 27 a y; — y do vztahu ([2.8)), mame
b a
K =—.-"k,
d d

a

@b
d d
b

—-k,y:yl—g-k,kEZ.

a proto k' = k. Tedy x = 21 + y

a

Z. Pak
(ah) k ke ak po

b
V dalsim predpokladejme, Ze x = 1 + m kyy =1y —
a?

dosazeni mame

b a
ax+b?/:a'<$1+m'k’>+b'<yl_m-k’>:

ab ab
—aitl—}—m-k—l—byl—m-k—axl—}—byl—c.

Tedy (z,y) je FeSenim dané rovnice.

Poznamka 2.2.
o Je-li rovnice fesSitelna, ma nekonecné mnoho feseni.
 Specialni pripad rovnice (2.1 je rovnice
ar + by = 0.

Dvojice (z,y) = (0,0) je jednim z TeSeni dané rovnice, nazveme ho trividlni
feSeni. VSechna dal3{ celociselnd FeSeni této rovnice jsou podle véty [2.2] dvo-
jice cisel

b a - R
r=-—= -k, y=——= "k, kde k je libovolné celé ¢islo.

(a,b) (a,b)

2.1.1 Reseni Euklidovym algoritmem

Ukazeme si nyni, jak nalézt jedno feSeni (z,y) rovnice ax + by = c. Nésledujici
c¢ast je cerpana z [§].

Euklidovym algoritmem uréime (a,b). Nejdiive nalezneme celd ¢isla g, yo takova,
ze axg + byy = (a,b) (Véta|l.g8]). Dale vyjdeme ze soustavy rovnosti uvedenych ve
véteé Predposledni rovnost 1ze psat ve tvaru

Th2 =Tp_1Gn-1+ Tn = Tn_1qn-1+ (a>b)>
z ¢ehoz po upravé dostaneme
(a>b) =Tn—2 — qn-1"n-1- (29)

Vyjadiili jsme (a,b) ve tvaru Ar,_o + Br,_1, kde A =1, B = ¢,_1. Zaméfime se
nyni na predchazejici rovnost

Tn—3 = 'm—2Q4n—2 + Tn-1.
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Odtud je

Tn—1 =Tp—3 — T'n—24n—2

a po dosazeni do (2.9)) dostavame

(a>b) =Tn-2— Qn—l(rn—?) - Tn—QQn—Q) =
= (—Gn-1)Tn-3+ (1 + Gn-1qn-2)rn—2 =
=Cryp_3+ Dr,_s,

kde C = —g¢n_1, D =1+ q¢_1gn_2 atd.
Budeme-li takto "zdola'"postupovat "nahoru', dostaneme nakonec nejvétsi spo-
lecny délitel vyjadieny ve tvaru

(a,b) = axy + byo, kde xo,yo € Z.
Postup Teseni rovnice ax + by = ¢ bychom tedy mohli shrnout v téchto bodech.

o Euklidovym algoritmem najdeme d = (a,b).

Cislo d vyjadifme ve tvaru

d = axg+ by, x0,Y0 € Z. (2.10)

o Je-li rovnice Tesitelna, pak existuje q € Z tak, ze ¢ = dgq.

o Obé strany rovnice (2.10]) vynasobime ¢islem ¢ a dostaneme

dq = a(zoq) + b(yoq).
Odtud

T = Toq

Y1 = Yoq.

kde (x1,y1) je jednim FeSenim rovnice ax + by = c. VSechna feSeni najdeme

podle véty

2.1.2 FEulerova metoda

Jinou zdkladni metodou, jak najit TeSeni zejména linearni diofantické rovnice o
dvou neznamych je Eulerova metoda, kterd je popséna v [§].
Z rovnice ax + by = c¢ vyjadiime tu neznamou, jejiz koeficient je v absolutni
hodnoté mensi. Bez ijmy na obecnosti uvazujme, ze nejmensi je v absolutni
hodnoté koeficient a. Déale vyjadiime neznadmou x a mame

c—by

Tr = .
a

Tento podil Ize prepsat do tvaru

—b —
W hy+ S kezp < al.

a
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c—py
a

Protoze x,y € Z, musi byt c¢islo celé, tedy

c—py=aq, q€2.
Vyjadiime neznamou y:
_c—aq
p
Protoze je y celé cislo, lze vyjadrit ¢ — ag ve tvaru nasobku ¢isla p. Dale postupu-
jeme analogicky. Tento proces je konec¢ny, protoze koeficienty u neznamych jsou
netplné podily a zbytky v Euklidové algoritmu pro koeficienty a, b dané rovnice.

2.1.3 Hledani reseni pomoci retézovych zlomku

Pti demonstraci dalsiho zpisobu nalezeni feSeni (x1,y;1) rovnice (2.1) pouZijeme
fetézové zlomky. Tato metoda je popsana v [12].
Predpoklddejme, ze (a,b) = 1. Vyjdeme ze vztahu

PnQn—l - Pn—lQn = (_1)n (211)
Raciondlni ¢islo — rozvineme v fetézovy zlomek
a
Qn

P lai;ag, ..., ap

b P, . ) ) .
Protoze obé cisla —, Q_ jsou v zédkladnim tvaru, je b= P, a a = @),,.
a n
Pn—l Pn
Qn—l’ Qn

an—l - aPn—l = (_1)n

Urcéime priblizné zlomky = —. Z rovnosti (2.11)) po dosazeni dostavame
a

Vynésobime obé strany ¢islem (—1)"c :
be(—1)"Qn_1 —ac(=1)"P,_1 = ¢,
tj.
ac(—1)""'P,_; + bc(—1)"Q,_1 = c, (2.12)
al(=1)" 1] + Bl(=1)"Qu 1] = <.

odkud srovnénim s rovnici

ar +by =c
dostavame jedno Teseni
1= (=1)""P,_c, (2.13)
y1 = (=1)"Qn-1c (2.14)

rovnice . Uzitim véty najdeme vsechna Teseni diofantické rovnice

ax + by = c. [12]

Vsechny tii metody feseni linedrni diofantické rovnice o dvou neznamych jsou
nazorné demonstrovany na prikladech ve shirce fesenych prikladi.
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2.1.4 Linearni diofantické rovnice o n neznamych

Uvazujme dale rovnici
a1T1 + a2 + - -+ + apT, = b, (2.15)

kde aq,as,...,a,,b jsou dana cela ¢isla, reSenim jsou vsechny n—tice celych ¢isel
(1, ..., 2,) vyhovujici vztahu (2.15). Rovnici (2.15)) nazyvame linedrni diofan-
ticka rovnici o n neznamych. Pro feSitelnost rovnice Ize stejné jako u
diofantickych rovnic se dvéma neznamymi dokazat nasledujici vétu.

Véta 2.3. Rovnice (2.15)) je resitelnd pravé kdyz d = (ay, . . . ,a,)|b, pricemz resend
zavisi na n — 1 nezavislych celociselnych parametrech.

Dikaz. Dikaz véty lze najit v [4].

]
Lze dokézat i nasledujici tvrzeni.
Véta 2.4. [8] Jsou-li ay,az, ... a, celd ¢isla takovd, Ze alesponi jedno z nmich je
nenulové, pak existuji celd cisla tq,tq, ... t, tak, Ze
(a1,a9,...a,) = aity + agto + -+ + apty.
Ddle (ay,az, . .. ,a,) = 1, pravé tehdy kdyz existuji celd cisla ty,ts, ... t, takovd, Ze

a1t1 + agtg + -+ antn =1.
Pozndmka 2.3. [§]

o PfifeSeni rovnice (2.15) mizeme predpokladat, ze vSechny koeficienty aq, . . . ,ay,
jsou prirozena ¢isla, protoze nulové koeficienty neovliviiuji feseni a je-li né-
ktery koeficient a; < 0, i = 1,2, -+ ,n, miuzeme pouzit substituci x; = —x;.

o Jsou-li si nékteré koeficienty rovny, napt. a; = ag, polozime x; + o = x a
dostaneme rovnici
a1x + asxs + - + a,x, = b. (2.16)

Z kazdého teSeni (x,xs3,...x,) rovnice (2.16) miuzeme ziskat FeSeni rovnice
(2.15) tak, ze x1 bude libovolné celé ¢islo a 9 = x — 1. Déle mizeme tedy
predpokladat, ze vSechny koeficienty rovnice (2.15)) jsou navzajem ruzné.

Véta 2.5. [§] Je-li (y1,y2, ... ,yn) TeSenim rovnice (2.15)) a poloZime-li

T =Y +aps;, 1=12,....n—1

Tn = Yn — Q151 — G252 — *** — Ap-15n—1,
kde s1,89,...,8, jsou libovolnd celd cisla, dostaneme celd c¢isla x1,xs, ... ,x,, kterd
vyhovugi rovnici (2.15)). Je-li rovnice (2.15|) resitelnd, md tedy nekonecné mnoho
resent.
Poznamka 2.4.
K feSeni rovnice ([2.15)) vyuzijeme analogii prvniho z popsanych postupu Feseni
rovnice (2.6) pomoci Euklidova algoritmu:
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o Nejprve nalezneme jedno feseni [y1,ys, . ..,y,] rovnice (2.15) a pak podle
vztahil z Véty [2.5] vSechna TeSeni této rovnice.

o« Reseni (y1,95, - . ., ¥, ) najdeme takto: je-li d = (ay,aq, . ..,a,) adlb, jeb = dq,
q € Z. Déle vyjadiime d ve tvaru

d:a1t1+a2t2+"'+antn, tl,"',tnEZ,
a vynasobime obé strany rovnice ¢islem ¢. Dostaneme

dg = ai(t1q) + az(taq) + - - + an(tng),
.
b= 1Yy + aoYs + - -+ + AnYn,
kde Yi = tiqi, 1= 1,2, NN N

Pozndmka 2.5. Rovnici ([2.15)) 1ze Tesit také Eulerovou metodou.

2.2 Diofantické rovnice vyssich stupni - vybrané
metody reseni

V dal§f ¢asti textu budou zdrojem piedeviim knihy [13], [2] a [5]. Refeni di-
diofantickych rovnic. Uz prfi pfitomnosti druhé mocniny vznikaji velké potize a
¢asto nam staci urcit, zda je dana rovnice Tesitelna, ptipadné najit nékolik feseni,
malokdy se nam totiz podari urc¢it vsechna feSeni. Zminény tedy budou pouze
vybrané typy rovnic vyssiho stupné a vybrané metody feseni. Pro lepsi ndzornost
budou piimo u nékterych metod uvedeny fesené priklady. Pokud nebude feceno

7 s v v

Definice 2.2. Necht f(x1,...,x,) je nenulovy polynom s celociselngmi koeficienty
o n nezndmych, n > 2, a pro stuperi m polynomu f(xy,...,x,) plati m > 1. Pak
se rovnice

flxy, ... x,) =k,

kde k € 7Z, nazyvd diofantickd rovnice rddu m.
Definice 2.3. Rovnice ve tvaru
az? + bx + cxy + dy + ey® = f, (2.17)

kde x, y jsou neznamé, a,b,c,d.e.f € Z a zdroven a # 0V b # 0V c # 0, se nazyvd
kvadratickd diofantickd rovnice o dvou nezndmych.

2.2.1 Metoda faktorizace

Prvni metoda, kterd zde bude zminéna, se nazyva metoda faktorizace. Zacnéme
rovnicemi (2.17]). Nékteré z nich lze totiz prepsat ve tvaru

(az + by)(cx + dy) = k. (2.18)
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Ukazeme si, jak najit vSechna Teseni takové rovnice. Jestlize x a y jsou celoc¢i-
selnymi fesenimi rovnice , pak ¢isla ax + by, cx + dy jsou cela c¢isla a jsou
sdruzenymi déliteli ¢isla k. ReSeni rovnice budeme proto hledat tak, ze
si zvolime néjakého délitele k; Cisla k. Déle necht je ko sdruzeny délitel cisla k.
Necht

ar + by = kq
cx + dy = ks.

Dostaneme tak soustavu dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi. Pokud je
tato soustava Tesitelna a pokud jsou  a y cela ¢isla, je feSeni rovnice urceno
jednoznacné. Déle z této metody vyplyva, zZe rovnice typu maji konecné
mnoho Teseni, protoze pocet dvojic navzajem sdruzenych délitelii je konecny a
ke kazdé dvojici sdruzenych délitelii nalezi bud jedno nebo zadné reSeni. Zaroven
muze byt rovnice nefesitelna.

Pro diofantickou rovnici radu m 1ze metodu faktorizace popsat nasledujicim zpu-
sobem. Danou rovnici upravime do tvaru

Ap-Ay-ene- A, = B, (2.19)

kde Ai,...,A, jsou vyrazy obsahujici neznamé, které pro celoc¢iselné hodnoty
neznamych nabyvaji celo¢iselnych hodnot, a B je ¢islo (pfipadné vyraz), jehoz
rozklad na prvocisla zname. Pak totiz existuje pouze koneéné mnoho rozklada
¢isla B na n celociselnych c¢initela kq, . .., k,. Vysetiime-li pak pro kazdy z téchto
rozklad® soustavu rovnic

Al = kl?
AQ = k'27
An = k'ny

ziskdme vSechna FeSeni rovnice (2.19). Pro ndzornost zde bude uveden TeSeny
priklad.

Priklad 2.1. Najdéte vsechna celociselnd reseni rovnice

(@ + D)y + 1) +2(z — y)(1 — zy) = 4(1 + ).
Resend. V rovnici provedeme drobné tpravy a dostaneme

P+t oyt 142 —y)(1 — ay) = 4 + day.
Po preskupeni mame

22y —2xy + 1+ 2% +y* — 2oy + 2(x — y)(1 — zy) = 4,
coz muzeme napsat jako
oy —1—(z =y =4,

nebo také
(x+1)(y—1) =+£2.

Jestlize (x 4+ 1)(y — 1) = 2, dostaneme soustavy rovnic
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r+1=2 r+1=-2 r+1=-1 r4+1=1

y—1=1 y—1=-1 y—1=-2 y—1=2
Polozime-li (z + 1)(y — 1) = —2, mame dalsi ¢tyii soustavy linearnich rovnic.
y—1=-1 y—1=1 y—1=-2 y—1=

Vsechna TeSeni soustav zapiseme do tabulky.

x[1]3]0[2[1[3]0]=2
vi2/0[3[-1]0]2[-1]3

Zadani i feseni z [2].

2.2.2 Reseni pomoci nerovnosti

Metoda Teseni diofantickych rovnic pomoci nerovnosti je zalozena na myslence,
ze pro libovolna realna c¢isla a, b existuje jen koneéné x € Z tak, ze

a<zx<b. (2.20)

Proto pfi feSeni dané rovnice hleddme takova ¢isla a, b, aby nerovnosti (2.20]) pro
nékterou neznamou x byly dtsledkem dané rovnice. Rovnici mizeme zjednosit
postupnym dosazenim konecného poctu celych cisel lezicich mezi ¢isly a, b. Pro
prehlednost a nazornost zde budou uvedeny dva priklady demonstrujici popsanout
metodu.

Priklad 2.2. Najdéte vsechny celociselné dvojice (z,y) takové, Ze
o’ 4y’ = (2 +y)*
Resend. Je ziejmé, 7e kazda dvojice tvaru (k, — k), k € Z je Tesenim. Uvazujme
tedy dale, ze x + y # 0. Po upravich mame
(z+y)(@® =2y +y°) = (z +y)°
xz—xy—l—yz =z +y.
V tpravach budeme pokracovat a dostaneme
2% — 2xy + 2y — 22 —2y =0
=2yttt 2 +14+9y -2y +1=2
(@=y)*+@-1)7"+@y-1)7=2
Protoze musi byt
(z—1)2<1

a zaroven
(y - 1)2 S 17

je interval, kam nalezi neznamé x, y, omezen na (0,2). VSechna Teseni zapiSeme

do tabulky
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Zadani i feseni z [2.
P¥iklad 2.3. Reste v Z diofantickou rovnici
6% + by? = 74.

Reseni. Protoze pro libovolné y € Z plati 532 > 0, musi pro libovolné feseni dané
rovnice platit
74 = 62* + 5y* > 627,

37
odkud 22 < —, tedy —3 < z < 3, proto 2 je nékteré z ésel 0,1,4,9. Dosazenim

do rovnice postupné dostavame

5y? =74
5y% = 68
5y% = 50
5y? = 20.

Prvni tii pfipady jsou ve sporu s podminkou y € Z, z posledniho dostavame

yP=4
y = +£2.

Rovnice mé tedy ctyri feseni zapsané v nasledujici tabulce:

x|[3]3]-3]-3
vi2| 222

Zadani i Feseni z [5].

2.2.3 Dalsi typy rovnic
Zameérime se nyni na rovnice typu
-y =k (2.21)

Nejprve se zaméiime na TeSitelnost. Ovérime, Ze takova rovnice neni TeSitelna,
jestlize k = 4t + 2.

Je-li a libovolné celé cislo, pak je bud a = 2] nebo a = 21+ 1, a proto kazda druha
mocnina celého ¢isla a je bud tvaru a = 41> = 4s nebo a® = (21 + 1)? = 45’ + 1.
Tedy druhd mocnina zadného celého &sla nemtze mit tvar a? = 4t + 2.

e Proz?=4say?>=4rnebo2®> =4s+1ay?>=4r +1, je 2> — y*> = 4t.
e Proz?=4s+lay’*=4rjea®—9y?=4t+1
e Pokud 22 =4say?>=4r +1, je 2? —y> =4t + 3.

Rozdil 22 — y? nemtiZe byt nikdy tvaru 4t + 2. Lze naopak i ukéazat, Ze pokud je
k # 4t + 2, pak je rovnice (2.21)) FeSitelna a déle se pouzije metoda faktorizace.
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Priklad 2.4. Reste v oboru celijch cisel rovnici
2+ zy +y? = 22y

Reseni. Nejprve zde bude pfedveden postup feseni z [13]. Rovnici mtizeme ptepsat
na
22y +1)° = 2(z + y)" + 1.

Polozime-li

X =2zy+1

Y =2(z+y),
dostaneme rovnici typu

X2 —v?=1.

Rozdil druhych mocnin celych ¢isel se rovna jedné pouze pro ¢isla 1 nebo —1 a
0. Necht

2cy +1=1
2(x+y) =0.

Resenim bude dvojice z = y = 0. Jestlize polozime

20y + 1= -1
2(x +y) =0,

dostaneme dosazenim y z druhé rovnice do prvni kvadratickou rovnici

2 =1,
odkud z = 1 a x = —1 a dostali jsme tak dalsi dvé feseni. Vsechna TeSeni zapiSeme
do tabulky.
x|0]1]-1
y|0|-1]1

Pro srovnani bude uvedena metoda Teseni stejného prikladu z [5]. Tato metoda
je zalozena jiz popsaném postupu feseni diofantickych rovnic pomoci nerovnosti.
Mame tedy rovnici

2+ oy +y = 2%y
Protoze jsou v rovnici neznamé x, y zastoupeny symetricky, mizeme predpokla-
dat, Ze 22 < 32, odkud plyne xy < 3%, a proto

Py =2t +ay+yt <y +yP+yt =300
Plati tedy y = 0 nebo 22 < 3. Dosazenim do rovnice dostavame v prvnim piipadé

x =0, ve druhém proz =0 opét y =0. Prox =1jey = —1 aproz = —1 je
y = 1. Rovnice ma tedy tfi Teseni vypsané v tabulce vyse.
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Predvedeme dale metodu feseni dalSiho typu diofantické rovnice n—tého stupné,
kterd ma tvar

anx" + -+ ax + ag = ky, (2.22)
kde a; a k jsou cela ¢isla. Je dilezité si povsimnout, Ze jedna z neznamych figuruje
pouze v prvni mocniné. Déle je tieba Tict, Ze ne kazda takova rovnice je resitelna.
Ptikladem rovnice, kterd neni FeSitelnd, miZe byt rovnice 2% + 2 = 4y.Zminén4
rovnice neni Tesitelnd, protoze z? = 4y — 2 = 4y’ + 2. Vyse jsme ale ukézali, Ze
zadna druha mocnina celého ¢isla nemtize mit tento tvar.
Pro dalsi bude bez dikazu (lze najit v [13]) uvedena nasledujici véta.

Véta 2.6. Necht je dvojice (xo,yo) Tesenim rovnice (2.22). Necht ddle t € Z.
Potom ke kazZdému cislu, které ma tvar x = xo + kt, existuje takové y, Ze dvojice

(x,y) je Tesenim rovnice ([2.22]).

Jestlize zndme jedno TeSeni rovnice (2.22)), pouzitim této véty dokdZeme najit
nekonecné mnoho dalsich reseni. Zbyva tedy jen popsat metodu, jak najit jedno

feseni rovnice (2.22)).
Dusledek. Jestlize je rovnice typu (2.22)) TeSitelnd, pak existuji takové jeji reseni
(X,Y), ze plati | X| < |k|.

Odtud plyne jednoducha metoda pro nalezeni jednoho feseni rovnice. Zjistime,
které z ¢isel 0,1, ..., |k| — 1 dosazené za x dava Feseni rovnice. Jestlize pro zadné
z nich nedostaneme Teseni, rovnice je neresitelna. Jestlize se naopak presvédcime,
ze k nékterému z( z téchto cisel existuje takové yg, ze dvojice (zg,yo) je FeSenim,
pak podle véty [2.6]umime najit nekonené mnoho feseni. Specialitou téchto rovnic
je, ze jsou bud nefesitelné, nebo maji nekoneéné mnoho feseni. [13]

2.3 Pythagorejské trojuhelniky
Jedna z nejznaméjsich diofantickych rovnic je rovnice
2+ y2 = 22
Definice 2.4. Usporddand trojice prirozenijch cisel (x,y,z), kterd splnuje rovnost
22y =2 (2.23)
se nazyvd pythagorejskd trojice.

Definice 2.5. Trojuhelnik, jehoz délky stran tvori pythagorejskou trojici, se na-
zyvd pythagorejsky trojihelnik.

Je ziejmé, ze kazdy pythagorejsky trojihelnik je pravothly. Dale mizeme pojmy
pythagorejska trojice a pythagorejsky trojuhelnik pro jejich vzajemnou provaza-
nost libovolné zaménovat.

Definice 2.6. Pythagorejsky trojuhelnik (x,y,z) se nazyvd primitivni, jestliZe
(,y.2) = 1.
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Pomoci kazdého primitivniho pythagorejského trojihelniku jsme schopni najit
nekonecné velké mnozstvi pythagorejskych trojihelniki, které primitivni nejsou.

Véta 2.7. Jestlize je (x,y,2z) pythagorejsky trojiuhelnik, tak i trojice (kx,ky.kz) je
pythagorejsky trojuhelnik, kde k je prirozené cislo.

Opacné, pomoci kazdého neprimitivniho pythagorejského trojihelniku jsme schopni
ziskat primitivni Pythagorejsky trojuhelnik.

Véta 2.8. Kazdy pythagorejsky trojiuhelnik (x,y,z) lze napsat ve tvaru
(x,y,2) = (kx,ky,kz), kde k je prirozené cislo a (x1,y1,21) je primitivni pythago-
rejsky trojuhelnik.

Dikaz véty 1ze najit v [13]. Najdéme nyni vSechny primitivni pythagorejské
trojtihelniky.

Véta 2.9. Kazdy primitivni pythagorejsky trojihelnik se sudym y lze napsat ve
tvary
r=m?—n? y=2mn, z=m’+n (2.24)

kde m a n jsou nesoudélnd prirozend cisla takovd, Ze m > n a soucet m + n je
lichy.

Dukaz. Jestlize je (x,y,z) primitivni pythagorejsky trojihelnik, je jedno z cisel
sudé a druhé liché. Cisla = a y nemtizou byt obé sud4, protoze jsou nesoudélna.
Nemtizou byt ani lichd, protoze by jejich druhd mocnina méla tvar 4k+1 a soucet
jejich druhych mocnin by mél tvar 4s + 2; 2% ale tento tvar mit nemuze. [13].
Z rovnice

(m? —n?)? + (2mn)? = (m* + n?)?

vidime, Ze trojice dané (2.24) spliiuje rovnici (2.23) a y je sudé. ProtoZze x musi
byt liché, mizeme predpokladat bez Gjmy na obecnosti, ze m je liché a n je sudé.
Navic, je-li nejvétsi spolecny délitel d = (m? — n?,2mn,m? + n?) > 2, pak d déli

2m? = (m?* +n?) + (m* — n?)

2n* = (m? + n?) — (m? — n?).

Protoze m a n jsou nesoudélnd, je d = 2. Proto m? +n? je sudé, coZe je v rozporu
s predpokladem, ze m je liché a n sudé. Z toho vyplyva, ze d = 1, tedy trojice

dand vztahy (2.24)) je primitivni.
Necht je naopak (z,y,z) primitivni pythagorejska trojice, kde y = 2a. Potom z a
z jsou licha a v disledku toho z + z a z — = jsou sudé. Necht

z4+x=2b
z—x = 2c.

Mizeme predpokladat, ze b a ¢ jsou nesoudélnd, jinak by ¢isla z a x méla netri-
vialniho spolec¢ného délitele. Na druhou stranu

2

4a® =y? = 22 —2* = (2 — 2)(2 + x) = 4bc,
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tedy a®> = be. Protoze b a ¢ jsou nesoudélnd, je b = m? a ¢ = n? pro libovolna
prirozena c¢isla m a n. Dostavame, ze soucet m + n je lichy a

r=b—c=m?>—n% y=2mn, z=b+c=m>+n’

Véta i dikaz z [2].

O
Ukazeme si ale i jiné zptsoby, kterymi se matematici snazili ziskat pythagorejské
trojice. Zdrojem pro nasledujici ¢ast je zejméne [I]. Za timto tic¢elem se vratime v
case pred rok, kdy byla objevena vyse popsana metoda. Traduje se totiz, ze dil¢i
feseni rovnice ukazal jiz sam Pythagoras:

a=2n+1, b=2n*4+2n, c=2n*4+2n+1, n>1. (2.25)
Ke vztahtum ([2.25) pravdépodobné dosel pomoci vztahu
2k —1) +(k—-1?2=k (2.26)

a potom hleddme takovd k, kterd je (2k — 1) dokonaly étverec, tj. 2k — 1 = m?.
Protoze je m? liché, pak m musi byt také liché. Takto dostaneme

m? + 1

k':

Proto muzeme vztah (2.26]) psat ve tvaru

m? 1 <m2 - 1)2 _ <m2 - 1)2
2 2 ’

odkud je vidét, ze rovnici splnuji ¢isla
m? —1 m? +1

2 2
Nakonec pokud ve vztahu poloZzime m = 2n + 1, n > 1, méme (2.25).
Vsimnéme si,%e soucet délek dels odvésny a prepony je 4n? +4n+1 = (2n+1)?,
coz je druhd mocnina kratsi odvésny. Lze snadno ovérit, ze skutecné resi
rovnici (2.23). Z faktu, ze ¢ — b = 1 vyplyva to, ze ¢isla b a ¢ jsou nesoudélna, a v
disledku toho musi byt pythagorejské trojice vygenerované primitivni. V
nasledujici tabulce si ukdzeme nékteré takové trojice.

a=m, b= (2.27)

ni| a b ¢

1 3 4 5

2 5 12 13
317|241 25
4 19 | 40 | 41
5111 | 60 | 61
6 | 13| 84 | 85
7 115|112 | 113
8 | 17 | 144 | 145
9 | 19 | 180 | 181
10 | 21 | 220 | 221
11 | 23 | 264 | 265
12125 | 312 | 313
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V dalsi tabulce si ukdzeme pythagorejské trojihelniky ziskané vztahy (2.25)), po-
kud polozime n = 10,102, ...,10°.

n a b c

10 21 220 221
102 201 20200 20201
10° | 2001 2002000 2002001
10* | 20001 200020000 200020001
10° | 200001 | 20000200000 | 20000200001

Také je vidét, ze Pythagorovo feseni ma takovou specidlni vlastnost, Ze generuje
trojice, u nichz je prepona vzdy o 1 jednotku delsi nez delsi z odvésen.

Podle teckého filozofa Proklose, ktery zil v letech 410 - 485 n.l., nasel Platén
(zijici v letech 427-347 pr. n. 1.) metodu kombinujici algebru i geometrii. Jeho

feseni rovnice ([2.23)) je
a=2n, b=n*—-1, c=n*+1, n>2. (2.28)

V nasledujici tabulce jsou vypsany nékteré z trojic, které takto muzeme ziskat.

n | a b c

2 | 4 3 5

316 8 10
4 | 8 | 15 | 17
5110 24 | 26
6 | 12| 35 | 37
7 (14| 48 | 50
8 16| 63 | 65
9 | 18 | 80 | 82
10120 | 99 | 101
11 | 22 | 120 | 122
12 |1 24 | 143 | 145

Z (2.28)) vyplyva, ze délka prepony je delsi o dvé jednotky nez jedna z odvésen.
Navic pro n = 4 mame pythagorejskou trojici (8,15,17), kterou nelze ziskat z
(2.25)). Déle pro n = 2k + 1, k > 1, ze vztahu (2.28]) dostaneme

a=22k+1), b=4k*+4k, c=4k*> +4k+2, k> 1. (2.29)

Tedy pro licha n (2.28) negeneruje primitivni pythagorejské trojice a po vydéleni
vztahu (2.29)) ¢islem 2 dostaneme vztahy ([2.25)). Celkem tedy vztahy (2.28]) ge-
neruji trojice jiz ziskané (2.25)).

Na zavér ukazme pro zajimavost tabulku trojic vygenerované vztahy (2.28) po
dosazeni n = 2- 10, 2 - 102, atd.

n a b c
20 40 399 401
200 400 39999 40001
2000 | 4000 3999999 4000001
20000 | 40000 | 399999999 | 400000001
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Jiz tedy vime, Ze ani vztahy (2.28]) negenerovaly vSechny pythagorejské trojice a
nebylo tomu tak, dokud Eukleidés (325-265 pt.n.l.) neformuloval vztahy ([2.24)),
které generuji nasledujici trojihelniky. Pismenem S oznac¢ime jejich obsah.
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Nakonec se zamérime na spojitost mezi pythagorejskymi trojicemi a Fibonaccio-
vou posloupnosti [10]. Prvnich nékolik ¢lentt Fibonacciovy posloupnosti je

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, . . .

Obecné ji popiseme rekurentné tak, ze

Fr=1
F2:1

Fn:Fn—1+Fn—2>

Déle provedeme nasledujici postup:

n > 2.

1. Ozna¢me ¢isla x, y, x + y, x + 2y jako ¢tyti po sobé jdouci ¢isla ve Fibo-

nacciové posloupnosti.

2. Polozme a rovno soucinu prvniho a ¢tvrtého cisla, tj.

a=z(z+2y) =2°+ 2y

3. Déle polozime b rovno dvojnasobku soucinu prostrednich dvou cisel, tj.

b= 2y(z+y) = 2zy + 2y

4. Vypocitame

¢ =V 11 = \J(@% + 2y)? + (2uy + 257)7 =

= \/x4 + 4a3y + 4a2y? + 4a?y? + 8wyd + 4yt =

= \/a:4 + dxdy + 8x2y? 4 8xy? 4 4yt =

= \/(:,B2 + 2zy + 2y2)2 =

= 2% + 2zy + 27
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Zajimavosti mize byt, Ze ¢ = va? + b? je dokonalym ¢tvercem nehledé na to, zda
¢isla x a y jsou ¢leny Fibonacciovy posloupnosti. Navic ve vypoctech vyse je ¢islo
c také ¢lenem Fibonacciovy posloupnosti.

Kompletni dikaz v [I0] nebo v [I].

V nasledujici tabulce budou vypsany nékteré z takto ziskanych trojic, vycet ale
neni zdaleka tplny.

n F, F,a F.o Fuis a b c pozice ¢
1 1 1 2 3 3 4 5 F

2 1 2 3 5 5 12 13 F;

3 2 3 5 8 16 30 34 Iy

4 3 5 8 13 39 80 89 Fy

5 5 8 13 21 105 208 233 i3

6 8 13 21 34 272 546 610 Fis

7

13 21 34 55 715 1428 1597 Fiy
8 21 34 55 89 1869 3740 4181 Fig
Pozndmka 2.6. V dalsi ¢asti budou bez ditkazii, pripadné s kratkym ovérenim,
uvedeny vybrané zajimavé vlastnosti pythagorejskych trojihelnik. Podrobnéjsi
vycet véetné dukazi je v [1].

1. Jestlize je O obvod primitivniho pythagorejského trojihelniku (a,b,c), pak O
je sudé a Ola - b. Tedz O|25, kde S je obsah uvazovaného pythagorejského
trojuhelniku. Fermat navic dokéazal, ze S nemuze byt druhou mocninou
celého cisla.

2. V primitivni pythagorejské trojici (a,b,c) je jedna ze stran a, b délitelnd
¢islem 3.

3. V primitivni pythagorejské trojici (a,b,c) je jedna ze stran a, b délitelnd
¢islem 4.

4. V primitivni pythagorejské trojici (a,b,c) je jedna ze stran délitelnd péti. Z
téchto tTi bodt plyne, Ze soucin ab je délitelny 12 a soucin abc je délitelny
60.

5. Prom = 149 a n = 58 dostaneme pythagorejsky trojuhelnik (17284,18837,25565).
Jeho obsah je 162789354, tedy c¢islo, kde jsme uzili vSechny cislice 1,...,9.
Existuji i pythagorejské trojuhelniky, jejichz obsah obsahuje vSech 10 ¢islic.

6. Druha mocnina libovolného komplexniho ¢isla u + v dava odvésny primi-

tivniho pythagorejského trojihelniku. Napiiklad (4 + 34)? = 7 + 244, odkud
a =7 ab=24. Takto jsme dostali trojici (7,24,25).

2.4 Pellova rovnice

Resenim Pellovy rovnice se zabyva [I12], coz je spolecné s [§] a [2] zdroj pro nésle-
dujici cast.
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Definice 2.7. Diofantickd rovnice druhého stupné tvaru
22 — Ny =1, resp. 22 — Ny? = —1
kde N € Z, /N €1, se nazjvd Pellova rovnice.

Nejprve se budeme zabyvat rovnici
- Ny*=1 (2.30)

. Pro libovolné N € Z* m4 rovnice vzdy feSeni x = 1, y = 0 nebo z = —1, y = 0.
Tato Teseni se nazyvaji trivialni feseni.

Hleddme tedy dvojici (z,y), pro kterou plati x # 0, y # 0. Pokud jsou ¢isla x,y
prirozend, dalsi feseni rovnice jsou pak dvojice (z,—y), (—z,y) a (—z,—y).
Abychom nasli vsechna feseni rovnice , staci najit jeji feseni v prirozenych
¢islech. Omezime se proto dale na ta feseni (z,y), kde z,y € N.

Nejprve vysetiime pripad, kdy N je druhou mocninou néjakého celého ¢isla,
tj. N =a? a € Z". Dosazenim do (2.30]) dostaneme

22— (ay)? = £1 tj. (z +ay)(z — ay) = £1.
Pak (x + ay) | 1, coZ vSak neni mozné, protoze predpokldadame, Ze z,y,a € Z*.
Zdroj nasledujici véty je 77. Ve stejné knize lze najit i jeji dikaz.
Véta 2.10. Pro libovolné N € Z+, /N € 1, md rovnice
= Ny* =1
netrividalng resent (xo,y0), To > 0, yo > 0.

Definice 2.8. Reseni (wg,y0) rovnice (2.30) nazveme mejmensim, jestlize pro
libovolné jiné jeji resent (z'y') plati ' > xq, y' > yo.

Véta 2.11. [12] Rowvnice md nekonecné mnoho Teseni. Necht je (xq,yo)
nejmensi reseni rovnice . Pak vsechna teseni (x,y) v prirozenych cislech
dostaneme ze vzorce

z+yVN = (zg+ yVN)" (2.31)

pron =123, ....

Pozndmka 2.7. [§] Pro nalezeni jednoho kladného celo¢iselného feseni rovnice
2?2 — Ny? = 1 miiZeme aplikovat jednoduchy postup.

Ve vyrazu 1 + Ny? dosazujeme postupné piirozend ¢&isla 1,2.3, ... a jako 3, ozna-
¢ime prvni y takové, ze 1 + Dy2 je Ctvercem prirozeného ¢isla. Pak poloZime
r3 =1+ Ny2. Dvojice (z9,y0) je tedy nejmensim kladnym celoc¢iselnym FeSenim
dané rovnice.

Priklad 2.5. Reste rovnici x> — 34y = 1.

Reseni. K Teseni rovnice vyuzijeme Poznamku Postup dosazovani lze znazor-
nit v nasledujici tabulce.
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v | 1+34ys | x5

1 35 NE
2 137 NE
3 307 NE
4 545 NE
) 851 NE
6 1225 ANO

Nejmensi feseni dané rovnice je yg = 6, o = 35. VSechna feseni miizeme dopocitat
podle Véty

Jiny zpusob, jak nalézt vSechna feseni Pellovy rovnice, nabizi nasledujici Véta.

Véta 2.12. [12] Vsechna rTesent rovnice (2.30)) dostaneme ze vzorci

Th+1 = ToTk + NYoyk,
Yk+1 = Yo + oYk, Kk € Ny,

kde (xq,y0) je nejmensi resend.

Dikaz této vety lze najit v [12] str. 149.

Hledejme tedy nynf feseni (x,y) rovnice (2.30)). Cislo v/ N rozvineme v nekoneény
fetézovy zlomek
VN = [a1;T3,03 - Gni1)

P y
a necht je Q—k jeho k—ty sblizeny zlomek. Retézovy zlomek pro ¢islo v N ma tvar
k

VN = la1; ag, ... an,2a1] = [a1; a2,a3, . . . ,a3,a2,2a1] = [a1; az,as, . .., An,Tni1),

a pro zbytek 7,1 plati

Tn+1 = [2a1; ag,a3, .. . ,ap) = a1 + V'N.
Ze vztahu ((1.8)) plyne, ze

\/N_ Tn+1Pn+Pn—1 . (a1+\/N)Pn+Pn—1
Tn-l—lQn + Qn—l (a1 + \/N)Qn + Qn_1 .

Protoze je vSak Fetézovy zlomek pro &slo v/ N periodicky s n—mistnou periodou,
je také
Tn = Tknt1, k=123, ....
Tedy je
U VN)Pin + Pin1.
a1 + VNQpn + Qrn1

Z tohoto vztahu dostavame

\/N(inm + Qrn—1) + NQpn, = VNP, + (a1 Pen + Prn—1)-
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Protoze je v/ N iracionalni ¢islo, z predchozi rovnosti plyne

Prp = a1Qpn + Qrn—1
Nan = alpkn + Pkn—l-

Vynésobime-li prvni z téchto rovnosti ¢islem P, a druhou cislem —Qy,, ,dale je
seCteme, dostaneme

szn - NQin = a1 QknLrn + Qrn—1Lin — 01 PinQrn, — Pin—1Qpn =
= Pkn . an—l - anPkn—l = (_1)kn

Je-li n liché, pak z posledni rovnosti plyne
P2 — NQi, =—1, prok=135,...
P2 —NQ; =1, prok=246,....
Je-li n sudé, pak
P! — NQi =1, prolibovolné k=123,....

Neékteré sblizené zlomky nekonecného retézového zlomku pro ¢islo vV N jsou tedy
feSenim rovnice 22 — Ny? = 1 v kladnych celych &slech. Plati i obrdcené tvrzeni.

Véta 2.13. Je-li (x,y) libovolné teseni rovnice x> — Ny* = 1 v kladnijch celyjch
Fislech, VN € 1, pak x je citatel a y jmenovatel jednoho ze sbliZengjch zlomki
nekonecného tetézového zlomku pro &islo VN .

Véta 2.14. Obsahuje-li perioda Tetézového zlomku pro ¢islo VN sudy pocet n
prvki, potom Ccitatel a jmenovatel kn—tého sblizeného zlomku, k = 1,2,3,...,
tvori Teseni rovnice x* — Ny?> = 1 v kladnich celjch &islech a vsechna kladnd
celociselnd reseni dané rovnice lze ziskat prdvée timto zpusobem.

Pozndmka 2.8. Nejmensi kladné celociselné feseni je dano n—tym sblizenym zlom-

kem (pI‘O k= 1)7 tj' (x0>y0) = (Pn>Qn)
Dalsimi fesenimi jsou dvojice (Ps,,Q2n), (P3n,@3n), - - - -

Véta 2.15. Obsahuje-li perioda Tetézového zlomku pro &islo VN lichy pocet n
prvki, potom citatel a jmenovatel 2kn—tého sblizeného zlomku, k = 1,2,3,...
tvori Teseni rovnice x* — Ny?> = 1 v kladnich celjch &islech a vsechna kladnd
celociselnd reseni davné rovnice lze ziskat prdvé timto zpusobem.

Narozdil od Pellovy rovnice, kterd mé feseni pro kazdé N, rovnice tvaru
7 — Ny* = —1 (2.32)

nemusi byt pro néktera N viibec fesitelnd v oboru celych ¢isel. Prikladem takové
rovnice miize byt
22— 3yt =—1.

Véta 2.16. [8§] Md-li perioda retézového zlomku pro cislo VN n proki a je-li n
sudé, pak rovnice nemd v prirozenych cislech Zddné resend.

Je-li n liché, pak citatel a jmenovat kazZdého 2kn-tého sblizeného zlomku,

k= 1,2,3,..., tvori reseni rovnice v prirozenych cislech a vsechna teseni
dané rovnice lze ziskat praveé timto zpusobem.

Pozndmka 2.9. Nejmensi prirozené feseni v pripadé lichého n je ddano 2n—tym
sblizenym zlomkem (pro k = 1), tj. (z0,%0) = (Pan,Q2n)-
Dalsimi fesenimi jsou dvojice (Py,,Qun), (Pon,Qsn), - - - -
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Kapitola 3

Sbirka resenych tuloh

Ve sbirce fesenych tloh budou demonstrovany nékteré zminéné metody reseni
problémii z teoretické ¢asti. Pokud nebude Teceno jinak, priklady jsou prevzaté z
citovanych zdroju a Teseni je autorské.

Priklad 3.1. Urcete (65880,36120).
Reseni. K Teseni pouzijeme Euklidiv algoritmus.

65880 = 36120 - 1 + 29760
36120 = 29760 - 1 + 6360
29760 = 6360 - 4 + 4320
6360 = 4320 - 1 4 2040
4320 = 2040 - 2 4 240
2040 = 240 - 8 + 120
240 =120-2+0

Posledni nenulovy zbytek je 120, proto (65880,36120) = 120.
Piiklad 3.2. [3§] Reste v Z rovnici 237z + 416y = 985.
Reseni. Nejprve Euklidovym algoritmem najdeme d = (237,416).

416 =237-1+ 179
237 =179-1+ 58

179 =58 -3+5
58 =5-11+3
0=3-1+4+2
3=2-1+4+1
2=1-240.

Protoze je d = (237,416) = 1 a 1|985, je rovnice fesitelna. Hledejme proto
¢isla zg a yo takova, ze
9370 + 416y, = 1.

39



Najdeme je "zpétnym'chodem Fuklidova algoritmu. Po tpravé dostaneme

1=3-1-2=3-1-(—-1-3)=58—=11-5—(179—-3-58) 4+ 58 —11-5 =
=237—-1-179—11-[179—-3-(237—1-179)] — 179+ 3 - (237 — 1 - 179)+
+237—-1-179 — —11[179 -3 - (237 —1-179)] =
=71-237—94-179="71-237—94- (416 — 1-237) = 165 - 237 — 94 - 416
r{“abkto jsme nasli ¢isla zg = 165 a yg = —94.
Cisla x1 = 985 -2 a y; = 985 -1 jsou jednim Fesenim dané rovnice. Mame-li tedy
r1 = 162525 a y; = —92590, podle véty vsechna dalsi feseni mtuzeme vyjadrit
ve tvaru
r = x1 + bk = 162525 4 416k = 285 + 390 - 416 + 416k =
= 285 + 416(390 + k) = 285 + 416k’
y =1y —ak = —92590 — 237k = —160 — 390 - 237 — 237k =
= —160 — 237(390 + k) = —160 — 239%’.

Priklad 3.3. Reste v Z rovnici 93z — 71y = 25.
Reseni. Nejprve polozime y' = —y a dostaneme rovnici
93z + 71y = 25.

Euklidovym algoritmem najdeme d = (93,71).

93 =71-1+22
1=22-3+5
22=5-4+2
5=2-2+41
2=1-2+40

Protoze (93,71)|100, je rovnice Tesitelnd. Hledejme nyni ¢isla xq, y; takova, ze
93z + Tlyy = 25.
Ta nalezneme zpétnym chodem Euklidova algoritmu, proto
1=5-2-2=71-3-22—-2-(22—-4-5)=71-3-22—-2-2248-5=
=71—5-(93—71)+8-[7T1—3- (93— 71)] =
=71—-5-93+5-714+8-71—-24-93+24-71 =
=-29-93+4+38-71

tedy zo = —29, ¥ = 38. Cisla 71 = 25 - (—29) = —725 a y} = 25 - 38 = 950 jsou
jednim teseni rovnice 93z + 71y’ = 25. VSechna FeSeni rovnice lze podle véty
vyjadrit jako

x=mx +bk=—-T25+7Tlk=—-15—-10-71+ 71k = —15 + 71k’

y' =1y, —ak =950 — 93k =/,
kde k je libovolné celé ¢islo. Po navratu do substituce ¢y’ = —y mame

y = —950 + 93k = —20 + 93k’
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Priklad 3.4. Reste v Z rovnici 38z — 106y = 58.

Reseni. Budeme postupovat Eulerovou metodou. Nejprve ovéiime, zda je rovnice
fesitelnd. Protoze (38,106) = 2 a 2|58, je rovnice Fesitelnd. Z rovnice vyjadiime
neznamou, jejiz koeficient je v absolutni hodnoté mensi, v tomto pripadé vyja-
diujeme z a dostaneme

_58+106y_1+2y+20+30y

v 38 33
20 + 30
tedy t =142y +t,kdet = % Protoze jak z, tak y, jsou cisla cela, musi

it byt celym cislem. Potom
38t = 20 + 30y.

Z této rovnice znovu vyjadiime neznamou, jejiz koeficient je v absolutni hodnoté
mensi, tedy y, a dostaneme

—20 + 38t 20 + 8t
Tt

30 30 7
coz lze napsat jako y =t + s, kde s = 20+ St. Cislo s musi byt celé, proto
30s = —20 + 8¢,
odkud vyjadrime t a mame
t= 20;& :2+3s+4;6$.

4+ 6s

To miiZzeme psat ve tvarut =2+ 3s+r, kde r = . Analogicky r musi byt

celé cislo a plati

8r =4+ 6s,
dkud
oast —4 +8r —4+2r
§=———=r4+ —.
6 6
—4+2
Déles:r—}—u,kdeu:%a
6u = —4+ 2r
r=3u+2.

Po postupném dosazeni do vztahii

r=3u+2
s=r+u
t=2+3s+r
y=t+s
r=1+2y+1
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dostaneme

s=r+u=3u+2+u=4u+2
t=243s+r=2+4+34u+2)+Bu+2)=2+12u+6+3u+2=15u+ 10
y=t+s=10u+10+4u+2 =19u+ 12
r=142y+t=1+2(19u+ 12) + 15u+ 10 = 1 + 38u + 24 + 15u + 10 = 35 + 53u

kde v € Z. Mame tedy

r = 35+ 53u
y = 19u + 12.

Priklad 3.5. [13] Kolika zpisoby lze beze zbytku rozrezat drevenou desku dlouhou
5 metri na kusy 40 cm a 60 cm?

Reseni. Uloha vede k diofantické rovnici
60x + 40y = 500.

Nejprve ovérime, zda je rovnice fesitelnd. Protoze (60,40) = 20 a 20[500, tloha
ma TeSeni. To opét najdeme pomoci Eulerovy metody. Stejné jako v predchozim
prikladé, z rovnice vyjadiime neznamou, jejiz koeficient je v absolutni hodnoté
nejmensi, upravime, a analogicky budeme postupovat déle. Tedy

_500—60x_12_x+20—20x
(T 0
20 — 20
Mémeyle—iB—l—?,kdet:TxatEZ. Proto
40t = 20 — 20z,
odkud 90 — 40t
r=———"—=1-2t.
20

Celkem mame

r=1-—2t
y=12—-z+t=12—-(1—-2t)+t =11+ 3t.

Tim ale feseni nekonc¢i. Musime zarucit, ze x > 0 a y > 0. Dostaneme
1-2t>0
11+ 3t > 0.

1 11
Odtud musi platit, ze t < 2 At > 3 Jediné pripustné hodnoty ¢ jsou spolecné

s konecénym fesenim tlohy znézornény v nésledujici tabulce.

t][3]2[-1]0
x| 75|31
v 2|58 |11
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Piiklad 3.6. Reste v Z rovnici 4Tz — 25y = 279. [12]
Reseni. Nejprve zavedeme substituci ' = —y a dostaneme rovnici ve tvaru
47x + 25y = 279.

Protoze (47,25) = 1 a 1]279, je rovnice fesitelnd. Rovnici budeme resit metodou

fetézovych zlomkl. Rozvineme racionélni ¢islo P i—i v Tetézovy zlomek:
25=47-0+25
47=25-1+22
25=22-1+3
2=3-7T+1
3=1-3+0.

25
Je tedy 7= [0;1,1,7,3], n = 5. Dale musime najit sblizené zlomky P, = P,

Qn_1 = Q4, k tomu nésledujici schema.

i 1123745
% 0|11 73
P lo|1[1]8 25
Q| 1121547

Odtud Py = 8 a Q4 = 15. Po dosazeni do vztahu (2.13)) dostaneme

T

Y

(=1)" 1 Pyqe = (—1)*-8-279 = 2232
(=1)"Qp_1c = (—1)°-15- 279 = —4185.

1
!/
1

Vsechna Teseni dané rovnice vyjadiime ve tvaru

r = x + bk = 2232 4 25k
y =1y, —ak = —4185 — 47k,

kdy vracenim se do substituce ¢y’ = —y dostaneme
y = 4185 4 47k.
Piiklad 3.7. [5] Reste v oboru celijch cisel rovnici
105z + 119y + 161z = 83.
Resend. V prvnim kroce uréime d = (105,119,161) Mdme

105 =119-0+ 105
119 =105-1+ 14

106=14-7+7
14=7-240

a
161 =7-23 +0.

Z toho vyplyva, ze (105,119) = 7, (7,161) = 7, celkem tedy (105,119,161) = 7.
Protoze ¢islo 83 neni délitelné sedmi, rovnice neni fesitelna.
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Piiklad 3.8. [5] Reste v oboru celijch cisel rovnici
63x 4 70y + 75z = 91. (3.1)

Reseni. Znovu uréime d = (63,70,75) a dostaneme

M0=63-1+7
63=7-9+0
a
D=7-10+5
7T=5-1+42
5=2-2+41
2=1-240

Vidime, ze (63,70) = 7 a (7,75) = 1. Celkem d = 1 a protoze 1|91, je rovnice
fesitelna. Zpétnym chodem Kuklidova algoritmu vyjadiime

d = a1xo + axyo + aszp.

Méame
7T=70—1-63
5=75—-10-7
2=7—-1-5
1=5-2-2,
proto

1=5-2-(T—1-5)=5-2-[T—1-(75-10-7)] =
=5-2-7+2-(75-10-7)=5—-2-T+2-75-20-7 =
=75-10-(70—1-63)—2- (70 = 1-63) +2-75—20- (70 — 1- 63) =
=75—10-70+10-63—2-70+2-63+2-75—20-70+20 - 63 =
=32-63-32-70+3-75

Odtud
o — 32
Yo = —32
zZ20 — 3

Abychom ziskali jedno TeSeni rovnice (3.1]), ndsobime ¢isla g, yo a 2o Cislem 91:

zy = 3291 = 2912
Y1 = —32-91 = —2912
2 =391 =273
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Vsechna Teseni lze podle véty [2.5| napsat ve tvaru

= 2912 4 75s;
y = —2912 + T5s,
z =273 — 63s; — 7059
Stejnou rovnici tentokrat fesime Eulerovou metodou. Mame
63x + 70y + 752 = 91,
odkud
91 — 70y — 75z 28 —Ty— 12z

= :1— _— =
T 63 y—z+a, a 63

Potom

63a =28 — Ty — 122
28 — 12z — 63a —bz

Y= 7 =4—2—9a+ D, b:—7 )
Pokracujeme a dostaneme
b = -5z
b - —2b
2=——=-b+4+c¢c, c=—.
5 ’ 5
Déle
5ec = —2b
e —
= —_-— = —2 —_ —
5 c+d, d 5
2d = —c
c= —2d.
Ptjdeme-li zpét, postupné dostavame
b=4d+d =5d

z=—bd —2d = -"7d
y=4+7d—9a+5d =4 —9a+ 12d
r=1—44+9—12d +7d+a = -3 + 10a — 5d.

Priklad 3.9. Necht jsou p a q dve prvocisla. 'V oboru prirozengch cisel reste

TOUNICY
1 1 1
r Yy pq

/////

Reseni. Rovnici budeme fesit metodou faktorizace, proto nejprve upravime a
nasledné k ob& stranam rovnice pficteme ¢slo p?¢?. Mame pak

ypq +xpq = Y
ry —xpq — ypq =0
22 _ 22
TY —xpq —Ypq +p q =pq
(x —pg)(y — pg) = P°¢’
1
Protoze — < — je z > pq. Uvazujme dale viechny kladné délitele éisla p?g?.
T rq

Dostaneme nasledujici soustavy rovnic:

45



r—pg=1 T—pg=p T—pg=q

y—pq=7pq y — pq = pq’ y —pq=p’q
2 o . 2
T —pg=p T —pq=pq T —pg = pq
y—pq=q’ Yy —pg=pq y—pg=p
T —pq = p’q T—pg=q T —pq =p°q
y—pg=q y—pg=7p’ y—pg=1

Z vypsanych soustav dostavame feseni

(1 +pgpq(1+pq) (p(1+q),pe(1+q)) (q(1+p),pe(1+p))

(p(p+a)alp+4q) (2pq.2pq) (pg(1+ q).p(1+q))

(pg(1+p)q(1+p) (¢lp+q)p+aq) (pe(l+pg),1+ pq)

Priklad 3.10. Kldarka méla na papiru napsdno trojmistné cislo. Kdyz ho sprdavné
vyndsobila deviti, dostala ctyrmistné cislo, jeZ zacinalo touz cislici, jako cislo
puvodni, prostredni dvé cislice se rovnaly a posledni cislice byla souctem cislic
puvodniho cisla. Které ctyrmistné cislo mohla Kldrka dostat? Zaddni i veseni [9]
57. rocnik

Resend. Hleddme ¢&islo © = 100a + 10b+ ¢, jehoz &islice jsou a, b a c. Cislice, ktera
se nachazi na obou mistech uprostred vysledného ¢isla oznac¢ime d. Ze zadani
ulohy dostaneme

9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b+ ¢).

Vyraz (a + b+ ¢) je tedy ¢islice shodna s posledni ¢islici souc¢inu 9c. To vsak
znamend, ze ¢ # 5. Pro ¢ > 5 kond{ ¢islo 9¢ éislici neptevysujici 5. ProtoZe navic
plati @ # 0, musi byt a + b+ ¢ > ¢ > 5. Rovnici dale upravime na tvar

100(b — a — d) = 10d + a + 11b — 8c.

Pocet vSsech moznosti 1ze totiz dale omezit odhadem b > a. Z tabulky nize vybe-
reme spravné reseni.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 ) 4 ) 4 3 3 2 1

c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4

9x | 1539 | 2349 | 3159 | 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197 | 2007 | 1026

Priklad 3.11. Pomoci nerovnosti najdéte vsechna celociselnd reseni rovnice
P+ (1) + (@27 4+ (2 +7)° =1
Zadani i resent prevzato z [2], madarskd matematickd olympidda.
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Resend. Oznacéme nejprve
Ay =24+ (z + 1P + (@ 4+ 22+ -+ (z + 7)°
Po umocnéni dostaneme A(z) = 822 + 84z% + 420z + 784. Jestlize je x > 0, pak
(224+7)3 = 823 +8422+294x+343 < A(z) < 823+12022+6002+1000 = (22+10)3,
potom 2z + 7 < y < 2z + 10, tudiz y je 2z + 8 nebo 2x + 9. Ani jedna z rovnic
A(z) — (224 8)% = =122 + 362 + 272 =0
A(x) — (224 9)* = —242° — 662 +55 =0

ale nema celociselnda Teseni, proto pro x > 0 neexistuje zadné feseni.

Vsimnéme si, ze pro A(z) plati A(—z—7) = —A(z). Potom dvojice (z,y) je TeSeni
pravé tehdy kdyz je feseni dvojice (—x — 7, — y). Proto neexistuji zadna teseni,
pro ktera plati z < —7. Aby tedy dvojice (z,y) byla fesenim, musi platit

—6<z<-—1.

Pro =3 <z < —1 méme A(—1) = 440 (coz neni tiet{ mocnina zadného celého
¢isla), A(—2) =216 = 6% a A(—3) = 64 = 43, proto dvojice (—2,6) a (—3,4) jsou
jedind feseni pro —3 < x < —1. Dvojice (—4, — 4) a (=5, — 6) jsou jedind Teseni
pro —6 < x < —4. VSechna feseni zapiseme do nasledujici tabulky.

x|-21-3]-4]-5
y|6|4]|-4]-6

Priklad 3.12. [15] V oboru celijch cisel reste rovnici
2 —4 = 11y.

Reseni. Podle véty m do levé strany rovnice budeme postupné dosazovat cisla
0,1,...,10 a po dosazeni pokazdé ovérime, zda je vysledné ¢islo délitelné 11. Cely
postup je znazornén v nasledujici tabulce.

22 — 4 | délitelné 11

T

0 -4 NE
1 -3 NE
2 0 ANO
3 ) NE
4 12 NE
) 21 NE
6 32 NE
7 45 NE
8 60 NE
9 7 ANO
10 96 NE

Mame tedy dvé Teseni xg = 2 a 1 = 9. VSechna Teseni lze vyjadrit jako

z =11t +2
z =11t +09,
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kde t € Z. Ze zadani musime dosazenim dopocitat i y. Pro x = 11¢ 4+ 2 mame

(11t +2)2—4 1212 + 44t +4—4

=11t + 4
11 11 e

aprozr =11t1+4+9

(11t +9)* —4 1212 + 198t + 81 — 4
11 B 11

Resenim je proto kazda dvojice tvaru (11 +2, 11#% +4t) a (11t +9,11¢> + 18t +7),
teZ.

= 11t + 18t + 7.

Priklad 3.13. [15] Najdéte vsechna celociselnd reseni rovnice
3 4227 + 5 = 21y.

Reseni. Postupovat budeme analogicky, jako v predchozim piikladé podle véty
2.6] Postupné do levé strany rovnice dosadime ¢isla 0,1, . ..,20 a po dosazeni kazdy
vysledek ovérime, zda je délitelny cislem 21. To jest znazornéno v nasledujici
tabulce.

x | 23+ 22% +5 | délitelné 21
0 5 NE
1 8 NE
2 21 ANO
3 50 NE
4 101 NE
5 180 NE
6 293 NE
7 446 NE
8 645 NE
9 896 NE
10 1205 NE
11 1578 NE
12 2021 NE
13 2540 NE
14 3141 NE
15 3830 NE
16 4613 NE
17 5496 NE
18 6485 NE
19 7586 NE
20 8805 NE

Takto jsme nasli, ze g = 2. Obecné Teseni lze vyjadrit jako
r=21t+2, ,teZ.

Pro x = 21t + 2 dopocitame

(21t +2)% +2(21¢ +2)* +5 9261t 4 3528t% + 420t + 21

21 21

21(44113 + 168t2 + 20t + 1
= ( + 5 At ):441t3+168t2+20t+1
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Definice 3.1. M7iZovym bodem nazveme bod v roviné, jehoZ obé souradnice
jsou celociselné.

Priklad 3.14. Urcete vSechny mrizové body, kterymi prochazi parabola dand rov-
nici

z? —8x — 14y + 5 = 0.
Reseni. V podstaté fesime diofantickou rovnici

r? —8r + 5= 14y.

Zpusob Teseni volime stejny, jako v predchozi tloze podle véty [2.6] Dostaneme
tabulku

x | 22— 8x + 5 | délitelné 14
0 5 NE
1 -2 NE
2 -7 NE
3 -10 NE
4 -11 NE
5 -10 NE
6 -7 NE
7 -2 NE
8 5 NE
9 14 ANO
10 25 NE
11 38 NE
12 53 NE
13 70 ANO

Nasli jsme zg = 9 a 1 = 13. Z toho vyplyva, ze x = 14t + 9 nebo x = 14t + 13.
Pro z = 14t + 9 je

(14t +9)* —8(14t+9) +5  196t* + 140t 4+ 14
14 B 14 B
14(14¢* 4+ 10t + 1)

= = 1442 + 10t + 1
7 + 10t +

a pro x = 14t 4+ 13 je

(14t 4 13)*> — 8(14t +13) +5  196t> + 252t +70

14 14

14(14¢2 + 18t + 5
= ( 14 +):14t2+18t+5.

Vsechny mrizové body, ktery mi prochazi parabola v zadani jsou
Ty[14t + 9,14¢% + 10t + 1] a Ty[14t + 13,14¢* + 18t + 5], kde ¢ € Z.

Priklad 3.15. Pravouhly trojuhelnik md celociselné délky stran a obvod 11 990.
Navic vime, Ze jedna jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji. Zadani i
resent z [9] 71. rocnik.
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Resend. V daném trojihelniku oznac¢ime prvoéiselnou délku jedné odveésny jako
p. Pismeny a, b dale oznacime celociselnou délku druhé odvésny a prepony. Pro
zadany trojuhelnik plati
p*+a* =0
Tento vztah prepiseme ve tvaru
pPP=b"—a*=({b-a)b+a).

Je ziejmé, ze jak (b—a), tak i b+a jsou pfirozena ¢isla. Cislo p? lze takto rozloZit
na souéin pouze dvéma zptisoby. Bud p? = 1 - p? nebo p? = p - p. Navic

(b—a) < (b+a),
odkud vidime, ze musi platit

b—a=1
b+a=p’

Ze zadani obvodu je zfejmé, ze
p+a+b=11990,
po dosazeni hodnotou p? za a + b mame
p+p* = 11990.

Kvadratickou rovnici fesime a dostaneme

—1+/47960  —1+219
2 N 2 ’

P12 =

odkud p; = 109 a ps = —110. Z téchto dvou korentu pripada v tvahu pouze py,
proto hledand prvociselna délka odvésny zadaného trojuhelniku je p = 109.

Priklad 3.16. Najdéte vsechny dvojice (a,b) celych cisel, jez vyhovuji rovnici
a® + Tab + 6b* 4 5a + 4b + 3 = 0.
Uloha, i 7esend z [9] - 56. rocnik

Resend. Vyraz
a® + Tab + 6b* + 5a + 4b + c,

kde ¢ je vhodné zvolena konstanta, rozlozime na soucin. Dostaneme
a® +7ab+6b° +5a+4b+c= (a+b+x)(a+6b+y).
Na pravé strané roznasobime
a® + Tab + 6b* + 5a + 4b + ¢ = a® + Tab + 6b* + a(x + y) + b(6x + ) + zy,
odkud porovnanim koeficienti u ¢lent a a b vyplyva
rT+y=>
6r +y = 4.
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1 26
Z toho vyplyva, ze x = o Y=5 proto
26
c=TY =5

Zadanou rovnici proto dale postupné upravime na tvar

26 26
2 2
4 —_— = — e
a” + Tab + 6b° + ba + 4b 5% 3 55
1 26 101
(a—}—b—g)(a—l—Gb—!—g)——%

(5a + 5b — 1)(5a + 30b + 26) = —101.

Pak ale musi byt

56 +5b—1=—1 5a +5b— 1= —101
5a + 300 + 26 = 101 5a + 306+ 26 =1
nebo
5a +5b—1=1 5a +5b —1 =101
5a + 30b + 26 = —101 5a + 30b+ 26 = —1

Z prvni dvojice soustav dostdavame dvojice (a,b) = (—3,3) a (a,b) = (—23,3), kdy
kazda z nich vyhovuje zadani. Z druhé dvojice soustav vSak nedostavame ani v
jednom piipadé celociselna reseni. Hledané dvojice jsou tedy (—3,3) a (—23,3).

Priklad 3.17. Urcete pocet vsech trojic prirozengch cisel a, b, ¢, pro kterd plati

a + ab + abc + ac + ¢ = 2017.

/////

Reseni. Nejprve upravime levou stranu rovnice

a+ab+abc+ac+c=a(l+b)+ac(l+b)+c=a(l+b)(l+c+c)=
=a(l+0)(1+c)+(1+c¢)—1=(1+c)(a(l+b)+1)—1,

odkud diky tomu mame
(14+c¢)(a(l+0b)+1)=2018.

Cislo 2018 lze napsat jako soucin dvou prirozenych &isel pouze dvéma zpisoby:

2018 =1-2018
2018 = 2 - 1009.

Protoze je
1+c>2

a(l+b)+1> 3,
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muze platit pouze

l14+c=2
a(l+b)+ 1= 1009,

odkud ¢ = 1 a a(1 +b) = 1008. V kazdé hledané trojici je tak ¢ = 1. Z toho
vyplyva, ze hleddme pocet dvojic (a,b), které spliuji rovnici

a(1 + b) = 1008.

Urcéime, ze ¢islo 1008 ma celkem 30 riznych délitel, protoze ale musi byt 1+b > 2,
nemuze byt a = 1008. Pro kazdého jiného z 29 délitelii a ¢isla 1008 dostaneme
jednu dvojici Teseni (a,b). Hledany pocet trojic je tedy roven 29.

Priklad 3.18. Rozvirite v Tetézovy zlomek ¢islo /8.

Resend. Podle véty |1.23| o¢ekévame periodicky Fetézovyn zlomek tvaru

la1; as; as;. .. as; az; 2a;1). Tyto hodnoty ziskdme postupem popsanym ve stejné
kapitole.
1
a=v8=2+4+— ¢=2
e31
1 1++2 1
1 \/§_2 B s q2
1 1
A S S _
2 1+\/§ ) s q3
2
1 1++2 1 .
q = = = X = — =
3 2+2\/§_4 B 1 s q4
1 1
=—— =240 2=y =4+ — =4
4 112 1 2 s as
2

Mame oy = ag, as = ay, pak ale

a1 =Q3 =Q5 =+ = B )
tedy g = q4 = --- = 1. Dale
a2:a4:a6:---:2+2\/§,
proto g3 = g5 = --- = 4. Dostavame nekonecny periodicky fetézovy zlomek s

jednoprvkovou predperiodou ¢; = 2 a dvouprvkovou periodou, tedy n = 2 a
a=[2;1;4].
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Piiklad 3.19. [1Z] Reste rovnici
2 —29y% = 1.

Reseni. Nejprve musime najit rozvoj ¢isla v/29 v fetézovy zlomek. Postupovat
budeme stejné jako v predchozim prikladu, proto méame

1
a=vV29=5+— a; =5
aq
1 54+ /29 1
o = - N 4y = 2
YT /29— 5 4 as ?
1 34429 1
oy = - — 14— as = 1
2 54V 5 o 3
1
1 24 1/29 1
o = - — 14— ag =1
5T 3429 : 5 o 4
5
1 341/29 1
o = - . a5 = 2
YT 9 V29 : 4 s >
5
! 54 /29 =10 4 10
OZ = —-— = = —_— a =
° T 3429 ) g 6
1
1 54 1/29
OZ = = :OZ,
T 542010 1 !

odkud v/29 = [5;2;1;1;2;10]. Délka periody n = 5, proto budeme hledat ¢isla
(z0,y0) = (Pro, Q10), k ¢emuz pouzijeme nasledujici schema.

v |12 3|45 6 7 8 9 10
¢ |52 1] 1]2]10 2 1 1 2
P, | 5|11 16 |27 |70 | 727 | 1524 | 2251 | 3775 | 9801
Q1 3|5 | 13135 | 283 | 418 | 701 | 1820

Je zrejmé, ze dvojice Pjp = x = 9801 a Q)10 = y = 1820 je nejmensim dané
rovnice. VSechna TesSeni lze najit podle vztahu z Véty 2.12]

Priklad 3.20. Reste rovnici

r? —31y? = 1.
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Reseni. Nejprve musime najit rozvoj ¢isla /31 v Tetézovy zlomek. Mame

1
a=vV3 =5+ —

a1:5
e31
1 54+ /31 1
o = - — 14— ay = 1
T35 6 as ?
1 1++/31 1
oy = - — 14— as = 1
2 5+\/31_1 5 o 3
6
1 4431 1
o = - — 34— -3
T 1131 1 3 o 4
5
1 54 /31 1
Qy = = =5+ — as =5
SIS | ] 2 as i
3
1 54 /31 1
Q5 = = =3+ — ag =3
> 5+\/31_5 3 g 6
2
1 4431 1
o = - — 14— ar =1
T 5 V31 5 5 o g
3
1 1++/31 1
oy = - — 14— as = 1
T A4 V3l : 6 s 8
5
Y s BT=104 10
ag = = = _ Ao =
* T 1431 ; g 0
6
1 5431

651

OZ: =
ST 5431 -10

6

Mame tedy /31 = [5;1,1,3,5,3,1,1,10], délka periody n = 8. Pocet prvki v peri-
odé je sudy, budeme proto hledat (x,y) = (Fs,Qs), k ¢emuz vyuzijeme nasledujici

schema.
7 | 1]2 4 5 6 8
a; |51 3 5 3 1 1
P |5|6|11]39]|206| 657|863 | 1520
Qi|1]1 7| 37 | 118 | 155 | 273

Ze schematu vidime, ze x = Py = 1520, y = Qg = 273. Takto jsme nasli nejmensi
feseni dané rovnice. VSechna dalsi rovnice uréime pomoci Véty 2.12]

Priklad 3.21. Popiste vsechny pravouhlé trojihelniky s celociselnygmi délkamsi

/e v v

Resend. Necht jsou odvésny a, b hledaného pravoihlého trojthelniku, necht je ¢
prepona toho trojihelniku. Potom plati

a®+ b =2
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Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a < b. Aby mély obvod a obsah
stejnou hodnotu, musi platit

1
§ab:a+b+c.

Po dosazeni z prvniho vztahu do druhého a naslednych tpravach dostavame
1 2
a’+ b = (§ab—a—b)

1
a®+ b = Zazb2 —a%b— ab® + a® + 2ab + b?

1
0= Zazb2 — a®b— ab® + 2ab

0=ab—4a —4b+8
8=(a—4)(b—4)
Rovnici
(a—4)(b—4)=38

budeme ftesit metodou faktorizace. Protoze musi platit a > 0, b > 0 a zaroven
predpokladame, ze a < b, pripadaji v iivahu nasledujici moznosti:

a—4=1 a—4=2
b—4=28 b—4=4

Resenim téchto soustav jsou dvojice (5,12) a (6,8). V prvnim piipadé dostévime
pythagorejsky trojihelnik (5,12,13) a ve druhém (6,8,10), coz je odpoved.

Zdrojem nésledujicich dvou prikladi a TeSeni je [2].

Priklad 3.22. Dokazte, Ze neexistuji Zaidnd dvé kladnd celd cisla takovd, Ze soucet
a rozdil jejich druhgjch mocnin jsou druhé mocniny celych cisel.

Reseni. Budeme se tedy snazit dokazat, Ze soustava rovnice

2?4y =27 (3.2)
22—y =w? (3.3
nema v kladnych celych c¢islech feseni. To dokazeme sporem.
Predpokladejme, ze dana soustava je fesitelnd v oboru kladnych celych cisel a
necht je dvojice (x,y) takovd, Ze soucet x> + y* je nejmensi mozny. Pak nejvétsi
spoleény délitel (z,y) = 1.
Sec¢teme-li dané rovnice, dostaneme

227 = 22 + w? (3.4)

odkud vyplyva, Ze ¢isla z a w maji stejnou paritu. Proto z +w a z — w jsou obé
suda.
Rovnici (3.4) napiSeme ve tvaru

) (z+w)2+(z—w>2
r° = i
2 2
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Z4+w z—w
Déle je nejvétsi spolecny délitel d = (x, i )

= 1.
2 72 !
24w  z—w
Opravdu: pokud by bylo d > 2, pak d | z a d | ( 5 + 2
rovnice soustavy (3.2]) dostaneme, 7Ze d | y, coz je spor s tim, ze nejvétsi spolecny
délitel (z,y) = 1.
Pouzijeme-li ddle vétu dostaneme bud

) = 2. Z prvni

Z—w 9 s Z2tw
2 ’ 2

= 2mn,

nebo
Z_w:2mn 2+ w
2 ’ 2

Protoze 2y? = 2* — w?, v obou pifipadech mame

:m2 —nz.

2% = 2(m? — m?)4dmn,

tedy
y* = dmn(m?* — n?).

Z toho vyplyva, ze y = 2k pro néjaké kladné celé ¢islo k, a ze
k* = mn(m +n)(m — n). (3.5)

Protoze jsou ¢isla m a n nesoudélna a m+n je sudé, ¢isla m, n, m+n, m—mn jsou
rovnéz po dvou nesoudélna. Proto z rovnice miZzeme odvodit, ze m = a?,
n==~ mt+n=c>am-—n = d pro ndjaki kladna celd ¢isla a,b,c,d. Ale
a?+b* = ? a a® — b* = d?, tedy Ctvefice (a,b,c,d) je také FeSenim soustavy (3.2).
Navic

a®+b* =m+n < dmn(m® —n?) =y* <2® + ¢,
coz je spor s predpokladem.

Priklad 3.23. Dokazte, Ze neexistuje Zadnd pythagorejskd trojice, jejiz obsah je
ctverec.

Reseni. Dokazovat budeme sporem. Predpokladejme, Ze takovy trojihelnik exis-
tuje. Pak
a>+b* = ANab=2d%,

kde d je kladné celé ¢islo. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze a > b,
protoZe se nemiiZe stat, ze a = b, jelikoz rovnost 2a% = ¢? neni moZné. Proto

¢+ (2d)* = (a+b)? Ac® — (2d)* = (a — b)?,

coz je spor s vysledkem predchoziho prikladu
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Zaver

vvvvvv

které jsou potieba pro teorii diofantickych rovnic. Zminény jsou zékladni definice
a véty doplnéné o poznamky casto akcentujici dusledky, pripadné podrobnéji po-

vvvvvv

Druhé kapitola je vénovana predevsim naplnénim jejiho cile, tedy nazornému
odvozeni a demonstrovani metod Teseni jednotlivych typii rovnic. Vybrany byly
pouze nékteré typy rovnic. Diplomova prace se také podrobnéji zabyvala pytha-
gorejskymi trojihelniky a jejich vlastnostmi.

Ve treti kapitole, tedy praktické ¢asti prace, jsou reseny nékteré priklady, véetné
prikladti ze stfedoskolské matematické olympiddy. Reseni vétsiny ptiklada v di-
plomové praci jsou autorska. Kde tomu tak neni, je nalezité citovan zdroj.

Vv,

sledné zvolit vhodny zptusob psani tak, aby prace byla jednotna a kompaktni.
Tvorba diplomové prace pro mé vSak byla velmi piinosnda, konkrétné v praci se
zdroji. Shrnout potiebnou teorii v nékterych tisecich prace, zejména u retézovych
zlomkl a pojmu s nimi spojenych, mi ptisobilo potize, avsak psani a dohledavani
informaci u zajimavéjsich c¢asti, jako jsou naptiklad Pythagorejské trojihelniky,
bylo velmi obohacujici.
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