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Uvod

BClI-algebry zavedl jako zobecnéni BCK-algeber v @ roku 1966 japonsky ma-
tematik Kiyoshi Iséki. Jedna se o t¥idu algeber, které lze chapat jako algebraickou
formulaci mnozinového rozdilu nebo implikace v nékterych logickych systémech.
V 70. letech minulého stoleti se Kiyoshi Iséki a Shotaro Tanaka vénovali vytvareni
zakladu teorie BCI-algeber. V praci BCIl-algebru definujeme dualné k ptivodni Isé-
kiho definici, tzn. jako algebru (B, —,1) typu (2,0) spliiujici pro kazdé x,y,z € B

nasledujici podminky:

(B1) (z—=y) = ((y—=2) = (r—2)=1,
(B2) 1 —2=u,
(B3) r—=y=1 & y—z=1 = zx=uy.

Jak nazev prace napovida, BCI-algebry jsou tizce spjaty s usporadanymi komu-
tativnimi monoidy, resp. reziduovanymi svazy. Tyto struktury jsou zajimavé tim, ze
existuje spousta prirozenych prikladd jejich pouziti. Naptiklad vime, Ze algebraic-
kym modelem klasické dvouhodnotové logiky je Booleova algebra. To znamena, ze
pokud vezmeme formuli v klasické logice a prifadime ji algebraickou identitu v ja-
zyce Booleovych algeber, pak tato formule plati v klasické logice, praveé kdyz identita
plati ve vSech Booleovych algebrach. V nékterych neklasickych logikach se pak vari-
eta Booleovych algeber nahradi tak, Ze vezmeme interval [0, 1] C R spolu s nékterou
spojitou t-normou, tim dostavame reziduovany svaz, kterym generujeme varietu.
Tato varieta je pak algebraickym modelem této neklasické logiky. Typickym prikla-
dem jsou tzv. MV-algebry, které jsou algebraickym modelem tzv. Lukasiewiczovy
logiky. Vice o algebrach formalizujicich vyrokové logiky nalezne ¢tenaf napi. v .

Prace si klade dva hlavni cile. Prvnim z nich je popsat a dokazat vybrané vlast-
nosti BCI-algeber. Druhym tkolem je zpracovat konstrukci vnoteni BCI-algebry do
reziduovaného semi-integralniho usporadaného monoidu, kterou predvedli roku 2000
James G. Raftery a Clint J. van Alten v ¢lanku . A dale vnoteni BCK-algebry
do integralniho reziduovaného svazu, které publikovali roku 1983 Y. Komori a H.
Ono [9). Na zakladé téchto konstrukei predvést nové vnoreni BCl-algebry do rezi-
duovaného semi-integralniho usporddaného monoidu a provést srovnani Rafteryho

a van Altenovy konstrukce s konstrukei tohoto nového vnoreni.



1 TUsporadané komutativni monoidy

Tato kapitola bude shrnutim nékolika zakladnich algebraickych pojmt potiebnych
v konstrukcich kapitoly 3.

Necht (M, <,-,1) je struktura, kde (M, -, 1) je komutativni monoid a < je relace
usporadani na mnoziné M. Dale predpokladejme, Ze usporadani je kompatibilni

s nasobenim, tzn. pro kazdé z,y, z € M plati
r<y = xz-z2<y-z. (1)

Pak (M, <,-,1) nazveme usporddany komutativni monoid nebo kratce po-monoid
(budeme pracovat pouze s komutativnimi monoidy a proto budeme ,komutativni

vynechévat).

Priklad 1.1 Mé&jme neprazdnou mnozinu X a vezméme jeji potenéni mnozinu
ozn. P(X). K ni pfidejme operaci mnozinového sjednoceni U (resp. priniku N)
a jako jednotkovy prvek prazdnou mmnozinu (resp. celou mnozinu X). Struktura
(P(X),U,0) (resp. (P(X),N, X)) je monoid. Pokud déle pfidame relaci C obvyklé
mnozinové inkluze, dostavame po-monoid (P(X), C,U, ) (resp. (P(X), <, N, X)).

Definujme dalsi potfebné pojmy tykajici se po-monoidt. Jestlize je jednotkovy
prvek monoidu 1 soucasné nejvétsim prvkem (M, <), fekneme, Ze se jedné o po-
monoid integralni. Pokud je 1 maximalnim prvkem, nazyva se po-monoid semi-
integralni.

Pokud pro kazdé z,y € M existuje nejvétsi z € M takové, ze v < z -y, pak
po-monoid (M, <, -, 1) nazveme reziduovany. Toto z znatime z — y a binarni ope-
raci — nazyvame reziduum. Reziduovany po-monoid se pak da chapat jako struk-
tura (M, < ,-,—, 1), kde

e (M,- 1) je komutativni monoid,
e < je relace usporadani na M,

e pro kazdé x,y,z € M plati

r<y—z & zv-y<z (2)

Z (2) plyne (1) a je tedy zfejmé, ze (M, <,-,1) je po-monoid.
Je-li (M, <) svaz se svazovymi operacemi A, V, pak se algebra (M, A,V, -, —,1)

nazyva komutativni reziduovany l[-monoid nebo kratce reziduovany svaz.



Piiklad 1.2 Vezméme uzavieny interval [0,1] C R s obvyklym linedrnim uspoféa-

danim. Pak ([0, 1], A, V,®, —, 1), kde
(1)
TOYy =1y,

1 pro = <y,
rT—y=
jinak,

8 <

r ®y = min(z,y),

1 pro z<uy,
T =y =
Y jinak,

(iii)
r®y=max(zx+y—1,0),
r—y=min(l —z+y,1),
jsou integralni reziduované svazy.
Poznamky:

(a) Operace v minulém ptikladé jsou tzv. spojité t-normy, viz definice nize. Obecné

kdyZ © je spojita t-norma na [0,1] C R, pak ® mé reziduum
r—y=max{z|z0z <y}

Specialné operace definovana v (iii) je tzv. Lukasiewiczova t-norma.

(b) Spojita t-norma © je binarni operace na intervalu [0, 1] C R, ktera pro kazdé
a,b,c,d € [0, 1] spliuje:
e a®b=b®a,
e a®(bOc)=(adb) Oc,
e aOb<co®dpokuda<cab<d,

e a®1l=a.

A navic je spojita jako funkce dvou proménnych.



V (semi-)integralnim piipadé podle (2) plati
r<y & zr—=>y=1, (3)

protoze 1 < z — y, pravé kdyz 1 - x < y. Vidime, zZe operace — jednoznacné
urcuje relaci < a (semi-)integralni reziduovany po-monoid se tedy da definovat také
jako algebra (M, -, —, 1) typu (2, 2,0). Tfida takto definovanych algeber tvoii kvazi-

varietu.

Tvrzeni 1.3 Algebra (M, -, —, 1) je integralni reziduovany po-monoid, pravé kdyz

splniuje nasledujici identity a kvazi-identitu:

(M1) (z—=y)=((y—=2) = (z—=2)=1
(M2) 1 s a=g

(M3) r—1=1,

(M4) z—=(y—=2)=(zy) =z

(M5) roy=1l&y—z=1 = z=y.

(M,-,—,1) je semi-integralni reziduovany po-monoid, pravé kdyz spliuje (M1),
(M2), (M4) a (M5).

Diikaz: Dokazme, ze kazdy integralni reziduovany po-monoid (M, <,- —, 1)
spliiuje (M1) — (M5).
(M1): Z (2) je ziejmé, ze pro kazdé =,y € M plati
z-(x—=y)=(x—>y) z<y. (4)
Pouzijeme-li (4) dvakrét, pak dostdvame
z-(r—=y) (y—2) <z
Z komutativity operace - a (2) dostavame
(x—=y)  (y—z2)<z— =2
Opétovnym pouzitim (2)
r—=y<(y—z2) —(x—2),

a tedy pouzitim (3) dostavame (z - y) — (y = 2) = (x — 2)) = 1.



(M2): Dokazme nejprve 1 — = < z. Je zfejmé, 7e 1 — = < 1 — z. Z (2) pak
plyne 1 — 2z =1-(1 — z) < z. Obracené je zfejmé, ze x = 1-x < z, odtud plyne, Ze
r<1—z Tedy 1 — 2 ==

(M3): Plyne ihned z toho, jak je urCena relace usporadani na M, a faktu, ze 1
je nejvétsim prvkem (M <).

(M4): Ze (4) plyne (z-y) - ((x-y) — 2z) < z. Pak dle (2) plati (z-y) — 2 <z —
(y = z). Z druhé strany, dle (4) plati y -z - (z = (y = 2)) <y-(y = z) < z, a tedy
r— (y—2) < (r-y) — =z

(M5): Je zfejma z (3).

Dokonceni diikazu je zafazeno az do dalsi kapitoly za lemma 2.1.6. U

V kapitole budeme potiebovat tzv. prisekové polosvazové usporadany mo-
noid, dale jen A-monoid. Jedné se o usporadanou strukturu (M, A, -, e), kde (M, A)

je prusekovy polosvaz, (M, -, e) komutativni monoid a pro kazdé z,y, z € M plati

(@AyY)-z=(z-2)A(y- =)



2 BCI a BCK-algebry

V této kapitole popiseme BCI a BCK-algebry. Dokazeme vlastnosti potfebné k po-
chopeni pouzitych konstrukeci. Poznamenejme, Ze jsme v této praci BCI-algebru de-
finovali dudlné k notaci, kterou v roce 1966 zavedl Iséki. Jako konstantu jsme zvolili
1 na rozdil od Isékiho 0 a binarni operaci zna¢ime — na rozdil od *. Na konci této
kapitoly jsou pak popsany dilezité podalgebry BCI-algeber.

V celém néasledujicim textu oznac¢uje B nosi¢ BCI-algebry (resp. BCK-algebry).

2.1 Zakladni vlastnosti BCI-algeber

Méjme algebru (B, —,1) typu (2,0). Necht spliiuje nésledujici identity a kvazi-

identitu:

(B1) =y = (y—=2) =2 (@—=2)=1
(B2) 1 —2=uz,

(B3) r—=y=1 & y—er=1 = zx=uy.

Pak (B, —, 1) nazveme BCI-algebrou.
Vsimnéme si, ze (B1), (B2) a (B3) odpovidaji po fadé (M1), (M2) a (M5) z pted-
chozi kapitoly.

Pozndmka: Pokud je (M, -, —, 1) semi-integralni reziduovany po-monoid, pak kazda
podalgebra (M, —,1) je BCl-algebra. Déle je v této praci ukazéano, ze vSechny BCI-

algebry jsou v tomto tvaru.

Piiklad 2.1.1 Méjme mnozinu B = {1, a,b, ¢, d, e}, na ni zavedme bindrni operaci

— pomoci Cayleyho tabulky.

— 11 a b c d e
111 a b ¢ d e
a |l 1 ¢ d b d
b |1l a1l ¢ d d
c|ld dd 1l ¢ c
d|lc ¢c ¢c d 1 a
elc c cd 11

Pak (B, —, 1) je BCl-algebra. Dtikaz se provede prostym ovéfenim identit (B1), (B2)
a kvazi-indetity (B3).

10



Necht (B, —,1) je BCl-algebra. Definujme na B bindrni relaci <p takto:
r<py & r—y=1

Tvrzeni 2.1.2 (B, <p) je uspofddana mnozina, kde 1 je maximalni prvek.

Dikaz: Necht x,y,z € B. Nejprve dokazme, Ze pro libovolné x € B plati z —
x = 1. Podle (B1) a (B2) plati

l=1-1)—=((1—=2)—>(1—>2)=0—x

Pak pro kazdé x € B plati x <p x. Relace <p je reflexivni. Déle necht z < y a
y<px. Pakx -y =1ay — x = 1. Podle (B3) tedy plati x = y a tim jsme
dokézali antisymetrii relace <p. Zbyva dokazat tranzitivitu. Pfedpokladejme, ze

r<pyay<pztjr—>y=1=y— 2z Potom podle (Bl) a (B2) plati
l=z—=y)—>((y—=2)2(rz—2)=121=(r—=2)=x— =z

Odtud jiz plyne, zZe relace <p je relaci usporadani. Jestlize 1 <p z, pak 1 — x =
1, ale podle (B2) také 1 — x = . Tedy z = 1. O

Poznamka: Relaci <p nazveme BCI usporaddni a dale v textu ji budeme znacit <.
Priklad 2.1.3 Hassetuv diagram BCl-algebry z prikladu vypadé nasledovné:

1 c d

Lemma 2.1.4 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra. Pak pro kazdé z,y,z € B plati
r<y = y—z<zr—z & z—or<z—>y.

Diikaz: Predpokladejme, ze x,y,z € B a x < y. Pak plati x — y = 1.
Potom podle (B1) a (B2) plati

l=(z—y) = (y—2)—(@—2)
=1=((y—2) — (zr—2)
=(y—2) = (z—2).

Odtud jiz plyne, ze y — z < z — 2.

11



Druhd implikace opét vyplyva z (B1) a (B2). Pokud x <y, tj. x — y = 1, pak
l=z—=a2)=((z—=y) = (z—=y)=(z—2)—= (2 —>vy),

tedy z > v < 2z — . 0

Lemma 2.1.5 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra. Pak pro kazdé z,y € B plati
r<(x—vy)—v.
Diikaz: Podle (B1) a (B2) plati
lsz<(z—y —(1—y),

tedy = < (x — y) = v. O

Lemma 2.1.6 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra. Pak pro kazdé z,y, z € B plati
r—(y—2)=y— (r—2)
Diikaz: Podle (B1) plati
r—(y—=2) < (y—=z2) =2 —(x—2).
Pouzitim lemmat 2.1.4l a 2.1.5] dostavame
(y—=2)—2) = (r—=2)<y—(r—2),
tedy
r— (y—z2)<y—(r—2).

Odtud vyménou pozic ¢lent z,y dostavame y — (x — z) <z — (y — 2).

7 antisymetrie relace < pak plyne

y—(r—2)=2— (y— 2).

Disledek 2.1.7 Necht x,y, z € B jsou prvky BCl-algebry (B, —,1). Pak plati
(1) r<y—zxr s y<z-—z,
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(2) r—oy<(z—x)—>(z—>y).

Opakovanym pouzitim lemmatu dostaneme také nasledujici disledek.

Dusledek 2.1.8 Necht x € B a ay,...,a, € B. Pak pidme a; ...a, — z misto
a; — (- = (ap—1 = (a, = x))...). Potom

aj...0np — T = Q4 ...0;, — T,
kde i1, ...,%, je libovolnad permutace 1,2, ..., n. Podle tvrzeni [2.1.4] plati
<y = a1...6, < a1...0, =Y.

Nyni méame dokazano vse potiebné pro dokonceni dikazu tvrzeni 2.3:
Méjme algebru (M, -, —, 1) typu (2,2,0), ktera spliiuje (M1), (M2), (M4) a (M5).
Potom redukt (M, —, 1) je BCI-algebra. Takze relace definovana na M predpisem
r<y<& x— y =1 je usporddani. Jednotka 1 je maximalni prvek (M, <), viz
tvrzeni 2.1.2]

Dokazme, 7e (M,-,1) je komutativni monoid. Nechf x,y,2 € M a piedpo-
kladejme, ze x -y < z. To z definice usporadani na M plati pravé tehdy, kdyz
(x-y) — z = 1. Opakovanym pouzitim identity (M4) a lemmatu m dostavame

(x-y) mz=rx—=>yY—2)=y—=>(r—=>2)=(@y -z)—> =z
Odtud pro kazdé x,y,z € M plyne
ry<z e (rry —z=1< (yz)—>z=1%& y-ax<z,

atedy x-y =1y x pro kazdé x,y € M.

Dokazme asociativitu. Pro x,y, z, w € M predpokladejme, Ze plati (z-y)-z < w.
Pouzitim definice < a identity (M4) dostdvame

(xy) 25w e rx<y>z-w) ©2<(y-2)»w < z-(y-2) <w,
atedy (x-y)-z=z-(y-z) pro kazdé z,y,z € M.

Zbyva ukazat, ze 1 je vzhledem k - neutralnim prvkem. Opét predpokladejme, ze

1-2 <y, tzn.

lre<y & (1-z)»y=1

13



Z (M4) a (M2) dostavame, ze (1-x) — y = x — y. Celkem plati
lz<y & (lz)»y=1 < z—-y=1< z<uy.
Atedy 1-z=ux.
Z (M4) je ziejmé, ze v < y — z & 1z -y < z pro kazdé z,y,z € M.
Dokazali jsme, ze (M, <,-,—,1) je semi-integralni reziduovany po-monoid. Pokud

(M, <,-,— ,1) spliuje identitu (M3), pak je z definice < zfejmé, Ze 1 je nejvétsim
prvkem (M, <), a tedy (M, <,-,—, 1) je integralni. O

Lemma 2.1.9 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra a =,y € B. Pak plati
r—=y=((zr—=y) =y =y
Diikaz: Podle lemmatu [2.1.5] plati
r—=y<((z—=y) =y =y
Naopak pouzitim lemmatu pro z < (x — y) — y dostédvame

r—=y=((z—=y) =y =y

Lemma 2.1.10 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra a =,y € B. Pak plati
(x—y)—=>l=@—=>1)—(y—1).
Diikaz: Opakovanym pouzitim disledku dostaneme

y—((z—=y) = (x—=y)))
)= (z—=(y—y)
1) = (x—1))

O

Lemma 2.1.11 Necht (B, —,1) je BCl-algebra a b € B. Pak jsou nasledujici vyroky

ekvivalentni:
(1) b je maximalni prvek (B, <),

14



(2) b=(b—1)—1,

(3) existuje takové x € B, ze b= x — 1.

Diikaz: (1) = (2): Dle (3) z lemmatu je b < (b — 1) — 1. Protoze b je
maximalni prvek (B, <), platib= (b — 1) — 1.

(2) = (3): Predpokladejme b = (b — 1) — 1. Polozime-li z = b — 1, pak b = = — 1.

(3) = (1): Necht existuji =,y € B takovd, ze b =2 — 1 a b < y. Potom podle
a[2.1.9 plati

=y—(((r—=1)—=1) —=1)
=((z=1)—=>1)—=(@—1)

=((z—>1)— ) — 1
= b=y —
= 1.
Takze y = b. Prvek b je tedy maximalnim prvkem (B, <). O

15



2.2 BCK-algebry

Necht (B, —,1) je BCl-algebra a pro kazdé = € B plati
(B4) z—1=1

Pak algebru (B, —, 1) nazveme BCK-algebrou.
Tedy BCl-algebra je BCK-algebrou, pravé kdyz 1 je nejvétsi prvek uspoiradané
mnoziny (B, <). Rozdil mezi BCI a BCK-algebrami je tedy stejny jako mezi inte-

gralnimi a semi-integralnimi po-monoidy.

Priklad 2.2.1 Mé&jme mnozinu B = {1, a, b, ¢, d}, na ni zavedme binarni operaci —

pomoci Cayleyho tabulky.

— 11 a b c d
111 a b ¢ d
a |l 1 b ¢ d
b |1l a1l ¢ d
c|l a b 1 d
d|1l a b c 1

Pak (B, —, 1) je BCK-algebra s Haaseovym diagramem:

1

Poznamky:

(a) Usporadand mnozina (B, <) nemd zadné speciélni vlastnosti, protoze pokud
(P, <) je libovolnéa uspofddand mnozina s nejvétsim prvkem 1, pak miZeme

pro kazdé z,y € P definovat

1 pokud z <
T —y= p =Y
y jinak,

a dostaneme BCK-algebru (P, —,1). BCK-algebra z je prikladem této

obecné konstrukce.

(b) Kdyz (M, - —, 1) je integralni reziduovany po-monoid, potom kazda podalge-
bra reduktu (M, —,1) je BCK-algebra.

16



Piiklad 2.2.2 Necht (G, V, A, -, 1) je svazové usporadand komutativni grupa (tzv.
l-grupa). Zaporny kuzel je mnozina G- = {x € G | z < 1}. Potom (G~,—,1), kde
r —y=a 'yAl, je BCK-algebra. Jedna se o tzv. kuZelovou algebru. Vice o téchto

algebréach se ¢tenaf mize doéist v clanku [2].
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2.3 Grupova a integralni ¢ast BCI-algebry

Zaméfme se na vyznamné podalgebry BCI-algeber, které budeme pottebovat pro
konstrukce v nasledujici kapitole.

Predpokladejme, ze (B, —, 1) je BCl-algebra. Uvazujme mnozinu
Ig={xeB|x<1}.

Tuto mnoZinu nazyvame integralni ¢dsti algebry (B, —,1).

Tvrzeni 2.3.1 (Ip, —, 1) je BCK-algebra. Jedna se o nejvétsi podalgebru (B, —, 1),
ktera je BCK-algebrou.

Diikaz: To, ze Ip je podalgebrou (B,—, 1) plyne z trvzeni [2.1.10; kdyz z,y €
I, potom

(x—=y)—=l=@—->1)>(y—>1)=1->1=1.

Z definice mnoziny Iy je evidentni, ze (I, —, 1) je BCK-algebra. Zbyva dokazat, ze
je nejvétsi. Proto predpokladejme, Ze je (A, —, 1) BCK-algebra, ktera je podalgebrou
(B,—,1). Pak ale pro kazdé = € A plati z — 1 =1, takze A C Ip. O

Nésleduji tvrzeni ukazuje, ze kazdou komutativni grupu lze chapat jako BCI-

algebru.

Tvrzeni 2.3.2 Mé&me komutativni grupu (G, -, 1). Polozime-li ¢ — h = g~ 'h, pak
je (G, —, 1) BCl-algebra, kde (G, <) je antifetézec.

Diikaz: Ovéfime, ze struktura (G,—, 1) je BCl-algebra, tzn. jsou splnény (B1),
(B2), (B3). (B1) plati pro vSechna x,y, z € G, protoze

(z—=y) = (y—=2) = (r—2)=oy lyz o7tz =1

(B2) je trivialni. Pokra¢ujme s (B3). Jestlize z — y = 1, pak 27 'y = 1 a odtud
jiz y = x. (G,—,1) je tedy skutecné BCl-algebra. Zbyva dokézat, ze (G,<) je
antiretézec. V BCI-algebfe jsme relaci < zavedli pomoci operace — nasledovné: pro
kazdé x,y € G plati x < y prave tehdy, kdyz © — y = 1. Jestlize vsak v — y =
1, pak z~'y = 1, ale to nastane pravé tehdy, kdyz y = z. Odtud je vidét, ze (G, <)

je antiretézec. O
Tvrzeni 2.3.3 Pro kazdou BCl-algebru (B, —,1) je
Gp={r— 1|z € B}
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mnozinou maximalnich prvkd usporddané mnoziny (B, <). Pro kazdé x € B je prvek
g = (x — 1) = 1 jediny z mnoziny G takovy, ze © < g. Tedy z € G & x =
(x —1) = 1

Diikaz: Prvni a posledni ¢ast tvrzeni dostavame hned z tvrzeni[2.1.11] Dokézeme
platnost druhé ¢asti. Necht g = (x — 1) — 1. Pak podle 2.1.5 plati < g. Pfed-
pokladejme, ze h € Gp je takové, ze v < h. Pak alex — 1 > h — 1 € Gg. Odtud
plyne:z - 1=h—latedyg=(r—1)—=1=(h—1)—>1=h. O

Mnozinu G g nazyvame grupovou casti BCI-algebry (B, —, 1).

Tvrzeni 2.3.4 Pro kazdou BCl-algebru (B, —, 1) je (Gp, —, 1) podalgebrou. Pokud
definujeme g - h = (9 — 1) — h, pak (Gp, -, 1) je komutativni grupa.

Diikaz: Platnost tvrzeni, ze Gp je podalgebrou B plyne z trvzeni [2.1.10, Pfed-
pokladejme z — 1,y — 1 € Gpg. Pak

(x—=1)—=>Wy—=1)=@—>y) —-1ecCGpg.

Nyni dokézeme, Ze (G, -, 1) je komutativni grupa. To, Ze 1 je vzhledem k - neutralni
prvek, je trividlni. Pro kazdé g € G g musi existovat prvek ozn. ¢! € G takovy, Ze

g-g~' =1. Vezmeme-li g7! = g — 1, je zfejmé, ze ¢g~! € Gp a zaroven plati
g9 =(g—=1)—=>(g—=1)=1
Necht g, h € Gp. Pak

g-h=@—=1)—=h=@—->1)—>({(h—=1)=1)=h—->1)—>(¢g—1)—1)=
=(h—=>1)—>g=h-g.

Déle predpokladejme, ze také j € G, potom

(g-h)-j=(lg=D=2h)=>1)=2j=(¢g—=>1)=>h)=>1)=((—=>1)—=>1)=
(9= =h)=2>D)=>1)=0=>1)=(9—=>1)—=h)=
(=D —=h)=g-(G-h)=g-(h-])

0

Tvrzeni 2.3.5 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra. Pak x € I pravé tehdy, kdyz = =
(x—=1)—=1)— =
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Diikaz: Predpokladejme, ze © = ((x — 1) — 1) — x. Pak plati

l=z—=((z—=1)=1)22)=(r—>1)=1) = (r—2x)=

=((z—=1)—=1)—=1l=z—1.
Zx—1=1plynex <1 atedy x € Ig. Z druhé strany necht x € Iz. Pak plati
(z=1)=1)nz=1—=1)—s2x=1—>z=nur

O

Priklad 2.3.6 Ukazme grupovou a integralni ¢ast BCl-algebry z prikladu [2.1.1]

Ptipomenme, ze — byla definovana tabulkou

— 11 a b c d e
111 a b ¢ d e
a |l 1 ¢ d b d
bl a1l ¢ d d
cld d d 1 ¢ ¢
d|lc ¢c c d 1l a
elc c c d 1
Z tvrzeni plyne
I: I1=-1)—=1=1—-1=1,
a: (a—1)—=1=1—-1=1,
b: b—1)—=1=1—-1=1,
c: (c=1)=1l=d—1=c¢,
d: (d—=1)—=1l=c—1=d,
e: (e—=1)—=1=c—1=d,

a tedy ze G = {1,¢,d}. Z trvzeni pak za pouziti predchazejicich vysledku
plati

1: 1=1=1,
a: 1—a=a,

b: 1—=0b=0,
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c: c—c=1,

d—d=1,

S8

e: d—e=a,

dostdvame Ip = {1,a,b}. Fakt, ze ({1,a,b},—,1) je nejvétsi BCK-algebra, ktera
je podalgebrou BClI-algebry z piikladu [2.1.1] 1ze snadno vidét vidét i z diagramu
prikladu [2.1.3]

Pozndmka: Pro libovolnou BCK-algebru (A, —, 1) a komutativni grupu (G, -, 1) exis-
tuje BClI-algebra (B, —, 1) takova, Ze jeji integralni ¢ést je izomorfni s (A, —,1) a
grupova ¢ast je izomorfni (jako grupa) s (G, -, 1). Staci vzit direktni souc¢in (A, —, 1)
a BCl-algebry (G,—, 1) z tvrzeni BClI-algebry rozlozitelné jako direktni sou-
¢in BCK-algebry a komutativni grupy byly popsany v ¢lanku . Jsou to prave
ty BCl-algebry, ve kterych je ndsobeni definované pfedpisem z -y = (x — 1) — y
asociativni. Vime, Ze takto definované nasobeni je asociativni na mnoziné GGg, na B

ale obecné asociativni neni.
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3 Vnoreni BCI a BCK-algebry do reziduovaného

po-monoidu

V této kapitole popiseme vnoreni BCI a BCK-algebry do reziduovaného po-monoidu.
Hlavni myslenkou spojujici nasledujici konstrukce je prifazeni jistého po-monoidu
BCI/BCK-algebte. Dand BCI/BCK-algebra se pak vnoii do reduktu reziduovaného
po-monoidu (resp. reziduovaného svazu) jistych filtri tohoto po-monoidu.

Konstrukce v podkapitole je dilem J. G. Rafteryho a C. J. van Altena.
Byla publikovana roku 2000 v ¢lanku , kde je provedena dudalné. BCl-algebra je
zde definovana jako algebraicka struktura (B, *,0) typu (2,0), kde 0 je minimalnim
prvkem uspofadané mnoziny (B, <). Zobecnéni této konstrukce pro nekomutativni
BCl-algebry tzv. pseudo-BCI-algebry, mtze ¢tenar nalézt v ¢lanku [4].

V kapitole [3.3] je zkonstruovano vnoreni BCK-algebry do integralniho reziduo-
vaného svazu, které publikovali v ¢lanku z roku 1985 ﬂgﬂ Y. Komori a H. Ono. Toto
vnoreni zachovava existujici svazova spojeni. Na zakladé ideji pouzitych v téchto
konstrukcich bylo v kapitole zkonstruovano zobecnéni téchto vnoreni, jak je uka-
zéno v kapitole [4

Pokud je v této a nasledujici kapitole m, n, r, s pouzito v dolnim indexu néjakého

prvku, jedna se o prirozené cislo.

3.1 Spolec¢na cast konstrukci

Po-monoid popsany v této kapitole je vyuzivan v konstrukcich 1 a 3. Monoid po-
tfebny pro konstrukci 2 je popsan v tivodu kapitoly 3.3.

Necht (M, <,*,e) je po-monoid a Gy C M. Predpokladejme, ze (Gyy,-,€e) je
grupa, kde pro g,h € G, plati g - h < g % h. Dale predpokladejme, ze pro kazdé
m € M existuje pravé jedno g € Gy takové, ze g < m. Je ziejmé, ze (G, <) je
antifetézec a Gy je pravé mnozina minimalnich prvkia (M, <). NevyluCujeme, Ze e
je nejmensim prvkem (M, <), v tom piipadé Gy = {e}.

Oznacme §); mnozinu vsech ﬁltrﬁE] X usporadané mnoziny (M, <) takovych, ze
X Clg) ={r € M |g<x} pronékteré g € Gy. Pro X,Y € Fy definujme

XoY={meM|m>xxy, kdexz e X,y €Y}
X—=>Y={meM|moXCY}

Tvrzeni 3.1 Necht (M, <, %, e) je po-monoid spliiujici vysSe uvedené predpoklady.

Pak struktura (§u, C,®, —,[e)) je semi-integralni reziduovany po-monoid. Pokud

IFiltrem v uspotadané mnoziné (P, <) se zde rozumi podmnozina X C P takovd, Ze [r) C X
pro vSechna x € X.
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e je nejmensi prvek uspofadané mnoziny (M, <), potom je (Far, S, ®, —, [e)) inte-

gralni reziduovany po-monoid.

Diikaz: Nejdiive dokazme, ze ® je asociativni operace na § ;. Pfedpokladejme, ze
X, Y € FuaX Clg),Y C|[h), pro néjakd g,h € Gp. Je evidentni, ze X @Y je
filtr v (M, <). Pak pro x € X, y € Y plati

rxy>gxh>g-heGy.

Odtud jiz plyne, 7e X © Y € §u, protoze X © Y C [g - h). Nyni ukazme, Ze
XoYoZ)=(XoY)oZproX,Y,Z e Fy. Plati

XoYoZ)=Xo{meM|m>yx*xz kdeyeY,z€ Z} =
={neM|n>zxm,kdexce X meY o2} =
={neM|n>zxyx*xz kdexe X,yeY,z€ Z}.

7 druhé strany:

(XoY)oZ={meM|m>zxy, kdexe X,yeY} o Z =
={neM|n>mx*z kdeme XOY,z€ Z} =
={neM|n>z*xyx*xz kdexe X,yeY,ze€ Z}.

Dale dokazme, Ze pokud X,Y € §y jsou filtry v §u, pak i X — YV je filtr
v §u- Opét predpokladejme, ze X C [g),Y C [h), pro n&jaka g, h € G ;. Vezméme
m € X — Y takové, ze m > f € G);. Pak podle definice [m) ® X C Y. Odtud
plyne, ze pro kazdé x € X plati mx > h. Zaroven plati m*x > f*g > f-g. Podle
predpokladii je vSsak pod prvkem m*x praveé jeden minimalni prvek. To znamena, ze
plati f-g=haodtudm > f =h-g ' € Gy. Vidime, 7e X - Y C[h-g7!) a
X = Y € §. Jesté dokazme, Ze se jednd o filtr. Necht a € X — Y a a < b pro
néjakd a,b € M. Pak b)) © X Cla) © X C Y, odtud ale b € X — Y a jedna se tedy
o filtr.

Necht X € §y. Pak X ©le)={me M |m>zx*xe, kdex € X} ={me M |
m > x, kde x € X} = X. Komutativita operace ® plyne z komutativity * a neni
proto tfeba ovéfovat druhou stranu. Dokazali jsme, Ze [e) je jednotkou vzhledem k
O.

Dokazme, Ze [e) je maximalni prvek (§, C). Predpokladejme, ze [¢) C X. Vime,
ze X C [g) pro jediné g € Gp. Pak ale [e) = [g).

K dokonceni diikazu zbyva ukazat, ze pro kazdé XY, Z € §, plati

Xo0YCZ & XCY =2
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Necht X CY — Z. Vezméme m € X @Y. Pak m >z *xy, kdex € X ay €Y.
Je ziejmé, ze m € [¢) ©® Y. Z predpokladu plyne [z) CY — Z. Pak [z) oY C Z
am € Z. To znamend, 7e X ®Y C Z. Opacné necht X ©Y C Z. Pak pro kazdé
re Xplati [2) OY C Z, tj. x € Y — Z. Odtud jiz plyne X C Y — Z. O

Vyse uvedeny po-monoid je dostacujici pro tucely konstrukce 1. V konstrukci
3 vSak musime postupovat obecnéji. Opét predpokladejme, ze (M, <,*,e) je po-
monoid, a Gy C M. Dale necht (G, -, e) je grupa, kde pro g, h € G plati g- h <
g * h. A nyni, na rozdil od predchoziho, predpokladejme, ze kazdy prvek m € M
je nad nejvyse jednim prvkem g € Gjp. Pak musime z (M, < %, e) vybrat jisty
podmonoid ozn. (M’ <, %, e).

Polozme
M ={xeM]|g<uzpro nékterégEGM}:U{[g) | g € Gu}.

Lze snadno nahlédnout, ze (M’, <, , e) je podmonoid (M, <, *,¢e). Mé&jme z,y € M
ag,h € Gy takovd, ze g < xah <y . Pakg-h<gxh<xx*xy, atedy x*xy €
M’'. 7 predchoziho je také ziejmé, ze GGy je mnozina minimalnich prvka (M’ <).
Podobné jako v predeslém pripadé oznacme §y; mnozinu vSech filtrt X uspotradané
mnoziny (M', <) takovych, ze X C [g), pro nékteré g € Gy Pro XY € Fur

definujme

XoY={meM |m>zx*xy, kdex € X,y €Y}
X=>Y={meM|moXICY}

Tvrzeni 3.2 Necht (M’, <, %, e) je po-monoid spliiujici vyse uvedené predpoklady.
Pak struktura (Fr, C,®, —,[e)) je semi-integralni reziduovany po-monoid, kde [e)

je maximalni prvek (§y, C).

Dikaz tohoto tvrzeni je z totozny s dikazem tvrzeni [3.1]
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3.2 Konstrukce 1

Necht (B,—, 1) je BCI-algebra. Ozna¢me Wp mnozinu vSech nenulovych slov a =

aiasas . . .a, nad B, n € N. Pro kazdé o € Wpg definujme

a—xr=a — (a— (... > (a, = x)...)) pro libovolné = € B,

Ja)={rxeB|a—xz=1}

Pozndmka: Pokud je (B, —, 1) redukt semi-integralniho reziduovaného po-monoidu

(B,-,—,1), potom pro a = ajasas. . .a, je

a—r=a; = (a—> (... > (a, —>x)...)=(a1-az-... a,) = x,
Tedy slovo « reprezentuje soucin aj - as - ... - a, a J(a) tak vlastné reprezentuje
mnozinu prvkd nad a; - as - ... - a,.

Ozna¢me J(B) mnozinu vSech takovych J(«). Definujme bindrni operaci * na
J(B) takto:

J(a) % J(8) = J(aB).

Nez ukazeme, 7e (J(B), C, *,{1}) je po-monoid, ovéiime, Ze plati nasledujici lemma:
Lemma 3.2.1 Necht o, € Wg a J(«),J(8) € J(B) jsou definovany vyse. Pak
plati

Ja)C J(B) & prokazdé zr € B: a — < [ — x.

Diikaz: Necht J(a) C J(f). Protoze o — ((« —» x) - z) = (@ =» z) = (o —
) =1,tj. (&« > ) = x € J(«) pro kazdé x € B, je (¢ = z) — x € J(f), a tedy
== ((a—z)=s2)=(a—2x)— (fox)tja—sz< -z

Z druhé strany necht o — = < f — z pro kazdé z € B. Pokud z € J(«), pak
l=a—zx<f—ux tedy x € J(0). O

Pozndamka: Vsimnéme si, ze z definice J(«) plyne J(a) = [a) pro kazdé a € B a
specidlné pro kazdé g € Gp (mnozina Gp byla popséna v kapitole 2.3, jedné se
o grupovou ¢ast BCl-algebry) plati J(g) = {g}. Navic je zfejmé, ze J(«) je filtr
v uspofadané mnoziné (B, <), a proto a € J(a) < J(a) = [a) C J(«).

Lemma 3.2.2 Zobrazeni o : B — J(B) takové, ze p(a) = J(a) je antitonni injekce.
Dtikaz lemmatu je ziejmy z predchazejici poznamky.
Tvrzeni 3.2.3 Kazdé J(«) obsahuje pravé jedno g € Gp, a sice g = (o — 1) — 1.
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Diikaz: Oznatme g = (¢ - 1) - 1. Paka - g=a = (a = 1) = 1) =
(= 1) = (a = 1) =1,tj. g € J(a). Je zfejmé, ze g € Gp. Predpokladejme, zZe
h € J(«). To znamen4, ze plati « - h=1.Pakl=a — (h = 1) = 1) = (h —
1) = (a«—1)aodtud h -+ 1=« — 1, protoze h — 1, — 1 € Gy jsou maximalni
prvky B. Pak platih=(h - 1) > 1=(a—1) > 1=g. O

Tvrzeni 3.2.4 Necht (B, —, 1) je BCl-algebra. Pak (J(B), C, *,{1}) je po-monoid.
Minimalnimi prvky (J(B), C) jsou pravé J(g) = {g} pro g € Gp.

Diikaz: Dle definice operace * plati J(«) * J(3) = J(afB). Pro kazdé = € B plati
l=af—or=a—-F—2x)=0F—(0d—2x)=pa—uzx,

aproto J(af) ={xr € B|af -z =1} = {x € B | fa — x = 1} = J(fa).
Asociativita * je zfejma. Jedna se tedy o komutativni pologrupu. Dokazme, ze J(B)
je monoid s jednotkou J(1) = {1}, tzn. pro kazdé J(«) € J(B) musi platit J(«) *
J(1) = J(a). Dle definice plati J(a) x J(1) = J(al) = {x € B | al —» x = 1}.

Protoze
l=al—=sz=a—-(1—>2z)=a—rz,

méame J(al)={x € Blal vz =1} ={z € B|a—x =1} = J(«a). J(B) tedy
komutativni monoid.

Protoze C je mnozinové inkluze, je (J(B), C) uspofddand mnozina. DokaZme, Ze
inkluze je s % kompatibilni. Chceme dokazat, ze pokud J(a) C J(f3), pak

J(ay) = J(a) x J(v) € J(B) * J(v) = J(B).

To plati, protoze kdyz ay - x = a — (y = x) = 1, pak v = = € J(a) C J(B), a
tedy py >z =0— (y > x)=1.

Mnozina G g je dle definice mnozinou maximélnich prvka BCI-algebry (B, —, 1).
Je evidentni, Ze pro kazdé g € Gg je J(g) = {g} minimalni prvek (J(B), C). Podle
tvrzeni [3.2.3] pro kazdé o € Wp existuje g € Gp takové, ze J(g) C J(a), takze
minimélni prvky (J(B), C) jsou pravé J(g) = {g} pro g € Gp. O

Tvrzeni 3.2.5 Pro kazdé a,8 € Wg a g,h € Gp takové, 7e g € J(a) a h €
J(B), plati g-h € J(a) * J(B), kde g - h = (g — 1) — h pocitame v grupé (G, -, 1).
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Dikaz: Jestlize g € J(a) a h € J(B), pak

a—=(B=(g-h)=a=(B—=((g—=1)—=h)
=a—=((g—=1) = (—h)
=a—=((g—=1)—=1)
=a—g
=1.

O

(GB, -, 1) je komutativni grupa, odtud je zfejmé, Ze (G y(p), -, {1}), kde G By =
{9} | ¢ € G} a {g} - {h} = {g- h}, je také komutativni grupa. Vezmeme-li
déle po-monoid (J(B), C, *,{1}), pak z pfedchézejiciho tvrzeni vyplyva {g} - {h} C
{g} * {h}. Pak ale po-monoid (J(B),C,x*,{1}) spliiuje pfedpoklady tvrzeni a
odtud plyne, Ze (F ), S, ©®, —, [{1})) je semi-integralni reziduovany po-monoid.
Lemma 3.2.6 Zobrazeni ¢ : J(B) — ;) definované pro a € Wp predpisem
Y(J () = [J(«)) je antitonni injekce.

Dikaz lemmatu je stejné jako v pripadé [3.2.2] zfejmy. Jednd se o prirozené
vnoreni, kdy kazdému prvku prifadime jeho hlavni filtr.

Véta 3.2.7 Pro libovolnou BClI-algebru (5B, —, 1) je zobrazeni ¢ : B — §(p) defi-

nované pro kazdé x € B predpisem
p(x) ={J(a) € J(B) | x € J(a)}

vnofenim do BCl-algebry (§ sy, =, [{1})).

Diikaz: 7 lemmat a je zifejmé, Ze ¢ = p o1 je injekce.
Dokazme, zZe pro kazdé x,y € B plati p(z — y) = p(x) = ¢(y). Necht J(a) €
o(x —y) a J(B) € p(x). Pak pouzitim lemmatu dostévame

l=8=a<B=(z—=y) =y ==y —B—=>y).

A tedy r — y < B — y. Stejné tak z prvniho predpokladu az xz — y < 8 — y

dostavame
l=a—=(z—=y <a—=(—-y =af =y

Tedy aff — y = 1. To znamena, ze y € J(af) = J(a) x J(B). Odtud z definice ¢
dostavame J(«)xJ(B) € ¢(y). Pak ale [J(a)) ® p(z) C ¢(y) a proto J(a) € ¢(z) —
P (y)-
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Obracené necht J(a) € p(x) — ¢(y). Pak [J(a)) © ¢(z) C ¢(y). Z definice ¢ je
ziejmé, ze J(z) € ¢(z). Déle vime, ze J(ax) = J(a)* J(x) € [J(a)) ® ¢(z) C o(y).
Odtud y € J(ax) a plati tedy

l=ar—sy=a— (x—vy).
Pak ale v — y € J(«) a tedy J(a) € p(z — y). O

Poznamka: Necht je (B,—,1) BCK-algebrou. Pak Gp = {1} a reziduovany po-
monoid (§(p), C,®, —,[{1})) ziskany touto konstrukei je integralni.
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3.3 Konstrukce 2

Pro ticely této konstrukce budeme predpokladat, ze struktura (L, A, *, €) je A-monoid.
Tedy algebra takova, ze (L, A\) je A-polosvaz, (L, *,€) je komutativni monoid a plati
identita (x Ay) *z = (z* 2) A (y * 2). Je-li prvek e nejmensim prvkem L, nazyvame
L dudlné integralni.

Necht (L, A, *, €) je tedy dualné integralni A-monoid. Ozna¢me § 7, mnozinu vsech

filtrt X A-polosvazu (L, A) a necht () € Fr. To znamend, ze pro X € § plati
(i) x Ay € X pro kazdé z,y € X,
(ii) pokud z € X az <y, pak y € X.

Pro kazdé X,Y € § definujme

XVvY={a€eL|a>xAypronéaké z,y € X UY},
XoY={a€eL|a>xzxyprondakéx € X ay Y},
X—=>Y={acLl|la)oX CY}.

Tvrzeni 3.3.1 Struktura (§z,V,N, ®,—,0, L), kde N je mnozinovy prinik, je tplny

integralni reziduovany svaz.

Diikaz: Je ziejmé, ze (Fr,V,N, D, L) je Gplny svaz, kde V je spojeni a N prisek.
Necht X,Y € §r aa,b € X @Y. Pak plati a > z1 xy; a b > x5 % yo pro néjaka
1,22 € X ayy,ys € Y. Odtud aAb > (21 xy1) A (xaxy2) > (21 Aza) * (y1 Ayz), kde
1N € X ayy ANy €Y,z ¢ehoz plyne aAb € X ©Y. Ovéfeni druhé podminky je
snadné. Predpokladejme, ze a € X ©Y,b € L ab > a. Z definice X ©Y je zfejmé, ze
pakibe X ©Y. Dokazali jsme, ze X ©Y € §r.

Nyni dokazme, ze X — Y € §1. Necht a,b € X — Y. Pokud ¢ € [aAb)® X, pak
c>(aNb)xx=(a*xx)A(bxz) pro néjaké x € X. Jelikoz axz € [a) ©X CY a
bxx €b)©X CY,plati (axx)A(b*xx) €Y, atedy c € Y. To ale znamena, Ze
[anb)©X CY,atedy aANbe X — Y, takZze podminka (i) je splnéna. Déle pokud
a <b, pak [b) ® X C [a) ® X, takzZe i druhd podminka je splnéna.

Necht a € X ® L. Pak a > xxbproxz € X abe€ L. Vime, ze e € L je nejmensi
prvek L. Plati proto a > xxb > xxe = x, odkud a € X, atedy X © L C X. Z druhé
strany obdobné. L je jednotkovy prvek a (§, ®, L) je monoid.

Dtikaz asociativity operace ©, stejné jako ditkaz platnosti ekvivalence
XoYCZ & XCY — 7,

lze nalézt v diikaze tvrzeni[3.11 0

29



Necht (B,—,1) je BCK-algebra. Stejné jako v predchozi konstrukci ozna¢me

Wpg mnozinu vsech nenulovych slov o = ajasas...a, nad B, n € N. A pro kazdé

acWparzeBpiSmea—z=a — (aa— (- — (am > x)...)).

Ozna¢me () mnozinu vSech koneénych neprazdnych mnozin {ay, ..., a,} € Wpg.

Na () definujme relaci ~ takto

{ag,...;an} ~{b1,..., 0.} & prokazdé w € Wg a pro kazdé = € B :

(wai%leprokaidéigm <:>w6j—>x:1prokaidéj§n>.

Je zfejmé, Ze takto definovana relace je ekvivalence na (). Polozme P = @)/ a t¥idu

ekvivalence obsahujici mnozinu {ay, ..., a,,} znaéme (4, ..., a,). Na P definujme

bindrni operace M (prisek) a * (nésobeni) nasledovné:

<a17~--7am>|_|<61;---a6n> = <a17'--aama61a"'76n>7
(a1, .. aum) * (1, ..., Bn) = {aifBj | 1 <m, j<n}).

Je zfejmé, ze operace M je definovana korektné a ze (P,MM) je polosvaz.
Tvrzeni 3.3.2 Operace * na P definovana vyse, je definovana korektné.

Diikaz: Predpokladejme, ze (a1, ..., ) = (Y1, -, V) @ (B1, ..., Bn) =
= (01,...,0s). Pro kazdé w € W a x € B je ekvivalentni:

o w—(a; = (B =) =w— (B = x)=1proi <m,j <n,
o wy, = (B > x)=w—(y— (B >x)=1proj <nk<r,
o w— (wh = x)=wy — (6 > x)=1prok <rl<s.

Takze (5 | i <m,j <n) = (o | k<rl<s).

O

Tvrzeni 3.3.3 Pro kazdou BCK-algebru (B, —, 1) je struktura (P, 1, %, (1)) dudlné

integralni A-monoid.

Diikaz: Z definice M je zfejmé, Ze (P, M) je polosvaz s nejmensim prvkem (1), pro-

toze pro kazdé (ay, ..., a,,) € P plati

(o, oy ) ML) = (g, ...y ag, 1) = (1).

Opravdu, jestlize w — (1 — ) = w — = = 1 pro nékteré w € Wy a x € B, pak

w — (o — ) = 1 pro kazdé o € Wpg, protoze w — (o — x) > w — z. Operace *

je asociativni a pro kazdé (o, ..., a,) € P plati
(a1, .oy am) * (1) = (ol | i <m) = (a,...,am),
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protoze w — (1l — z) = w — (o - (1 = 7)) = w — (o — x) pro kazdé
weWpazxe B.

Vsimnéme si, ze pro kazdé «;, ; € Wg plati a;8; — © = a; — (8; — ) =
B = (a; = z) = fja; — x. Odtud

w— (f; > x)=1prokazdéiaj & w— (B0, — x) =1 pro kazdé i a j.

Operace * je tedy komutativni a (1) * (aq,...,a,,) neni tfeba ovérovat. Dokéazali
jsme, ze (P, %, (1)) je komutativni monoid. Zbyva dokazat, ze * je distributivni pies
M. Pro kazdé (aq,...,am), (B1,...,6n), (M,-.-,7) € P plati

(e, am) T (Brs ey Ba)) * (11, %r) =
= ({1, vy Uy B1y ooy B)) * (Y1 ooy )
= ({aim [i <mk <r}U{Bm | j <n.k<r})
= ({aq, ooy am) * (Y1, o)) (B, -y Ba) % (Y1 o, V)

Pozndmka: Indukované usporadani C polosvazu (P, M) je ddno nésledovné:

(o, ..yam) CE(B1,...,0,) < prokazdé we Wgaze B:

(w—>(ai—>x):1prokaidéi§m :>w—>(ﬂj—>x):1pr0ka2déj§n>.

Necht (B, — 1) je BCK-algebra a (P, 1, *, (1)) dudlné integralni A-monoid z tvr-
zeni Pak struktura (§p, V,N, ®, —, 0, P) je uplny integralni reziduovany svaz.

Poznamka: Podobné jako v podkapitole 3.2 je evidentni, Ze zobrazeni o : B — P
takové, Ze pro x € B plati ¢ :  — (x), je antitonni injekce. Stejné tak zobrazeni

Y P — §p takové, ze pro (aq, ..., Q) € Pplatie @ (aq, ... am) = [(Q1,. .., ).

Pro kazdé x € B polozme
o(x) ={{a1,...,an) € P|la; — x =1 pro kazdé i < m}. (5)

Tvrzeni 3.3.4 Necht (B, —, 1) je BCK-algebra. Pak prox € Ba ay,...,a, € Wg
plati: (x) C (aq,...,am) < o — x = 1, pro kazdé i < m.

Diikaz: Necht (x) C (ay, ..., an). Pak dle definice relace C plati, ze 1 — (z —
x) = 1 implikuje 1 — (o; > ) =1, a tedy oy, — = = 1.

Z druhé strany: (zx - y) = (0 > y) =, = ((x > y) 2 y) >, > x=1,a
tedy r -y < a; = y. Odtud w — (z — y) < w — (; — y) pro kazdé w € Wg a

y € B, coz dle definice znamend, ze (z) C {(aq, ..., ). O
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Poznamka: Pro x € B tedy plati p(z) = [(x)).

Véta 3.3.5 Zobrazeni ¢ : B — §p definované (5 je vnoreni BCK-algebry (B, —, 1)
do BCK-algebry (§p, —, P) zachovavajici existujici spojeni, tzn. pokud existuje zVy
v (B, <), pak ¢(z Vy) = o(x) V ¢(y).

Diikaz: Je ztejmé, ze ¢ = p o, kde p a 9 jsou popsany v poznamce pied
tvrzenim To jsou ale injekce, a proto je ¢ injekce. Déle plati ¢(1) = P,
protoze « — 1 =1 pro kazdé a € Wp.

Nyni dokazme, Ze zachovava —. Necht (o, ..., an) € o(x = y)a (B, ..., 5,) €
¢(x). Z druhého predpokladu, za pouziti definice ¢ a tvrzeni , dostavame 3; —
x = 1. Pouzitim lemmatu m dostavame 1 = 8, - = < ; = ((x — y) —
y) = (r = y) = (B = y), atedy x - y < B; — y pro kazdé j < n. Pouzitim
stejného postupu na predpoklad (a,...,a,) € p(z — y) dostdvame 1 = «o; —
(x —=y) <a; = (B; = y) = af; = y pro kazdé i < m a j < n. To ale znamena, ze
(W) C o,y am) % By Ba)y tj {1, ooy ) % (B1, - .., Bn) € @(y). Odtud plyne
(a1, am)) © p(x) C p(y), a tedy (ou, ..., am) € p(z) = ©(y).

Naopak necht (o, ..., an) € p(x) = ©(y) a tedy [(aq,...,am)) @ e(x) C p(y).
Protoze (x) € ¢(z), mame (aq,...,qy,) * (x) = (z,...,anr) € p(y), a tedy
(y) C (aqz, ..., apz). Odtud pro kazdé i < m plati 1 = aquz — y = o — (v — y).
To znamena, ze (x — y) T (o1, ..., 0m), tedy (aq,...,an) € (@ — y). Dokazali
jsme, Ze pro kazdé z,y € B plati p(z — y) = p(z) — ¢(y).

Nyni dokazme druhou ¢ast tvrzeni. Necht v (B, <) existuje = V y. Plati (z,y) =
(x Vy), protoze pro kazdé w € Wpaze Bplath w — (z = 2)=1=w — (y —
2) & zyy<w—z & zVy<w—2z & w— ((xVy) — z) = 1. Proto
eV y) = [V ) = [ 9) = () 1 () = (@) V [(0) = e@) Vely). O
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3.4 Konstrukce 3

Cést z avah a tvrzeni je totozna s tivahami z piedchozich kapitol. Proto je zde
nékteré uvedeme pouze pro pripomenuti a bez dikazu.

Necht (M, <, x, e) je semi-integralni reziduovany po-monoid, ktery spliiuje pod-
minky na strané 22, tj. predpokladame, ze Gy € M a (Gyy,-, 1) je komutativni
grupa takova, ze g - h < g * h pro g,h € G);. Déle pfedpokladejme, ze pro kazdé

x € M existuje nejvyse jeden prvek g € G takovy, ze g < x. Polozme-li
M'={xz € M| g <z pro nékteré g € Gy},

je G mnozina minimalnich prvkt v po-monoidu (M’, <%, e). Déale predpokla-

dejme, ze (M, <) je A-polosvaz, kde pro kazdé z,y,z € M plati
(xAy)xz=(xxz2)A (yx*2).

Pokud méa G, alesporni dva prvky, pak (M’, <) neni A-polosvaz, ale kazdy hlavni
filtr [g), kde g € Gy, je A-polosvaz. VSimnéme si, Ze (zAy)*z = (x+2) A(y*z) plati
iv M’ za predpokladu, ze x Ay € M'. Skutecné, kdyz x,y,z € M ax Ay € M’', pak
x,y > g az > hpronékteré g,h € Gy. Odtud ale x x z,yx 2 > gxh > g - h, takze
(xx2) A (y*z) € M'. Viimnéme si, ze kdyZz x,y € X C [g), pak x Ay € M. T je
tedy vlastné mnozinou filtri v A-polosvazech [g) pro g € G-

Pro X,Y € §y definujme

XoY={aeM |a>z*yprondaké zr € X aye Y},
XoY={aeM|a)®XCY}

A pro X, Y € F takové, ze XY C [g) pro néjaké g € G definujme
XV, Y ={a€e M |a>xAypronékterd z,y € X UY'}.

Opét Ay € M’, protoze x,y € [g). Je zfejmé, ze X V,Y C [g) atedy X V,Y € Fpr.

Tvrzeni 3.4.1 (Fy, C,®, —, [e)) je semi-integralni reziduovany po-monoid. Navic
pokud XY € Fup jsou filtry takové, 7ze XY C [g) pro néjaké g € Gy, pak je
X V, Y spojenim filtra X, Y v (§ur, ©).

Diikaz: Necht X, Y € §pp. Je ziejmé, ze X UY C X Vv, Y. Jestlize XUY C Z
pro nékteré Z € §y, potom Z C [g). Takze pokud a > = Ay pro nékterd x,y €
YUY CZ. Potomx Ay € Z,aprotoa € Z,tj. X N\, Y C Z.

Necht X C [g) a Y C [h) pro n&jakd g,h € Gy;. Dokazme, 7e X @Y € Fyp.
Vime, ze X @Y C [g-h). Necht a,b € X OV, tj. a > z1xy; a b > x9* 4o
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pro néjakd x1,x9 € X a y1,y2 € Y. Potom 1 Ay € X, y1 Ays € Y. Plati
(x1Az2) % (Y1 Ay2) = (z1xy1) A (1 %Yy2) Aok yr ) A(z2xy2) < (T1xy1)A(z2xy2) < aAb.
A protoze x; xy; > g* h > g - h, je vySe uvedeny vypocet korektni. Plati tedy
aNbe XQOY.

Nyni ukazme, 7e X — Y € . Vime, Ze X — Yjefiltraze X — Y C [h-g7}).
Necht a,b € X — Y, tj. [a) © X C Y a[b) ©X C Y. Potfebujeme ovéfit, ze
[anb)®X CY. Necht c € [aAb) ® X, tj. ¢ > (a Ab) *xx pro néjaké z € X. Plati
c>(aNb)xx = (axx) A (bxx). Z predpokladi viak vime, Ze axx € [a) © X C Y
abxreb)®X CYatedyceV.

Zbyvajici ¢ast diikazu je totoznd s diikazem tvrzeni 3.1} O

Necht (B,—,1) je BCl-algebra. MnoZina Wy necht je opét mnoZina nenu-
lovych slov nad B. Ozna¢me () mnozinu vSech kone¢nych neprazdnych mnozin

{aq,...,a,} € Wpg a definujme na ni ekvivalenci ~ takto:

{ag,...,an} ~{b1,..., 0.} & prokazdé we Wgaze B:

<w—>(ai—>x):1prokaidéi§m @w—)(@—)m)zlprokaidéjgn).

Polozme P = @Q/. a tiidu ekvivalence obsahujici mnozinu {ay, ..., a;,} budeme
znalit (aq, ..., qy). V predchozi konstrukci bylo dokdzano, ze P spolu s bindrnimi
operacemi

<a’17"'7@m>|_|<517"'75n> = <0517"'705m7517"'76n>7
(1, .. ) * (Br,..., Bn) = (B | i <m, j<n),

tzn. (P,M, %, (1)) je A-monoid. Mnozinu maximalnich prvkia (B, <) oznaéme Gp.
Dle tvrzeni je (Gp, <) antifetézec. Polozme G = {(g) | g € Gp}. Je zfejmé, zZe
se, vzhledem k uspofadani C, jedné opét o antifetézec. Z kapitoly 2 vime, ze (G, -, 1)

je komutativni grupa. Z G udélejme komutativni grupu takto:
(9) B {h) = {g-h) pro g, h € Gp.
Pozndamka: Pro pfipomenuti je usporadani dano nasledovné:

(aq,...yom) C(B1,...,0,) < prokazdé we Wgaz e B:

<w—>(ai—>x):1prokaidéi§m iw—)(ﬂj%z)zlprokaédéjgn)

Pozndmka: Symbolem gh v nasledujicim tvrzeni znac¢ime zretézeni prvku g, h.

Tvrzeni 3.4.2 Pro g,h € G plati (g) I (h) C (g) * (h) = (gh).
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Diikaz: Vime, ze plati g - h = (9 — 1) — h a chceme dokazat, ze (g-h) — = <
gh — x, tzn. ((g-h) — z) = (gh — z) = 1. Plati ((¢ - h) — z) — (gh — x) =
(g-h)>a) > (g (o 2) =g— (ho ((g-h) > 2) = 1) > g = (h >
(W) =g (o (g1 =) =g (g—1) = (h>m)=g— (g
1) = 1) = g — g = 1. Dokézali jsme, Ze pro kazdé x € B plati (g-h) — = < gh — x.
Odtud ale pro kazdé w € Wpg plyne, ze w — ((g- h) — z) < w — (gh — z), a tedy
(g-h) E (gh). O

Tvrzeni 3.4.3 Pro kazdé (o, ..., a,,) € P existuje nejvyse jedno g € G takové, ze
() C{aq,...,0m).

Diikaz: Zvolme libovolné o« € Wy a polozme g = (o« — 1) — 1. Dle definice
plati g € Gp. Ddle prokazdé x € B: (9 > z) = (a —z)=a— (9 5 z) > z) >
a—g=a— ((a—=>1) — 1) =1 Odtud plyne: g — = < a — z, coz implikuje
(9) C ().

Dokazme, 7Ze g je nejvySe jedno. Necht h € G a (h) C (a). Pak 1 — (h —
h)y=1=1—(eo—h)=1latedya = h=1Pakl=a—h=a— ((h —
)=1)=(th—->1 - (a—=>1),tj. h—>1<a— 1. Vime, ze h - 1 € Gp a proto
h—1=a—1.Pakaleh=(h—1)=1=(a—1)—=>1=g.

Pokud (g) C (a4, ..., anm), pak (9) C (o) pro kazdé i < m, protoze

(0, ) = (o) Mo T )

Takze takové g € G'p je jediné a plati g = (o; — 1) — 1 pro kazdé i < m. O

Z dvou predchozich tvrzeni vyplyva, ze (P, C,*, (1)) spliiuje pfedpoklady vyse

uvedené konstrukce a miizeme tedy polozit
P ={{a1,...,an) € P|{9) C{(ay,...,qa,) pro nékterd g € Gg}.

Pak stejné jako v obecném tvodu této konstrukce oznac¢me §p mnozinu vsech filtri
(P',C) takovych, ze X C [(g)) pro nékteré g € Gp a X je uzavieno na .
V tvrzeni jsme dokézali, ze (Fpr, C,®,—, [(1))) je semi-integralni reziduo-

vany po-monoid.

Poznamka: Podobné jako v predchozich dvou podkapitolach je evidentni, Ze zob-
razeni o : B — P’ takové, 7e pro x € B plati o : = — (z), je antitonni in-
jekce. Stejné tak zobrazeni ¢ : P’ — Fp takové, Ze pro (ay,...,q,) € P’ plati
Uoiag, ) = [(ag, o am)).

Definujme zobrazeni ¢ : B — §p: takto:

p(r) = [() = {{on, ..., am) € P'| (z) E (ar,...,am) } (6)
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Véta 3.4.4 Zobrazeni ¢ : x — [(z)), definované formuli (6]), je vnoreni BCI-algebry
(B, —, 1) do BCI-algebry (Fp/, —, [(1))), které zachovava existujici spojeni, tj. pokud
v (B, <) existuje x V y, pak ¢(z Vy) = p(z) V, 0(y) ve (§p, ).

Diikaz: Zobrazeni ¢ je stejné jako v predchozich konstrukcich, slozenim vyse
definovanych vnoreni p a v, a je tedy samo vnorenim.

Ditkaz toho, Ze ¢ zachovava —, je identicky s touto ¢asti dikazu véty [3.3.5
Dokazme, Ze zachovavé existujici spojeni. Necht existuje x Ay v (B, <). Pak x,y <
g € Gp, a tedy (g9) C (x),(y) v (P, <). Plati (z,y) = (x V y), protoze pro kazdé
weWpazeBplath w = (z > 2)=1l=w—(y—2) © r,y<w—2z &
ztVy<w—z & w— ((xVy) = 2z) =1 Proto p(zVy) =[(zVy)) =[(z,y)) =
[{z) N {y)) = [(2)) Vg [(1) = () Vg 0(y)- B
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4 Srovnani konstrukci

V této podkapitole provedeme srovnani prvni a tfeti konstrukce. V obou pfipadech
ptifazujeme BCl-algebte (B, —, 1) po-monoid. V prvni konstrukci (J(B), C, *, {1})
a ve tieti pak (P,C,*, (1)).

Podivame-li se na tyto dva monoidy pouze jako na usporadané struktury, pak
ptirozené vzniké otdzka, jaky je vztah mezi J(B) a P. Respektive jaky je vztah mezi

J(a) a (a) pro a € Wg. Odpovéd dava nasledujici véta.

Tvrzeni 4.1 Necht «, 5 € Wg. Pak plati
J(a) € J(B) < (a) E(f).
Diikaz: Vime, ze (o) C (8) < pro kazdé z € B,w € Wg :
<w—>(a—>:17):1 = w—)(ﬁ—)x):1>.

Pro dikaz implikace J(a) C J(B) < («) C (B) sta¢i v definici usporadani vzit
w=1.Paka—zr=1= f—=x=1,atedy J(a) C J(B).

Z druhé strany v implikaci @« - x =1 = [ — = =1 za z vezméme w — .
Pakl=a—-(w—z)=w—(a—2z) = 1=0F—(w—2) =w— ().
Odtud jiz plyne (a) C (f). O

Polozme P, = {{(a) | a € Wg}. Pak je zfejmé, ze (P, *, (1)) (operace * je zde
restringovand na P;) je podmonoidem (P, x, (1)). Z tvrzeni vidime, ze (P, C
,%, (1)) je izomorfni kopii (J(B), C, *,{1}). Vznika tak dalsi pfirozena otazka, a sice
jestli 1ze néjakym zpisobem (J(B), C, x,{1}) rozsifit na (P, C,*, (1)). Pokusme se
toto rozsiteni sestrojit.

Necht (B, —, 1) je BCl-algebra a (J(B), C, %, {1}) je po-monoid sestrojeny v kon-
strukei 1. Pro a;; € Wp definujme

J(aq,...,am) ={x € B|a; = x =1 pro kazdé i < m}.

Mnozinu téchto J(ay,...,a,,) oznaéme J(B)*. Zavedme na J(B)* binarni operace

*, 1 nasledovné

J(ag,...,om) * J(Br,. .., o) = J{auf; | i <m, j <n}),
J(C(l,...,C(m>ﬂJ(ﬁl,...,ﬂn) :J({al,...,am,ﬁl,...,ﬁn}).
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Tvrzeni 4.2 Necht o, 5; € Wg pro i <m a j < n. Pak plati

J(Ozl,...,am)QJ(Bl,...,ﬁn) = <C¥1,...,Oém>;<ﬁ1,...,ﬁn>.
Diikaz: Vime, ze (aq, ..., ) T (B1,...,8,) < prokazdé z € B,w € Wg:
(w—>(ai—>x):1prokaide’i§m = w—>(ﬁj—>x):1prokaidéj§n).

Pro dikaz implikace J(aq,...,an) C J(B1,...,0n) < {01, ..., am) T (B1,...,0n)
staci v definici usporadani vzit w = 1. Pak

a; - x =1prokazdé i <m = f; - x =1 pro kazdé j <n, (7)

atedy J(ag,...,an) CJ(B1,. .., 0n)

Z druhé strany v implikaci (7) za © vezméme w — z. Pak 1 = a; — (w —
r)=w— (o > ) = 1= = (w—2)=w— (8 = z). Odtud jiz plyne
(0, yam) T (B, ..., Bn). O

Je ziejmé, ze struktura (J(B)*, C, %, {1}) je po-monoid izomorfni s po-monoidem
(P,C, %, (1)). To znamena, ze kdybychom v konstrukei 3 pouzili po-monoid (J(B)*,
C, %,{1}) dostaneme stejny vysledek, jako jsme dostali za pouZziti po-monoidu (P,
C,%,(1)). Z tohoto pohledu se tedy da vnofeni konstrukce 3 chapat nejen jako
zobecnéni druhé konstrukce na BCl-algebry, ale i jako zobecnéni vnoreni konstrukce

1 tak, ze zachovava existujici spojeni.
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Zavér

Hlavnim tkolem této prace bylo popsat konstrukci vnotreni BCI-algebry do
semi-integralniho reziduovaného po-monoidu, kterd nezachovava existujici spojeni
(konstrukce 1) a konstrukci vnofeni BCK-algebry do integrélniho reziduovaného
po-monoidu, kterd existujici spojeni zachovava (konstrukce 2). Na jejich zakladé
pak zkonstruovat nové vnoreni BCl-algebry do semi-integralniho reziduovaného po-
monoidu, které existujici spojeni zachovava (konstrukce 3).

V prvni kapitole jsme se vénovali semi-integralnim (resp. integralnim) rezidu-
ovanym po-monoidim. Byla zde uvedena definice a také nékolik prikladt spolu s
dikazem, Ze tfida semi-integralnich (resp. integralnich) reziduovanych po-monoidi
tvori kvazi-varietu.

Druh4 kapitola byla rozdélena do t¥i ¢asti. V prvni a druhé jsme dokézali vlast-
nosti BCl-algeber a BCK-algeber, které byly pouzity v dalsich kapitolach. Tteti
podkapitola se vénuje vyznamnym podalgebram BClI-algebry, kterymi jsou tzv. gru-
pova a integralni cast.

Treti kapitola byla vénovana vySe uvedenym konstrukcim. V jeji prvni pod-
kapitole jsme se vénovali vytvareni jistého po-monoidu, ktery byl nezbytny pro
konstrukce 1 a 3. Ve druhé byla pfedvedena Rafteryho a van Altenova konstrukce
vnoreni BClI-algebry do semi-integralniho reziduovaného po-monoidu. V této praci
je predvedena duélné k originalu publikovaném v . V tvodu podkapitoly 3.3
je predveden A-monoid potifebny pro popsani Komoriho a Onovi ﬂgﬂ konstrukce
vnoreni BCK-algebry do integralniho reziduovaného po-monoidu, nésledovany sa-
motnou konstrukci. Ve ¢tvrté podkapitole se nachéazi hlavni vysledek této prace, a
sice konstrukce vnoteni BCI-algebry do semi-integralniho reziduovaného po-monoidu
zachovavajici existujici spojeni zalozena na myslenkach prvnich dvou konstrukei.

Kapitola ¢tyti pak obsahuje srovnani konstrukei. Je zde ukazan vzajemny vztah
po-monoidi pouzitych v jednotlivych konstrukcich a predvedeno rozsiteni jednoho
z po-monoidi tak, ze se konstrukce 3 da chapat jako zobecnéni obou konstrukei, i

kdyz kazdé v jiném smyslu.
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