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Anotace

Tato prace se zabyvd implementaci paralelnich grafovych algoritmi pomoci vice vldken.
Jsou zde predstaveny zdkladni pojmy z teorie grafu a zdkladni poznatky z paralelniho pro-
gramovdni. Algoritmy jsou implementované v programovacim jazyce C# s prislusnym uZi-
vatelskym rozhranim. Na konci celého textu jsou algoritmy experimentdlné porovndny.

Synopsis

This thesis deals with the implementation of parallel graph algorithms using multiple
threads. There are introduced basic concepts of graph theory and basic knowledge from
parallel programming. The algorithms are implemented in C# with the appropriate user
interface. At the end of the text, the algorithms are experimentally compared.

Klicova slova: graf; neorientovany graf; orientovany graf; paralelni programovani; nej-
kratsi cesta; kostra grafu; barveni grafu

Keywords: graph; directed graph; undirected graph; parallel programming; shortest
path; spanning tree; graph coloring
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1 Uvod

Cilem prace bylo nastudovat a implementovat paralelni grafové algoritmy a nasledné
je experimentalné porovnat. Na zacatku textu je uvedeno kratké predstaveni grafu a je-
jich vyuziti v praxi. Dale jsou uvedeny zakladni pojmy z teorie grafu, které jsou potrebné
pro snazsi pochopeni grafovych algoritmii. Nasleduje kapitola, kterda pojednava o paralel-
nim programovani, predstavi se zde zakladni problémy spojené s paralelizaci algoritmu a
zakladni paradigmata paralelniho programovani. V poslednich dvou kapitoldch uvedeme
algoritmy pro vypocet nejkratsi cesty grafu, kostry grafu a barveni grafu. Dale uvedeme
jak lze tyto algoritmy zparalelizovat a provedeme experimentalni porovnani vykonnosti.

2 Grafy

Tato kapitola ¢erpa informace z [1], [2], [3].

Grafy jsou abstraktni matematické objekty, které se vyuzivaji v situacich, kdy je dédna
néjaka mnozina objektl a kde tyto objekty maji mezi sebou urcité vztahy. V teorii grafu,
jsou tyto objekty oznacovany jako vrcholy a vztahy mezi nimi jsou reprezentovany pomoci
hran.

Uvedme si zde par prikladu, kde grafové algoritmy hraji dilezitou roli.

Mapy. Osoba vyuzivajici mapy, mtze chtit najit nejkratsi cestu z mésta A do mésta
B. V této uloze existuji vztahy mezi mésty, které jsou dané silnicemi vedoucimi mezi
meésty.

Webovy obsah. Pri prohlizeni webu, se v jednotlivych strankach vyskytuji odkazy
na dalsi stranky. Cely web je graf, kde stranky jsou vrcholy a odkazy jsou reprezento-
vany hranami. Grafové algoritmy jsou zakladni komponenty vyhledavaci, které pomahaji
ziskavat informace na webu.

Elektrické obvody. Elektrické obvody obsahuji zarizeni jako tranzistory, rezistory a
kondenzatory, které jsou mezi sebou slozité propojeny. K zjisténi zda-li obvod vykonava
potfebné funkce, pouzivame grafové algoritmy.

Planovani. Vyrobni proces zahrnuje posloupnost praci, kde nékteré prace maji ome-
zeni, ze nemuzou zacéit dokud urcitd prace nebyla dokonéena. Grafové algoritmy ndm
muzou naplanovat cely vyrobni proces, tak aby byl dokonc¢en co v nejmensim case.

2.1 Zakladni pojmy

Definice 1 (Neorientovany graf)

Neorientovany graf je dvojice G = (V, E) tvorena kone¢nou neprazdnou mnozinou V|
jejiz prvky nazyvame vrcholy a konec¢nou mnozinou E obsahujici dvouprvkové mnoziny
vrcholt, kde tyto prvky nazyvame neorientované hrany.

Neorientovany graf je pouzivan v situacich kdy je orientace hran nepodstatna, jinymi
slovy nerozlisSujeme mezi koncovym a poc¢atecnim vrcholem. Jména hran nejsou pro defi-
nici néjak podstatnd ale aby bylo mozné odkazovat na konkrétni vrcholy, tak se budeme
drzet konvence, takové ze budeme vrcholim pfifazovat ¢isla od 0 do |V| — 1 viz. Obr. 1.



Obrézek 1: Neorientovany graf (nalevo), orientovany graf (napravo).

stupen=3

Incidentni hrana

paralelni hrany

Obrazek 2: Multi graf.

O hrané e spojujici dva vrcholy v, w tikame, ze je incidentni s obéma vrcholy v, w
a o téchto vrcholech fikame, zZe jsou sousedni. Stupern vrcholu v je ¢islo, uréeno poctem
incidentnich hran s timto vrcholem. Je-li hrana e incidentni pouze s jednim vrcholem,
pak tuto hranu e nazyvame smyckou. Dvé hrany ey, es, které obsahuji stejné vrcholy
nazyvame paralelni. Graf bez paralelnich hran se obcas nazyva prosty graf, zatimco graf
s paralelnimi hrany se nazyva multigraf viz. Obr. 2.

Mame-li dan graf G, pak mnozinu vSech jeho vrcholu budeme znacit V(G) a mnozinu
jeho hran E(G).

Definice 2 (Orientovany graf)

Orientovany graf je dvojice G = (V| E) tvorend konefnou neprédzdnou mnozinou
V', jejiz prvky nazyvame vrcholy a koneénou mnozinou E obsahujici usporadané dvojce
vrcholt, kde tyto prvky nazyvame orientované hrany.

O orientované hrané e tikame, ze vede z vrcholu v do vrcholu w a také, ze spojuje
vrchol v s w. Déale stupen vrcholu v je dan souc¢tem vstupniho a vystupniho stupné
vrcholu, kde vstupni stupen je pocet hran vedoucich do v a vystupni stupen je pocet
hran vedoucich z v.

V mnoha situacich je potfeba hranam nebo vrcholtim priradit urcité hodnoty, vétsinou
to jsou realna cisla, které mtzou napt. predstavovat vzdalenost mezi mésty, pravdépo-
dobnost jevu, elektricky odpor apod.



Definice 3 (Ohodnoceni)
Hranové ohodnoceni grafu G = (V, F) s mnozinou D je funkce w : E — D. Vrcholové
ohodnoceni grafu G = (V, E) s mnozinou D je funkce w : V — D.

Obréazek 3: Ohodnoceny graf.

Definice 4 (Podgraf)

Graf G je podgrafem grafu Gy, pravé kdyz plati V(G;) C V(Gs), E(Gh) C E(G,) a
G tvori graf. Graf Gy, ktery je podgrafem grafu G,, se nazyva indukovany, jestlize pro
libovolné vrcholy v, w € V(G1) plati (v,w) € E(Gs) = (v,w) € E(Gy).

® OO (2)

Obrazek 4: Podgrafy.

Na Obr. 4 mtuzeme vidét dva grafy, které jsou podgrafy grafu z Obr. 1, z nichz druhy
graf je indukovany.

Definice 5 (Izomorfismus)
Neorientované grafy GG, G nazyvame izomorfni, pravé kdyz existuje bijektivni zob-
razeni f : V(Gy) — V(Gs), kde plati

{v,w} € E(G1) <= {f(v), f(w)} € E(G>)

Orientované grafy GGy, G nazyvame izomorfni, pravé kdyz existuje bijektivni zobrazeni

f:V(Gy) — V(Gs), kde plati
(v,w) € E(Gh) <= (f(v)f(w)) € E(G2)

Vztah izomorfismu znac¢ime G; = G,.
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Obrézek 5: [zomorfni grafy.

Oba grafy z obr. 5 jsou navzdjem izomorfni, existuje k nim bijektivni zobrazeni takové,

ze f(0) =a, f(1) =b,f(2) = ¢, f(3) = d, f(4) = e, f(5) = [, (6) = g, f(T) = h.

Definice 6 (Cestovani)
Sled grafu v G je posloupnost vrcholi a hran

Vo, €1, V1,€2,V2,...,€En, Up,

kde v; € V(G) ae; € E(G) a plati, ze

e ¢, ={v; — 1,u;} proi=1,...,n jeli G neorientovany,
e ¢, =(v;— 1,u;) proi=1,...,n je-li G neorientovany.
Délka sledu je rovna, poc¢tu hran ve sledu. Sled vy, €1, v1, €2, 09, ..., €, Uy, S€ NAZYVA

e tah, neopakuje-li se v ném zadna hrana,
e cesta, neopakuje-li se v ném zadny vrchol,
e kruznice, je-li sled neorientovany a plati vy = v,, a kromé vy a v,, jsou vrcholy riizné.

o cyklus, je-li sled orientovany a plati vy = v, a kromé vy a v, jsou vrcholy razné.

Miizeme si vSimnout, ze z podminky pro cestu nemize nastat aby se opakovali hrany,
proto je kazda cesta zaroven tahem, zatimco tah vzdy cestou byt nemusi.

Definice 7 (Dostupnost, souvislost, tiplnost grafu)

Rekneme, Ze vrchol w je orientované (neorientované) dostupny z vrcholu v, jestlize
existuje orientovany (neorientovany) sled vedouci z vrcholu v do vrcholu w. Graf G je
souvisly, pokud libovolné dva vrcholy v € V(G),w € V(G),v # w jsou spojeny sledem.
Graf, ktery neni souvisly se skladd z mnoziny souvislych grafu, které tvori maximalni
souvislé podgrafy grafu G. Uplng graf je prosty graf bez smycek, takovy Zze v ném jsou
kazdé dva vrcholy spojené hranou.
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Ztejmé kazdy uplny graf je souvislym grafem viz. Obr 6.

Obrézek 6: Uplny graf.

Definice 8 (Bipartitni graf)

Bipartitni graf je graf GG, jehoz vrcholy miizeme rozdélit do dvou disjunktnich mnozin
S, T, tak ze vSechny hrany maji jeden vrchol v mnoziné S a druhy v T. Mnoziny S, T
nazyvame stranami bipartitniho grafu.

Obréazek 7: Bipartitni graf.
Rekneme, ze graf je acyklicky pokud neobsahuje zadny cyklus.

Definice 9 (Strom, kostra)
Strom je acyklicky souvisly graf. Disjunktni mnozina stromu se nazyva lesem. Kostra
souvislého grafu GGy je podgraf Gy, ktery obsahuje vSechny hrany grafu GG a je stromem.

Graf G je stromem, praveé kdyz splnuje nékterou z nasledujicich podminek:

e GG ma |V|—1 hran a neobsahuje kruznici,
e G ma |V|—1 hran a je souvisly,

e (G je souvisly a odebranim libovolné hrany se rozdéli na dva souvislé grafy,
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e (G je acyklicky a pridanim jakékoliv hrany vznikne kruznice,

e pravé jedna cesta vede mezi libovolnymi dvéma vrcholy v grafu G.

Obréazek 8: Strom.

3 Paralelni programovani

Konkurentni programovani je jeden ze zptisobu jak zparalelizovat sekvenéni program.
V tomto textu se budeme zabyvat pouze paralelizaci algoritmu konkurentnim programo-
vanim.

Konkurentni programy obsahuji dva a vice procesii, které pracuji spolecné na dané
uloze. Kazdy proces je sekvencéni program, konkrétné sekvence prikazu, které jsou vyko-
navané jedna za druhou.

Procesy v konkuretnim programu pracuji spolu tak, zZe spolu komunikuji. Komunikace
muze probihat pomoci sdilenych promeénnych nebo posilani zprdv. Pti sdilenych promén-
nych, procesy zapisuji do sdilenych proménnych, které jsou c¢tené jinymi procesy. Pri
posilani zprav, procesy posilaji jeden druhému zpravy.

P1i pouziti jakékoliv komunikace, je tfeba procesy synchronizovat jak uvidime déle.
Jsou dva zakladni typy jak synchronizovat procesy vzdjemné vylouceni a podminénd syn-
chronizace. Vzéjemné vylouceni je problém takovy, ktery zajistuje aby kritickd sekce (vice
viz. [4]) nebyla vykondvand vice vldkny ve stejny ¢as. Podminénd synchronizace je pro-
blém, kdy je proces pozdrzen do doby, nez je splnéna urcitd podminka.

3.1 Paradigmata paralelniho programovani

Mame ¢tyti zakladni paradigmata pro psani paralelniho programu: iterativni parale-
lismus, rekurzivni paralelismus, producent a konzument, klient a server. V tomto textu
vyuzijeme iterativni paralelismus a producent a konzument, které dale popiseme.

Iterativni paralelismus je pouzivan v situacich, kdy ma program nékolik identickych
procesu se stejnym kodem ale rozlisnymi daty, které obsahuji jeden nebo vice cyklu.
Procesy tedy pracuji spolu, tak aby vyftesily jednu tlohu. Komunikace mtize probihat
pomoci sdilenych proménnych nebo posilanim zprav.

U producenta a konzumenta, producent periodicky vytvari data a uklada je do spo-
leéné paméti (bufferu), konzument tyto data vyzvedne a zpracuje je.
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3.2 Multivlaknové programovani

V tomto textu se budeme zabyvat paralelizaci grafovych algoritmii, pomoci vice vla-
ken. Pti spusténi programu vznika novy proces, ktery obsahuje jedno nebo vice vlaken.
Samotné vlakna vykonavaji kéd programu a sdileji spolu v ramci jednoho procesu operacni
pamét. Z toho vyplyva, ze pti konkuretnim programovani s vice vldkny, je komunikace
mezi vlakny, realizovana pomoci sdilenych proménnych, coz sebou nese urcité komplikace.
Komunikace pomoci zasilani zprav je také mozna ale v praxi se prilis nevyskytuje.

Uvazujme nasledujici algoritmus 1 s globalni proménnou zustatek. Méjme zustatek =
100 a predpokladejme, ze obé vlikna zavolaji funkci VYBER/(60) soucasné. Nastane-li
situace kdy obé vlakna vyhodnoti podminku na fadku 2 pred tim, nez jakékoliv vlakno
odebere castku ze zlstatku, tak nastane situace kdy je zistatek v zapornych cislech.
Tuto c¢ast kodu, kde je ¢teno a zapisovano do sdilené proménné vice vlakny, nazyvame
problémem kritické sekce (¢ast kédu, kterd nemuze byt vykondvand vice vlakny soucasné).
Proto je potifeba vlakna synchronizovat aby nenastala situace, kdy vice vlaken soucasné
vykonéva kdéd v kritické sekci. Déle pozadujeme aby nedochézelo k wvdznuti (deadlock)
vlaken, tzn. Ze pokud se vlakna snazi vstoupit do kritickych sekci, tak jedno z nich
musi nékdy uspét. Posledni podminkou pro splnéni korektnosti synchronizace je absence
vyhladovent, tzn. pokud se néjaké vlakno snazi vstoupit do kritické sekce, tak musi nékdy
uspeét.

Algoritmus 1 Problém kritické sekce
1: procedure VYBER( castka)
2: if castka <= zustatek then
3: zustatek = zustatek — castka

Synchronizaci realizujeme pomoci synchronizacnich primitiv. Mezi zakladni synchro-
niza¢ni primitiva patii zamky, bariéry, monitory, semafory vice viz. kapitola 4.2.

4 Implementace

Algoritmy, které budou predstaveny v nasledujici kapitole jsou implementované v
programovacim jazyce C#. Déle v této sekci uvedeme moznosti reprezentace grafii, im-
plementované API, a synchroniza¢ni primitiva v jazyce C#.

4.1 Reprezentace grafu

Grafy lze v pocitaci reprezentovat mnoha zptisoby, kde zadna reprezentace grafu, neni
natolik univerzalni aby se dala vyhodné pouzit v jakékoliv situaci. Kazda reprezentace
ma své vyhody a nevyhody viz. tabulka 1.

Matice sousednosti, reprezentovana dvourozmérnym booleovskym polem o velikosti
|V | x |V, ktera zachycuje sousednost vrchold, tj. pokud vede hrana mezi vrcholy v a w,
pak je na pozici (v, w) true. Jedna-li se o neorientovany graf pak je matice symetricka.
Jestlize pracujeme s ohodnocenym grafem, tak misto logickych hodnot mutzeme volit
celoc¢iselné hodnoty. Pokud mezi nékterymi vrcholy nevede ohodnocena hrana, zapiseme
na konkrétni pozici vhodnou konstantu, kterda nemtze byt ohodnocenim zadné hrany,
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datova struktura pamétova pridani jsouvaw projit

slozitost hrany sousedni  sousedy v
matice sousednosti V? 1 1 V]
seznam hran |E| 1 |E| |E|
seznam sousedi |E| 1 stupen(v)  stupen(v)

Tabulka 1: Srovnani slozitosti datovych struktur

zalezi to hlavné na vlastnostech dané tlohy, napriklad pri hledani nejkratsi cesty, muzou
byt vhodné konstanty int. MAX nebo oco. Vyhodou této struktury je moznost zjisténi
sousednosti dvou hran v konstantnim case, naopak nevyhodou je pamétova slozitost,
kterd je O(|V]?) a nemoZnost reprezentovatelnosti paralelnich hran. Je-li je graf iidky
(obsahuje malo hran) tak je tato reprezentace nevhodnd, vzhledem k tomu, ze iterace
vsech sousedu zabere O(|V|) casu.

Seznam sousedi, kde udrzujeme vrcholové indexované pole odkazujicich na seznam
sousedti. Je-li graf ohodnoceny, tak pouzijeme misto seznamu sousedii, seznam incident-
nich hran, které budou obsahovat piislusné ohodnoceni. Casova sloZitost zjisténi soused-
nosti vrcholi v a w je O(stupen(v)), proto mame-li husty graf, tak tato datovéa struktura
nemusi byt prilis vhodna.

Seznam hran, jednoduse udrzujeme pole, obsahujici objekty (hrany), které nesou infor-
mace o sousednosti vrcholl. Pokud je graf ohodnoceny, tak k objektim pridame informaci
o ohodnoceni. Problémem této datové struktury je casova slozitost zjisténi sousednosti
vrcholi v a w, kterd je O(|E|), to samé plati k ziskani vsech sousednich vrcholt.

4.2 Synchronizace vlaken

Zéakladni prvek pro synchronizaci, ktery umoznuje vzajemné vylouceni je lock. Ukazka
pouziti lock

static readonly object locker = new object ();
static int zustatek = 100;

static void Vyber (int castka)

{
lock (locker)

{
if (castka <= zustatek)
zustatek —-= castka

Zdrojovy kod 1: C#

Pouze jednomu vldknu je umoznéno v dany cas zamknout synchronizaéni objekt (v
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tomto pripadé locker) a jakékoliv dalsi vldkna, kterd se pokusi zamknout jiz zamknuty
objekt, jsou uspana dokud neni zdmek uvolnén. Po uvolnéni zamku je vybrano jedno
vlakno, které bude probuzeno (vice viz. [5]).

Dalsi moznosti jak synchronizovat vlakna je bariéra. Pomoci bariéry mtzeme vytvorit
bod v programu, kde musi vSechna zaregistrovana vlakna v bariéte dorazit, nez jim bude
dovoleno pokracovat. Synchronizace bariérou se pouziva hlavné v situacich, kdy mame n
vldken, které vykonavaji stejny kéd s ruznymi daty (iterativni paralelismus). Zékladnim
atributem iterativnich algoritmi je, ze kazda iterace zavisi na vysledcich predchozi iterace.

4.3 Uzivatelské rozhrani

K reprezentaci neorientovaného grafu slouzi nésledujici API (tabulka 2), které definuje
zakladni operace, jaké muzeme s grafem provadét. Tato API obsahuje dva konstruktory,
které vytvori prazdny graf nebo graf podle souboru. Dale obsahuje vlastnosti tiidy pro
ziskani poc¢tu vrcholt a hran v grafu a metody pro pridani hrany do grafu a ziskani vsech
sousednich vrcholi s danym vrcholem.

public class Graph

Graph(int V) vytvori prazdny graf s
V wrcholy
Graph(string fileName) vytvori graf podle sou-
boru
int  NumberOfVertices pocet vrcholi
int  NumberOfEdges pocet hran
void AddEdge(int v, int w) pridd hranu
[Enumerable<int> Adjacent(int v) sousedni vrcholy s v

Tabulka 2: API pro neorientovany graf.

Nastava otazka jak reprezentovat ohodnoceni hran v grafu. Pokud graf reprezentujeme
matici sousednosti tak je situace jednoducha, jak jiz bylo zminéno, tak misto booleovskych

hodnot bude obsahovat délky hran. Pii pouziti seznamu sousedii zavedeme novou tiidu
Edge viz. tabulka 3.
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public class Edge : IComparable<Edge>

Edge(int v, int w, double weight)

double Weight
int Either()
int

int

Other(int v)

CompareTo(Edge other)

konstruktor

délka hrany

Lproni“ vrchol

Tabulka 3: API pro ohodnocenou hranu.

Ldruhy“ vrchol

porovndni

Taktéz je potieba reprezentovat ohodnoceny graf, ktery reprezentovan nasledujicim

API (tabulka 4).

public class EdgeWeightedGraph

int

int

void
[Enumerable<Edge>

[Enumerable<Edge>

EdgeWeightedGraph(int V)

EdgeWeighted Graph(string fileName)

NumberOfVertices
NumberOfEdges
AddEdge(Edge e)
Adjacent(int v)

Edges(int v)

Tabulka 4: API pro ohodnoceny graf.

5 Paralelni algoritmy

vytvori prdzdny graf s
V wrcholy

vytvori graf podle sou-
boru

pocet vrcholi

pocet hran

pridd hranu
incidentni hrany s v

vsechny hrany

V této sekci si predstavime algoritmy pro vypocet koster, nejkratsich cest a barevnosti
grafu. Dale u téchto algoritmu uvedeme zptsoby, jak lze dosahnout paralelizace a v dalsi
kapitole provedeme experimentalni porovnani.
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5.1 Greedy algoritmy

Pred prestavenim samotnych algoritmii, se kratce podivime na techniku navrhi algo-
ritmu, kterou vyuzijeme u vSech predstavenych algoritmu. Greedy algoritmus je zalozen
na tom, ze v kazdém svém kroku vybere moznost, ktera se zd4d v daném momenté nejlepsi.
To znamena, ze vybere lokdlni optimalni feseni bez ohledu na to, zda vede k nejlepsimu
feseni. Tato technika je podrobné popsana v [10].

5.2 Nejkratsi cesty

Mgéjme orientovany nebo neorientovany graf G = (V) E) a hranové ohodnoceni w :
E — R. Dvojici (G,w) tikdme sit a cislo w(e) se nazyva délka hrany e. Ohodnoceni
hrany budeme brat jako délku v eukleidovském prostoru a vrcholy jako body v prostoru,
coz je vyhodné pro intuitivni chapani. Ale ohodnoceni hrany mize obecné reprezentovat
jakoukoliv veli¢inu napf. ¢as, pravdépodobnost, atd. Pro kazdou cestu W = (eq,...,e,)
definujeme délku cesty jako

w(W) =w(e) + ... +w(e,) (1)

Déle zavedeme vzddlenost d(v,w) mezi dvéma vrcholy v,w v (G, w) takto:

(2)

d(v. w) 00, pokud mezi v a w nevede cesta
v,w) =
min{w(W) : W je cesta z v do w} jinak

Jakakoliv cesta W, kterd je ddna funkci (2) se nazyva nejkratsi cesta mezi vrcholy v
a w. VSimnéme si, ze vzdy plati d(v,v) = 0, jelikoz prazdna suma je brand jako hodnota
0.

V této sekci se tedy budeme zabyvat problémem hledani nejkratsi cesty, tak ze bude
dan ohodnoceny graf G' a pocatecni vrchol v, kde budeme chtit implementovat odpovédi
na nasledujici dotazy. Vede mezi dvéma vrcholy v a w cesta? Pokud ano, tak najdi nejkratsi
cestu.

O grafech budeme ptredpokladat, ze maji nasledujici vlastnosti:

Délky hran jsou pozitivni.

Paralelni hrany a smycky muzou byt pritomné.

Nejkratsi cesty nejsou nezbytné unikatni.

Cesty jsou neorientované.

Vsechny vrcholy nemusi byt dostupné.
Vysledkem vypoctu bude strom nazyvany jako strom nejkratsich cest, ktery obsahuje

nejkratsi cesty z pocatecniho vrcholu v ke vsem dostupnym vrcholtim z v.
Algoritmy pro nejkratsi cesty implementuji nasledujici API (tabulka 5).
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public class SP

SP(EdgeWeightedGraph G, int s, int konstruktor

numberOfThreads)
double DistTo(int v) délka z vrcholu s do v
int HasPathTo(int v) existuje cesta mezi s v
[Enumerable<Edge> PathTo(int v) cesta od s do v

Tabulka 5: API pro ohodnoceny graf.

Konstruktor vytvori strom nejkratsich cest. Metoda DistTo umoznuje vratit délku k
danému vrcholu v konstantnim ¢ase, PathT o vraci seznam hran tvoricich nejkratsi cestu.

5.2.1 Dijkstriv algoritmus

Dijkstriv algoritmus 2 pracuje nasledovné. Vstupem je neorientovany graf G, jeho
hranové ohodnoceni w a pocatecni vrchol s. Vystupem algoritmu je strom nejkratsich
cest. Algoritmus si udrzujeme mnozinu vrcholi 7' a pole [. Mnozina T obsahuje vrcholy
ke kterym jiz byla nalezena nejkratsi cesta z pocatecniho vrcholu, na zacatku je tato
mnozina nastavena na 7' = {s}. Pole [ obsahuje redln4 ¢isla, ktera reprezentuji prozatimni
nejkratsi cestu nalezenou k vrcholu v. Na zacdtku se nastavi l[v] = w(s,v) pro vSechny
vrcholy v € V(G) (I[s] = 0). Algoritmus je zaloZeny na greedy piistupu tak, ze v kazdé
iteraci dochéazi k nalezeni nejkratsi cesty mezi poc¢atecnim vrcholem a vrcholem wu, ktery
neni obsazen v T'. Tento vrchol u se prida do mnoziny T'. Dale miize byt upravena hodnota
pro vrchol v v poli [, to se stane kdyz pres noveé pridany vrchol u vede cesta, ktera je
kratsi nez doposud nalezena cesta k v. Konkrétné

[[v] = man(l[v], l[u] + w(u,v)).

Algoritmus je ukoncen po ptidani vSech vrcholt do T

Algoritmus 2 Dijkstruv algoritmus
procedure DIJKSTRA(G, w, s, p)
T« {s};
for allv e (V\T) do

1:

2

3

4 l[v] «+ w(s,v); > Pokud hrana mezi vrcholy neexistuje tak se nastavi oo
5: while T'# V do
6

7

8

najdi vrchol u takovy, ze l[u] = min{l[v]jv € (V\T)};
T+ T U{u};
for all v € (V\T) do l(v) « min(l(v), l[u] + w(u,v));

Paralelizace. Paralelni formulace Dijkstrova algoritmu vychazi z [7]. Méjme p vla-
ken a ohodnoceny graf G s n vrcholy. Dale méjme mnoziny Vj ... V,_1, které tvoii roz-
klad na mnozin¢ V(G) a kazd4 z téchto mnozin obsahuje n/p po sobé jdoucich vrcholi.
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Ke kazdému i-tému vldknu 7T} priradime mnozinu V;, se kterou bude vlakno pracovat.
Kazdé z téchto vldken bude pracovat s ¢asti pole [, ktera koresponduje s jeho mnozinou
Vi (vldkno T; pracuje s Casti l[u], u € V). V kazdé iteraci vlakna T; ulozi do global-
niho pole local MinsVertex vrchol u, ktery ma lokdlni minimalni délku v poli [. Po
vyhledani lokalnitho minima, je vlakna potfeba synchronizovat bariérou. Poté co vsechny
vlakna dorazi k bariéte, tak dojde k vypoctu globalniho miniméalniho vrcholu u pres pole
local MinsV ertex a tento vrchol je priddn do mnoziny T'. Na konci iterace je jesté potieba
aktualizovat pole [

Vo e (Vi\T),lu] = min(lu],l[v] + w(u,v)).

Podminka ukonceni je stejnad jako u sekvencéniho algoritmu viz. 3.

Algoritmus 3 Paralelizace Primova algoritmu
1: procedure PRIM(G, w, s)
2 nastav délky hran; > Pokud hrana mezi vrcholy neexistuje tak se nastavi oo
3: for i <+~ 0...p — 1 do in parallel
4: while 7' # V do
5.
6

najdi lokalni minimum,;
synchronizace bariérou; > jedno z vlaken najde globalni minimum a
nastavi vrchol u
7: aktualizuj délky hran;

5.3 Minimalni kostra

Megjme sit (G, w). Pro kazdou mnozinu T, kterd je podmnozinou G(FE), definujeme
délku hran mnoziny 7" takto:

ecT

Kostra grafu G se nazyva minimdlni kostra (MK), pokud délka mnoziny hran je
minimalni, vzhledem k ostatnim kostram.
O grafech budeme predpokladat, ze maji nasledujici vlastnosti:

e Délky hran muzou byt nulové a negativni.

Paralelni hrany a smycky mizou byt pritomné.

Graf je souvisly.

Cesty jsou neorientované.

Délky vsSech hran jsou rizné. Pokud hrany mizou stejné délky, minimalni kostra
nemusi byt unikatni.

Pripomenme si dvé ekvivalentni vlastnosti stromu:

e (G je souvisly a odebranim libovolné hrany se rozdéli na dva souvislé grafy,
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e (G je acyklicky a pridanim jakékoliv hrany vznikne kruznice,

Tyto vlastnosti tvori zaklad pro dokazovani zakladni vlastnosti o MK, ktera vede k
algoritmim pro MK.

Méjme graf G. Rez grafu G je rozdéleni S = {X, X’} mnoziny V(G) do dvou neprazd-
nych podmnozin. Prechodovd hrana fezu je hrana, ktera spojuje dva vrcholy, které lezi v
rozdilnych mnozinach fezu.

Véta 10 (Vlastnost Fezu)
Mejme dany jakykoliv 7ez ohodnoceného grafu, prechodovd hrana rezu s minimdlni
délkou patri do MK grafu.

Dikaz

Méjme minimélni prechodovou hranu e a ptredpokladejme, ze T tvori minimélni
kostru. Predpokladejme, ze T neobsahuje e. Dale uvazujme graf, ktery vznikne ptida-
nim hrany e do 7. V tomto grafu vznikne kruznice, kterda obsahuje e a kruznice musi
obsahovat alespon jednu dalsi pfechodovou hranu, napt. f, ktera ma vétsi délku nez e.
Miizeme obdrzet kostru s ostfe mensi délkou odstranime-li f a pridame e. Tim jsme do-
sli ke sporu. Proto MK musi obsahovat prechodové hrany s minimalni délkou kazdého
rezu. O

Algoritmy pro MK implementuji nasledujici API (tabulka 6).

public class MST

MST(EdgeWeightedGraph G, int s, int  konstruktor

numberOfThreads)
double Weight délka MK
[Enumerable<Edge> Edges() hrany patrici do MK

Tabulka 6: API pro MK.

5.3.1 Primuv algoritmus

Primuav algoritmus je zalozeny na greedy pristupu. Algoritmus zacne vybranim libo-
volného startovniho vrcholu. Dale pridava vrcholy a hrany u kterych je jisté, Ze patii do
MK. Algoritmus pracuje do té doby, dokud nebyly pridany vSechny vrcholy.

Algoritmus 4 pouzivd mnozinu vrcholi 7', pomoci které bude priubézné ziskavat fezy
grafu. Déle pouziva pole d[n], které obsahuje na pozici d[v] pro kazdy vrchol v € (G(V) \
T), délku jeho nejkratsi prechodové hrany. Na zac¢atku T obsahuje zvoleny pocateéni
vrchol s a dale nastavi djv] = 0, d[v] = w(s,v) pro vsechny v € (G(V)\ T), pokud
prechodova hrana existuje, jinak d[v] = oo. Béhem kazdé iterace, se vybere vrchol v z
mnoziny 7'\ V', jehoz délka nastavena v poli d je minimélni vzhledem k ostatnim vrcholim
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a nasledné se prida do T'. Po ptridani vrcholu do mnoziny vznikne novy fez, proto se musi
provést aktualizace vzdalenosti pfechodovych hran djw] = min(d|w], w(v,w)) pro vSechny
w € (G(V)\T). Algoritmus se ukon¢i po pridani vSech hran do mnoziny 7.

Algoritmus 4 Primtv algoritmus
1: procedure PRIM(G, w, s)
2 T+ {s};
3 d[s] < 0;
4 for allv e (V\T) do
5: d[v] « w(s,v); > Pokud hrana mezi vrcholy neexistuje tak se nastavi co
6
7
8
9

while 7"# V do
najdi vrchol u takovy, Ze d[u] = min{d[v]|v € (V\T)};
T+ TU{u};
for all v € (V\ T) do d(v) + min(d(v),w(u,v));

Paralélnost. Paralelni formulace Primova algoritmu vychézi z [7]. Algoritmus funguje
na stejném principu jako Dijsktruv algoritmus. Méjme p vlaken a ohodnoceny graf s n
vrcholy. Déle méjme mnoziny V; ... V,_1, které tvoii rozklad na mnoziné¢ V(G) a kazda
z téchto mnozin obsahuje n/p po sobé jdoucich vrcholi. Ke kazdému i-tému vldknu
T; pritadime mnozinu V;, se kterou bude vlakno pracovat. Kazdé z téchto vlaken bude
pracovat s ¢asti pole d, ktera koresponduje s jeho mnozinou V; (vlakno 7; pracuje s Casti
d[v], v € V;). Kazdé vlakno T; béhem svoji iterace spocita svoji minimélni pfechodovou
hranu [[i] = min{d[v]|v € V;} (I je globalni pole, kde jsou ulozeny minimalni prechodové
hrany vsech vldken). Po vyhledani lokdlniho minima, je vldkna potfeba synchronizovat
bariérou. Poté co vsechny vldkna dorazi k bariéte, tak dojde k vypoctu globalni minimdlni
hrany e pomoci pole [. Dale do mnoziny 71" pridame ten vrchol g, ktery lezi v hrané e a
doposud neni v mnoziné 7" obsazen (jeden vrchol z hrany e musi vzdy lezet v mnoziné
T, protoze pracujeme pouze s prechodovymi hranami). Nakonec po nalezeni globédlniho
minima, si vSechny vldkna 7; aktualizuji hodnoty v poli d[v] = min(d[v],w(g,v)) pro
vSechna v € V;.

Algoritmus 5 Paralelizace Primova algoritmu

1: procedure PRIM(G, w, s, p)

2 for i <~ 0...p — 1 do in parallel

3 nastav délky hran; > Pokud hrana mezi vrcholy neexistuje tak se nastavi co
4: najdi lokalni minimum,;
5
6

while T'# V do
synchronizace bariérou, > jedno z vlaken najde globalni minimum a
nastavi vrchol g
aktualizuj délky hran;
8: najdi lokdlni minimum,;

=
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5.4 Barveni grafu

V této sekci predstavime nékteré paralelni algoritmy pro barveni grafu, které jsou
zalozené na heuristickych sekvencnich algoritmech. O praktickych aplikacich barveni grafu
a jejich paralelizaci pojedndvaji publikace [8] a [9].

Barveni grafu G, ptitazuje barvu kazdému vrcholu v € V(G) tak, ze libovolné sou-
sedni vrcholy maji rozdilnou barvu. Presnéji mame zobrazeni ¢ : V' — (', kde mnozinu
C' interpretujeme jako mnozinu barev, a pozadujeme aby platilo ¢(v) # ¢(w) pro vsechny
(v,w) € E(G). Chromatické c¢islo x(G) je minimalni pocet barev, které jsou potieba k
obarveni grafu G.

Nalezeni barevnosti grafu s minimalnim poctem barev je NP-Tézky problém. Jed-
nodussi problém je obarvit graf s malym poctem barev, kde pocet barev nemusi byt
nezbytné nejmensi. Existuji algoritmy s polynomialni slozitosti, které tesi tento problém
s relativné malym poctem barev.

Ukazeme zde jak lze paralelizovat zname sekvencéni algoritmy Largest-Degree-F'irst,
Smallest-Degree-First a porovname je s Jones-Plassmanovim algoritmem.

Algoritmy pro barveni grafu implementuji nasledujici API 7.

public class GC

GC(Graph G, int numberOfThreads) mnoziny barev

[List<ColorSet> ColorsSets() mnoziny barev
int  ColorsCount() pocet pouZitijch barev
int ColorOfVertex(int v) barva vrcholu v

Tabulka 7: API barveni grafu.

5.4.1 Sekvencni greedy algoritmus

Ptred tim nez si predstavime paralelni algoritmy, tak se podivame na jednoduchy

sekvenc¢ni algoritmus 6. Barvy hran budeme reprezentovat pomoci ¢isel 1,2.... Méjme
danou libovolnou uspotradanou sekvenci vrcholi vy, ..., v,_1 grafu G, budeme postupné

pritazovat vrcholiim barvy, kde vzdy pouzijeme nejmensi moznou barvu.

Algoritmus 6 Sekvencni algoritmus pro barveni
1: procedure COLOR(G, v)
2 c(vg) <=0
3: fori=1...n—1do
4
5

S < {Barvy vsech sousednich vrcholi v; }
¢(v;) < Nejmensi barva kterd neni v S
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Véta 11 (Horni hranice algoritmu)
Méjme graf G. Pak x(G) < A(G)+1, kde A(G) predstavuje mazimdlni stuper vrcholu
v G.

Diikaz

Meéjme libovolné usporadanou sekvenci vrcholi vy ...v,_1 grafu G. Vrchol v; ma
nejvice A(G) sousednich predchidet pii obarvovani v kroku 5, proto maximalné A(G)
barev nelze ptifadit v;, z toho plyne c(v;) < A(G) + 1 ]

5.4.2 Paralelni barveni grafu

Paralelni barveni grafu je zalozeno na jednoduchém pozorovani, kazdd mnozina neza-
vislych vrcholit mize byt obarvenda paralelné, kde nezavislou mnozinou se mysli mnozina
nesousednich vrchol. Obecny algoritmus je ukazan v 7.

Algoritmus 7 Obecny algoritmus pro paralelni obarveni vrcholi
1: procedure PARALLEL-COLOR(G)
2 U+ G(V)
3 G +— G
4 while U # () do in parallel
5: I < vyber nezavislou mnozinu z G’
6
7
8

Obarvi vsechny vrcholy v
U+~ U\I

G’ + graf indukovany mnozinou U

Algoritmus 7 ma fadu variant, které se lisi tim, jak je vybrana nezavisla mnozina
vrcholil a jak jsou tyto vrcholy obarveny. Nékteré z téchto algoritmu predstavime v této
sekci.

5.4.3 Jones-Plassmann algoritmus

Algoritmus v prvnim kroku ptitadi vSem vrcholim v € V(G) ndhodnou vdhu (né-
hodné ¢islo z mnoziny ptirozenych ¢isel), ozna¢ovanou jako w(v). Poté v kazdé iteraci
paralelné provede vyhledani nezavislé mnoziny vrchol, metodou ktera prida vrchol do
mnoziny jehoz vaha je lokalni maximum. Pti kolizi vah se pouzije unikatni identifikacni
¢islo kazdého vrcholu. Déle dojde k paralelnimu obarveni vrcholi, kde bude vrcholu pii-
razena nejmensi dostupna barva vzhledem k jeho okoli. Tato procedura se opakuje dokud
graf nebude tspésné obarven viz. algoritmus 8.

5.4.4 Largest-Degree-First

Largest-Degree-First algoritmus muze byt paralelizovan pouzitim podobné metody,
kterd je pouzitd u Jones-Plassmann algoritmu. Jediny rozdil je vtom jak jsou prirazeny
vahy vrcholim, misto prifazeni ndhodného ¢isla méa vrchol pritazenou vahu, ktera je
urcena jeho stupném. Pti konfliktu se pouzije unikatni identifikac¢ni ¢islo kazdého vrcholu.
V této metodé vrcholy nejsou obarveny v nahodném poradi, ale v sestupném poradi
vzhledem ke stupni vrcholti.
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Algoritmus 8 Joness-Plassmann algoritmus
1: procedure JONES-PLASSMANN(G)
2 U<+ G(V)
3 while U # () do in parallel
4 for all v € U do in parallel
5: I « I'U{v| tak, Ze pro vSechny sousedni vrcholy u w(v) > w(u)}
6
7
8

for all v € I do in parallel
nastav nejmensi pripustnou barvu v

U+ U\I

Tento pristup ma za cil pouzit mensi pocet barev nez Jones-Plassmann algoritmus.

5.4.5 Block partition algoritmus

Algoritmus 9 je rozdélen do tii fazi. V prvni fazi je mnozina vrcholt V(G) rozdélena
do p blokt Vi, ..., V,, které tvori rozklad mnoziny. Vrcholy v kazdém bloki jsou paralelné
obarveny s pouzitim p vlédken. Paralelni barveni se skldd4 z n/p paralelnich kroki, které
jsou synchronizované bariérou na konci kazdého kroku. Pti barveni vrcholu, je mozné
pracovat s lokalnimi vrcholy a vrcholy z jiného bloku, proto mtize nastat situace, kdy dve
vlakna ve stejny ¢as budou pritazovat barvy sousednim vrcholim. Pokud témto vrcholiim
je prirazena stejna barva, tak vysledné barveni se stane nevalidni a proto ziskané barveni
nazyvame pseudo barveni. Ve druhé fazi kazdé vlakno T; paralelné zkontroluje vsechny
vrcholy v V;, jestli maji prifazenou spravnou barvu. Pokud nastane konflikt, tak hrana s
mensim indexem je vloZzena mnoziny A. V posledni fazi jsou vrcholy ulozeny A obarveny
sekvencné.

Algoritmus 9 Block partition algoritmus
1: procedure BLOCK-PARTITION-COLORING(G)
2 1.

3 rozdél V' do p ekvivalentnich bloka Vi,...,V,

4 for i =1...p do in parallel

5: for all v; € V; do
6

7

8

9

prifad nejmensi pripustnou barvu vrcholu v;
synchronizace bariérou

2.
for : =1...p do in parallel
10: for all v; € V; do
11: for all kazdy soused u vrcholu v; do
12: if color(v;) = color(u) then
13: A +— AUmin(u,v;)
14: 3.
15: sekvenc¢ni obarveni vrcholi v A

25



5.4.6 Vylepseny block partition algoritmus

V této sekci ukazeme jak muze byt algoritmus 9 modifikovan, tak aby byl pocet
pouzitych barev mensi nebo pfi nejmensim stejny.

Tento vylepseny algoritmus se sklada ze ¢tyr fazi. Prvni faze je stejna jako v algoritmu
10. V tento moment mame k barev které jsou rozdéleny mnozin C1, . .., C. Druhé faze se
skladé z k krokt. V kazdém kroku 7, jsou vrcholy mnoziny Cy_;_; prebarveny podobnym
zpusobem jako ve fazi 1. Zbyvajici dvé faze jsou stejné jako faze dvé a tti algoritmu 9.

Algoritmus 10 Improved block partition algoritmus
1: procedure IMPROVED-BLOCK-PARTITION-COLORING(G)
2 1.
3 stejné jako faze 1 algoritmu 9 > mame nezavislé mnoziny C1, ..., Cy
4: 2.

5: for j=Fk...1do

6

7

8

9

rozdel C; do p ekvivalentnich blokta Vi,...,V,
for i =1...p do in parallel
for all v; € V; do
pfifad nejmensi piipustnou barvu vrcholu v;

10: 3.
11: Stejné jako faze 2 algoritmu 9
12: 4.
13: Stejné jako faze 3 algoritmu 9

6 Experimentalni vysledky

V této sekci experimentalné demonstrujeme vykon paralelnich algoritmt predstave-
nych v této praci. Experimenty jsou provedeny na procesoru Intel Core i7-2600 v progra-
movacim jazyce C#.

6.1 Testovaci grafy

Testovaci grafy jsou rozdéleny do dvou kategorii, z nichz prvni kategorie je pouzita
pro testovani Primova a Dijkstrova algoritmu viz. tabulka 8 a druhé kategorie pro barveni
grafu viz. tabulka 9. Sloupec n predstavuje kolik se nachazi vrcholi v grafu a sloupec m
predstavuje kolik se nachazi hran v grafu.

Problém n m

dense 10000 4000000
medium 10000 61731

Tabulka 8: Testovaci grafy pro Primtv a Dijkstriv algoritmus.
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Problem n m

large 1000000 7586063
dense 200000 4000000

Tabulka 9: Testovaci grafy pro barveni grafu.

6.2 Prim

Na nésledujicich dvou obrazcich mtizeme ziskat informace o efektivité algoritmu, pri
zvysujicim se poctu vldken. Lze zpozorovat, ze reprezentace grafu ma zretelny vliv na
vykon algoritmu. Zatimco na obr. 9, ktery predstavuje problém s hustym graf, ma graf
reprezentovan matici sousednosti vykon az Sestkrat lepsi nez graf reprezentovan seznamem
sousedu. Ve druhém pripadé, méa navrch graf reprezentovan seznamem sousedii, avsak
rozdil uz neni tolik zfetelny. Taktéz lze vidét, ze vykon matice sousednosti s pribyvajicimi
vlakny roste, zatimco u seznamu sousedl se vykon dokonce s ptibyvajicimi vlakny blizi
zpét k vykonnosti s jednim vldknem.

1 0 T T T T T T T

—6— seznam sousedu
— % - matice soousednosti

Cas (sekundy)

Pocet vlaken

Obrézek 9: Porovnani Primova algoritmu na medium grafu.
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Obrazek 10: Porovnani paralelniho Primova algoritmu na sparse grafu.

6.3 Dijkstra
Plati podobné poznatky jako v predchozi podkapitole.

1 0 T T T T T T T

9l —6— seznam sousedu
— % - matice soousednosti

Cas (sekundy)

Pocet vlaken

Obrézek 11: Porovnani paralelniho Dijkstrova algoritmu na medium grafu.
s

28



8 T T T T T T T
*\ —6&— seznam sousedU
7r \ — % - matice soousednosti| T
\
\
6r \ 7
\
\
— \
=5 \ 7
©
c \
i~ \
g4r k. a
N~—" ~ 8
2 %
O 3+ S . J
T
Tok—
2r TR - —— %
1 - -
O\e\v A o s I N
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pocet vlaken

Obrazek 12: Porovnani paralelniho Dijkstrova algoritmu na sparse grafu.

6.4 Barveni grafu

V této podkapitole miizeme navzajem srovnat jednotlivé algoritmy pro barveni grafu.
Jednoznacné nejvykonnéjsi je Jones-Plassmanntv algoritmus, ktery je priblizné dvakrat
vykonnéjsi nez vsechny ostatni algoritmy.

8 T T T T T T T
—6— Jones-Plassmann
r —*— Largest-Degree-First )
—&— Block-partition
6 — % - Improve-Block-partition 4
X5
©
c
=]
S 4
82
n
®
QO 3 -
2 -
1+
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pocet vlaken

Obréazek 13: Porovnani paralelnich algoritmt pro barveni grafu na large grafu
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Obrazek 14: Porovnani paralelnich algoritmi pro barveni grafu na dense grafu
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Zaveér
Vysledkem této prace je sada paralelnich grafovych algoritmu s ptislusnym uzivatel-

skym rozhranim. U kazdého algoritmu je moznost volby s jakou reprezentaci grafu chceme
pracovat a kolik vlaken chceme pouzit pro vypocet.
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Conclusions

The result of this work is a set of parallel graph algorithms with the corresponding
user interface. For each algorithm, it is possible to choose with which representation we
want to work with, and how many threads we want to use for the calculation.
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A Obsah prilozeného DVD

Na prilozeném DVD, jsou k nalezeni vSechny soucasti této prace.

doc/
Dokumentace prace ve formatu PDF, vytvorena dle zavazného stylu KI PiF pro
diplomové prace, véetné vsech priloh, a vSsechny soubory nutné pro bezproblémové
vygenerovani PDF souboru dokumentace, tj. zdrojovy text dokumentace, vlozené
obrazky, apod.

src/
Kompletni zdrojové kédy vsech algoritmii.

readme. txt
Obsahuje popis jak spustit algoritmy.

Navic CD/DVD obsahuje:

data/
Obsahuje data, na kterych byly algoritmy testovany.
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