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Uvod

Cilem diplomové prace je navazat na bakalarskou préci, kde jsme se zabyvali
soustavou linedrnich diferencialnich rovnic v roviné. Nyni se sezndmime se sou-
stavou nelinearnich diferencialnich rovnic v roviné, kterou se pokusime prevést
na soustavu linearni, kterou jiz umime ftesit. Néasledné si ukazeme jeji vyuziti
v ekonomii. Prace je rozdélena na dvé cCasti, a to na cast teoretickou a Cést
praktickou. V prvni ¢asti se zamérime predevsim na rozliSeni kritickych bodu
nelinearnich soustav na hyperbolické a nehyperbolické a nésledné na moznosti
urceni jejich typu k sestaveni fazového portrétu.

Druha c¢ast prace se zaméiuje na aplikaci nelinearnich diferencialnich rovnic
v roviné, konkrétné na tzv. Goodwinuv model. Tento model vychézi ze znamého
modelu Lotka—Volttera o dravci a kofisti, proto je v praci nastinén i tento model.
Goodwin aplikoval model o dravci a kotisti do ekonomie, kdy se zabyval zavislosti
miry zaméstnanosti a miry podilu mezd pracovniki na narodnim duchodu. V praci
k sestaveni modelu pouzijeme data z Ceského statistického tradu, kterd zazna-
mendvaji situaci v Ceské republice, abychom zjistili, zda je model na reélnd data

vyuzitelny.



Kapitola 1

Dynamické systémy v roviné R?

Ve své bakalarské praci jsem se zabyvala soustavou linearnich diferencidlnich
rovnic v roviné. Nyni se zamérim na systémy rovnic nelinearnich a popisu mimo
jiné vztah mezi nelinearni soustavou diferencidlnich rovnic a specidlni linearni
soustavou. Déje, které jsou popsany pomoci soustavy nelinearnich rovnic, se budu
snazit popsat jednodussi soustavou linearnich diferencialnich rovnic, kterou jiz
umim fesit (viz [9]). Soustavy nelinedrnich rovnic oproti soustavdm linedrnich
rovnic mohou mit vice rovnovaznych stavu, proto sestaveni fazového portrétu
portrétu v okoli jednotlivych kritickych bodu.

Ve své préci se budu zabyvat soustavou rovnic v R?, ale obdobné vysledky lze

odvodit i pro n-rozmérné soustavy, kde n > 2.

1.1. Zakladni teorie

Uvazujme otevienou mnozinu G C R? a interval J C R. Symbolem C*(G)
oznacme mnozinu vSech funkci definovanych na G, které maji na G spojité obé
parcialni derivace prvniho tadu.

Uvazujme vektorovou funkci x : J — R? tzn. x(t) = (z1(t), z2(t)), kde z;
a xo jsou realné funkce proménné ¢ definované na intervalu J.

Dale uvazujme vektorovou funkci f : G — R2. Slozenim vektorovych funkc{ f



a x dostdvdme vektorovou funkei f(x) : J — R?, tj. £(x(t)) = £(x1(t), 72(t)), kde
teJ.

Uvazujme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru
x' = f(x), (1.1)
kterou si podrobnéji muzeme rozepsat ve tvaru
a1 (t) = fi(za(t), 22(1))

aa(t) = fa(z1(t), 22(1)), (1.2)
kde t € J.

Reseni tlohy (1.1) s pocateéni podminkou x(ty) = xo, kde xo € G a f je
spojité funkce, je ve tvaru x(t) = xo + fot f(x(s))ds, t € R.

Definice 1 [Kriticky bod] Bod X = (T1,72) € R? se nazyva kritickyj bod (nebo
také rovnovdzny bod) soustavy (1.1), jestlize plati

fi(@1,72) =0

fg(fl,fg) - 0

Bod, ktery neni kriticky, se nazyva reguldrni.

Rozlisujeme dva typy kritickych (rovnovéznych) bodu, a to kritické body hy-
perbolické a kritické body nehyperbolické. Pro urceni, zda je kriticky bod hy-
perbolicky, je nutné nadefinovat Jacobiho matici, pomoci niz muzeme o druhu

kritického bodu rozhodnout.

Definice 2 Funkce f : R? — R? se nazyva diferencovatelnd v X € R?, jestlize

existuje linedrn{ transformace J(X) € L(R?), kterd splituje

lim — [f(x+ h) — f(X) — J(X)h|
|h|—0 |h|

=0,

kde | e | zna¢i normu v R



Jinymi slovy muzeme fict, jestlize je f : R*? — R? diferencovatelnd v bodé X,

potom existuji parcialni derivace afz ,i,7 = 1,2 v X, sestavené do matice J(X),

ktera se nazyva Jacobiho matice

0fi(@) 9f1(T)
<) — ox ox
JX) = ofuln) ont | -

o1 Oxo

Pro viechna x € R? plati
_ i o o
B = Ox;

kdea— =

Ty

(%,%), j = 1,2. Linedrni transformace J(X) je také nazyvéna

derivace funkce f v bode X.

Definice 3 Uvazujme kriticky bod X soustavy (1.1) a piislusnou Jacobiho matici
J(X). Kriticky bod X se nazyva hyperbolicky, jestlize vSechna vlastni ¢isla Jacobiho
matice maji nenulové redlné slozky. Jestlize alespon jedno vlastni ¢islo Jacobiho

matice ma nulovou realnou slozku, pak nazveme kriticky bod X nehyperbolicky.

Priklad 1 Uréime hyberbolické a nehyperbolické kritické body nasledujici sou-
stavy

v = 323 4 1y
b =15+ 2139 +
Lo = Ty 1T To.

Pro uréeni hyperbolickych ¢ nehyperbolickych kritickych bodu je nejprve nutné
urcit kritické body soustavy nelinearnich rovnic. Ty urcime tak, ze pravé strany

diferencialnich rovnic polozime rovny nule, tj.
323+ 1y=0
1 2=

x% + 22129 + 29 = 0.
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Vyfesenim soustavy rovnic dostavame tii kritické body X3 = (0,0), X2 = (1, —3)
a Xg = (—3,—3). V dalsim kroku spotteme Jacobiho matici J(x). Matici J(x)

urc¢ime postupnym derivovanim funkci f; a fo dle proménnych z; a o, tj.

9(3224z2) (32 +x2)

J(X) _ o1 Oz _ 61'1 1

= a(:v§+28:r112+x2) 3(z§+28$1x2+12) - 233'2 2:[;2 + 21‘1 +1 .
x1 T2

Abychom mohli urcit vlastni ¢isla Jacobiho matice J(X), pomoci nichz umime
urcit body hyperbolické a nehyperbolické, musime dosadit kritické body X;, X2

a X3 do Jacobiho matice J(x), tj.

Jﬁﬂ:J@ﬂ*:@ﬁg zo+§0+1>:<8b’
‘“iﬁ::J“”_azz(Qi!g) 2.@3)i2~1+1)::(52—;)’

J(KS)—J(_—a_—)—( ' %) 1 . 1 )—(_g 11)-
373 2-(-3) 2-(=g)+2-(-g)+1 -3 3
Nyni uz muzeme spocitat vlastni ¢isla A\ a Ay Jacobiho matic J(X1), J(X2)
a J(X3). Pro prvni kriticky bod X; = (0,0) urcime vlastni ¢isla pomoci charakte-
ristické rovnice matice J(X)

0—X 1

det(J(il)—)\[):‘ 0l

‘:V—A:Q

tj. vlastni ¢isla jsou Ay = 1, Ay = 0. Kriticky bod X; = (0,0) je nehyperbolicky

bod, nebot Ay = 0, tudiz alespon jedno vlastni éislo m4 nulovou redlnou ¢4st.

Vlastni ¢isla pro druhy kriticky bod Xa = (1, —3) ziskdme z nésledujici chara-

kteristické rovnice

_ _6=Xx 1 N2 ey 1o
det(J(xz)—)\I)—' 6 _3_)\‘—/\ 3A—-12=0
a jsou rovna vlastnim ¢islum Ay = 3+5/§, Ay = %ﬁ Druhy kriticky bod
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X, = (1,—3) je bod hyberbolicky, nebot obé vlastni ¢isla maji redlné ¢dsti ruzné
od nuly.
Pro tiet{ kriticky bod X3 = (—3%, —3) urcéime vlastni &fsla pomocf charakteris-
tické rovnice matice J(Xs)
—2-X 1
det(J(ig) - )\I) = ‘ 2 1

-2 1.

7. 4
‘:/\2+—>\+—:0,
3 3

3
tj. vlastni cisla jsou A\; = —1 a Ay = —‘51. Tieti bod je opét hyperbolicky, protoze

obé vlastni ¢isla maji realné ¢asti ruzné od nuly.

Jak jsme uvedli v ivodu prace, nasi snahou je prevést soustavu nelinearnich
diferencialnich rovnic na soustavu linearnich diferencidlnich rovnic, kterou jiz
umime tesit. Tzn. chceme soustavu (1.1) pfevést na nasi znamou soustavu linedr-

nich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty x’ = Ax (viz [9], str. 12).

Definice 4 [Lineéarn{ variacni rovnice] Necht X € R? je kriticky bod rovnice (1.1),
potom rovnici y' = J(X)y nazveme linedrni variacni rovnici k rovnici x' = f(x)

v okol{ kritického bodu X.

Z ptedchozi definice je patrné, ze nahrazeni nelinearni rovnice linedrni varia¢ni
rovnici provadime pouze na okoli kritického bodu. Znamena to, ze fazovy portrét
soustavy (1.1) bude podobny fézovému portrétu soustavy y’ = J(X)y pouze na
okoli tohoto kritického bodu. Zhruba lze Tict, ze ¢im mensi okoli kritického bodu
budeme mit, tim vice se bude fdzovy portrét soustavy (1.1) podobat fazovému

portrétu y’ = J(X)y v kritickém bodu.

Nyni si ukdzeme, na jakém principu tato linearizace funguje. Uvazujme sou-
stavu
a'1(t) = fi(ai(t), z2(1))
'5(t) = faa1(t), 22(t))
12



a necht existuje okoli hyperbolického bodu X = (7,7,) € R?, ve kterém lezi
jediny rovnovazny stav X. Na okoli bodu X rozvineme funkce f; a f, pomoci

Taylorovy formule v bodé X

f1($1,$2) = aglx(j_() (56'1 - E1) + 3];5?) (5132 - Tz) + R1($1,$2)
foxr,20) = agzm(j_() (1 —T1) + agz(f) (9 — Ta) + Ro(x1, 22),

kde Ry a Ry jsou zbytky v Taylorové vzorci. Jestlize se omezime na dostatecné
malé okoli rovnovazného bodu X, budou zbytky R;, Ro velmi malé, proto muzeme
nadale zbytky R; a R, zanedbat.
Jednotlivé parcidlni derivace (tj. prvky Jacobiho matice J(x)) oznac¢me pro
€3] 9f2(%) /(%) 0f2(%) _

: ot i Of(R) _ _
zjednoduseni zapisu jako e = 11, T5o - = 21, ~5.— = Q12, ~5,— = 2.

Provedeme substituci
Y1 =21 — Tq
Yo = To — T,

¢imz prevedeme rovnovazny stav X do pocatku soustavy soutadnic ¥ = (0,0).

V téchto novych souradnicich bude mit soustava tvar
Yy = anyi + any

Yo = G191 + a20Ys.

Dostali jsme tedy soustavu linedrnich rovnic y’' = J(X)y.

Priiklad 2 Urceme variac¢ni linearni rovnici k soustavé z piikladu 1.
Abychom urcili varia¢ni linearni rovnici, je nutné spocitat Jacobiho matici J(X),
kterou jiz mame spoctenou v piikladu 1. Pro prvni kriticky bod X; = (0,0)

01

dosadime Jacobiho matici J(X1) = J(0,0) = <O ]

) do rovnice y' = J(X)y, ¢imz

ziskdme na okoli bodu y = (0, 0) soustavu

,_ (01
Y= \o1)?

13



Stejné pro druhy kriticky bod Xa = (1, —3) dosadime Jacobiho matici

J(X2) = J(1,-3) = (_66 _13) do rovnice y' = J(X)y a ziskdme na okoli bodu

y = (0,0) linedrni varia¢ni rovnici

, (6 1

Pro tretf kriticky bod X3 = (—3, —3) ziskdme na okolf bodu ¥ = (0,0) linedrni

variac¢ni rovnici ve tvaru

Princip linearizace spoc¢ivd v nahrazeni nelinedrni rovnice x’ = f(x) s kritic-
kym bodem X linedrn{ rovnici y' = J(X)y.

Lze ukazat, ze fazové portréty nelinearni soustavy rovnic a linearizované sou-
stavy rovnic jsou tzv. kvalitativné stejné (neboli topologicky ekvivalentni), napf.
jestlize linearizovana soustava ma kriticky bod typu sedlo, nelinearizovanda sou-
stava bude mit odpovidajici kriticky bod také typu sedlo a trajektorie budou mit
stejné chovani jako v piipadé linearizované soustavy, jen budou trochu ,zdefor-

mované“. Zmeénu fazového portrétu muzeme vidét na obrazku 1.1.

Definice 5 [Topologicka ekvivalence] Fazové portréty soustav x' = f(x) a y’ =
u(y) nazyvame topologicky ekvivalentni, jestlize existuje homeomorfni zobrazeni
h : M, — My, M, C R?, M, C R?, které zobrazuje trajektorie prvni soustavy
na trajektorie druhé soustavy pii zachovani sméru jejich probihéni (orientace).
Presnéji vyjadieno, pro fazové toky soustav plati vztah h(p(t,x)) = ¢(t, h(x)),
kde p(t,x) C M; je fdzovy tok soustavy x' = f(x), ¢(t,y) C M, je fazovy tok
soustavy y' = u(y).

Ptipomenme, ze homeomorfni zobrazeni h je prosté, spojité zobrazeni, které ma

spojité inverzni zobrazeni h—1.

14
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Obrézek 1.1: Zména tvaru trajektorii pri nahrazeni nelinedrni soustavy soustavou
linearizovanou. Na prvnim obrazku méme vyznacen fazovy portrét nelinearni
soustavy rovnic zy = "2 — 9 1z, = —x; + x119. Na druhém obrdzku mame
fazovy portrét linearizované soustavy. Oba kritické body jsou typu sedlo, avsak
u linearizované soustavy doslo ke zméné trajektorie na primku, kterd u nelinea-
rizované soustavy byla ,zdeformovana“ a k posunu kritického bodu do pocatku
soutadnic.
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Déle si uvedeme Grobman-Hartmanovu vétu, ktera iikd, ze blizko hyper-
bolického kritického bodu X mé fazovy portrét nelinedrniho systému (1.1) stej-

nou kvalitativni strukturu jako fazovy portrét linearniho systému y’ = Ay, kde

A= J(R).

Véta 1 (Grobman-Hartmanova véta) Necht soustava x' = f(x), x € R? md
izolovany (v jeho okoli se nenachdzi Zidny jiny kriticky bod) hyperbolicky kriticky
bod X = (T1,Ts). Pak existuje okoli My C R? bodu X € R? takové, Ze na tomto
okoli je fazovy portrét soustavy (1.1) topologicky ekvivalentni s fazovgm portrétem

linedrni soustavy y' = J(X)y, kde J(X) je Jacobiho matice funkce £ v bodé X.

Topologickou ekvivalenci nelinedrni soustavy a jisté linedrni soustavy muzeme
vyuzit pro vytvoreni fazového portrétu i v okoli reguldrnitho bodu. Uvazujme
systém (1.1) s reguldrnim bodem %X. Pak existuje okoli O bodu %X a okoli V' bodu

(0,0) tak, ze systém (1.1) je na O topologicky ekvivalentni se systémem

yr =1 (1.3)

na V. Systém (1.3) nem4 kriticky bod, trajektorie systému jsou piimky rovnobézné

s osou y;. Fazovy portrét systému (1.3) je zndzornén na obrazku 1.2.

Piiklad 3 Uvazujme systém s jedinym kritickym bodem X = (1, —3) typu sedlo
a regularnim bodem % = (4, 3). Pak existuje okoli O bodu X = (4,3) a okoli V
bodu (0,0) tak, ze je tento systém na okoli bodu X = (4, 3) topologicky ekviva-

lentni se systémem y) =1, y, = 0 na V, viz obrazek 1.3.

16



Obrézek 1.2: Fazovy portrét systému y; = 1, y5 = 0.

Xi

\

Obrazek 1.3: Féazovy portrét: soustava s regularnim bodem x = (4, 3), soustava
je na jeho okoli topologicky ekvivalentni se systémem (1.3) na okoli bodu (0, 0).

17



1.2. Druhy kritickych bodu

Stejné jako u soustavy linearnich diferencidlnich rovnic, tak i u nelinearnich
rovnic rozliSujeme nékolik typu kritickych bodu (sedlo, ohnisko, uzel, stied).
Predstavime si nejen jednotlivé typy kritickych bodu, ale i moznosti, jak typ

kritického bodu urécit pomoci vlastnich ¢isel Jacobiho matice.

Definice 6 [Kriticky bod typu sedlo] Kriticky bod X € R? soustavy (1.1) se

nazyva sedlo, pokud existuji body Xg # X a X; # X takové, ze tlim p(t,Xop) =X
—00

a lim ¢(t,X1) =X.
t——o0

Véta 2 Necht X € R? je kriticky bod soustavy (1.1) a J(X) je prislusnd Jacobiho
matice s vlastnimi ¢isly A1, Ao, kde A, Ay € R. Je-li sgn(A; - \y) = —1, je kriticky
bod X € R? sedlem.

>
X1

Obrazek 1.4: Priklad fazového portrétu nelinedarni soustavy s kritickym bodem
(0,0) typu sedlo.

Definice 7 [Kriticky bod typu ohnisko] Kriticky bod X € R? soustavy (1.1) se

nazyva ohnisko, pokud existuje okoli M; kritického bodu X takové, ze pro kazdy

18



bod X z tohoto okoli M; obéhne orbita konvergujici k X nekonec¢nékrat bod X

pro t — oo nebo pro t — —oc.

Véta 3 Necht X € R? je kritickyj bod soustavy (1.1) a J(X) je prislusnd Jacobiho
matice s vlastnimi &isly Ay a Ay a necht o, 3 € R, o, 8 # 0. Jestlize \; = o + i,
Ao = o — Bi, je kriticky bod X € R? ohniskem.

X2

>

(070) X1

Obrézek 1.5: Piiklad fazového portrétu nelinedrni soustavy s kritickym bodem x
typu ohnisko.

Definice 8 [Kriticky bod typu uzel] Kriticky bod X € R? soustavy (1.1) se
nazyva uzel, pokud existuje okoli M; kritického bodu X takové, ze pro kazdy
bod Xg z tohoto okoli M; orbita konvergujici k X m&a konecény pocet obéhnuti

bodu X pro t — —oo nebo pro t — oo.

Véta 4 Necht X € R? je kritickyj bod soustavy (1.1) a J(X) je prislusnd Jacobiho
matice s vlastnimi ¢isly A1 a Ao, A1, Ay € R. Je-li sgn(\; - \y) = 1, je kriticky bod

X € R? uzlem.
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X2

v

(0,0) Xi

Obrézek 1.6: Piiklad fazového portrétu nelinedrni soustavy s kritickym bodem x
typu ohnisko.

X2

(0, X1

Obréazek 1.7: Priklad fazového portrétu nelinearni soustavy s kritickym bodem
(0,0) typu uzel.

Definice 9 [Kriticky bod typu stied] Kriticky bod X € R? soustavy (1.1) je
stredem, jestlize existuje okoli tohoto bodu takové, Ze obsahuje uzaviené orbity

obsahujici ve svém stfedu kriticky bod X.
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Véta 5 Necht X € R? je kriticky bod soustavy (1.1) a J(X) je prislusnd Jacobiho
matice s vlastnimi ¢isly \y a Ao a necht 8 € R, B # 0. Jestlize \y = Bi, \y = — i,
je kritickyj bod X € R? stredem.

XzA

(0,0) \7 X

Obrézek 1.8: Priiklad fazového portrétu nelinedrni soustavy s kritickym bodem x
typu stied.
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1.3. Stabilita kritickych bodu

Stabilita kritickych bodu slouzi k urc¢eni chovani trajektorii blizko kritickych
bodu v case. Mezi zdkladni typy stability patti ljapunovska stabilita, asymp-
toticka stabilita a nestabilita. Pro stabilni kriticky bod existuje takové okoli to-
hoto kritického bodu, které trajektorie vstupujici do tohoto okoli pfi rostoucim
case neopusti. Pokud je kriticky bod asymptoticky stabilni, znamend to, ze pfi
rostoucim case se trajektorie navic blizi k tomuto kritickému bodu. Jestlize je
kriticky bod nestabilni, pak trajektorie pfi rostoucim ¢ase nezustavaji v okoli
kritického bodu, do kterého vstoupily. Predstavme si definice jednotlivych druhu
stability kritickych bodu a moznosti, jak urcit typ stability kritického bodu opét

pomoci vlastnich ¢isel Jacobiho matice.

Definice 10 [stabilita a nestabilita hyperbolickych kritickych bodu] Necht je
dén fazovy tok ¢ soustavy (1.1) definovany pro vsechna ¢ € R. Hyperbolicky
kriticky bod X této diferencialni rovnice se nazyva ljapunovsky stabilni, jestlize
pro vSechna e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro vSechna xg splnujici podminku
X — xo| < 0 plati |¢(t,x0) — X| < €, pro vSechna ¢t > 0, kde | ® | zna¢i normu

v R2. Jestlize kriticky bod neni stabilni, nazyvé se nestabilni.

Véta 6 Necht X € R? je hyperbolicky kriticky bod soustavy (1.1). Jestlize redlné
¢dsti vsech vlastnich c¢isel Jacobiho matice J(X) jsou zdaporné nebo rovny nule, je

kriticky bod X € R? stabilnd.

Véta T Necht X € R? je hyperbolickyj kritickyj bod soustavy (1.1). Jestlize alespori
jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice md kladnou redlnou édst, je kritickyj bod X € R?

nestabilni.

Definice 11 [asymptotické stabilita hyperbolickych kritickych bodi] Rekneme,
7e hyperbolicky kriticky bod X € R? je asymptoticky stabilng, jestlize je ljapunov-
sky stabilni a jestlize existuje § > 0 takové, ze pro vsechna xq spliujici podminku

X — Xo| < d plati z‘/lim lo(t,x0) —X| = 0.
—00
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Obrézek 1.9: Stabilni kriticky bod X je ljapunovsky ale ne asymptoticky stabilni
kriticky bod.

XA

an

Obréazek 1.10: Nestabilni kriticky bod X.

Véta 8 Necht X € R? je hyperbolicky kriticky bod soustavy (1.1). Jestlize rediné
casti vech wvlastnich ¢isel Jacobiho matice J(X) jsou zdporné, je kriticky bod

x € R? asymptoticky stabilni.



(0,0) Xi
Xo

Obrazek 1.11: Asymptoticky stabilni kriticky bod X.

Priklad 4 Urcime stabilitu a nestabilitu kritickych bodu soustavy z prikladu 1.
Zaméifme se pouze na druhy bod Xz = (1, —3) a tfetf kriticky bod X3 = (—3, —31),
nebot jen tyto body jsou hyperbolické. Protoze jedno vlastni éislo Jacobiho matice
kritického bodu X2 = (1, —3) ma realnou ¢ast vétsi nez nula a druhé ¢islo Jacobiho
matice ma realnou ¢ast mensi nez nula, jedna se o nestabilni hyperbolicky kriticky
bod. Kriticky bod X3 = (—%, —%) je asymptoticky stabilni, jelikoz realné casti

vlastnich ¢isel jsou zaporné.

1.4. Prvy integral soustavy diferencialnich rovnic

Dosud jsme se pii sestrojeni fazového portrétu soustavy (1.1) zabyvali zpusobem
sestaveni trajektorii v okoli hyperbolického kritického bodu. V ptipadé nehyper-
bolického kritického bodu nemuzeme vyuzit dosud uvazovany zpusob s vyuzitim
Grobman-Hartmanovy véty a k sestrojeni fazového portrétu musime pouzit jiné

metody. Chovani trajektorii v okoli nehyperbolickych kritickych bodu muzeme
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urcit pomoci tzv. prvého integralu dané soustavy diferencidlnich rovnic. Prvym
integralem soustavy (1.1) bude jistd funkce H dvou proménnych x; a 5. Lokélni
extrémy, resp. sedla funkce H, odpovidaji kritickym bodum a vrstevnice funkce
H pak odpovidaji trajektoriim fazového portrétu této soustavy diferencialnich

rovnic.

Definice 12 Necht G C R? je oteviend mnozina a funkce H(xy,z5) € C*(G).
Uvazujme soustavu

z'y = Ji(z1, 22)
x'y = fa(w1, 22), (1.4)

tj. nasi zndmou soustavu (1.1). Funkce H se nazyvé pruym integrdlem soustavy

(1.4), jestlize

£ grad H = (f1, /) (M aH) 0

011’ Oz

pro véechna (z1,22) € G.

Véta 9 Je-li funkce H progm integrdlem soustavy (1.4), pak je H konstantni na

kazdé trajektorii této soustavy.

Vrstevnici funkce H o drovni ¢ € R rozumime mnozinu vsech bodu (z1,z9) € G
takovych, kde H(x1,z5) = ¢, ¢ € R. Globalni fazovy portrét systému (1.4) se tedy

sklada ze vsech vrstevnic funkce H.

Ukazme si jednotlivé kroky vedouci k urceni fazového portrétu v okoli nehy-

perbolického bodu systému (1.4). Uvazujme systém (1.4)
2'1(t) = fi(@(t), 22(t))
w'y(t) = falw1(t), z2(t))

a necht X je nehyperbolickym kritickym bodem tohoto systému.
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Nejprve hledame funkci H tak, aby byla prvym integralem soustavy (1.4).
To lze formélné provést ,eliminaci proménné ¢ ze soustavy a naslednou snahou

ziskat pouze vztah mezi proménnymi x; a z5. Pokud vydélime 2} /z}, dostaneme

dry fo(w1, 72)

d_I1 B fl(xh%)7

tj. diferencidlni rovnice pro nezndmou funkei x5 = x9(z1). Jejim vytresenim dosta-
neme feseni soustavy (1.4) a z ného pak odvodime predpis pro funkci H(xq,zs).
Stacionarni body funkce H, tj. body podezielé z extrému, predstavuji kritické
body X.

Vrstevnice prochédzejici kritickym bodem X vyjadiime rovnici H (zy, z2)=H (X).
Vykreslenim vrstevnic funkce H o urovnich ¢, které jsou blizké hodnoté H(X),

ziskdme fazovy portrét systému (1.4) v okoli kritického bodu X.

Ke klasifikaci kritickych bodu (tj. k uréeni, zda se jedna o typ sedlo nebo
stfed), které jsou nehyperbolické a jsou kritickymi body systému (1.4), je nutné
vypocitat parcidlni derivace druhého tadu funkce H a ty sestavit do matice

M(l’l, l’g)l

92H 0%2H
M(a:l,xz) = ( (322% ($1,x2) —8%8332 (xl,x2)>

dz2071 (1, 22) gz—g(%y@)

Na zékladé determinantu matice M (x4, x9) v kritickém bodé X muzeme rozlisovat
kriticky bod X systému (1.4) na typ sedlo a stied. Pro nehyperbolické kritické
body soustavy (1.4) plati nasledujici véty:

Véta 10 Necht X € G je nehyperbolicky kriticky bod systému (1.4). Jestlize je
det(M (X)) < 0, je kriticky bod X typu sedlo.

Kriticky bod X, ktery je sedlem systému (1.4), je také sedlem funkce H.

Véta 11 Necht X € G je nehyperbolicky kriticky bod systému (1.4). Jestlize je
det(M (X)) > 0, je kriticky bod X stied systému.
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V kritickém bodé X, ktery je stfedem systému (1.4), se nachdzi lokédlni extrém

funkce H.

Kritické body systému odpovidajici lokalnimu maximu funkce H jsou nesta-
bilni a kritické body odpovidajici lokalnimu minimu funkce H jsou ljapunovsky

stabilni.
Priklad 5 Uvazujme systém
a'y =1y — 2

v’y = 2wy + 22

Rozhodneme o typech kritickych bodu.
Nejprve je nutné urcit, zda soustava obsahuje hyperbolické nebo nehyperbo-

lické kritické body. Kritické body ziskame vytesenim nasledujici soustavy rovnic
Ty — 25 =0

2331 + x% =0.
Vytesenim soustavy rovnic dostavame celkem Sest kritickych bodu, a to
i]_ - (0,0), Ez - (—2,0), fg - (0, 1), §4 - (0, —1), §5 - (-2, 1), 26 - (—2, —1)
V dalsim kroku spoc¢teme Jacobiho matici postupnym derivovanim funkei f; a fo

dle proménnych x; a x5, tedy

O(za—2x3) O(xa—a3) 2
J(x) = dar 22 0w 22 _ 0 1 — 35 .
0(2x1+x7) 0(2x1+x7) 2+ 214 0

ox1 Oxo

Pro urceni vlastnich ¢isel Jacobiho matice J(X), pomoci nichz umime rozlisit
body hyperbolické a nehyperbolické, dosadime postupné vsechny kritické body
do Jacobiho matice J(x), tj.

) = 70,0 = (5 ).
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) = a-2.0) = ( 5y ).
) = 70,0 = (5 )
) = 0.1 = (3 ).
s =21 = (5.

J(Xe) = J(=2,~1) = (_02 _02) .

Nyni uz muzeme spocitat vlastni ¢isla jednotlivych Jacobiho matic. Pro prvni
kriticky bod X; = (0,0) urc¢ime vlastni ¢isla pomoci charakteristické rovnice

matice J(X1)

0—X 1

det(J(il)—)\I):‘ > 0y

‘:)\2—2:0,

kterd budou rovna éislim A\ = /2, Ay = —v/2. Kriticky bod X; = (0,0) je
hyperbolicky bod, nebot ani jedno vlastni &fslo nem4 nulovou redlnou ¢4st.
Pro druhy kriticky bod vytvorime charakteristickou rovnici a nasledné spocita-

me vlastn{ ¢isla

det(J(X2) — M) = ’0 AL

kterd budou rovna &fslim A\; = /24, Ay = —v/2i. Kriticky bod X5 = (—2,0) je ne-
hyperbolicky, proto nemuzeme k urceni jeho typu vyuzit Grobman-Hartmanovu
vetu.

Analogicky bychom postupovali i pro zbylé kritické body. Pro kriticky bod
x3 = (0,1) bychom ziskali vlastni éisla A\; = 2i, Ay = —2i, pro kriticky bod
X4 = (0,—1) vlastni éisla A\; = 2i, Ay = —2i, pro kriticky bod X5 = (—2,1)
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vlastni ¢isla Ay = 2, Ay = —2 a pro kriticky bod Xg = (—2,—1) vlastni ¢isla
AL =2, Ay = —2.

Dle vlastnich éisel vidime, ze kritické body X; = (0,0), X5 = (—2,1) a
X = (—2,—1) jsou hyperbolické kritické body a kritické body X = (—2,0),
X3 = (0,1), X4 = (0, —1) jsou body nehyperbolické. Typ kritickych bodu Xy, Xs,
Xg by Sel urcit pomoci Grobman-Hartmanovy véty. Ukdzeme si ale, ze je mozno
je vysetfit i pomoci prvého integralu dané soustavy. Vysetiime tak zaroven body
hyperbolické i nehyperbolické.

Nejprve musime najit funkei H (x4, x2), jez bude prvym integrdlem soustavy

21 (t) = 29 — 1

/

Dle vyse uvedeného navodu tedy postupujeme nésledujicim zptusobem:

drvy 2wy + 2?2

- 3
dxq To — T3

/(3:2 — 3)dxy = /(23:1 + 27)dr

2 4 3
Lo  Tg 2, I
———=z+—- +tcceR
2 4 13

Vrstevnice funkce H o trovni ¢ € R je tedy kiivka dand rovnici

2 4 3
Loy Lo 9 X7

-4 = _ —_:C,

2 4 3
tj. prvym integralem nasi soustavy diferencidlnich rovnic je funkce

2 4 3
x x x
H(zy,a0) =2 -2 — g2 - =L
Cést fazového portrétu ziskdme z hladin funkce H. Dosazenim kritickych bodu

do funkce H ziskame 1rovné jednotlivych vrstevnic prochézejicich témito body
H(0,0)=0
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4

1
1
13
13

Protoze v bodech (0,1) a (0,—1) a dale v bodech (—2,1) a (=2, —1) m4 funkce
H stejné funkéni hodnoty, budou tyto body lezet na stejné vrstevnici, neboli na
jedné trajektorii. Jednotlivé vrstevnice prochazejici kritickymi body jsou kiivky

dané rovnicemi

I T
2 4 13

v @y s w4
2 4 13 3
r_wy o, w1
2 4 L3 74
T @y . w13

Vykreslenim jednotlivych ktivek ziskame nékolik trajektorii z globalniho fazového
portrétu (viz obrézek 1.12).
Pro uréeni typu kritickych bodu systému nyni sestrojime matici M (z1, x9)

s druhymi parcidlnimi derivacemi funkce H (x4, x2):

-2 -2z 0
M@, 22) = ( 0 1—393;)'

O lokalnim minimu nebo maximu v téchto kritickych bodech rozhodneme pomoci
determinantu matice M (z1,x2) v jednotlivych kritickych bodech, tj.
det(M(X1)) = det(M(0,0)) = —2 < 0...kriticky bod typu sedlo

det(M(X2)) = det(M(—2,0)) = 2 > 0...kriticky bod typu stied
det(M(X3)) = det(M(0,1)) =4 > 0...kriticky bod typu stied
det(M(X4)) = det(M (0, —1)) = 4 > 0...kriticky bod typu stied
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Obrézek 1.12: Cast fazového portrétu soustavy nelinedrnich diferencialnich rovnic
v roviné z Ptikladu 5.

det(M(Xs5)) = det(M(—2,1)) = —4 < 0...kriticky bod typu sedlo
det(M(Xg)) = det(M(—2,—1)) = —4 < 0...kriticky bod typu sedlo

Na obrazku 1.12 muzeme vidét kritické body (—2,0),(0,1),(0,—1), které
ve svém okoli obsahuji periodické trajektorie, jez tyto kritické body obihaji. Dle
determinantu matice M (xy,x5) jsme se presvédéili, ze se jednd o kritické body
typu stied, tj. o lokdlni extrémy funkce H. Pfitom v bodé (—2,0) nastavé lokaln{
minimum funkce H a v bodech (0,1) a (0, —1) jsou lokalni maxima funkce H.

Ostatni kritické body jsou kritické body typu sedlo.
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Kapitola 2

Goodwinuv model rozdéleni

~ SO o

prijmu

2.1. Richard M. Goodwin

V této kapitole vychdzime predevsim z [7], [3].

Americky ekonom a matematik Richard M. Goodwin se nechal inspirovat
modelem o dravei a kofisti (tzv. Lotka—Volterra model) a aplikoval ho do ekonomi-
e. Goodwin predstavil svij model v roce 1967. Hlavnim zamérem bylo ukazat
konflikt mezi pracovniky a vlastniky kapitalu, ktery by mohl vytvéaret cykly
v ekonomice. Proto je Goodwinuv model téz nazyvan jako model tiidniho boje,
ktery vychézi z tzv. Marxistické teorie, kdy dochdzi k boji mezi vykofistovateli
a vykotistovanymi.

Kapitalisté piedstavuji vykofistovatele, kteii se snaZi vytvoiit co nejvyssi
zisky a tim i investice do kapitdlu, vykotistovani jsou pak pracovnici. Ekonomika
sttida faze, kdy nejprve vysoka mira zaméstnanosti muze zvysit podil mezd pra-
covniku na vystupu, coz ma v dalsi fazi dusledek snizeni zisku kapitalisti a tim

i poptavky po préci, zaméstnanosti a podilu mezd pracovniku na vystupu.
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2.2. Model Lotka— Volterra

Jak jsme uvedli vyse, Goodwin vychdazel z modelu Lotka—Volterra, proto si
na zacatek predstavime tento model. V modelu o dravci a kofisti uvazujeme
uzavieny systém se dvéma populacemi, a to populaci kotisti a populaci dravcu.
Predpokladame, ze populace kofisti slouzi jako potrava pro dravce a ma vzdy
dostatek potravy, kterou tvoii napt. rostliny, plankton. Populace kofisti je snizova-
na setkavanim s populaci dravcu. Naopak populace dravet ma omezené mnozstvi
potravy, kterou tvori kofist, a pribyvani populace dravcu je opét zavislé na setkani
s koristi. V modelu nas pak zajima zavislost mezi mnozstvim kotisti a mnozstvim
dravcu v case.

Zména velikosti populace kofisti zavisi linearné na velikosti populace kotisti
a zaroven také linearné zavisi na poctu setkani mezi kofisti a dravci. Stejné
tak zména velikosti populace dravcu zavisi linearné na velikosti této populace
a zaroven také linearné zavisi na poctu setkani mezi kotisti a dravci. Pro mnozstvi

kofisti v ¢ase t pouzivame znaceni z(t) a velikost populace draveu v ¢ase t znacime

y(t).

Zaméime se nejprve na situaci, kdy v modelu uvazujeme pouze populaci

kotisti. Rust populace koftisti bez zasahu dravcu vyjadiuje diferencialni rovnice

2'(t) = ax(t), (2.1)

kde kladna konstanta a predstavuje stfedni rychlost rustu populace kofisti.

Nyni se zaméiime na situaci, kdy uvazujeme pouze existenci populace dravcu.
V takovém piipadé by dochéazelo k vymirani dravcu z duvodu absence potravy.

Pokles mnozstvi dravct pak vyjadiime diferencialni rovnici

y'(t) = —dy(t), (2.2)

kde kladnd konstanta d je nazyvana koeficientem umrtnosti.

Protoze ale neuvazujeme jednodruhovou populaci, musime zavést matematické
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vyjadreni pro setkdni dravcu a koristi. Pocet vsech moznych setkani v case ¢ je
vyjadren ¢lenem x(t)y(t). Vyjadieni zmén velikosti obou populaci, kdy uvazujeme
i jejich vzdjemné ovliviiovani, muzeme vyjadiit pomoci soustavy nelinearnich

diferencidlnich rovnic v roviné:
2'(t) = ax(t) — bx(t)y(t) (2.3)

y'(t) = cx(t)y(t) — dy(t).

Z prvni rovnice vidime, ze rust populace kofisti uz bude omezen zahrnutim
predatoru. Kladny koeficient b, ktery se nazyva koeficient predace, znaci ,inten-
zitu“, s jakou dochézi k ubytku koristi v dusledku interakce s populaci predétora.
V piipadé velkého mnozstvi draveu y(t) muze byt prirustek kofisti zdporny, coz
by mélo za nasledek zmensSeni velikosti populace kofisti.

Druhéa rovnice vyjadiuje situaci, kdy se diky setkavani obou populaci stava
korist potravou pro dravce a tim dochéazi k narustu poctu dravcu. Kladny koe-
ficient ¢, nazyvany koeficient porodnosti, znaci ,intenzitu“ narustu velikosti popu-
lace predatoru, ke kterému dochéazi v dusledku stretavani s koristi, ktera slouzi
jako potrava pro dravce.

Cést fazového portrétu soustavy (2.3) mame zndzornénou na obrizku 2.1.
Z ného vidime, ze soustava mé dva rovnovazné stavy, které ziskame vytfeSenim

soustavy

ax(t) — bx(t)y(t) =0 (2.4)

cx(t)y(t) — dy(t) = 0.

Nésledné ziskdme prvni rovnovazny stav (0,0) a druhy rovnovazny stav (£, ).
Nyni se zaméfme na popis fazového portrétu na obr. 2.1 a na vyvoj mnozstvi
dravet y(t) a kofisti (). Uvazujme pocatecni stav kofisti z(0) a poc¢atecéni stav
u dravecu y(0), viz obr. 2.1. Od tohoto okamziku by s rostoucim ¢asem dravci
lovili kotist, kterda by postupné vymirala a pribyvalo by dravcu v zavislosti na
setkani téchto dvou populaci. Tato situace by pokracovala az do doby, kdy by

dravci méli dostatek potravy. Poté by zacalo ubyvat nejen koristi, ale i draveu,

protoze by neméli dostatek potravy. V dusledku mensi populace predatoru by
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(0,0) X

Obrazek 2.1: Fazovy portrét: model Lotka-Volterra.

dochézelo k rustu populace kofisti. S jejich rostoucim mnozstvim se tak zvétsuje
mnozstvi potravy pro dravce a tim i rust populace dravcu az do doby, kdy by-

chom se dostali do naseho pocatecniho bodu a cela situace by se opakovala.

2.3. Goodwinuv model

Nyni aplikujme model dravec a kotist do ekonomie. Goodwintiv model se snazi
vysveétlit zavislost kolisani zaméstnanosti a podilu mezd vSech pracujicich osob na
narodnim duchodu. Neznamé proménné, se kterymi budeme v Goodwinové mode-
lu pracovat, predstavuji podil mezd vSech pracujicich osob na narodnim duchodu
y a miru zaméstnanosti x. Zakladni princip vyplyva z myslenky Volterra, kdy
nadbytek jedné strany ma za nasledek ibytek druhé strany. V nasem piipadé by
vysoka mira zaméstnanosti méla za nasledek tendenci snizovat mzdy pracovnikii
ze stran zameéstnavateli a naopak, pti vysokych mzdéach by zaméstnavatelé snizo-

vali pocet pracovniki.
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Pro urceni zavislosti mezi podilem mezd pracujicich na narodnim duchodu
a mirou zameéstnanosti pouzil Goodwin vyse predstaveny model dravec a korist.
Populaci dravet nam nyni predstavuje podil mezd pracovniku na narodnim dicho-
du a populaci koristi mira zaméstnanosti. Kdybychom uvazovali pocateéni podmin-
ku opét v bodé (2(0),y(0)), nejprve by nam klesala mira zaméstnanosti a podil
mezd pracovnikiu na narodnim duchodu by rostl. Az by podil mezd pracovniku
na narodnim duchodu dosahoval maxima, zacali by zaméstnavatelé snizovat jak
pocet zaméstnancu, tak vysi mezd. Pti velké nezaméstnanosti vsak zameéstnavatelé
budou pottebovat zvySovat pocet zaméstnancu a zaméstnanost zacne rust. S ros-
touci zaméstnanosti se zac¢ne zvySovat i podil mezd pracovniki na narodnim
duchodu. S rostouci mzdou vSak zameéstnavatelé budou mit tendenci snizovat

pocet pracovnik.

Pted odvozenim modelu si uvedeme piehled velicin, se kterymi budeme nadale
pracovat. V nasledujici kapitole budeme vSechny proménné uvazovat v ¢asovém
okamziku ¢, tj. budeme na né pohlizet jako na funkce zavislé na ¢ase. V nékterych
odvozenich pro lepsi prehlednost a srozumitelnost nebudeme zavislost téchto
veli¢in na Case zduraznovat, tj. napriklad pro nabidku pracovni sily budeme psat
pouze N (misto N(t)). Pro vychozi stav zvolime ¢ = 0. V nasem modelu budeme

pracovat s nasledujicimi funkcemi (veli¢inami):

N(t)... nabidka pracovni sily (pocet osob schopnych préce), N(t) > 0.
L(t)... pocet pracujicich osob, L(t) > 0.

w(t)... prumérné ro¢ni mzda, neboli roéni mzda vyjadfend na jednoho pra-

covnika v K¢, w(t) > 0.

Q(t)... narodni duchod, tj. hodnota veskeré vykonané prace, neboli ocenéné

vystupy vyjadrené v Ké, Q(t) > 0.

a(t)... produktivita préce, neboli hodnota prace vykonand jednim pracovni-
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kem, kterou lze vypocitat vztahem

SIES

(2.5)

K(t)... hodnota kapitalu v K¢, neboli vstupy slouzici k dosazeni produkce.

S(t)... uspory, neboli zisk vyjadien v K¢, ktery je pouzity na rust kapitalu,
S(t) > 0.

x(t)... mira zameéstnanosti, kterou spoc¢teme nésledujicim podilem

obor hodnot je interval (0, 1).
2'(t)... rychlost zmény miry zaméstnanosti v case t.

y(t)... podil mezd vsech pracujicich osob na narodnim duchodu, neboli jed-
notkové mzdové naklady, které tikaji, kolik z toho, co pracujici vytvori, je

mu vyplaceno na mzdach. Podil mezd spocteme pomoci vztahu

: (2.7)

obor hodnot je interval (0, 1).

y'(t)... rychlost zmény podilu pracovniku na narodnim duchodu, tj. rychlost

zmény jednotkovych mzdovych nékladu.

Pred odvozenim Goodwinova modelu musime uvést nékolik predpokladu pro

jeho model:

1. Uzaviend ekonomika.

Ekonomika je uzaviena a bez zasahu statu. Pii pouziti Goodwinova modelu

na modelovéni dat v Ceské republice je tento predpoklad porusen, protoze
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jako vétsina vyspélych statu ma i CR otevienou smisenou ekonomiku, ktera

se vyznacuje statnimi regulacemi.

. Dva vyrobni faktory.

V ekonomice uvazujeme pouze dva vyrobni faktory, a to pracovni silu a
kapital. Tyto vyrobni faktory produkuji pouze jedno zbozi, které muze byt
pouzito pro spotiebu nebo pouzito pro rust kapitalu. I tento predpoklad je

vsak velmi striktni a ve skutec¢nosti nikdy nebude dodrzen.

. Uspory nepouzité na vyplaty zaméstnancum se vlozi do ristu kapitdlu.

Zaméstnanci veskeré piijmy spotiebuji, zatimco zaméstnavatelé ¢ast, kterou
nevénuji na vyplaty zaméstnancu (tzn. dspory S), vlozi do rustu kapitélu,
tzn.

S =K' (2.8)

. Konstantni mira ristu produktivity prdce.

Vlivem neustalého technického pokroku roste produktivita prace konstantni
rychlosti. Diky tomuto predpokladu mame zaruceno, ze rust produktivity
nemuze byt zaporny. Necht pro produktivitu prace a plati, Ze je rostouci

konstantni rychlosti o, > 0, tj.
a/
o= —. 2.9
: (29)

Produktivitu prace v case ¢ lze uvazovat ve tvaru a(t) = age®, kde ay
je pocatecni uroven produktivity prace. Tento vztah odvodime s vyuzitim

logaritmické derivace

In(a(t)) =at +c,c€ R

CL(t) — eat—l—c — ec+at — aoeat'
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. Mira zmeény mezd zdvisi na mire zaméstnanosti.

Vztah zmény realnych mezd a miry zaméstnanosti je modelovan modifiko-
vanou Phillipsovou kfivkou. Goodwin tuto zménu mezd modeluje pomoci

primky ve tvaru
w/
— =—u+cx,u>0,¢c>0,u,ceR. (2.10)
w

Jeji presnéjsi odvozeni bude uvedené déle.

. Konstantni mira ristu nabidky pracovni sily.

Nabidka pracovni sily stejné jako produktivita prace trvale konstantné ros-
tou. Necht N(t) znaci nabidku pracovni sily v case t a 3, 8 > 0 znaé{ miru

rustu nabidky pracovni sily, tj.
B="". (2.11)

Odvozeni nabidky pracovni sily N(t) je stejné jako v piipadé miry rastu
produktivity prace:
N(@)

(n(N ) =

=5
In(N(t)) =pt+c,ceR

N(t) = Pt = =P = NyePt,

Nyni se blize podivejme na odvozeni vztahu mezi zménou realnych mezd

a mirou zaméstnanosti. Mira zmény mezd % je dle predpokladu 5 ovlivnéna

w

mirou zaméstnanosti. Goodwin predpokladal, ze se mira zmény mezd tidi po-

dle Phillipsovy kfivky. Phillipsova kiivka (obr. 2.2) vyjadiuje vztah mezi mirou

nezaméstnanosti a mirou inflace, kterd m4 klesajici tvar, nebot snizujici se mira

nezaméstnanosti m4 za nasledek rust inflace. Miru nezaméstnanosti z(t) ziskame

jako rozdil z(t) = 1 — x(t).
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mira inflace 4

>

0 mira
nezamestnanosti

Obrazek 2.2: Phillipsova kfivka.

Nyni nahradime miru inflace mirou zmény mezd a aplikujeme Phillipsovu
kiivku na modelovéni zavislosti miry zmény mezd a miry nezaméstnanosti (viz

obr. 2.3).

mira zmény 4
mezd

>

0 I mira
nezamestnanostl

Obréazek 2.3: Vztah mezi mirou zmény mezd a mirou nezameéstnanosti.

Vzhledem ke tvaru Phillipsovy kiivky Goodwin predpokladal, ze mira rustu

mezd roste s rostouci mirou zaméstnanosti a ze jsou splnény néasledujici podminky:
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Mira zmény mezd je modelovana pomoci funkce f(x(t)), kterd zavisi na
mife zaméstnanosti z(t).
2. lim f(z(t)) =00
i Fla(0)
Druhd podminka nam tikd, Ze s rostouci mirou zaméstnanosti roste i podil

mezd na vystupu.

3 Jim f(r(t) <0

Tato podminka nam naopak udava, ze s klesajici mirou zaméstnanosti podil

mezd na vystupu klesa.

df(z(t))
Posledni podminka vyjadfuje, ze s rostouci mirou zaméstnanosti z(t) roste

1 mira rustu mezd.

Pokud prejdeme od miry nezaméstnanosti k mife zaméstnanosti, dojde k trans-

formaci Phillipsovy ktivky, viz obr. 2.4.

mira zmény A
mezd

>
0 ' mira

zameéstnanosti

Obrazek 2.4: Vztah mezi mirou zmény mezd a mirou zaméstnanosti.
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Z diivodu zjednoduseni modelu tuto kiivku linearizujeme (viz obr. 2.5) a dostaneme

ji tedy ve tvaru

E:—u—i—cm,u>0,c>0,u,cE}R, (2.12)
w

kde u a ¢ jsou kladné realné konstanty.

mira zményA
mezd
>
0 W'/w ' mira
zaméstnanosti
-u

Obréazek 2.5: Vztah mezi mirou zmény mezd a mirou zaméstnanosti prolozen
primkou.

S pouzitim vyse uvedenych predpokladu jiz muzeme pristoupit k samotnému
odvozeni Goodwinova modelu. Podil celkovych mezd ve vztahu k celkové produkci
je definovan vztahem (2.7). Jinymi slovy, podil celkovych mezd vyjadiuje tzv.
jednotkové mzdové naklady, které tikaji, kolik z toho, co pracujici vytvori, je mu
vyplaceno na mzdéch. Pokud vztah (2.7) logaritmicky zderivujeme a pouzijeme
vztahy (2.12) a (2.9), pak ziskdme dynamickou funkci miry zmény jednotkovych

mzdovych nakladu:



/

Lo —(uta)ter
y (u+a)+
v = (—(u+a)+cr)y. (2.13)

Dle predpokladu 2 a 3 je ndrodni pifjem 100% rozdélen. Plati, ze produkce
nepouzitd na vyplatu zaméstnancu (tedy uspory S) se celd investuje do rustu

kapitalu, tj. plati

Q=S5+wL.
Z této rovnice vyplyva
wlL
§=Q-wLl=(1-51Q=01-v0Q (2.14)

Protoze dle predpokladu 3 tspory S vyjadiuji rust kapitalu K’, plati nasledujici
rovnost:
S=K'=(1-—)Q=(1-yQ. (2.15)

Rovnici (2.15) vydélime kapitalem K

K (1-yQ 11—y
i e (2.16)

kde k = % je kapitalovy koeficient, ktery je konstantni. Kapital se zvysuje
v zavislosti na ristu ndrodniho diichodu, nebot koeficient k vyjadiuje kapitdlovou

narocnost jednotky produkce a plati K = kQ).

Mira rustu narodniho duchodu % je stejnd jako mira rustu kapitalu, jestlize

je kapitalovy koeficient k konstantni. Proto muzeme napsat

K Q@ (1-yQ 1-y

i = ) 2.17
K Q K k ( )
Rust zaméstnanosti je dan vztahem
o L
S 2.18
x L 8, (2.18)



kde rychlost rustu poptavky po pracovni sile L je dana jako

L/ B Q/
i (2.19)

Tempo rustu miry zaméstnanosti lze po dosazeni vztahu (2.19) a (2.17) do rovnice

(2.18) zapsat ve tvaru

¥ 1—y
M A 2.20
x k a=p ( )

Nyni jiz médme odvozenou soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic pro

Goodwinuv model
1 1

xlz(g—(ﬁJrOé)—Ey)l‘

Y = (=(u+a)+cr)y.

Jestlize polozime (u+ o) =1, + — (8 + @) = m, £ = n, mizeme soustavu rovnic

prepsat do tvaru
/

= (m—ny)x

/

y = (cx = 1y. (2.21)

Srovnanim tvaru soustavy se soustavou (2.3) je tedy ziejmé, ze jde skutecné

o analogii modelu Lotka-Volterra.

2.4. Reseni soustavy diferencidlnich rovnic pro
Goodwintv model (2.21)

Nejprve si shriime znaménka u koeficientu ze vztahi (u+a) =1, + — (6+a) =m

L

. = n. Z odvozovani modelu vime, ze koeficient £ je kladny, tudiz i n je kladné.

a
Miry rustu « a g jsou dle predpokladu 4 a 6 konstantni, tudiz tyto koeficienty
jsou také kladnd, ¢isla. Dostavame rozdil dvou kladnych hodnot + — (84 ) = m,

proto m muze byt kladné i zdporné. Z tvaru modifikované Phillipsovy kiivky (viz
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obr. 2.2) vidime, ze u je kladné, proto [ je kladné.

Nyni si ukazeme, jaké situace muzou nastat. Uvazujme nejprve moznost, kdy
je m kladné.

Prvnim krokem je urceni kritickych bodu soustavy rovnic, tj. polozime pravé
strany rovnic rovny nule:

(m—ny)r =0
(cx — 1)y = 0.

Ziskdme dva rovnovézné stavy, a to X; = (0,0) a Xa = (£, 2).

Pro vypocet vlastnich ¢isel vypocitame Jacobiho matici pravych stran sou-

stavy (2.21).

J(z,y) = (m e ) . (2.22)

cy cxr—1

Nyni uz muzeme dosadit rovnovazné body do Jacobiho matice (2.22) a spocitat

vlastni ¢isla. Pro prvni kriticky bod bude Jacobiho matice mit tvar

J(0,0) = (73 Bz)

a pro druhy kriticky bod ziskame Jacobiho matici ve tvaru

I m _ni
g5 = ¢ ).
(5= (27)

V dalsim kroku jiz muzeme spocitat vlastni ¢isla Jacobiho matice. Nejprve pro
prvni rovnovéazny stav X; = (0,0) uréime charakteristickou rovnici

’m—)\ 0

. _l_)\':)\2+(—m+l))\—ml:0.

7 charakteristické rovnice ziskame dvé vlastni ¢isla Ay = m, Ay = —1.

Pro druhy rovnovézny stav Xa = ( ﬁ, ™) vytesenim charakteristické rovnice

0— A —n

C

o 0—-A

n

=N+Ilm=0
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ziskame dveé vlastni cisla \; = ivVIm, Ay = —i/Im.

Prvni rovnovazny stav (0, 0) je hyperbolicky a je typu sedlo, nebot A\; # Ay # 0,
A, A2 € Ry sgn(Ag - Agy) = —1 (viz [9], str. 19).
Druhy rovnovazny stav je nehyperbolicky, nebotf obé vlastni éfsla A\; a Ay maji
nulové realné ¢asti. Z toho duvodu nemuzeme vyuzit Grobman-Hartmanovu vétu
a chovani trajektorii v okoli tohoto bodu budeme zkoumat pomoci prvého in-
tegrélu soustavy (2.21).

K nalezeni prvého integralu druhou rovnici ze soustavy

(m —ny)x =2a

(cx =Dy =y
vydélime prvni, ¢imz dostaneme
dy  —ly+cry  y(=l+cx) y  (=l+cx)
de  mx—nyr x(m—yn) (m—yn) r

Pomoci metody separace proménnych postupné (pro y > 0,z > 0) dostaneme

/m—yndy:/—lJrcxdx,
Y x

m(In(y)) — ny = —I(In(x)) + cx,

H = cx +ny — I(In(x)) — m(In(y)),

kde funkce H(z,y) = cx +ny —I(In(z)) —m(In(y)) je prvym integralem soustavy
(2.21) pro prvni kvadrant (pro x > 0, y > 0). Nyni rozhodneme o ne/existenci

extrému funkce H v bodé X3 = (£, ™). Druhé parcidlni derivace funkce H

c’n

0?H 1 0*H m 0*H 0 0*H
27

2x ¥ 0%y vy oxdy  Oydr

sestavime do matice M a dosadime bod X3 = (£, 2):

M(%g) = (g 02>.

n-
m



2
C
- 0

2
n
O m

=< 5 0a % > 0, ma funkce H v bodé

Im

Protoze det(M(X3)) =

X2 = (L,2) lokdln{ minimum a druhy kriticky bod je kritickym bodem typu

stied.

V pripadé, ze by m bylo zaporné, vysla by nam pro prvni rovnovazny bod
X1 = (0,0) dveé vlastni ¢isla A\; = —m, Ay = —1 (tj. A\ je kladné). Pro druhy
rovnovézny bod Xz = (£, ) by vysla vlastni éisla \; = /I(—m), Ao = —/I(—m).

Pro m zaporné by nam dle véty 2 vysly oba kritické body typu sedlo.

2.5. Piiklad CR

Pro ilustraci uvazujme data v Ceské republice za roky 1996 az 2009, ktera
jsme ziskali z Ceského statistického tfadu (viz [11]). Model vytvofeny s pouzitim
téchto dat bude pouze ilustrativni, protoze nejsou splnény vSechny predpoklady

pro Goodwinuv model.

Predpoklady, o kterych muzeme s urcitosti na tvod prikladu fici, ze nejsou
dodrzeny, jsou nésledujici: Piedpoklad 1 o uzaviené ekonomice je pro Ceskou re-
publiku porusen, nebot CR m4 jako vétsina statt ekonomiku otevienou. Oteviend
ekonomika se vyznacuje obchodovanim s ostatnimi staty, a to jak importem, tak
i exportem zbozi. S jistotou nebude dodrzen ani predpoklad 2 o pouziti pouze
dvou vyrobnich faktoru a vyrobé jednoho zbozi. Zaméstnavatelé stejné tak zisky
nepouzité na vyplaty zaméstnancum investuji nejen do rustu kapitalu, ale i do
provoznich nékladu (napt. n4jmu budov, energii, nakupu materidlu), do poplatku
za vedeni i¢tu a ostatnich financnich operaci, k plnéni danovych povinnosti, atd.
Tudiz ani predpoklad 3 neni dodrzen.

O predpokladech 4,5,6 nemuzeme jednozna¢né na uvod rozhodnout, zda jsou

nebo nejsou splnény.
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Jak jsme v tivodu zminili, budeme uvazovat situaci v Ceské republice za roky
1996 az 2009. Pro jednotlivé roky budeme uvazovat znaceni od ¢asového okamziku
0, tzn. prvni rok 1996 bude odpovidat hodnoté ¢ = 0, rok 1997 hodnoté t = 1,
atd. K vypoctu nékterych proménnych budou potiebna data i z roku 1995, ktery
odpovida hodnoté t = —1.

Na tvod si pfedstavme data, kterd muzeme ziskat z Ceského statistického

uradu a se kterymi budeme nadéle pracovat.

1. Hruby domdci produkt

Pro sestrojeni modelu potiebujeme znat hodnoty hrubého doméaciho pro-
duktu v jednotlivych letech. Hruby domaéci produkt @ je penéznim vyjadie-
nim celkové finalni hodnoty statku a sluzeb nové vytvorenych za jeden rok
na tzemi Ceské republiky. Pouzivé se pro stanoveni vykonnosti ekonomiky

a muze byt spocten naptiklad nasledujicimi tfemi metodami:
1. produkéni metodou

2. vydajovou metodou

3. duchodovou metodou

Nage data hrubého domaciho produktu jsou pocitana diuchodovou metodou
a jsou vyjadrena v Ké. HDP pocitany duchodovou metodou se uréi jako
soucet duchodu, které ziskaji osoby za poskytnuti vyrobnich faktoru, je
tedy tvoren souhrnem vsech ndhrad zaméstnancum (neboli mezd za poskyt-
nuti pracovni sily), iroku a zisku za poskytnuti kapitalu a rent za poskyt-
nuti prirodnich zdroju. K tomuto sou¢tu musime jesté pricist nepitimé dané
(dané, které jsou soucdsti ceny statki, napt. dan z pridané hodnoty, spotieb-
ni dané) a amortizaci. Hruby domaci produkt v roce 1996 ¢inil 1 812 622
mil. K¢ a postupneé se zvysoval, kdy v roce 2009 ¢inil 3 921 827 mil. Ké.
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2. Prumérnd hrubd roéni mzda

Priamérna hrubd rocni mzda w predstavuje vysi mezd jednoho zaméstnance
vyjadienou v korunach za rok. Do mezd se dle Ceského statistického tfadu
zahrnuji zakladni mzdy a platy, piiplatky a doplatky ke mzdé nebo platu
(napt. priplatek za praci prescas, priplatek za préci o vikendu, atd.), odmeény,
nahrady mezd a platu, odmény za pracovni pohotovost a jiné slozky mzdy
nebo platu, které byly v daném obdobi zaméstnancum vyplaceny. Do hru-
bych rocnich mezd se nezahrnuji nahrady mzdy nebo platu za dobu trvani

docasné pracovni neschopnosti nebo karantény placené zaméstnavatelem.

V nasem modelu se jedna o hrubé mzdy, tj. o mzdy pied snizenim o pojistné
na verejné zdravotni pojisténi a socialni zabezpeceni, zalohové splatky dané
z piijmu fyzickych osob a dalsi zakonné nebo se zaméstnancem dohodnuté

srazky.

3. Nabidka pracovni sily a pocet pracugicich

K urceni miry zameéstnanosti x(t), zavedenou dle vztahu (2.6) jako podil

x(t) = %, jsou potfebné tidaje o nabidce pracovni sily a poc¢tu pracujicich.

Za pracujiciho ¢lovéka, jinymi slovy za zaméstnaného ¢lovéka, povazujeme
osobu starsi patnécti let, kterd vykonava aktivitu, za kterou je odménéna.

Pocet vsech téchto osob tvoii celkovy pocet pracujicich L.

Mira zaméstnanosti je méfena metodou VSPS (Vybérové setienf pracovnich
sil) a zachycuje pouze registrovanou nezaméstnanost. V této metodé se vy-
bere vzorek respondentu, ktery se nasledné prepocte na celkovou popu-
laci v CR. Vybérovy soubor musi spliiovat uréité podminky, napt. pokryt
veskeré vekové skupiny, obé pohlavi, celé tizemi CR, atd. Za nezaméstnaného
clovéka povazujeme dle Ceského statistického tdfadu takového cloveka starsi-

ho patnacti let, ktery musi soucasné spliovat néasledujici tii podminky:

e nebyt v pracovnim pomeéru,
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e byt schopen nastoupit béhem kratkého c¢asového tseku do prace nebo

samoprace, obvykle do dvou tydnu,
e praci si aktivné hledd, napft. je nahlaSen na uradu préce.

Déle do této skupiny radime i ty, ktefi si jiz praci nasli a nastoupi do ni do

dvou tydnu.

Pracovni silou NV pak rozumime soucet poc¢tu zaméstnanych a nezameéstna-

nych osob.

Pocet pracujicich, nabidku pracovni sily, HDP v mil. K¢ a hrubé roc¢ni mzdy
v K¢ v letech 1996 az 2009 si muzeme shrnout do tabulky, ktera je zndzornéna na
obrazku 2.6. Z téchto dat nyni odvodime dalsi potifebné hodnoty, které potiebuje-
me v Goodwinové modelu. Podrobné vypocty 1ze nalézt v excelovském souboru
VYPOCET na prilozeném CD. Vsechny vypocty budeme zaokrouhlovat na ¢tyti

desetinnd mista.

Pomoci dat zndzornénych v tabulce na obrazku 2.6 nejprve uré¢ime miru
nezaméstnanosti. Dle vztahu (2.6) se mira zaméstnanostosti () spocte jako podil
zaméstnanych na pracovni sile, tj. z(t) = %, Vt =0, ..., 13. Mira nezaméstnanosti
z(t) se pak spocte jako rozdil z(t) = 1 — x(t).

Dle vztahu (2.5) ur¢ime produktivitu prace a(t) pro jednotlivé roky 1996

az 2009 jako a(t) = %,Vt = 0,...,13. Déle dle vztahu (2.7) spoc¢itdme podil

pracovnika na vystupu y(t) = %, Vt =0, ..., 13, v jednotlivych letech. Zisk S(t)
spocteme dle (2.14), tj. S(t) = Q(t) —w(t)L(t) = (1 —y(¢))Q(¢), vVt = —1, ..., 13.
Hodnotu kapitalu, ktery vstupuje do roku 1996, predstavuje zisk z roku 1995,
ktery dosdhl hodnoty 1 085 423 181 600 K¢. Hodnota kapitalu je dulezita pro
vypocet kapitdlového koeficientu, ktery ziskdme dle vztahu (2.17). Kapitdlovy
koeficient k je pak dan vztahem k(t) = %
Pro kazdy rok mame k dispozici vypoctenou hodnotu koeficientu &, ktery se

v jednotlivych letech lehce lisi. Model predpoklada tento koeficient konstantni,
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t 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
t 0 1 2 3 4 5 6
L 4972000 4936500 4865700 4764100 4731600 4727700 4764900
N 5173500 5184800 5201500 5218200 5186100 5146000 5139100
w 117 900 129 624 141612 153 564 163 128 177 000 190932
Q 1812622 1953311 2142587 2237300 2372630 2562679 2674634
t 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
t 7 8 9 10 11 12 13
L 4733200 4706600 4764000 4828100 4922000 5002500 4934300
N 5132300 5132500 5174200 5199400 5198300 5232300 5286500
w 202 860 216 300 227 280 241 896 259 452 281160 290 904
Q 2801163 3057660 3257972 3507131 3831819 4015346 3921827

Obréazek 2.6: Tabulka shrnujici data z Ceského statistického dradu, kterd mame
k dispozici pro sestaveni Goodwinova modelu.

tj. je nutno tyto promeénlivé hodnoty aproximovat jedinou konstantou. Za hod-

notu kapitalového koeficientu budeme uvazovat jeho prumérnou hodnotu, ktera

je rovna k = 0,6274, prestoze z grafického znazornéni na obr. 2.7 vidime, ze by

bylo vhodnéjsi povazovat koeficient k za linearné rostouci.

Pro sestaveni modelu potrebujeme dale urcit konstantni miru rustu produkti-

vity prace dle vztahu (2.9). Miru rustu zjistime s vyuzitim exponenciélniho trendu,

kterym prolozime produktivitu prace v jednotlivych letech. Rovnice trendu je

tvaru

ze které ziskdme miru rustu a = 0, 0621.

Graficky znéazornény rust produktivity prace vidime na obrazku 2.8.

a(t) = 3609810621

Stejnym zpusobem urc¢ime miru rustu nabidky pracovni sily. Jednotlivé hod-
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k Kapitalovy koeficient
0,67

0,66

0,65

y =0,0013x + 0,6175
0,64

0,63

0,62
0,61
0,6

0,59
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
t

Obrazek 2.7: Hodnoty kapitalového koeficientu prolozen linearnim trendem.

a Produktivita prace
850000
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750000
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650000
600000
550000
500000
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Obrazek 2.8: Produktivita prace prolozena exponencialnim trendem.

noty nabidky prace prolozime exponencidlnim trendem, z jehoz rovnice urcéime

koeficient 5. Rovnice exponencialniho trendu mé tvar
N(t) = 5000000e%0007

odtud # = 0,0007. Mira rustu je velmi nizkd, coz muze byt zpusobeno minimalnim
prirustkem obyvatelstva. Na obr. 2.9 vidime, ze k vyraznéjsimu narustu nabidky

pracovni sily dochazi od okamziku ¢ = 8, ktery ndm znaé¢i rok 2004, coz muze

52



byt zapifcinéno vstupem Ceské republiky do Evropské unie a moznym piichodem

zaméstnancu z ostatnich stati Evropy.

N Nabidka pracovni sily
5300 000
5280 000
5260 000
5240 000

5220000 y= 5E+06e0,0007x

s NS
.................................
00 eeeeeet T

5120000

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
t

Obrazek 2.9: Nabidky préace prolozena exponencialnim trendem.

Pro sestaveni modelu zbyva jesté namodelovat miru zmény mezd. Tu namo-
delujeme nejprve vzhledem k nezaméstnanosti, jak je znédzornéno na obrazku

2.10.

Mira
2mény Mira zmény mezd ve vztahu k mite

mezd nezameéstnanosti
0,2

0,15

01 | e, 'S

0,05 o

0

0,035 0,045 0,055 0,065 0,075 0,085 0,095
Mira nezaméstnanosti

Obrazek 2.10: Vztah mezi mirou zmény mezd a zménou nezaméstnanosti.
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Dale nahradime miru nezaméstnanosti mirou zameéstnanosti, viz obrazek 2.11,
aby byly splnény podminky modifikované Phillipsovy kiivky, ¢imz dojde k trans-

formaci krivky.

Mira
Zmény
mezd
0,2
0,18 .
0,16

0,14

0,12 y= 1E_06e11,941x
: veeey. T
0,08 . . . ................................ .

0,06 — @eeenBeceeeig .

0,04 i
0,02

Mira zmény mezd ve vztahu k mife zaméstnanosti

0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96
Mira zaméstnanosti

Obréazek 2.11: Vztah mezi mirou zmény mezd a zménou zaméstnanosti.

Aby se nam s kiivkou lépe pracovalo, budeme ji linearizovat. Linearizaci kiivky
provedeme metodou nejmensich ¢tvercu (viz obrézek 2.12):

Vztah mezi zménou mezd a mirou zaméstnanosti je ve tvaru

= —1,075 + 1,23952(t), vt > 0.

Z obrazku 2.12 vidime, ze se piimka, kterou jsme linearizovali, prilis nelisi od
puvodni nelinearizované.
Nyni uz mame vsechny hodnoty, ze kterych muzeme sestavit Goodwinuv
model. Dosadme do soustavy
' = (m—ny)x

/

y' = (cx =1y, (2.23)
kde dopocitdame m,n,c,l pomoci ziskanych hodnot 8 = 0,0007, ¢ = 1,2395,
u=1,075, a =0,0621, k = 0,6274:
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mezd
0,2
0,18 '

0,16

0,14

0,12 y=1,2395x-1,075
0,08 ] ® ,......:::::.:’.::‘.ZZZ .......... . i & Deat1oa
0’06 !::n-......u.nn:......

0,04 .
0,02
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Obrazek 2.12: Vztah mezi mirou zmény mezd a zménou zameéstnanosti prolozen
linedrnim trendem.

—~

u+a)=1=1,1371,
—(B+a)=m=1,5311,
— 1 =1,5939.

= =

Po dosazeni do soustavy (2.23) ziskdme soustavu nelinearnich diferencidlnich

rovnic ve tvaru

' = (1,5311 — 1,5939y)z
y' = (1,2395x — 1,1371)y. (2.24)
Nejprve uréime rovnovazné body soustavy (2.24) vyfesenim nésledujicich rovnic

(1,5311 — 1,5939y)z = 0

(1,23952 — 1,1371)y = 0.

Vyfesenim soustavy ziskdme dva rovnovazné body, a to bod x; = (0,0) a
xy = (0,9174;0,9606). Pii odvozeni Goodwinova modelu jsme si ukazali, jak
muzeme urcit vlastni ¢isla Jacobiho matice, pomoci nichz lze rozhodnout o typu

kritického bodu. Pro prvni hyperbolicky kriticky bod x; = (0,0) jsou vlastni
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¢isla rovna hodnotam A; = m, Ay = —[. Pro druhy nehyperbolicky kriticky bod
Xg = (é, o) jsme si odvodili, Ze jsou vlastni ¢isla rovna A\, = ivVim, Ay = —iv/Im.

Pro prvni kriticky bod x; = (0,0) jsou vlastni ¢isla Jacobiho matice po
dosazeni vypoctenych koeficientu rovna hodnotam A\, = 1,5311, Ay = —1,1371.
Prvni rovnovazny stav je hyperbolicky, protoze vlastni ¢isla jsou redlna a ruzna
od nuly. Jelikoz je jedno vlastni ¢islo kladné a druhé zaporné, jedna se o kriticky
bod typu sedlo. Dle vlastnich ¢isel muzeme rozhodnout i o stabilité kritického
bodu, nebot je tento bod hyperbolicky a umime tedy o stabilité rozhodnout.
Kriticky bod x;3 = (0,0) je nestabilni, nebot redlné vlastn{ ¢islo A; = 1,5311 je
kladné.

Pro druhy kriticky bod x3 = (0,9174;0,9606) soustavy (2.24) ziskdme dvé
vlastni ¢isla Ay = 1,31954, Ay = —1,3195:. Druhy rovnovazny stav je nehyper-
bolicky, jelikoz ma vlastni ¢isla ryze imaginarni a jednd se o typ stied. O stabilité
druhého kritického bodu nemuzeme dle vlastnich &fsel rozhodnout, nebot se jednd
o nehyperbolicky kriticky bod.

Fézovy portrét soustavy (2.24) pro kladné hodnoty = a y mame vykreslen na
obrazku 2.13. Na obrazku 2.14 je pak zndzornén vztah mezi mirou zaméstnanosti
a podilem mezd pracovniki na vystupu mezi roky 1996 az 2009, tj. jsou zde
zachycena vstupni (redlnd) data. Propojenim téchto dvou grafu vidime, ze se mezi
roky 1996 az 2009 pohybujeme na malém kousku trajektorie. K tomu, abychom
zjistili, zda model odpovida skutecnosti, bychom potiebovali mit k dispozici vice

pozorovani. Pomoci nich by pak bylo mozno i model ptipadné zpresnit.
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Situace v Ceske republice

4.5

1.5 ‘f““

Podil mezd pracovniku na narodnim duchodu
o N
ul ul

Mira zamestnanosti

Obrazek 2.13: Fazovy portrét.

y Vztah mezi mirou zaméstnanostia podilem mezd
0,37000 na vystupu

0,36000
0,35000
0,34000
0,33000
0,32000

0,31000
0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 X

Obrazek 2.14: Vztah mezi mirou zaméstnanosti a podilem mezd pracovniku na
vystupu mezi roky 1996 az 2009.
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Zaver

Cilem diplomové prace bylo v navaznosti na bakalaiskou praci pokracovat
v teorii dynamickych systému a ukézat jejich moznd vyuziti. V praci jsem se
v teoretické ¢asti zamérila na soustavu nelinearnich diferencialnich rovnic v roviné
a ukazala, jak lze tyto soustavy prevést na linedrni soustavy diferencialnich
rovnic v roviné, kterymi jsem se zabyvala v bakalaiské praci. Sousttedila jsem
se predevsim na vyuziti Grobman-Hartmanovy véty, ktera ale nelze vyuzit pro
vsechny soustavy. Z tohoto duvodu jsem jesté popsala zpusob, jak lze chovani
trajektorii urcit pomoci prvého integralu soustavy diferencialnich rovnic.

V druhé ¢ésti préace jsem predstavila aplikaci dynamickych systému v ekonomii
a popsala tzv. Goodwinuv model. Goodwin zkoumal zavislost miry zaméstnanosti
a podilu mezd pracovniki na narodnim dichodu. Model jsem aplikovala na situaci
v Ceské republice. Ceska republika nespliuje vSechny podminky nutné pro Good-
winuv model, proto muzeme priklad povazovat pouze za ilustrativni.

V praci jsem se chtéla zamérit predevsim na vyuziti dynamickych systému
v ekonomii. Godwintiv model mé zaujal tim, ze vychazel z velmi zndmého modelu
dravec a kofist, kterym se Goodwin nechal inspirovat a aplikoval ho v oblasti
ekonomie. Stézejni ¢asti pak byla aplikace na redlna data. V dalsim studiu se

nabizi modifikace modelu tak, aby lépe popisoval realnou ekonomiku.
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