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Dynamické systémy a jejich aplikace

Katedra matematické analýzy a aplikaćı matematiky
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republice.
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The year of presentation: 2017

Abstract: Dynamical systems are used to describe the development of systems
in time. In addition to a theoretical part dealing with a system of nonlinear diffe-
rential equations in the plane we introduce Goodwin model. Richard Goodwin
was inspired by the famous Lotka−Volterra model and applied this model in
economics. His model describes the relationships between the employment rate
and the share of wages in national income workers. In my thesis I apply this
model to the situation in the Czech Republic.

Key words: Goodwin’s model, Predator-prey model, system of nonlinear diffe-
rential equations, phase portrait, stability of critical points

Number of pages: 60

Number of appendices: 1

Language: Czech

3



Prohlášeńı
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2.4 Řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic pro Goodwin̊uv model (2.21) 44
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Úvod

Ćılem diplomové práce je navázat na bakalářskou práci, kde jsme se zabývali

soustavou lineárńıch diferenciálńıch rovnic v rovině. Nyńı se seznámı́me se sou-

stavou nelineárńıch diferenciálńıch rovnic v rovině, kterou se pokuśıme převést

na soustavu lineárńı, kterou již umı́me řešit. Následně si ukážeme jej́ı využit́ı

v ekonomii. Práce je rozdělena na dvě části, a to na část teoretickou a část

praktickou. V prvńı části se zaměř́ıme předevš́ım na rozlǐseńı kritických bod̊u

nelineárńıch soustav na hyperbolické a nehyperbolické a následně na možnosti

určeńı jejich typu k sestaveńı fázového portrétu.

Druhá část práce se zaměřuje na aplikaci nelineárńıch diferenciálńıch rovnic

v rovině, konkrétně na tzv. Goodwin̊uv model. Tento model vycháźı ze známého

modelu Lotka−Volttera o dravci a kořisti, proto je v práci nast́ıněn i tento model.

Goodwin aplikoval model o dravci a kořisti do ekonomie, kdy se zabýval závislost́ı

mı́ry zaměstnanosti a mı́ry pod́ılu mezd pracovńık̊u na národńım d̊uchodu. V práci

k sestaveńı modelu použijeme data z Českého statistického úřadu, která zazna-

menávaj́ı situaci v České republice, abychom zjistili, zda je model na reálná data

využitelný.
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Kapitola 1

Dynamické systémy v rovině R2

Ve své bakalářské práci jsem se zabývala soustavou lineárńıch diferenciálńıch

rovnic v rovině. Nyńı se zaměř́ım na systémy rovnic nelineárńıch a poṕı̌su mimo

jiné vztah mezi nelineárńı soustavou diferenciálńıch rovnic a speciálńı lineárńı

soustavou. Děje, které jsou popsány pomoćı soustavy nelineárńıch rovnic, se budu

snažit popsat jednodušš́ı soustavou lineárńıch diferenciálńıch rovnic, kterou již

umı́m řešit (viz [9]). Soustavy nelineárńıch rovnic oproti soustavám lineárńıch

rovnic mohou mı́t v́ıce rovnovážných stav̊u, proto sestaveńı fázového portrétu

je složitěǰśı. Fázový portrét (globálńı) se obvykle skládá z lokálńıch fázových

portrét̊u v okoĺı jednotlivých kritických bod̊u.

Ve své práci se budu zabývat soustavou rovnic v R2, ale obdobné výsledky lze

odvodit i pro n-rozměrné soustavy, kde n > 2.

1.1. Základńı teorie

Uvažujme otevřenou množinu G ⊂ R2 a interval J ⊂ R. Symbolem C1(G)

označme množinu všech funkćı definovaných na G, které maj́ı na G spojité obě

parciálńı derivace prvńıho řádu.

Uvažujme vektorovou funkci x : J → R2, tzn. x(t) = (x1(t), x2(t)), kde x1

a x2 jsou reálné funkce proměnné t definované na intervalu J .

Dále uvažujme vektorovou funkci f : G→ R2. Složeńım vektorových funkćı f

8



a x dostáváme vektorovou funkci f(x) : J → R2, tj. f(x(t)) = f(x1(t), x2(t)), kde

t ∈ J .

Uvažujme soustavu diferenciálńıch rovnic ve tvaru

x′ = f(x), (1.1)

kterou si podrobněji můžeme rozepsat ve tvaru

x′1(t) = f1(x1(t), x2(t))

x′2(t) = f2(x1(t), x2(t)), (1.2)

kde t ∈ J .

Řešeńı úlohy (1.1) s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0, kde x0 ∈ G a f je

spojitá funkce, je ve tvaru x(t) = x0 +
∫ t
0

f(x(s)) ds, t ∈ R.

Definice 1 [Kritický bod] Bod x = (x1, x2) ∈ R2 se nazývá kritický bod (nebo

také rovnovážný bod) soustavy (1.1), jestliže plat́ı

f1(x1, x2) = 0

f2(x1, x2) = 0.

Bod, který neńı kritický, se nazývá regulárńı.

Rozlǐsujeme dva typy kritických (rovnovážných) bod̊u, a to kritické body hy-

perbolické a kritické body nehyperbolické. Pro určeńı, zda je kritický bod hy-

perbolický, je nutné nadefinovat Jacobiho matici, pomoćı ńıž můžeme o druhu

kritického bodu rozhodnout.

Definice 2 Funkce f : R2 → R2 se nazývá diferencovatelná v x ∈ R2, jestliže

existuje lineárńı transformace J(x) ∈ L(R2), která splňuje

lim
|h|→0

=
|f(x + h)− f(x)− J(x)h|

|h|
= 0,

kde | • | znač́ı normu v R2.
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Jinými slovy můžeme ř́ıct, jestliže je f : R2 → R2 diferencovatelná v bodě x,

potom existuj́ı parciálńı derivace ∂fi
∂xj
, i, j = 1, 2 v x, sestavené do matice J(x),

která se nazývá Jacobiho matice

J(x) =

(
∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

)
.

Pro všechna x ∈ R2 plat́ı

J(x)x =
2∑
j=1

∂f

∂xj
(x)x,

kde ∂f
∂xj

=
(
∂f1
∂xj
, ∂f2
∂xj

)
, j = 1, 2. Lineárńı transformace J(x) je také nazývána

derivace funkce f v bodě x.

Definice 3 Uvažujme kritický bod x soustavy (1.1) a př́ıslušnou Jacobiho matici

J(x). Kritický bod x se nazývá hyperbolický, jestliže všechna vlastńı č́ısla Jacobiho

matice maj́ı nenulové reálné složky. Jestliže alespoň jedno vlastńı č́ıslo Jacobiho

matice má nulovou reálnou složku, pak nazveme kritický bod x nehyperbolický.

Př́ıklad 1 Urč́ıme hyberbolické a nehyperbolické kritické body následuj́ıćı sou-

stavy

x′1 = 3x21 + x2

x′2 = x22 + 2x1x2 + x2.

Pro určeńı hyperbolických či nehyperbolických kritických bod̊u je nejprve nutné

určit kritické body soustavy nelineárńıch rovnic. Ty urč́ıme tak, že pravé strany

diferenciálńıch rovnic polož́ıme rovny nule, tj.

3x21 + x2 = 0

x22 + 2x1x2 + x2 = 0.
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Vyřešeńım soustavy rovnic dostáváme tři kritické body x1 = (0, 0), x2 = (1,−3)

a x3 = (−1
3
,−1

3
). V daľśım kroku spočteme Jacobiho matici J(x). Matici J(x)

urč́ıme postupným derivováńım funkćı f1 a f2 dle proměnných x1 a x2, tj.

J(x) =

(
∂(3x21+x2)

∂x1

∂(3x21+x2)

∂x2
∂(x22+2x1x2+x2)

∂x1

∂(x22+2x1x2+x2)

∂x2

)
=

(
6x1 1
2x2 2x2 + 2x1 + 1

)
.

Abychom mohli určit vlastńı č́ısla Jacobiho matice J(x), pomoćı nichž umı́me

určit body hyperbolické a nehyperbolické, muśıme dosadit kritické body x1, x2

a x3 do Jacobiho matice J(x), tj.

J(x1) = J(0, 0) =

(
6 · 0 1
2 · 0 2 · 0 + 2 · 0 + 1

)
=

(
0 1
0 1

)
,

J(x2) = J(1,−3) =

(
6 · 1 1

2 · (−3) 2 · (−3) + 2 · 1 + 1

)
=

(
6 1
−6 −3

)
,

J(x3) = J(−1

3
,−1

3
) =

(
6 · (−1

3
) 1

2 · (−1
3
) 2 · (−1

3
) + 2 · (−1

3
) + 1

)
=

(
−2 1
−2

3
−1

3

)
.

Nyńı už můžeme spoč́ıtat vlastńı č́ısla λ1 a λ2 Jacobiho matic J(x1), J(x2)

a J(x3). Pro prvńı kritický bod x1 = (0, 0) urč́ıme vlastńı č́ısla pomoćı charakte-

ristické rovnice matice J(x1)

det(J(x1)− λI) =

∣∣∣∣0− λ 1
0 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ = 0,

tj. vlastńı č́ısla jsou λ1 = 1, λ2 = 0. Kritický bod x1 = (0, 0) je nehyperbolický

bod, nebot’ λ2 = 0, tud́ıž alespoň jedno vlastńı č́ıslo má nulovou reálnou část.

Vlastńı č́ısla pro druhý kritický bod x2 = (1,−3) źıskáme z následuj́ıćı chara-

kteristické rovnice

det(J(x2)− λI) =

∣∣∣∣6− λ 1
−6 −3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ− 12 = 0

a jsou rovna vlastńım č́ısl̊um λ1 = 3+
√
57

2
, λ2 = 3−

√
57

2
. Druhý kritický bod
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x2 = (1,−3) je bod hyberbolický, nebot’ obě vlastńı č́ısla maj́ı reálné části r̊uzné

od nuly.

Pro třet́ı kritický bod x3 = (−1
3
,−1

3
) urč́ıme vlastńı č́ısla pomoćı charakteris-

tické rovnice matice J(x3)

det(J(x3)− λI) =

∣∣∣∣−2− λ 1
−2

3
−1

3
− λ

∣∣∣∣ = λ2 +
7

3
λ+

4

3
= 0,

tj. vlastńı č́ısla jsou λ1 = −1 a λ2 = −4
3
. Třet́ı bod je opět hyperbolický, protože

obě vlastńı č́ısla maj́ı reálné části r̊uzné od nuly.

◦

Jak jsme uvedli v úvodu práce, naš́ı snahou je převést soustavu nelineárńıch

diferenciálńıch rovnic na soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic, kterou již

umı́me řešit. Tzn. chceme soustavu (1.1) převést na naši známou soustavu lineár-

ńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty x′ = Ax (viz [9], str. 12).

Definice 4 [Lineárńı variačńı rovnice] Necht’ x ∈ R2 je kritický bod rovnice (1.1),

potom rovnici y′ = J(x)y nazveme lineárńı variačńı rovnićı k rovnici x′ = f(x)

v okoĺı kritického bodu x.

Z předchoźı definice je patrné, že nahrazeńı nelineárńı rovnice lineárńı variačńı

rovnićı provád́ıme pouze na okoĺı kritického bodu. Znamená to, že fázový portrét

soustavy (1.1) bude podobný fázovému portrétu soustavy y′ = J(x)y pouze na

okoĺı tohoto kritického bodu. Zhruba lze ř́ıct, že č́ım menš́ı okoĺı kritického bodu

budeme mı́t, t́ım v́ıce se bude fázový portrét soustavy (1.1) podobat fázovému

portrétu y′ = J(x)y v kritickém bodu.

Nyńı si ukážeme, na jakém principu tato linearizace funguje. Uvažujme sou-

stavu

x′1(t) = f1(x1(t), x2(t))

x′2(t) = f2(x1(t), x2(t))

12



a necht’ existuje okoĺı hyperbolického bodu x = (x1, x2) ∈ R2, ve kterém lež́ı

jediný rovnovážný stav x. Na okoĺı bodu x rozvineme funkce f1 a f2 pomoćı

Taylorovy formule v bodě x

f1(x1, x2) =
∂f1(x)

∂x1
(x1 − x1) +

∂f1(x)

∂x2
(x2 − x2) +R1(x1, x2)

f2(x1, x2) =
∂f2(x)

∂x1
(x1 − x1) +

∂f2(x)

∂x2
(x2 − x2) +R2(x1, x2),

kde R1 a R2 jsou zbytky v Taylorově vzorci. Jestliže se omeźıme na dostatečně

malé okoĺı rovnovážného bodu x, budou zbytky R1, R2 velmi malé, proto můžeme

nadále zbytky R1 a R2 zanedbat.

Jednotlivé parciálńı derivace (tj. prvky Jacobiho matice J(x)) označme pro

zjednodušeńı zápisu jako ∂f1(x)
∂x1

= a11,
∂f2(x)
∂x1

= a21,
∂f1(x)
∂x2

= a12,
∂f2(x)
∂x2

= a22.

Provedeme substituci

y1 = x1 − x1

y2 = x2 − x2,

č́ımž převedeme rovnovážný stav x do počátku soustavy souřadnic y = (0, 0).

V těchto nových souřadnićıch bude mı́t soustava tvar

y′1 = a11y1 + a12y2

y′2 = a21y1 + a22y2.

Dostali jsme tedy soustavu lineárńıch rovnic y′ = J(x)y.

Př́ıklad 2 Určeme variačńı lineárńı rovnici k soustavě z př́ıkladu 1.

Abychom určili variačńı lineárńı rovnici, je nutné spoč́ıtat Jacobiho matici J(x),

kterou již máme spočtenou v př́ıkladu 1. Pro prvńı kritický bod x1 = (0, 0)

dosad́ıme Jacobiho matici J(x1) = J(0, 0) =

(
0 1
0 1

)
do rovnice y′ = J(x)y, č́ımž

źıskáme na okoĺı bodu y = (0, 0) soustavu

y′ =

(
0 1
0 1

)
y.
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Stejně pro druhý kritický bod x2 = (1,−3) dosad́ıme Jacobiho matici

J(x2) = J(1,−3) =

(
6 1
−6 −3

)
do rovnice y′ = J(x)y a źıskáme na okoĺı bodu

y = (0, 0) lineárńı variačńı rovnici

y′ =

(
6 1
−6 −3

)
y.

Pro třet́ı kritický bod x3 = (−1
3
,−1

3
) źıskáme na okoĺı bodu y = (0, 0) lineárńı

variačńı rovnici ve tvaru

y′ =

(
−2 1
−2

3
−1

3

)
y.

◦

Princip linearizace spoč́ıvá v nahrazeńı nelineárńı rovnice x′ = f(x) s kritic-

kým bodem x lineárńı rovnićı y′ = J(x)y.

Lze ukázat, že fázové portréty nelineárńı soustavy rovnic a linearizované sou-

stavy rovnic jsou tzv. kvalitativně stejné (neboli topologicky ekvivalentńı), např.

jestliže linearizovaná soustava má kritický bod typu sedlo, nelinearizovaná sou-

stava bude mı́t odpov́ıdaj́ıćı kritický bod také typu sedlo a trajektorie budou mı́t

stejné chováńı jako v př́ıpadě linearizované soustavy, jen budou trochu
”
zdefor-

mované“. Změnu fázového portrétu můžeme vidět na obrázku 1.1.

Definice 5 [Topologická ekvivalence] Fázové portréty soustav x′ = f(x) a y′ =

u(y) nazýváme topologicky ekvivalentńı, jestliže existuje homeomorfńı zobrazeńı

h : M1 → M2, M1 ⊂ R2,M2 ⊂ R2, které zobrazuje trajektorie prvńı soustavy

na trajektorie druhé soustavy při zachováńı směru jejich prob́ıháńı (orientace).

Přesněji vyjádřeno, pro fázové toky soustav plat́ı vztah h(ϕ(t,x)) = φ(t,h(x)),

kde ϕ(t,x) ⊂ M1 je fázový tok soustavy x′ = f(x), φ(t,y) ⊂ M2 je fázový tok

soustavy y′ = u(y).

Připomeňme, že homeomorfńı zobrazeńı h je prosté, spojité zobrazeńı, které má

spojité inverzńı zobrazeńı h−1.
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Obrázek 1.1: Změna tvaru trajektoríı při nahrazeńı nelineárńı soustavy soustavou
linearizovanou. Na prvńım obrázku máme vyznačen fázový portrét nelineárńı
soustavy rovnic x′1 = ex1+x2 − x2, x′2 = −x1 + x1x2. Na druhém obrázku máme
fázový portrét linearizované soustavy. Oba kritické body jsou typu sedlo, avšak
u linearizované soustavy došlo ke změně trajektorie na př́ımku, která u nelinea-
rizované soustavy byla

”
zdeformovaná“ a k posunu kritického bodu do počátku

souřadnic.
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Dále si uvedeme Grobman-Hartmanovu větu, která ř́ıká, že bĺızko hyper-

bolického kritického bodu x má fázový portrét nelineárńıho systému (1.1) stej-

nou kvalitativńı strukturu jako fázový portrét lineárńıho systému y′ = Ay, kde

A = J(x).

Věta 1 (Grobman-Hartmanova věta) Necht’ soustava x′ = f(x), x ∈ R2 má

izolovaný (v jeho okoĺı se nenacháźı žádný jiný kritický bod) hyperbolický kritický

bod x = (x1, x2). Pak existuje okoĺı M1 ⊂ R2 bodu x ∈ R2 takové, že na tomto

okoĺı je fázový portrét soustavy (1.1) topologicky ekvivalentńı s fázovým portrétem

lineárńı soustavy y′ = J(x)y, kde J(x) je Jacobiho matice funkce f v bodě x.

Topologickou ekvivalenci nelineárńı soustavy a jisté lineárńı soustavy můžeme

využ́ıt pro vytvořeńı fázového portrétu i v okoĺı regulárńıho bodu. Uvažujme

systém (1.1) s regulárńım bodem x̂. Pak existuje okoĺı O bodu x̂ a okoĺı V bodu

(0, 0) tak, že systém (1.1) je na O topologicky ekvivalentńı se systémem

y′1 = 1 (1.3)

y′2 = 0

na V . Systém (1.3) nemá kritický bod, trajektorie systému jsou př́ımky rovnoběžné

s osou y1. Fázový portrét systému (1.3) je znázorněn na obrázku 1.2.

Př́ıklad 3 Uvažujme systém s jediným kritickým bodem x = (1,−3) typu sedlo

a regulárńım bodem x̂ = (4, 3). Pak existuje okoĺı O bodu x̂ = (4, 3) a okoĺı V

bodu (0, 0) tak, že je tento systém na okoĺı bodu x̂ = (4, 3) topologicky ekviva-

lentńı se systémem y′1 = 1, y′2 = 0 na V , viz obrázek 1.3.

◦
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Obrázek 1.2: Fázový portrét systému y′1 = 1, y′2 = 0.

Obrázek 1.3: Fázový portrét: soustava s regulárńım bodem x̂ = (4, 3), soustava
je na jeho okoĺı topologicky ekvivalentńı se systémem (1.3) na okoĺı bodu (0, 0).
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1.2. Druhy kritických bod̊u

Stejně jako u soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic, tak i u nelineárńıch

rovnic rozlǐsujeme několik typ̊u kritických bod̊u (sedlo, ohnisko, uzel, střed).

Představ́ıme si nejen jednotlivé typy kritických bod̊u, ale i možnosti, jak typ

kritického bodu určit pomoćı vlastńıch č́ısel Jacobiho matice.

Definice 6 [Kritický bod typu sedlo] Kritický bod x ∈ R2 soustavy (1.1) se

nazývá sedlo, pokud existuj́ı body x0 6= x a x1 6= x takové, že lim
t→∞

ϕ(t,x0) = x

a lim
t→−∞

ϕ(t,x1) = x.

Věta 2 Necht’ x ∈ R2 je kritický bod soustavy (1.1) a J(x) je př́ıslušná Jacobiho

matice s vlastńımi č́ısly λ1, λ2, kde λ1, λ2 ∈ R. Je-li sgn(λ1 · λ2) = −1, je kritický

bod x ∈ R2 sedlem.

Obrázek 1.4: Př́ıklad fázového portrétu nelineárńı soustavy s kritickým bodem
(0,0) typu sedlo.

Definice 7 [Kritický bod typu ohnisko] Kritický bod x ∈ R2 soustavy (1.1) se

nazývá ohnisko, pokud existuje okoĺı M1 kritického bodu x takové, že pro každý
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bod x0 z tohoto okoĺı M1 oběhne orbita konverguj́ıćı k x nekonečněkrát bod x

pro t→∞ nebo pro t→ −∞.

Věta 3 Necht’ x ∈ R2 je kritický bod soustavy (1.1) a J(x) je př́ıslušná Jacobiho

matice s vlastńımi č́ısly λ1 a λ2 a necht’ α, β ∈ R, α, β 6= 0. Jestlǐze λ1 = α+ βi,

λ2 = α− βi, je kritický bod x ∈ R2 ohniskem.

Obrázek 1.5: Př́ıklad fázového portrétu nelineárńı soustavy s kritickým bodem x
typu ohnisko.

Definice 8 [Kritický bod typu uzel] Kritický bod x ∈ R2 soustavy (1.1) se

nazývá uzel, pokud existuje okoĺı M1 kritického bodu x takové, že pro každý

bod x0 z tohoto okoĺı M1 orbita konverguj́ıćı k x má konečný počet oběhnut́ı

bodu x pro t→ −∞ nebo pro t→∞.

Věta 4 Necht’ x ∈ R2 je kritický bod soustavy (1.1) a J(x) je př́ıslušná Jacobiho

matice s vlastńımi č́ısly λ1 a λ2, λ1, λ2 ∈ R. Je-li sgn(λ1 · λ2) = 1, je kritický bod

x ∈ R2 uzlem.
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Obrázek 1.6: Př́ıklad fázového portrétu nelineárńı soustavy s kritickým bodem x
typu ohnisko.

Obrázek 1.7: Př́ıklad fázového portrétu nelineárńı soustavy s kritickým bodem
(0, 0) typu uzel.

Definice 9 [Kritický bod typu střed] Kritický bod x ∈ R2 soustavy (1.1) je

středem, jestliže existuje okoĺı tohoto bodu takové, že obsahuje uzavřené orbity

obsahuj́ıćı ve svém středu kritický bod x.
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Věta 5 Necht’ x ∈ R2 je kritický bod soustavy (1.1) a J(x) je př́ıslušná Jacobiho

matice s vlastńımi č́ısly λ1 a λ2 a necht’ β ∈ R, β 6= 0. Jestlǐze λ1 = βi, λ2 = −βi,

je kritický bod x ∈ R2 středem.

Obrázek 1.8: Př́ıklad fázového portrétu nelineárńı soustavy s kritickým bodem x
typu střed.
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1.3. Stabilita kritických bod̊u

Stabilita kritických bod̊u slouž́ı k určeńı chováńı trajektoríı bĺızko kritických

bod̊u v čase. Mezi základńı typy stability patř́ı ljapunovská stabilita, asymp-

totická stabilita a nestabilita. Pro stabilńı kritický bod existuje takové okoĺı to-

hoto kritického bodu, které trajektorie vstupuj́ıćı do tohoto okoĺı při rostoućım

čase neopust́ı. Pokud je kritický bod asymptoticky stabilńı, znamená to, že při

rostoućım čase se trajektorie nav́ıc bĺıž́ı k tomuto kritickému bodu. Jestliže je

kritický bod nestabilńı, pak trajektorie při rostoućım čase nez̊ustávaj́ı v okoĺı

kritického bodu, do kterého vstoupily. Představme si definice jednotlivých druh̊u

stability kritických bod̊u a možnosti, jak určit typ stability kritického bodu opět

pomoćı vlastńıch č́ısel Jacobiho matice.

Definice 10 [stabilita a nestabilita hyperbolických kritických bod̊u] Necht’ je

dán fázový tok ϕ soustavy (1.1) definovaný pro všechna t ∈ R. Hyperbolický

kritický bod x této diferenciálńı rovnice se nazývá ljapunovsky stabilńı, jestliže

pro všechna ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna x0 splňuj́ıćı podmı́nku

|x − x0| < δ plat́ı |ϕ(t,x0) − x| < ε, pro všechna t ≥ 0, kde | • | znač́ı normu

v R2. Jestliže kritický bod neńı stabilńı, nazývá se nestabilńı.

Věta 6 Necht’ x ∈ R2 je hyperbolický kritický bod soustavy (1.1). Jestlǐze reálné

části všech vlastńıch č́ısel Jacobiho matice J(x) jsou záporné nebo rovny nule, je

kritický bod x ∈ R2 stabilńı.

Věta 7 Necht’ x ∈ R2 je hyperbolický kritický bod soustavy (1.1). Jestlǐze alespoň

jedno vlastńı č́ıslo Jacobiho matice má kladnou reálnou část, je kritický bod x ∈ R2

nestabilńı.

Definice 11 [asymptotická stabilita hyperbolických kritických bod̊u] Řekneme,

že hyperbolický kritický bod x ∈ R2 je asymptoticky stabilńı, jestliže je ljapunov-

sky stabilńı a jestliže existuje δ > 0 takové, že pro všechna x0 splňuj́ıćı podmı́nku

|x− x0| < δ plat́ı lim
t→∞
|ϕ(t,x0)− x| = 0.
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Obrázek 1.9: Stabilńı kritický bod x je ljapunovsky ale ne asymptoticky stabilńı
kritický bod.

Obrázek 1.10: Nestabilńı kritický bod x.

Věta 8 Necht’ x ∈ R2 je hyperbolický kritický bod soustavy (1.1). Jestlǐze reálné

části všech vlastńıch č́ısel Jacobiho matice J(x) jsou záporné, je kritický bod

x ∈ R2 asymptoticky stabilńı.
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Obrázek 1.11: Asymptoticky stabilńı kritický bod x.

Př́ıklad 4 Urč́ıme stabilitu a nestabilitu kritických bod̊u soustavy z př́ıkladu 1.

Zaměř́ıme se pouze na druhý bod x2 = (1,−3) a třet́ı kritický bod x3 = (−1
3
,−1

3
),

nebot’ jen tyto body jsou hyperbolické. Protože jedno vlastńı č́ıslo Jacobiho matice

kritického bodu x2 = (1,−3) má reálnou část větš́ı než nula a druhé č́ıslo Jacobiho

matice má reálnou část menš́ı než nula, jedná se o nestabilńı hyperbolický kritický

bod. Kritický bod x3 = (−1
3
,−1

3
) je asymptoticky stabilńı, jelikož reálné části

vlastńıch č́ısel jsou záporné.

◦

1.4. Prvý integrál soustavy diferenciálńıch rovnic

Dosud jsme se při sestrojeńı fázového portrétu soustavy (1.1) zabývali zp̊usobem

sestaveńı trajektoríı v okoĺı hyperbolického kritického bodu. V př́ıpadě nehyper-

bolického kritického bodu nemůžeme využ́ıt dosud uvažovaný zp̊usob s využit́ım

Grobman-Hartmanovy věty a k sestrojeńı fázového portrétu muśıme použ́ıt jiné

metody. Chováńı trajektoríı v okoĺı nehyperbolických kritických bod̊u můžeme
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určit pomoćı tzv. prvého integrálu dané soustavy diferenciálńıch rovnic. Prvým

integrálem soustavy (1.1) bude jistá funkce H dvou proměnných x1 a x2. Lokálńı

extrémy, resp. sedla funkce H, odpov́ıdaj́ı kritickým bod̊um a vrstevnice funkce

H pak odpov́ıdaj́ı trajektoríım fázového portrétu této soustavy diferenciálńıch

rovnic.

Definice 12 Necht’ G ⊂ R2 je otevřená množina a funkce H(x1, x2) ∈ C2(G).

Uvažujme soustavu

x′1 = f1(x1, x2)

x′2 = f2(x1, x2), (1.4)

tj. naši známou soustavu (1.1). Funkce H se nazývá prvým integrálem soustavy

(1.4), jestliže

f · grad H = (f1, f2) ·
(
∂H

∂x1
,
∂H

∂x2

)
= 0

pro všechna (x1, x2) ∈ G.

Věta 9 Je-li funkce H prvým integrálem soustavy (1.4), pak je H konstantńı na

každé trajektorii této soustavy.

Vrstevnićı funkce H o úrovni c ∈ R rozumı́me množinu všech bod̊u (x1, x2) ∈ G

takových, kde H(x1, x2) = c, c ∈ R. Globálńı fázový portrét systému (1.4) se tedy

skládá ze všech vrstevnic funkce H.

Ukažme si jednotlivé kroky vedoućı k určeńı fázového portrétu v okoĺı nehy-

perbolického bodu systému (1.4). Uvažujme systém (1.4)

x′1(t) = f1(x1(t), x2(t))

x′2(t) = f2(x1(t), x2(t))

a necht’ x je nehyperbolickým kritickým bodem tohoto systému.
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Nejprve hledáme funkci H tak, aby byla prvým integrálem soustavy (1.4).

To lze formálně provést
”
eliminaćı“ proměnné t ze soustavy a následnou snahou

źıskat pouze vztah mezi proměnnými x1 a x2. Pokud vyděĺıme x′1/x
′
2, dostaneme

dx2
dx1

=
f2(x1, x2)

f1(x1, x2)
,

tj. diferenciálńı rovnice pro neznámou funkci x2 = x2(x1). Jej́ım vyřešeńım dosta-

neme řešeńı soustavy (1.4) a z něho pak odvod́ıme předpis pro funkci H(x1, x2).

Stacionárńı body funkce H, tj. body podezřelé z extrému, představuj́ı kritické

body x.

Vrstevnice procházej́ıćı kritickým bodem x vyjádř́ıme rovnićıH(x1, x2)=H(x).

Vykresleńım vrstevnic funkce H o úrovńıch c, které jsou bĺızké hodnotě H(x),

źıskáme fázový portrét systému (1.4) v okoĺı kritického bodu x.

Ke klasifikaci kritických bod̊u (tj. k určeńı, zda se jedná o typ sedlo nebo

střed), které jsou nehyperbolické a jsou kritickými body systému (1.4), je nutné

vypoč́ıtat parciálńı derivace druhého řádu funkce H a ty sestavit do matice

M(x1, x2):

M(x1, x2) =

(
∂2H
∂2x1

(x1, x2)
∂2H
∂x1∂x2

(x1, x2)
∂2H
∂x2∂x1

(x1, x2)
∂2H
∂2x2

(x1, x2)

)
.

Na základě determinantu matice M(x1, x2) v kritickém bodě x můžeme rozlǐsovat

kritický bod x systému (1.4) na typ sedlo a střed. Pro nehyperbolické kritické

body soustavy (1.4) plat́ı následuj́ıćı věty:

Věta 10 Necht’ x ∈ G je nehyperbolický kritický bod systému (1.4). Jestlǐze je

det(M(x)) < 0, je kritický bod x typu sedlo.

Kritický bod x, který je sedlem systému (1.4), je také sedlem funkce H.

Věta 11 Necht’ x ∈ G je nehyperbolický kritický bod systému (1.4). Jestlǐze je

det(M(x)) > 0, je kritický bod x střed systému.
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V kritickém bodě x, který je středem systému (1.4), se nacháźı lokálńı extrém

funkce H.

Kritické body systému odpov́ıdaj́ıćı lokálńımu maximu funkce H jsou nesta-

bilńı a kritické body odpov́ıdaj́ıćı lokálńımu minimu funkce H jsou ljapunovsky

stabilńı.

Př́ıklad 5 Uvažujme systém

x′1 = x2 − x32

x′2 = 2x1 + x21.

Rozhodneme o typech kritických bod̊u.

Nejprve je nutné určit, zda soustava obsahuje hyperbolické nebo nehyperbo-

lické kritické body. Kritické body źıskáme vyřešeńım následuj́ıćı soustavy rovnic

x2 − x32 = 0

2x1 + x21 = 0.

Vyřešeńım soustavy rovnic dostáváme celkem šest kritických bod̊u, a to

x1 = (0, 0), x2 = (−2, 0), x3 = (0, 1), x4 = (0,−1), x5 = (−2, 1), x6 = (−2,−1).

V daľśım kroku spočteme Jacobiho matici postupným derivováńım funkćı f1 a f2

dle proměnných x1 a x2, tedy

J(x) =

(
∂(x2−x32)
∂x1

∂(x2−x32)
∂x2

∂(2x1+x21)

∂x1

∂(2x1+x21)

∂x2

)
=

(
0 1− 3x22

2 + 2x1 0

)
.

Pro určeńı vlastńıch č́ısel Jacobiho matice J(x), pomoćı nichž umı́me rozlǐsit

body hyperbolické a nehyperbolické, dosad́ıme postupně všechny kritické body

do Jacobiho matice J(x), tj.

J(x1) = J(0, 0) =

(
0 1
2 0

)
,
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J(x2) = J(−2, 0) =

(
0 1
−2 0

)
,

J(x3) = J(0, 1) =

(
0 −2
2 0

)
,

J(x4) = J(0,−1) =

(
0 −2
2 0

)
,

J(x5) = J(−2, 1) =

(
0 −2
−2 0

)
,

J(x6) = J(−2,−1) =

(
0 −2
−2 0

)
.

Nyńı už můžeme spoč́ıtat vlastńı č́ısla jednotlivých Jacobiho matic. Pro prvńı

kritický bod x1 = (0, 0) urč́ıme vlastńı č́ısla pomoćı charakteristické rovnice

matice J(x1)

det(J(x1)− λI) =

∣∣∣∣0− λ 1
2 0− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2 = 0,

která budou rovna č́ısl̊um λ1 =
√

2, λ2 = −
√

2. Kritický bod x1 = (0, 0) je

hyperbolický bod, nebot’ ani jedno vlastńı č́ıslo nemá nulovou reálnou část.

Pro druhý kritický bod vytvoř́ıme charakteristickou rovnici a následně spoč́ıtá-

me vlastńı č́ısla

det(J(x2)− λI) =

∣∣∣∣0− λ 1
−2 0− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 2 = 0,

která budou rovna č́ısl̊um λ1 =
√

2i, λ2 = −
√

2i. Kritický bod x2 = (−2, 0) je ne-

hyperbolický, proto nemůžeme k určeńı jeho typu využ́ıt Grobman-Hartmanovu

větu.

Analogicky bychom postupovali i pro zbylé kritické body. Pro kritický bod

x3 = (0, 1) bychom źıskali vlastńı č́ısla λ1 = 2i, λ2 = −2i, pro kritický bod

x4 = (0,−1) vlastńı č́ısla λ1 = 2i, λ2 = −2i, pro kritický bod x5 = (−2, 1)
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vlastńı č́ısla λ1 = 2, λ2 = −2 a pro kritický bod x6 = (−2,−1) vlastńı č́ısla

λ1 = 2, λ2 = −2.

Dle vlastńıch č́ısel vid́ıme, že kritické body x1 = (0, 0), x5 = (−2, 1) a

x6 = (−2,−1) jsou hyperbolické kritické body a kritické body x2 = (−2, 0),

x3 = (0, 1), x4 = (0,−1) jsou body nehyperbolické. Typ kritických bod̊u x1, x5,

x6 by šel určit pomoćı Grobman-Hartmanovy věty. Ukážeme si ale, že je možno

je vyšetřit i pomoćı prvého integrálu dané soustavy. Vyšetř́ıme tak zároveň body

hyperbolické i nehyperbolické.

Nejprve muśıme naj́ıt funkci H(x1, x2), jež bude prvým integrálem soustavy

x′1(t) = x2 − x32

x′2(t) = 2x1 + x21.

Dle výše uvedeného návodu tedy postupujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

dx2
dx1

=
2x1 + x21
x2 − x32∫

(x2 − x32)dx2 =

∫
(2x1 + x21)dx1

x22
2
− x42

4
= x21 +

x31
3

+ c, c ∈ R.

Vrstevnice funkce H o úrovni c ∈ R je tedy křivka daná rovnićı

x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3

= c,

tj. prvým integrálem naš́ı soustavy diferenciálńıch rovnic je funkce

H(x1, x2) =
x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3
.

Část fázového portrétu źıskáme z hladin funkce H. Dosazeńım kritických bod̊u

do funkce H źıskáme úrovně jednotlivých vrstevnic procházej́ıćıch těmito body

H(0, 0) = 0
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H(−2, 0) = −4

3

H(0, 1) =
1

4

H(0,−1) =
1

4

H(−2, 1) = −13

12

H(−2,−1) = −13

12

Protože v bodech (0, 1) a (0,−1) a dále v bodech (−2, 1) a (−2,−1) má funkce

H stejné funkčńı hodnoty, budou tyto body ležet na stejné vrstevnici, neboli na

jedné trajektorii. Jednotlivé vrstevnice procházej́ıćı kritickými body jsou křivky

dané rovnicemi

x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3

= 0

x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3

= −4

3

x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3

=
1

4

x22
2
− x42

4
− x21 −

x31
3

= −13

12

Vykresleńım jednotlivých křivek źıskáme několik trajektoríı z globálńıho fázového

portrétu (viz obrázek 1.12).

Pro určeńı typu kritických bod̊u systému nyńı sestroj́ıme matici M(x1, x2)

s druhými parciálńımi derivacemi funkce H(x1, x2):

M(x1, x2) =

(
−2− 2x1 0

0 1− 3x22

)
.

O lokálńım minimu nebo maximu v těchto kritických bodech rozhodneme pomoćı

determinantu matice M(x1, x2) v jednotlivých kritických bodech, tj.

det(M(x1)) = det(M(0, 0)) = −2 < 0...kritický bod typu sedlo

det(M(x2)) = det(M(−2, 0)) = 2 > 0...kritický bod typu střed

det(M(x3)) = det(M(0, 1)) = 4 > 0...kritický bod typu střed

det(M(x4)) = det(M(0,−1)) = 4 > 0...kritický bod typu střed

30



Obrázek 1.12: Část fázového portrétu soustavy nelineárńıch diferenciálńıch rovnic
v rovině z Př́ıkladu 5.

det(M(x5)) = det(M(−2, 1)) = −4 < 0...kritický bod typu sedlo

det(M(x6)) = det(M(−2,−1)) = −4 < 0...kritický bod typu sedlo

Na obrázku 1.12 můžeme vidět kritické body (−2, 0), (0, 1), (0,−1), které

ve svém okoĺı obsahuj́ı periodické trajektorie, jež tyto kritické body ob́ıhaj́ı. Dle

determinantu matice M(x1, x2) jsme se přesvědčili, že se jedná o kritické body

typu střed, tj. o lokálńı extrémy funkce H. Přitom v bodě (−2, 0) nastává lokálńı

minimum funkce H a v bodech (0, 1) a (0,−1) jsou lokálńı maxima funkce H.

Ostatńı kritické body jsou kritické body typu sedlo.

◦
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Kapitola 2

Goodwin̊uv model rozděleńı
př́ıjmů

2.1. Richard M. Goodwin

V této kapitole vycháźıme předevš́ım z [7], [8].

Americký ekonom a matematik Richard M. Goodwin se nechal inspirovat

modelem o dravci a kořisti (tzv. Lotka−Volterra model) a aplikoval ho do ekonomi-

e. Goodwin představil sv̊uj model v roce 1967. Hlavńım záměrem bylo ukázat

konflikt mezi pracovńıky a vlastńıky kapitálu, který by mohl vytvářet cykly

v ekonomice. Proto je Goodwin̊uv model též nazýván jako model tř́ıdńıho boje,

který vycháźı z tzv. Marxistické teorie, kdy docháźı k boji mezi vykořist’ovateli

a vykořist’ovanými.

Kapitalisté představuj́ı vykořist’ovatele, kteř́ı se snaž́ı vytvořit co nejvyšš́ı

zisky a t́ım i investice do kapitálu, vykořist’ovańı jsou pak pracovńıci. Ekonomika

stř́ıdá fáze, kdy nejprve vysoká mı́ra zaměstnanosti může zvýšit pod́ıl mezd pra-

covńık̊u na výstupu, což má v daľśı fázi d̊usledek sńıžeńı zisku kapitalist̊u a t́ım

i poptávky po práci, zaměstnanosti a pod́ılu mezd pracovńık̊u na výstupu.
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2.2. Model Lotka−Volterra

Jak jsme uvedli výše, Goodwin vycházel z modelu Lotka−Volterra, proto si

na začátek představ́ıme tento model. V modelu o dravci a kořisti uvažujeme

uzavřený systém se dvěma populacemi, a to populaci kořisti a populaci dravc̊u.

Předpokládáme, že populace kořisti slouž́ı jako potrava pro dravce a má vždy

dostatek potravy, kterou tvoř́ı např. rostliny, plankton. Populace kořisti je snižová-

na setkáváńım s populaćı dravc̊u. Naopak populace dravc̊u má omezené množstv́ı

potravy, kterou tvoř́ı kořist, a přibýváńı populace dravc̊u je opět závislé na setkáńı

s kořist́ı. V modelu nás pak zaj́ımá závislost mezi množstv́ım kořisti a množstv́ım

dravc̊u v čase.

Změna velikosti populace kořisti záviśı lineárně na velikosti populace kořisti

a zároveň také lineárně záviśı na počtu setkáńı mezi kořist́ı a dravci. Stejně

tak změna velikosti populace dravc̊u záviśı lineárně na velikosti této populace

a zároveň také lineárně záviśı na počtu setkáńı mezi kořist́ı a dravci. Pro množstv́ı

kořisti v čase t použ́ıváme značeńı x(t) a velikost populace dravc̊u v čase t znač́ıme

y(t).

Zaměřme se nejprve na situaci, kdy v modelu uvažujeme pouze populaci

kořisti. Růst populace kořisti bez zásahu dravc̊u vyjadřuje diferenciálńı rovnice

x′(t) = ax(t), (2.1)

kde kladná konstanta a představuje středńı rychlost r̊ustu populace kořisti.

Nyńı se zaměř́ıme na situaci, kdy uvažujeme pouze existenci populace dravc̊u.

V takovém př́ıpadě by docházelo k vymı́ráńı dravc̊u z d̊uvodu absence potravy.

Pokles množstv́ı dravc̊u pak vyjádř́ıme diferenciálńı rovnićı

y′(t) = −dy(t), (2.2)

kde kladná konstanta d je nazývána koeficientem úmrtnosti.

Protože ale neuvažujeme jednodruhovou populaci, muśıme zavést matematické
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vyjádřeńı pro setkáńı dravc̊u a kořisti. Počet všech možných setkáńı v čase t je

vyjádřen členem x(t)y(t). Vyjádřeńı změn velikost́ı obou populaćı, kdy uvažujeme

i jejich vzájemné ovlivňováńı, můžeme vyjádřit pomoćı soustavy nelineárńıch

diferenciálńıch rovnic v rovině:

x′(t) = ax(t)− bx(t)y(t) (2.3)

y′(t) = cx(t)y(t)− dy(t).

Z prvńı rovnice vid́ıme, že r̊ust populace kořisti už bude omezen zahrnut́ım

predátor̊u. Kladný koeficient b, který se nazývá koeficient predace, znač́ı
”
inten-

zitu“, s jakou docháźı k úbytku kořisti v d̊usledku interakce s populaćı predátora.

V př́ıpadě velkého množstv́ı dravc̊u y(t) může být př́ır̊ustek kořisti záporný, což

by mělo za následek zmenšeńı velikosti populace kořisti.

Druhá rovnice vyjadřuje situaci, kdy se d́ıky setkáváńı obou populaćı stává

kořist potravou pro dravce a t́ım docháźı k nár̊ustu počtu dravc̊u. Kladný koe-

ficient c, nazývaný koeficient porodnosti, znač́ı
”
intenzitu“ nár̊ustu velikosti popu-

lace predátor̊u, ke kterému docháźı v d̊usledku střetáváńı s kořist́ı, která slouž́ı

jako potrava pro dravce.

Část fázového portrétu soustavy (2.3) máme znázorněnou na obrázku 2.1.

Z něho vid́ıme, že soustava má dva rovnovážné stavy, které źıskáme vyřešeńım

soustavy

ax(t)− bx(t)y(t) = 0 (2.4)

cx(t)y(t)− dy(t) = 0.

Následně źıskáme prvńı rovnovážný stav (0, 0) a druhý rovnovážný stav (d
c
, a
b
).

Nyńı se zaměřme na popis fázového portrétu na obr. 2.1 a na vývoj množstv́ı

dravc̊u y(t) a kořisti x(t). Uvažujme počátečńı stav kořisti x(0) a počátečńı stav

u dravc̊u y(0), viz obr. 2.1. Od tohoto okamžiku by s rostoućım časem dravci

lovili kořist, která by postupně vymı́rala a přibývalo by dravc̊u v závislosti na

setkáńı těchto dvou populaćı. Tato situace by pokračovala až do doby, kdy by

dravci měli dostatek potravy. Poté by začalo ubývat nejen kořisti, ale i dravc̊u,

protože by neměli dostatek potravy. V d̊usledku menš́ı populace predátor̊u by
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Obrázek 2.1: Fázový portrét: model Lotka-Volterra.

docházelo k r̊ustu populace kořisti. S jejich rostoućım množstv́ım se tak zvětšuje

množstv́ı potravy pro dravce a t́ım i r̊ust populace dravc̊u až do doby, kdy by-

chom se dostali do našeho počátečńıho bodu a celá situace by se opakovala.

2.3. Goodwin̊uv model

Nyńı aplikujme model dravec a kořist do ekonomie. Goodwin̊uv model se snaž́ı

vysvětlit závislost koĺısáńı zaměstnanosti a pod́ılu mezd všech pracuj́ıćıch osob na

národńım d̊uchodu. Neznámé proměnné, se kterými budeme v Goodwinově mode-

lu pracovat, představuj́ı pod́ıl mezd všech pracuj́ıćıch osob na národńım d̊uchodu

y a mı́ru zaměstnanosti x. Základńı princip vyplývá z myšlenky Volterra, kdy

nadbytek jedné strany má za následek úbytek druhé strany. V našem př́ıpadě by

vysoká mı́ra zaměstnanosti měla za následek tendenci snižovat mzdy pracovńık̊u

ze stran zaměstnavatel̊u a naopak, při vysokých mzdách by zaměstnavatelé snižo-

vali počet pracovńık̊u.
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Pro určeńı závislosti mezi pod́ılem mezd pracuj́ıćıch na národńım d̊uchodu

a mı́rou zaměstnanosti použil Goodwin výše představený model dravec a kořist.

Populaci dravc̊u nám nyńı představuje pod́ıl mezd pracovńık̊u na národńım d̊ucho-

du a populaci kořisti mı́ra zaměstnanosti. Kdybychom uvažovali počátečńı podmı́n-

ku opět v bodě (x(0),y(0)), nejprve by nám klesala mı́ra zaměstnanosti a pod́ıl

mezd pracovńık̊u na národńım d̊uchodu by rostl. Až by pod́ıl mezd pracovńık̊u

na národńım d̊uchodu dosahoval maxima, začali by zaměstnavatelé snižovat jak

počet zaměstnanc̊u, tak výši mezd. Při velké nezaměstnanosti však zaměstnavatelé

budou potřebovat zvyšovat počet zaměstnanc̊u a zaměstnanost začne r̊ust. S ros-

toućı zaměstnanost́ı se začne zvyšovat i pod́ıl mezd pracovńık̊u na národńım

d̊uchodu. S rostoućı mzdou však zaměstnavatelé budou mı́t tendenci snižovat

počet pracovńık̊u.

Před odvozeńım modelu si uvedeme přehled veličin, se kterými budeme nadále

pracovat. V následuj́ıćı kapitole budeme všechny proměnné uvažovat v časovém

okamžiku t, tj. budeme na ně pohĺıžet jako na funkce závislé na čase. V některých

odvozeńıch pro lepš́ı přehlednost a srozumitelnost nebudeme závislost těchto

veličin na čase zd̊urazňovat, tj. např́ıklad pro nab́ıdku pracovńı śıly budeme psát

pouze N (mı́sto N(t)). Pro výchoźı stav zvoĺıme t = 0. V našem modelu budeme

pracovat s následuj́ıćımi funkcemi (veličinami):

N(t)... nab́ıdka pracovńı śıly (počet osob schopných práce), N(t) > 0.

L(t)... počet pracuj́ıćıch osob, L(t) > 0.

w(t)... pr̊uměrná ročńı mzda, neboli ročńı mzda vyjádřená na jednoho pra-

covńıka v Kč, w(t) > 0.

Q(t)... národńı d̊uchod, tj. hodnota veškeré vykonané práce, neboli oceněné

výstupy vyjádřené v Kč, Q(t) > 0.

a(t)... produktivita práce, neboli hodnota práce vykonaná jedńım pracovńı-
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kem, kterou lze vypoč́ıtat vztahem

a =
Q

L
. (2.5)

K(t)... hodnota kapitálu v Kč, neboli vstupy slouž́ıćı k dosažeńı produkce.

S(t)... úspory, neboli zisk vyjádřen v Kč, který je použitý na r̊ust kapitálu,

S(t) ≥ 0.

x(t)... mı́ra zaměstnanosti, kterou spočteme následuj́ıćım pod́ılem

x =
L

N
, (2.6)

obor hodnot je interval 〈0, 1〉.

x′(t)... rychlost změny mı́ry zaměstnanosti v čase t.

y(t)... pod́ıl mezd všech pracuj́ıćıch osob na národńım d̊uchodu, neboli jed-

notkové mzdové náklady, které ř́ıkaj́ı, kolik z toho, co pracuj́ıćı vytvoř́ı, je

mu vyplaceno na mzdách. Pod́ıl mezd spočteme pomoćı vztahu

y =
wL

Q
=
w

a
, (2.7)

obor hodnot je interval 〈0, 1〉.

y′(t)... rychlost změny pod́ılu pracovńık̊u na národńım d̊uchodu, tj. rychlost

změny jednotkových mzdových náklad̊u.

Před odvozeńım Goodwinova modelu muśıme uvést několik předpoklad̊u pro

jeho model:

1. Uzavřená ekonomika.

Ekonomika je uzavřená a bez zásah̊u státu. Při použit́ı Goodwinova modelu

na modelováńı dat v České republice je tento předpoklad porušen, protože
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jako většina vyspělých stát̊u má i ČR otevřenou smı́̌senou ekonomiku, která

se vyznačuje státńımi regulacemi.

2. Dva výrobńı faktory.

V ekonomice uvažujeme pouze dva výrobńı faktory, a to pracovńı śılu a

kapitál. Tyto výrobńı faktory produkuj́ı pouze jedno zbož́ı, které může být

použito pro spotřebu nebo použito pro r̊ust kapitálu. I tento předpoklad je

však velmi striktńı a ve skutečnosti nikdy nebude dodržen.

3. Úspory nepoužité na výplaty zaměstnanc̊um se vlož́ı do r̊ustu kapitálu.

Zaměstnanci veškeré př́ıjmy spotřebuj́ı, zat́ımco zaměstnavatelé část, kterou

nevěnuj́ı na výplaty zaměstnanc̊u (tzn. úspory S), vlož́ı do r̊ustu kapitálu,

tzn.

S = K ′. (2.8)

4. Konstantńı mı́ra r̊ustu produktivity práce.

Vlivem neustálého technického pokroku roste produktivita práce konstantńı

rychlost́ı. Dı́ky tomuto předpokladu máme zaručeno, že r̊ust produktivity

nemůže být záporný. Necht’ pro produktivitu práce a plat́ı, že je rostoućı

konstantńı rychlost́ı α, α > 0, tj.

α =
a′

a
. (2.9)

Produktivitu práce v čase t lze uvažovat ve tvaru a(t) = a0e
αt, kde a0

je počátečńı úroveň produktivity práce. Tento vztah odvod́ıme s využit́ım

logaritmické derivace

(ln(a(t)))′ =
a(t)′

a(t)
= α

ln(a(t)) = αt+ c, c ∈ R

a(t) = eαt+c = ec+αt = a0e
αt.
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5. Mı́ra změny mezd záviśı na mı́ře zaměstnanosti.

Vztah změny reálných mezd a mı́ry zaměstnanosti je modelován modifiko-

vanou Phillipsovou křivkou. Goodwin tuto změnu mezd modeluje pomoćı

př́ımky ve tvaru

w′

w
= −u+ cx, u > 0, c > 0, u, c ∈ R. (2.10)

Jej́ı přesněǰśı odvozeńı bude uvedené dále.

6. Konstantńı mı́ra r̊ustu nab́ıdky pracovńı śıly.

Nab́ıdka pracovńı śıly stejně jako produktivita práce trvale konstantně ros-

tou. Necht’ N(t) znač́ı nab́ıdku pracovńı śıly v čase t a β, β > 0 znač́ı mı́ru

r̊ustu nab́ıdky pracovńı śıly, tj.

β =
N ′

N
. (2.11)

Odvozeńı nab́ıdky pracovńı śıly N(t) je stejné jako v př́ıpadě mı́ry r̊ustu

produktivity práce:

(ln(N(t)))′ =
N(t)′

N(t)
= β

ln(N(t)) = βt+ c, c ∈ R

N(t) = eβt+c = ec+βt = N0e
βt.

Nyńı se bĺıže pod́ıvejme na odvozeńı vztahu mezi změnou reálných mezd

a mı́rou zaměstnanosti. Mı́ra změny mezd w′

w
je dle předpokladu 5 ovlivněna

mı́rou zaměstnanosti. Goodwin předpokládal, že se mı́ra změny mezd ř́ıd́ı po-

dle Phillipsovy křivky. Phillipsova křivka (obr. 2.2) vyjadřuje vztah mezi mı́rou

nezaměstnanosti a mı́rou inflace, která má klesaj́ıćı tvar, nebot’ snižuj́ıćı se mı́ra

nezaměstnanosti má za následek r̊ust inflace. Mı́ru nezaměstnanosti z(t) źıskáme

jako rozd́ıl z(t) = 1− x(t).
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Obrázek 2.2: Phillipsova křivka.

Nyńı nahrad́ıme mı́ru inflace mı́rou změny mezd a aplikujeme Phillipsovu

křivku na modelováńı závislosti mı́ry změny mezd a mı́ry nezaměstnanosti (viz

obr. 2.3).

Obrázek 2.3: Vztah mezi mı́rou změny mezd a mı́rou nezaměstnanosti.

Vzhledem ke tvaru Phillipsovy křivky Goodwin předpokládal, že mı́ra r̊ustu

mezd roste s rostoućı mı́rou zaměstnanosti a že jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:
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1. w′(t)
w(t)

= f(x(t))

Mı́ra změny mezd je modelována pomoćı funkce f(x(t)), která záviśı na

mı́̌re zaměstnanosti x(t).

2. lim
x(t)→1

f(x(t)) =∞

Druhá podmı́nka nám ř́ıká, že s rostoućı mı́rou zaměstnanosti roste i pod́ıl

mezd na výstupu.

3. lim
x(t)→0

f(x(t)) < 0

Tato podmı́nka nám naopak udává, že s klesaj́ıćı mı́rou zaměstnanosti pod́ıl

mezd na výstupu klesá.

4. df(x(t))
dx

> 0

Posledńı podmı́nka vyjadřuje, že s rostoućı mı́rou zaměstnanosti x(t) roste

i mı́ra r̊ustu mezd.

Pokud přejdeme od mı́ry nezaměstnanosti k mı́̌re zaměstnanosti, dojde k trans-

formaci Phillipsovy křivky, viz obr. 2.4.

Obrázek 2.4: Vztah mezi mı́rou změny mezd a mı́rou zaměstnanosti.
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Z d̊uvodu zjednodušeńı modelu tuto křivku linearizujeme (viz obr. 2.5) a dostaneme

ji tedy ve tvaru

w′

w
= −u+ cx, u > 0, c > 0, u, c ∈ R, (2.12)

kde u a c jsou kladné reálné konstanty.

Obrázek 2.5: Vztah mezi mı́rou změny mezd a mı́rou zaměstnanosti proložen
př́ımkou.

S použit́ım výše uvedených předpoklad̊u již můžeme přistoupit k samotnému

odvozeńı Goodwinova modelu. Pod́ıl celkových mezd ve vztahu k celkové produkci

je definován vztahem (2.7). Jinými slovy, pod́ıl celkových mezd vyjadřuje tzv.

jednotkové mzdové náklady, které ř́ıkaj́ı, kolik z toho, co pracuj́ıćı vytvoř́ı, je mu

vyplaceno na mzdách. Pokud vztah (2.7) logaritmicky zderivujeme a použijeme

vztahy (2.12) a (2.9), pak źıskáme dynamickou funkci mı́ry změny jednotkových

mzdových náklad̊u:

y′

y
=
w′

w
− a′

a

y′

y
= (−u+ cx)− α

42



y′

y
= −(u+ α) + cx

y′ = (−(u+ α) + cx)y. (2.13)

Dle předpoklad̊u 2 a 3 je národńı př́ıjem 100% rozdělen. Plat́ı, že produkce

nepoužitá na výplatu zaměstnanc̊u (tedy úspory S) se celá investuje do r̊ustu

kapitálu, tj. plat́ı

Q = S + wL.

Z této rovnice vyplývá

S = Q− wL = (1− wL

Q
)Q = (1− y)Q. (2.14)

Protože dle předpokladu 3 úspory S vyjadřuj́ı r̊ust kapitálu K ′, plat́ı následuj́ıćı

rovnost:

S = K ′ = (1− wL

Q
)Q = (1− y)Q. (2.15)

Rovnici (2.15) vyděĺıme kapitálem K

K ′

K
=

(1− y)Q

K
=

1− y
k

, (2.16)

kde k = K
Q

je kapitálový koeficient, který je konstantńı. Kapitál se zvyšuje

v závislosti na r̊ustu národńıho d̊uchodu, nebot’ koeficient k vyjadřuje kapitálovou

náročnost jednotky produkce a plat́ı K = kQ.

Mı́ra r̊ustu národńıho d̊uchodu Q′

Q
je stejná jako mı́ra r̊ustu kapitálu, jestliže

je kapitálový koeficient k konstantńı. Proto můžeme napsat

K ′

K
=
Q′

Q
=

(1− y)Q

K
=

1− y
k

. (2.17)

Růst zaměstnanosti je dán vztahem

x′

x
=
L′

L
− β, (2.18)
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kde rychlost r̊ustu poptávky po pracovńı śıle L je dána jako

L′

L
=
Q′

Q
− α. (2.19)

Tempo r̊ustu mı́ry zaměstnanosti lze po dosazeńı vztah̊u (2.19) a (2.17) do rovnice

(2.18) zapsat ve tvaru

x′

x
=

1− y
k
− α− β. (2.20)

Nyńı již máme odvozenou soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic pro

Goodwin̊uv model

x′ =

(
1

k
− (β + α)− 1

k
y

)
x

y′ = (−(u+ α) + cx)y.

Jestliže polož́ıme (u+ α) = l, 1
k
− (β + α) = m, 1

k
= n, můžeme soustavu rovnic

přepsat do tvaru

x′ = (m− ny)x

y′ = (cx− l)y. (2.21)

Srovnáńım tvaru soustavy se soustavou (2.3) je tedy zřejmé, že jde skutečně

o analogii modelu Lotka-Volterra.

2.4. Řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic pro

Goodwin̊uv model (2.21)

Nejprve si shrňme znaménka u koeficient̊u ze vztah̊u (u+α) = l, 1
k
− (β+α) = m

a 1
k

= n. Z odvozováńı modelu v́ıme, že koeficient k je kladný, tudiž i n je kladné.

Mı́ry r̊ustu α a β jsou dle předpokladu 4 a 6 konstantńı, tud́ıž tyto koeficienty

jsou také kladná č́ısla. Dostaváme rozd́ıl dvou kladných hodnot 1
k
− (β+α) = m,

proto m může být kladné i záporné. Z tvaru modifikované Phillipsovy křivky (viz
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obr. 2.2) vid́ıme, že u je kladné, proto l je kladné.

Nyńı si ukážeme, jaké situace můžou nastat. Uvažujme nejprve možnost, kdy

je m kladné.

Prvńım krokem je určeńı kritických bod̊u soustavy rovnic, tj. polož́ıme pravé

strany rovnic rovny nule:

(m− ny)x = 0

(cx− l)y = 0.

Źıskáme dva rovnovážné stavy, a to x1 = (0, 0) a x2 = ( l
c
, m
n

).

Pro výpočet vlastńıch č́ısel vypoč́ıtáme Jacobiho matici pravých stran sou-

stavy (2.21).

J(x, y) =

(
m− ny −nx
cy cx− l

)
. (2.22)

Nyńı už můžeme dosadit rovnovážné body do Jacobiho matice (2.22) a spoč́ıtat

vlastńı č́ısla. Pro prvńı kritický bod bude Jacobiho matice mı́t tvar

J(0, 0) =

(
m 0
0 −l

)
a pro druhý kritický bod źıskáme Jacobiho matici ve tvaru

J

(
l

c
,
m

n

)
=

(
0 −nl

c
cm
n

0

)
.

V daľśım kroku již můžeme spoč́ıtat vlastńı č́ısla Jacobiho matice. Nejprve pro

prvńı rovnovážný stav x1 = (0, 0) urč́ıme charakteristickou rovnici∣∣∣∣m− λ 0
0 −l − λ

∣∣∣∣ = λ2 + (−m+ l)λ−ml = 0.

Z charakteristické rovnice źıskáme dvě vlastńı č́ısla λ1 = m, λ2 = −l.

Pro druhý rovnovážný stav x2 = ( l
c
, m
n

) vyřešeńım charakteristické rovnice∣∣∣∣0− λ −nl
c

cm
n

0− λ

∣∣∣∣ = λ2 + lm = 0
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źıskáme dvě vlastńı č́ısla λ1 = i
√
lm, λ2 = −i

√
lm.

Prvńı rovnovážný stav (0, 0) je hyperbolický a je typu sedlo, nebot’ λ1 6= λ2 6= 0,

λ1, λ2 ∈ R, sgn(λ1 · λ2) = −1 (viz [9], str. 19).

Druhý rovnovážný stav je nehyperbolický, nebot’ obě vlastńı č́ısla λ1 a λ2 maj́ı

nulové reálné části. Z toho d̊uvodu nemůžeme využ́ıt Grobman-Hartmanovu větu

a chováńı trajektoríı v okoĺı tohoto bodu budeme zkoumat pomoćı prvého in-

tegrálu soustavy (2.21).

K nalezeńı prvého integrálu druhou rovnici ze soustavy

(m− ny)x = x′

(cx− l)y = y′

vyděĺıme prvńı, č́ımž dostaneme

dy

dx
=
−ly + cxy

mx− nyx
=
y(−l + cx)

x(m− yn)
=

y

(m− yn)

(−l + cx)

x
.

Pomoćı metody separace proměnných postupně (pro y > 0, x > 0) dostaneme∫
m− yn

y
dy =

∫
−l + cx

x
dx,

m(ln(y))− ny = −l(ln(x)) + cx,

H = cx+ ny − l(ln(x))−m(ln(y)),

kde funkce H(x, y) = cx+ny− l(ln(x))−m(ln(y)) je prvým integrálem soustavy

(2.21) pro prvńı kvadrant (pro x > 0, y > 0). Nyńı rozhodneme o ne/existenci

extrému funkce H v bodě x2 = ( l
c
, m
n

). Druhé parciálńı derivace funkce H

∂2H

∂2x
=

l

x2
,

∂2H

∂2y
=
m

y2
,

∂2H

∂x∂y
= 0,

∂2H

∂y∂x
= 0

sestav́ıme do matice M a dosad́ıme bod x2 = ( l
c
, m
n

):

M(x2) =

(
c2

l
0

0 n2

m

)
.
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Protože det(M(x2)) =

∣∣∣∣ c2l 0

0 n2

m

∣∣∣∣ = c2n2

lm
> 0 a c2

l
> 0, má funkce H v bodě

x2 = ( l
c
, m
n

) lokálńı minimum a druhý kritický bod je kritickým bodem typu

střed.

V př́ıpadě, že by m bylo záporné, vyšla by nám pro prvńı rovnovážný bod

x1 = (0, 0) dvě vlastńı č́ısla λ1 = −m, λ2 = −l (tj. λ1 je kladné). Pro druhý

rovnovážný bod x2 = ( l
c
, m
n

) by vyšla vlastńı č́ısla λ1 =
√
l(−m), λ2 = −

√
l(−m).

Pro m záporné by nám dle věty 2 vyšly oba kritické body typu sedlo.

2.5. Př́ıklad ČR

Pro ilustraci uvažujme data v České republice za roky 1996 až 2009, která

jsme źıskali z Českého statistického úřadu (viz [11]). Model vytvořený s použit́ım

těchto dat bude pouze ilustrativńı, protože nejsou splněny všechny předpoklady

pro Goodwin̊uv model.

Předpoklady, o kterých můžeme s určitost́ı na úvod př́ıkladu ř́ıci, že nejsou

dodrženy, jsou následuj́ıćı: Předpoklad 1 o uzavřené ekonomice je pro Českou re-

publiku porušen, nebot’ ČR má jako většina stát̊u ekonomiku otevřenou. Otevřená

ekonomika se vyznačuje obchodováńım s ostatńımi státy, a to jak importem, tak

i exportem zbož́ı. S jistotou nebude dodržen ani předpoklad 2 o použit́ı pouze

dvou výrobńıch faktor̊u a výrobě jednoho zbož́ı. Zaměstnavatelé stejně tak zisky

nepoužité na výplaty zaměstnanc̊um investuj́ı nejen do r̊ustu kapitálu, ale i do

provozńıch náklad̊u (např. nájmů budov, energíı, nákupu materiálu), do poplatk̊u

za vedeńı účtu a ostatńıch finančńıch operaćı, k plněńı daňových povinnost́ı, atd.

Tud́ıž ani předpoklad 3 neńı dodržen.

O předpokladech 4,5,6 nemůžeme jednoznačně na úvod rozhodnout, zda jsou

nebo nejsou splněny.
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Jak jsme v úvodu zmı́nili, budeme uvažovat situaci v České republice za roky

1996 až 2009. Pro jednotlivé roky budeme uvažovat značeńı od časového okamžiku

0, tzn. prvńı rok 1996 bude odpov́ıdat hodnotě t = 0, rok 1997 hodnotě t = 1,

atd. K výpočtu některých proměnných budou potřebná data i z roku 1995, který

odpov́ıdá hodnotě t = −1.

Na úvod si představme data, která můžeme źıskat z Českého statistického

úřadu a se kterými budeme nadále pracovat.

1. Hrubý domáćı produkt

Pro sestrojeńı modelu potřebujeme znát hodnoty hrubého domáćıho pro-

duktu v jednotlivých letech. Hrubý domáćı produkt Q je peněžńım vyjádře-

ńım celkové finálńı hodnoty statk̊u a služeb nově vytvořených za jeden rok

na územı́ České republiky. Použ́ıvá se pro stanoveńı výkonnosti ekonomiky

a může být spočten např́ıklad následuj́ıćımi třemi metodami:

1. produkčńı metodou

2. výdajovou metodou

3. d̊uchodovou metodou

Naše data hrubého domáćıho produktu jsou poč́ıtána d̊uchodovou metodou

a jsou vyjádřena v Kč. HDP poč́ıtaný d̊uchodovou metodou se urč́ı jako

součet d̊uchod̊u, které źıskaj́ı osoby za poskytnut́ı výrobńıch faktor̊u, je

tedy tvořen souhrnem všech náhrad zaměstnanc̊um (neboli mezd za poskyt-

nut́ı pracovńı śıly), úrok̊u a zisk̊u za poskytnut́ı kapitálu a rent za poskyt-

nut́ı př́ırodńıch zdroj̊u. K tomuto součtu muśıme ještě přič́ıst nepř́ımé daně

(daně, které jsou součást́ı ceny statk̊u, např. daň z přidané hodnoty, spotřeb-

ńı daně) a amortizaci. Hrubý domaćı produkt v roce 1996 činil 1 812 622

mil. Kč a postupně se zvyšoval, kdy v roce 2009 činil 3 921 827 mil. Kč.
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2. Pr̊uměrná hrubá ročńı mzda

Pr̊uměrná hrubá ročńı mzda w představuje výši mezd jednoho zaměstnance

vyjádřenou v korunách za rok. Do mezd se dle Českého statistického úřadu

zahrnuj́ı základńı mzdy a platy, př́ıplatky a doplatky ke mzdě nebo platu

(např. př́ıplatek za práci přesčas, př́ıplatek za práci o v́ıkendu, atd.), odměny,

náhrady mezd a plat̊u, odměny za pracovńı pohotovost a jiné složky mzdy

nebo platu, které byly v daném obdob́ı zaměstnanc̊um vyplaceny. Do hru-

bých ročńıch mezd se nezahrnuj́ı náhrady mzdy nebo platu za dobu trváńı

dočasné pracovńı neschopnosti nebo karantény placené zaměstnavatelem.

V našem modelu se jedná o hrubé mzdy, tj. o mzdy před sńıžeńım o pojistné

na veřejné zdravotńı pojǐstěńı a sociálńı zabezpečeńı, zálohové splátky daně

z př́ıjmů fyzických osob a daľśı zákonné nebo se zaměstnancem dohodnuté

srážky.

3. Nab́ıdka pracovńı śıly a počet pracuj́ıćıch

K určeńı mı́ry zaměstnanosti x(t), zavedenou dle vztahu (2.6) jako pod́ıl

x(t) = L(t)
N(t)

, jsou potřebné údaje o nab́ıdce pracovńı śıly a počtu pracuj́ıćıch.

Za pracuj́ıćıho člověka, jinými slovy za zaměstnaného člověka, považujeme

osobu starš́ı patnácti let, která vykonává aktivitu, za kterou je odměněna.

Počet všech těchto osob tvoř́ı celkový počet pracuj́ıćıch L.

Mı́ra zaměstnanosti je měřena metodou VŠPS (Výběrové šetřeńı pracovńıch

sil) a zachycuje pouze registrovanou nezaměstnanost. V této metodě se vy-

bere vzorek respondent̊u, který se následně přepočte na celkovou popu-

laci v ČR. Výběrový soubor muśı splňovat určité podmı́nky, např. pokrýt

veškeré věkové skupiny, obě pohlav́ı, celé územı́ ČR, atd. Za nezaměstnaného

člověka považujeme dle Českého statistického úřadu takového člověka starš́ı-

ho patnácti let, který muśı současně splňovat následuj́ıćı tři podmı́nky:

• nebýt v pracovńım poměru,

49



• být schopen nastoupit během krátkého časového úseku do práce nebo

samopráce, obvykle do dvou týdn̊u,

• práci si aktivně hledá, např. je nahlášen na úřadu práce.

Dále do této skupiny řad́ıme i ty, kteř́ı si již práci našli a nastouṕı do ńı do

dvou týdn̊u.

Pracovńı silou N pak rozumı́me součet počtu zaměstnaných a nezaměstna-

ných osob.

Počet pracuj́ıćıch, nab́ıdku pracovńı śıly, HDP v mil. Kč a hrubé ročńı mzdy

v Kč v letech 1996 až 2009 si můžeme shrnout do tabulky, která je znázorněna na

obrázku 2.6. Z těchto dat nyńı odvod́ıme daľśı potřebné hodnoty, které potřebuje-

me v Goodwinově modelu. Podrobné výpočty lze nalézt v excelovském souboru

VÝPOČET na přiloženém CD. Všechny výpočty budeme zaokrouhlovat na čtyři

desetinná mı́sta.

Pomoćı dat znázorněných v tabulce na obrázku 2.6 nejprve urč́ıme mı́ru

nezaměstnanosti. Dle vztahu (2.6) se mı́ra zaměstnanostosti x(t) spočte jako pod́ıl

zaměstnaných na pracovńı śıle, tj. x(t) = L(t)
N(t)

,∀t = 0, ..., 13. Mı́ra nezaměstnanosti

z(t) se pak spočte jako rozd́ıl z(t) = 1− x(t).

Dle vztah̊u (2.5) urč́ıme produktivitu práce a(t) pro jednotlivé roky 1996

až 2009 jako a(t) = Q(t)
L(t)

,∀t = 0, ..., 13. Dále dle vztahu (2.7) spoč́ıtáme pod́ıl

pracovńıka na výstupu y(t) = w(t)
a(t)

,∀t = 0, ..., 13, v jednotlivých letech. Zisk S(t)

spočteme dle (2.14), tj. S(t) = Q(t)− w(t)L(t) = (1− y(t))Q(t),∀t = −1, ..., 13.

Hodnotu kapitálu, který vstupuje do roku 1996, představuje zisk z roku 1995,

který dosáhl hodnoty 1 085 423 181 600 Kč. Hodnota kapitálu je d̊uležitá pro

výpočet kapitálového koeficientu, který źıskáme dle vztahu (2.17). Kapitálový

koeficient k je pak dán vztahem k(t) = K(t)
Q(t)

.

Pro každý rok máme k dispozici vypočtenou hodnotu koeficientu k, který se

v jednotlivých letech lehce lǐśı. Model předpokládá tento koeficient konstantńı,
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t 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

t 0 1 2 3 4 5 6

L 4 972 000 4 936 500 4 865 700 4 764 100 4 731 600 4 727 700 4 764 900

N 5 173 500 5 184 800 5 201 500 5 218 200 5 186 100 5 146 000 5 139 100

w 117 900 129 624 141 612 153 564 163 128 177 000 190 932

Q 1 812 622 1 953 311 2 142 587 2 237 300 2 372 630 2 562 679 2 674 634

t 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

t 7 8 9 10 11 12 13

L 4 733 200 4 706 600 4 764 000 4 828 100 4 922 000 5 002 500 4 934 300

N 5 132 300 5 132 500 5 174 200 5 199 400 5 198 300 5 232 300 5 286 500

w 202 860 216 300 227 280 241 896 259 452 281 160 290 904

Q 2 801 163 3 057 660 3 257 972 3 507 131 3 831 819 4 015 346 3 921 827

Obrázek 2.6: Tabulka shrnuj́ıćı data z Českého statistického úřadu, která máme
k dispozici pro sestaveńı Goodwinova modelu.

tj. je nutno tyto proměnlivé hodnoty aproximovat jedinou konstantou. Za hod-

notu kapitálového koeficientu budeme uvažovat jeho pr̊uměrnou hodnotu, která

je rovna k = 0, 6274, přestože z grafického znázorněńı na obr. 2.7 vid́ıme, že by

bylo vhodněǰśı považovat koeficient k za lineárně rostoućı.

Pro sestaveńı modelu potřebujeme dále určit konstantńı mı́ru r̊ustu produkti-

vity práce dle vztahu (2.9). Mı́ru r̊ustu zjist́ıme s využit́ım exponenciálńıho trendu,

kterým prolož́ıme produktivitu práce v jednotlivých letech. Rovnice trendu je

tvaru

a(t) = 360981e0,0621t,

ze které źıskáme mı́ru r̊ustu α = 0, 0621.

Graficky znázorněný r̊ust produktivity práce vid́ıme na obrázku 2.8.

Stejným zp̊usobem urč́ıme mı́ru r̊ustu nab́ıdky pracovńı śıly. Jednotlivé hod-
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y = 0,0013x + 0,6175
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Obrázek 2.7: Hodnoty kapitálového koeficientu proložen lineárńım trendem.
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Obrázek 2.8: Produktivita práce proložená exponenciálńım trendem.

noty nab́ıdky práce prolož́ıme exponenciálńım trendem, z jehož rovnice urč́ıme

koeficient β. Rovnice exponenciálńıho trendu má tvar

N(t) = 5000000e0,0007t,

odtud β = 0, 0007. Mı́ra r̊ustu je velmi ńızká, což může být zp̊usobeno minimálńım

př́ır̊ustkem obyvatelstva. Na obr. 2.9 vid́ıme, že k výrazněǰśımu nár̊ustu nab́ıdky

pracovńı śıly docháźı od okamžiku t = 8, který nám znač́ı rok 2004, což může
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být zapř́ıčiněno vstupem České republiky do Evropské unie a možným př́ıchodem

zaměstnanc̊u z ostatńıch stát̊u Evropy.

y = 5E+06e0,0007x
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Obrázek 2.9: Nab́ıdky práce proložena exponenciálńım trendem.

Pro sestaveńı modelu zbývá ještě namodelovat mı́ru změny mezd. Tu namo-

delujeme nejprve vzhledem k nezaměstnanosti, jak je znázorněno na obrázku

2.10.
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Obrázek 2.10: Vztah mezi mı́rou změny mezd a změnou nezaměstnanosti.
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Dále nahrad́ıme mı́ru nezaměstnanosti mı́rou zaměstnanosti, viz obrázek 2.11,

aby byly splněny podmı́nky modifikované Phillipsovy křivky, č́ımž dojde k trans-

formaci křivky.
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Obrázek 2.11: Vztah mezi mı́rou změny mezd a změnou zaměstnanosti.

Aby se nám s křivkou lépe pracovalo, budeme ji linearizovat. Linearizaci křivky

provedeme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (viz obrázek 2.12):

Vztah mezi změnou mezd a mı́rou zaměstnanosti je ve tvaru

w′(t)

w(t)
= −1, 075 + 1, 2395x(t),∀t > 0.

Z obrázku 2.12 vid́ıme, že se př́ımka, kterou jsme linearizovali, př́ılǐs nelǐśı od

p̊uvodńı nelinearizované.

Nyńı už máme všechny hodnoty, ze kterých můžeme sestavit Goodwin̊uv

model. Dosad’me do soustavy

x′ = (m− ny)x

y′ = (cx− l)y, (2.23)

kde dopoč́ıtáme m,n, c, l pomoćı źıskaných hodnot β = 0, 0007, c = 1, 2395,

u = 1, 075, α = 0, 0621, k = 0, 6274:
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Obrázek 2.12: Vztah mezi mı́rou změny mezd a změnou zaměstnanosti proložen
lineárńım trendem.

(u+ α) = l = 1, 1371,

1
k
− (β + α) = m = 1, 5311,

1
k

= n = 1, 5939.

Po dosazeńı do soustavy (2.23) źıskáme soustavu nelineárńıch diferenciálńıch

rovnic ve tvaru

x′ = (1, 5311− 1, 5939y)x

y′ = (1, 2395x− 1, 1371)y. (2.24)

Nejprve urč́ıme rovnovážné body soustavy (2.24) vyřešeńım následuj́ıćıch rovnic

(1, 5311− 1, 5939y)x = 0

(1, 2395x− 1, 1371)y = 0.

Vyřešeńım soustavy źıskáme dva rovnovážné body, a to bod x1 = (0, 0) a

x2 = (0, 9174; 0, 9606). Při odvozeńı Goodwinova modelu jsme si ukázali, jak

můžeme určit vlastńı č́ısla Jacobiho matice, pomoćı nichž lze rozhodnout o typu

kritického bodu. Pro prvńı hyperbolický kritický bod x1 = (0, 0) jsou vlastńı
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č́ısla rovna hodnotám λ1 = m, λ2 = −l. Pro druhý nehyperbolický kritický bod

x2 = ( l
c
; m
n

) jsme si odvodili, že jsou vlastńı č́ısla rovna λ1 = i
√
lm, λ2 = −i

√
lm.

Pro prvńı kritický bod x1 = (0, 0) jsou vlastńı č́ısla Jacobiho matice po

dosazeńı vypočtených koeficient̊u rovna hodnotám λ1 = 1, 5311, λ2 = −1, 1371.

Prvńı rovnovážný stav je hyperbolický, protože vlastńı č́ısla jsou reálná a r̊uzná

od nuly. Jelikož je jedno vlastńı č́ıslo kladné a druhé záporné, jedná se o kritický

bod typu sedlo. Dle vlastńıch č́ısel můžeme rozhodnout i o stabilitě kritického

bodu, nebot’ je tento bod hyperbolický a umı́me tedy o stabilitě rozhodnout.

Kritický bod x1 = (0, 0) je nestabilńı, nebot’ reálné vlastńı č́ıslo λ1 = 1, 5311 je

kladné.

Pro druhý kritický bod x2 = (0, 9174; 0, 9606) soustavy (2.24) źıskáme dvě

vlastńı č́ısla λ1 = 1, 3195i, λ2 = −1, 3195i. Druhý rovnovážný stav je nehyper-

bolický, jelikož má vlastńı č́ısla ryze imaginárńı a jedná se o typ střed. O stabilitě

druhého kritického bodu nemůžeme dle vlastńıch č́ısel rozhodnout, nebot’ se jedná

o nehyperbolický kritický bod.

Fázový portrét soustavy (2.24) pro kladné hodnoty x a y máme vykreslen na

obrázku 2.13. Na obrázku 2.14 je pak znázorněn vztah mezi mı́rou zaměstnanosti

a pod́ılem mezd pracovńık̊u na výstupu mezi roky 1996 až 2009, tj. jsou zde

zachycena vstupńı (reálná) data. Propojeńım těchto dvou graf̊u vid́ıme, že se mezi

roky 1996 až 2009 pohybujeme na malém kousku trajektorie. K tomu, abychom

zjistili, zda model odpov́ıdá skutečnosti, bychom potřebovali mı́t k dispozici v́ıce

pozorováńı. Pomoćı nich by pak bylo možno i model př́ıpadně zpřesnit.
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Obrázek 2.13: Fázový portrét.
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Obrázek 2.14: Vztah mezi mı́rou zaměstnanosti a pod́ılem mezd pracovńıku na
výstupu mezi roky 1996 až 2009.
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Závěr

Ćılem diplomové práce bylo v návaznosti na bakalářskou práci pokračovat

v teorii dynamických systémů a ukázat jejich možná využit́ı. V práci jsem se

v teoretické části zaměřila na soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic v rovině

a ukázala, jak lze tyto soustavy převést na lineárńı soustavy diferenciálńıch

rovnic v rovině, kterými jsem se zabývala v bakalářské práci. Soustředila jsem

se předevš́ım na využit́ı Grobman-Hartmanovy věty, která ale nelze využ́ıt pro

všechny soustavy. Z tohoto d̊uvodu jsem ještě popsala zp̊usob, jak lze chováńı

trajektoríı určit pomoćı prvého integrálu soustavy diferenciálńıch rovnic.

V druhé části práce jsem představila aplikaci dynamických systémů v ekonomii

a popsala tzv. Goodwin̊uv model. Goodwin zkoumal závislost mı́ry zaměstnanosti

a pod́ılu mezd pracovńık̊u na národńım d̊uchodu. Model jsem aplikovala na situaci

v České republice. Česká republika nesplňuje všechny podmı́nky nutné pro Good-

win̊uv model, proto můžeme př́ıklad považovat pouze za ilustrativńı.

V práci jsem se chtěla zaměřit předevš́ım na využit́ı dynamických systémů

v ekonomii. Godwin̊uv model mě zaujal t́ım, že vycházel z velmi známého modelu

dravec a kořist, kterým se Goodwin nechal inspirovat a aplikoval ho v oblasti

ekonomie. Stěžejńı část́ı pak byla aplikace na reálná data. V daľśım studiu se

nab́ıźı modifikace modelu tak, aby lépe popisoval reálnou ekonomiku.
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http://www.systemdynamics.org/conferences/2005/proceed/papers/WE-

BER196.pdf

[8] Tavani, D.: Heterodox Approaches Notes on the Goodwin Model,

[cit. 20. 2. 2016], dostupné z: http://www.danieletavani.com/wp-

content/uploads/2014/05/ECON705 Goodwin.pdf.

59
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