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Bc. Alena Sestoradova UVOD

Uvod

Cilem této préace je priblizit problematiku prumért a jejich vyuziti vSsem, kteri
se v této oblasti matematiky citi ztraceni, ¢i si nejsou zcela jisti spravnosti svého feseni.
Konkrétné se tato prace zabyva priumérem aritmetickym, geometrickym a harmonic-
kym. Rovnéz, doufejme, bude tato prace vhodnou pomuckou pfi vyuce priméra na za-
kladnich /stfednich skoldch pro pedagogické pracovniky ¢i jako podpora samostudia
samotnych zaku/student.

Cela problematika je v praci pojednana v interaktivni formé, kterou jisté ¢tenar
oceni. Interaktivni forma préce byla vytvarena v matematickém softwaru GeoGebra
umoznujicimu interaktivné zndzornit situace/tlohy z matematické analyzy, algebry
a geometrie [1]. Jelikoz je software GeoGebra volné stazitelny, je mozné ho vyuzit
ke zpestfeni vyuky matematiky i ostatnich predmétt (napf. zemépis, fyzika) na za-
kladnich /stfednich skolach.

Autorovym ponékud neskromnym pranim pritom je, aby tato prace byla prinosem
nejen samotnym zaktm ¢i studenttim, ale téz jejich pedagoglim pii vyuce a priméla
je vice vyuzivat modernich technologii k lepsimu zprostredkovani a pochopeni uciva

zakim za pomoci vizualnich metod.
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Kapitola 1

Teoreticka cast

V této kapitole si postupné predstavime pramér aritmeticky, geometricky a harmonicky.
Uvedeme zde vzorce pro jejich vypocet a podivime se na vybrané vlastnosti téchto
prameér.

Soucasti kazdého oddilu zabyvajictho se prislusnym prumeérem bude jeho geo-
metrickd interpretace, kterd je zpracovana v programu GeoGebra [I]. Geometrickd
interpretace bude prezentovana dvéma zpusoby, pricemz prvni z nich je vhodny pro
a proto autor doporucuje jeho vyuziti na stfednich, ptip. vysokych, skolach.

V posledni ¢asti této kapitoly uvedeme vztahy mezi jednotlivymi primeéry. Nej-
prve se na tyto vztahy zamérime z pohledu grafického znazornéni. To bude opét tvoreno

vvvvvv

soké, skoly. Nasledné si ukazeme vztahy mezi pruméry rovnéz algebraicky.

11



Bc. Alena Sestoradova CO JE TO PRUMER?

Co je to prumér?

Tuto otazku si mnozi z nas v zivoté nepolozili, pravdépodobné ani nikdy nepolozi,
a muze se zdat jako zbytecna. Vzdyt vSichni primeér bézné pouzivame — sec¢teme dané
hodnoty a vydélime tento soucet jejich poctem. Tato otazka je tedy bezvyznamna,
nebo ne?

Pravdou je, Zze mimo tento primeér, zvany aritmeticky, existuje celd rada dalsich
pruméra. Namatkou jmenujme alespon par z nich — geometricky, harmonicky, kva-
draticky, kubicky, apod. [9] Kdy a pro¢ tedy jaky pramér pouzit? Abychom mohli
odpovédét na tuto otdzku, musime se podivat na to, co to primeér vlastné je.

Podivame se na to z pohledu hledani priméru dvou hodnot a, b. Jisté se shodneme
na tom, ze prumeér téchto dvou hodnot bude néjaké dalsi cislo, které je pro dané dvé
hodnoty specifické. Toto specifikum spoc¢iva v nahrazeni hodnot a, b pravé timto c¢islem
(pramérem), pricemz se zachova puvodni vysledek operace provadéné s ¢isly a, b [§].

Hleddme tedy dvojcata — cisla x, y, jejichz ,role® je stejna, jako u ¢isel a, b
a navic, jelikoz jsou to dvojcata, musi byt i jejich hodnota stejna (z a y se sobé musi
rovnat) [8]. Jelikoz se tato prace zabyva pouze priumeérem aritmetickym, geometrickym

a harmonickym, aplikujeme si predchozi vétu pravé na né.

Aritmeticky pramér Geometricky primeér Harmonicky priamér
a+b 2 — 2ab
A= 5 G =Vab a+b
r+y a+b 2zy _ 2ab
2 2 Vry = Vab r+y a+b
2z _a+b VaZ = ab 22%  2ab
2 2 2 a+b
_a+b x =Vab 2ab
xr = Tr =
2 a+b

12



Bc. Alena Sestoradova 1.1. ARITMETICKY PRUMER

1.1 Aritmeticky prmeér

Nejdiive se sezndmime s nejznaméjsim a nejvice pouzivanym prumeérem, kterym beze
sporu je prumeér aritmeticky. Tento byl jiz pro dvé hodnoty a a b znam a vyuzivan Ba-
bylotiany v dobé cca 7000 pf. n. 1. Pozdéji, v obdobi Starovékého Recka, byly priiméry
aplikovany v teorii hudby, zejména Pythagorasem [4. [7].

Nyni si definujme aritmeticky prameér. Je-li A = {ay, ..., a, } mnozina redlnych kladnych
Cisel, poté se aritmeticky prumér prvkt mnoziny A vypocte pomoci vzorce:

Alar, . ay) = Dot (1.1)

n

Nyni se podivejme na nékteré ze zakladnich vlastnosti aritmetického pruméru [2, [3]:

o Zménime-li poradi prvki mnoziny A (provedeme permutaci prvki), vysledna

hodnota aritmetického primeéru se nezméni.

Alay,...,a,) = Alan,...,a1) (1.2)

o Pri¢teme-li ke kazdému c¢islu z mnoziny A konstantu k, kde & € R, poté bude

i hodnota aritmetického primeéru zvétsena o tuto konstantu.

Alay +k,..yan + k) = Alay,...,an) + k (1.3)

e Vynasobime-li kazdé ¢islo z mnoziny A konstantou [, kde [ € R, poté bude i hod-

nota aritmetického primeéru vynasobena touto konstantou.
Alay - l.a, 1) = Alay,...,ap) -1 (1.4)
« Hodnota aritmetického priaméru prvka mnoziny A = {ay, ..., a, } lezi mezi nejmen-
Sim a nejvétsim prvkem této mnoziny.
min(ay,...,a,) < A(ai,...,an,) < maz(ay,...,an) (1.5)
Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, kdyz jsou si prvky mnoziny A rovny.
o Maji-li mnoziny A = {ay,...,a,} a B ={by, ..., b,} stejny pocet prvku, pak plati:

n n

Sa) < Yb) = Alay,..an) < Alby, .., by). (1.6)

i=1 i=1

Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, jsou-li si prvky mnoziny A a B rovny.
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Bc. Alena Sestoradova 1.1. ARITMETICKY PRUMER

Geometricka interpretace aritmetického priméru v GeoGebre

Zde si postupné ukazeme dvé geometrické interpretace aritmetického primeéru dvou
Cisel a, b, kde a,b € RT. Prvni interpretace je vzhledem ke své jednoduchosti vhodna

k vyuziti a vysvétleni aritmetického priméru na zakladnich skolach. Druha interpre-

vvvvvv

na stirednich, prip. vysokych, skolach.

Geometricka interpretace 1

Nejprve si napiseme vzorec pro vypocet aritmetického priméru ze dvou cisel a, b:

b
A(a,b) = a;r . 4 beR* (1.7)

Cisla a, b si zndzornime pomoci tseéek AB a BC, pii¢emz tyto tsecky budou lezet
na stejné primce. Zvolime si tedy | AB |= a a | BC' |= b. Sou¢tem délek a, b ziskdme
délku usecky AC'. Nyni mtizeme nalézt hledanou hodnotu aritmetického priaméru. Tato

je rovna poloviné délky usecky AC', viz Obr. [L.1]

A a=2 B S b=4 c

Obrazek 1.1: Aritmeticky prameér ¢isel a, b

Pro lepsi viditelnost si zkonstruujme kruznici k se stfedem S o poloméru A(a,b),

viz Obr. [[L2]

/ A(a,b) \

|
A a=2 B S b=4 c

Obrazek 1.2: Aritmeticky priameér ¢isel a, b

14



Bc. Alena Sestoradova 1.1. ARITMETICKY PRUMER

Geometricka interpretace 2

Pro zjisténi aritmetického priméru dvou hodnot vyuzijeme znalost grafu funkci jedné
proménné. Jak bylo zminéno v oddile[l} nalezneme nejprve takové x a y, pro které plati
rovnost [[.8] My ovSem hleddme jeden konkrétni bod A, jehoz z-ovéd a y-ova soufadnice

je stejnd (z = y) a je rovna hodnoté aritmetického priaméru.

T +y a+b
= 1.8
5 5 (1.8)
T+ a+b
= 1.9
5 5 (1.9)
b
P a; (1.10)

Abychom si mohli vyse zminéné znazornit, musime si nejprve ze vztahu [1.§| vyjadrit y:

T +y a+b

= -2 1.11

: ! | (111)
r+y = a+b | —x (1.12)
y = a+b—ux. (1.13)

Funkci y si zakreslime do grafu [I.3] Tato pfimka sestdvd z bodu, jejichz soucet z-ové
a y-ové souradnice je roven souctu a + b. Hledame takovy bod A, ktery nélezi této
primce, a pro néjz plati, Ze jeho z-ova a y-ova souradnice je stejna. Tento bod ziskdme

jako prisecik ptfimek y=ray=a+b— .

\y
6
5 y=x
4,,
3 --—------- A
|
2,, |
| y=a+b—ux
1] l
|
|
1 ¢ 1 1
1 2 3 4 5 6\$

Obréazek 1.3: Aritmeticky pramér cisel a, b

Pozn. Graf[1.3] odpovidd hodnotdm a =2 a b = 4.
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Bc. Alena Sestoradova 1.2. GEOMETRICKY PRUMER

1.2 (Geometricky prameér

Déle se budeme zabyvat méné znamym a vyuzivanym primeérem, a to primérem geome-
trickym. Nyni se podivejme, jak je geometricky prumér definovan. Je-li A = {ay, ..., a,}
mnozina realnych kladnych ¢isel, poté se geometricky prumér prvkt mnoziny A vypocte

pomoci vzorce:
Glay,....,a,) = Jai..a, (1.14)
Opét se podivejme na nékteré ze zakladnich vlastnosti geometrického prameéru [2]:

o Zménime-li poradi prvki mnoziny A (provedeme permutaci prvku), vysledna

hodnota geometrického primeéru se nezmeéni.
Glar,....an) = G(an,...,a1) (1.15)

o Vynasobime-li kazdé ¢islo z mnoziny A konstantou [, kde [ € R, poté bude i hod-

nota geometrického primeéru vynasobena touto konstantou.
Glar - l...,a,-1) = G(ay,...,a,) 1 (1.16)

» Hodnota geometrického praméru prvka mnoziny A = {ay, ..., a, } lezi mezi nejmen-

Sim a nejvétsim prvkem této mnoziny.
min(ay,...,a,) < Glay,..,a,) < mazx(ay,...,a,) (1.17)
Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, kdyz jsou si prvky mnoziny A rovny.

o Maji-li mnoziny A = {ay,...,a,} a B = {by,...,b,} stejny pocet prvki, pak plati:

n n

Z(al) < Z(bz) — g(al,...,an) < g(bl,,bn) (]_]_8)

i=1 i=1

Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, jsou-li si prvky mnoziny A a B rovny.
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Bc. Alena Sestoradova 1.2. GEOMETRICKY PRUMER

Geometricka interpretace geometrického priméru v GeoGebre
Geometricky prameér dvou hodnot a, b si opét zobrazime dvéma zpusoby, podobné jako
u predeslého priaméru.

Geometricka interpretace 1

Vzorec pro vypocet geometrického priaméru dvou ¢isel a, b ma nasleduji tvar:
G(a,b) = Va - b; a,b € RT (1.19)

V grafickém zndzornéni vzorce [I.19] vyuzijeme podobnosti s Euklidovou vétou o vysce.

Za timto tucelem si musime vzorec [1.19| upravit nasledujicim zptsobem:

Gla,b) = Va-b E (1.20)
G*(a,b) = ab (1.21)

Pozorny ctendr si zajisté povsimnul analogie mezi vzorcem [1.21] a vzorcem pro Eukli-
dovu vétu Pripomenme, ze Euklidova véta o vysce se vztahuje pouze k pravo-
thlému trojihelniku (Obr. [1.4)) a fika, ze plati vztah:

V2 = CqtCpe (1.22)

A P c B
Obrézek 1.4: Euklidova véta o vysce

V nasem pripadé se ¢, = a, ¢, = ba v. = G(a,b). Vyuzitim Thaletovy kruznice miazeme

G(a,b) znazornit jen se znalosti délek a a b, viz Obr.

17



Bc. Alena Sestoradova 1.2. GEOMETRICKY PRUMER

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
A« B s o
Obrazek 1.5: Geometricky pramér cisel a, b
Pro lepsi prehled si zde popiseme postup konstrukce.
1. AC; | AC'|=a+b
2. B Be AC N |AB|=a N |BC|=b

3.5,5€AC A |SA|=|SB|

4. k; k(S;r: [Aci A2C |>

5 m;m L AC N Bem
6. D;Demnk
7. G(a,b); G(a,b) =[ BD |

Geometricky prumeér dvou ¢isel a, b je v Obr. [L.5] zndzornén tseckou BD.
Pozn. Obr. [L.5] je vytvoren pro hodnoty a =2 a b = 4.

18



Bc. Alena Sestoradova 1.2. GEOMETRICKY PRUMER

Geometricka interpretace 2

Zde si geometricky prumér znazornime pomoci graft funkei jedné proménné. Jak bylo
zminéno v oddile [T, nalezneme nejprve takové z a y, pro které plati rovnost [1.23
My ale hleddme bod G, jehoz z-ova a y-ova souradnice je stejna a je rovna hodnoté

geometrického praméru.
JTy = Vab (1.23)
Vi-xz = Vab (1.24)
x = Vab (1.25)
Z si vyjadiime y, ¢imz ziskame predpis funkce, jejiz graf budeme vytvaret:

VTy = Vab 2 (1.26)
1

= ab - 1.2
Ty a | - (1.27)
ab
= 1.28
Y . (1.28)

Déle si funkei y zndzornime v grafu [I.6] Kiivka, kterd je grafem funkce y, je tvorena
body, jejichz soucin x-ové a y-ové souradnice je roven soucinu a - b. Musime tedy najit
takovy bod G, ktery nalezi funkci y a jehoz x-ova a y-ova souradnice je totozna. Tento

bod vznikne jako prusecik funkci y = “;b ay =ux.

Obrazek 1.6: Geometricky prameér cisel a, b

Pozn. Obr. [1.0] je vytvoren pro hodnoty a =2 a b = 4.
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1.3 Harmonicky primér

Poslednim primérem obsazenym v této praci je harmonicky primeér. Nyni se podivejme
na definici tohoto praméru. Je-li A = {ay, ..., a,} mnozina redlnych kladnych ¢isel, poté

se harmonicky pramér prvka mnoziny A vypocte pomoci vzorce:

n
H(al,...,(ln) == ﬁ (129)
=
ai Qn,

Pro harmonicky priamér plati stejné vlastnosti jako pro priamér geometricky [2]:

o Zménime-li poradi prvki mnoziny A (provedeme permutaci prvku), vysledna

hodnota harmonického priméru se nezméni.

H(ar,....,an) = H(an,...,a1) (1.30)

o Vynasobime-li kazdé ¢islo z mnoziny A konstantou [, kde [ € R, poté bude i hod-

nota harmonického primeéru vynasobena touto konstantou.
H(ay - l.yan - 1) = H(ar,...,an) -1 (1.31)
« Hodnota harmonického priméru prvki mnoziny A = {ay, ..., a, } lezi mezi nejmen-
Sim a nejvétsim prvkem této mnoziny.
min(ay,...,a,) < H(a,..,a,) < mazx(ay,...,a,) (1.32)
Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, kdyz jsou si prvky mnoziny A rovny.

o Maji-li mnoziny A = {ay,...,a,} a B = {by,...,b,} stejny pocet prvki, pak plati:
Z(az) < Z(bz) — H(al,...,an) < %(bl,,bn) (133)

i=1 i=1

Rovnost nastava tehdy a pouze tehdy, jsou-li si prvky mnoziny A a B rovny.
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Geometricka interpretace harmonického priméru v GeoGebre

Postup je analogicky jako u predeslych primeéra, tzn. harmonicky pramér dvou hod-

not a, b, si zobrazime dvéma zpiisoby.

Geometricka interpretace 1

Vzorec pro vypocer harmonického pruméru dvou cisel a, b ma tvar:

2
Hiab) = 17 a,beRT (1.34)

Q=
S

Nejprve si vzorec upravime nasledujicim zptisobem:

2

H((l, b) = atb (135)

“ab

2ab
H(a,b) = P (1.36)

H(a,b)  2a
b  a+b (1.37)
(1.38)

U grafického znazornéni vzorce [1.37| vyuzijeme podobnosti trojihelniki. Konkrétné

podobnosti trojihelniku ACD a BCE, viz Obr. [L.7]

D

2a

H(a,b)

A a B b C

Obrazek 1.7: Podobnost trojihelnikt
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1.3. HARMONICKY PRUMER

Geometricka interpretace 2

Harmonicky primér zde znazornime pomoci grafii funkei jedné proménné. Jak bylo

zminéno v oddile [I} nalezneme nejprve takové x a y, pro které plati rovnost [1.39

My ovsem hledame bod H, jehoz z-ova a y-ova souradnice je stejnd a je rovna hodnoté

harmonického praméru.

2vy  2ab
r+y  a+b
2ex 2ab
r+x  a+b
2¢  2ab
20 a+b
~ 2ab
v a—+b

K znazornéni grafu funkce si musime nejprve ze vztahu vyjadrit y:

2zy  2ab
r+y a+b
ry  ab
r+y a+b
ICR )
v= a+b
_abx + aby
v= z(a+b)
_ abx n aby
v z(a+b)  x(a+Db)
B aby ~ abx
Y r(a+b) x(a+D)
r(a+b) —ab\  abx
Y z(a+b) ~ x(a+b)
_ abx z(a+ )
v z(a+b) x(a+b)—ab
B abx
v z(a+0b) —ab
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Bc. Alena Sestoradova 1.3. HARMONICKY PRUMER

Nyni si mizeme funkci y znazornit v grafu (Obr. . Krivka této funkce je tvorena
body, pro jejichz soutadnice plati vztah [1.39, My hledame takovy bod H, ktery nalezi

funkci y a jehoz z-ova a y-ova souradnice je stejna. Tento bod nalezneme jako prisecik

abx

ay=uz.
—ab y

funkce Yy = W

- ———-———-

Obrazek 1.8: Harmonicky prumér cisel a, b

Pozn. Graf[1.§ odpovidd hodnotdm a =2 a b = 4.
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1.4 Vztahy mezi praméry

V tomto oddilu budeme zkoumat nejen geometricky, ale i algebraicky, vztahy mezi

prumérem aritmetickym, geometrickym a harmonickym pro dvé hodnoty.

1.4.1 Geometricka nerovnost

Nejprve se budeme vénovat grafickému znazornéni jejich vztahu. Budeme vychazet z ge-

ometrické interpretace téchto primeért, které jsme si v predchozich oddilech vytvorili
a vlozime je vSechny do spoleéného obrazku (Obr. , kde

|PS| je aritmeticky prameér ¢isel a,b,

|HB| je geometricky prumér ¢isel a,b,

|EB| je harmonicky prumér ¢isel a,b.

P
Tt -k
// \\
H// N
D A N
+ / AN
\7/\\(\E‘ \\
g T~ d A(a,b) \
y ~<_ \
2a ,/ \\\\\ \\
[ H(a,b) Tl \
: ~<_ \
]
A % B s 0 C

Obrézek 1.9: Vztah mezi primeéry

Na Obr. vidime, Ze nejdelsi je tsecka | PS| a nejkratsi |EB|. Z toho vyplyva nerov-

nost
A(a,b) > G(a,b) > H(a,b). (1.43)

Pokud ovSsem budeme ménit pomér hodnot a a b, zjistime, ze v pripadé rovnosti téchto
hodnot jsou si rovny i praméry, viz Obr. [[.I0] Proto je nutné nerovnost priaméru

upravit:

Ala,b) > G(a,b) > H(a, b). (1.44)
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D
.
A
A
A
A
A
A
A
od
P=FE=H
2a P
/// N \\\k
s N N
AN
o0 Ala,b) . N
/ N \
/ N \
/ N \
/ H(a,b) SR
| N \
N
>y
A a B=S b C

Obrazek 1.10: Rovnost primeéri

Jelikoz jsme si primeéry znézornovali pomoci dvou geometrickych interpretaci, ukazeme
si jejich nerovnost i druhym zptisobem. V ném jsme vyuzivali funkce jedné proménné.

Opét si zakresleme prumeéry do jednoho obrazku, viz Obr. [1.11}

y=a+b—zx

Obréazek 1.11: Vztah mezi prauméry
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1.4.2 Algebraicka nerovnost

Nejprve si ukazeme nerovnost aritmetického a geometrického priumeéru cisel a, b, kde

a,b € RT. Budeme vychdzet z nerovnosti a pomoci ekvivalentnich tiprav zjistime,

zda plati:

A(a,b) > Gla,b) (1.45)

a;b > Vab -2 (1.46)

a+b > 2Vab k (1.47)

(a+b)> > 4ab (1.48)

a? +2ab+b* > 4ab | (—4ab) (1.49)

a’? —2ab+b* > 0 (1.50)

(a—b)? > 0 (1.51)

Vime, Ze druhd mocnina ¢isla je vzdy veétsi nebo rovna nule. Z toho divodu plati
nerovnost [I.51] Jelikoz plati tato posledni nerovnost, plati i nerovnost [I.45 ze které
jsme vychazeli.

Stejnym zptsobem si rovnéz ukdzeme nerovnost geometrického a harmonického

prumdéru cisel a, b, kde a, b € R*.

G(a,b) > H(a,b) (1.52)

Vab > fibb ? (1.53)

ab > (;‘fbb; | (@ +b)? (1.54)

ab(a +b)? > 4a*b? |-a1b (1.55)
(a+b)*> > 4ab (1.56)
a®+2ab+b* > dab | (—4ab) (1.57)
a? —2ab+ b > 0 (1.58)
(a—b)? > 0 (1.59)

Podobné jako v predchozim piipadé je vzdy druha mocnina ¢isla vétsi nebo rovna nule,
a proto posledni nerovnost plati, stejné jako nerovnost geometrického a harmonického

prameéru.
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Ukazali jsme, ze aritmeticky priamér je vétsi nebo roven geometrickému priméru a za-

roven geometricky priamér je vétsi nebo roven priméru harmonickému.
A(a,b) > G(a,b) A G(a,b) > H(a,b) (1.60)
7 toho nam vyplyva nerovnost vsech zminénych primeéra
A(a,b) > G(a,b) > H(a,b). (1.61)

Pro jistotu si ovsem ukazme i zbyvajici nerovnost aritmetického a harmonického pri-

méru ¢isel a, b, kde a, b € RT.

A(a,b) > H(a,b) (1.62)

“ b ff’b 1 2(a+ ) (1.63)
(a+b)(a+b) > 4dab | -(a +b)? (1.64)
a® +2ab+b* > dab | (—4ab) (1.65)
a® —2ab+b* > 0 (1.66)
(a—b)? > 0 (1.67)
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Kapitola 2
Prakticka cast

Prakticka ¢ast obsahuje fesené priklady a je rozdélena do tii oddilii. Prvni se zabyva
resenim priklad® na aritmeticky primér, ve druhém fesime tilohy na geometricky pri-
mér a ve tfetfm na harmonicky primér. ReSen{ vétsiny tloh je rozdéleno na dvé ¢asti
— numerickou a grafickou.

V numerickém fteSeni, jak jiz sam nazev prozrazuje, fesime priklady pocetné.
V této ¢asti se snazime dojit pomoci obecnych postupti ke vzorcim pro dané priameéry,
a tim poukézat na vyuziti znalosti primeéra v béznych prikladech.

Oproti tomu grafické feseni nam zprostredkovava reseni v lépe pochopitelné po-
dobé. Tato cast obsahuje obrazky vytvorené v programu GeoGebra a ukazuje ¢tenari
postup grafického feseni. Obrazky, az na ty vytvorené v 3D, jsou prevedeny z GeoGe-
bry do profesiondlniho sdzeciho systému ETEX pomoci balicku TikZ/PGF Picture [5].

Tento balicek nam umoznuje pracovat, namisto s rastrovymi, s vektorovymi obrazky.
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2.1 Aritmeticky prameér

Priklad 2.1.1

Lukas se rozhodl, Ze se projede po zimé poprvé na kole. Prvni ¢ast cesty byla do kopce,
a proto Lukas udrzoval tempo 5 km/h. Cesta do kopce mu trvala pfesné hodinu. Poté
se zménil profil terénu a Lukas mohl na dalsi hodinu zvysit rychlost na 25 km /h. Jakou

konstantni rychlosti by mél jet Lukas, aby za stejny cas ujel stejnou drahu?

Numerické reseni

Zapis:

1. hodina vy =5 km/h
2. hodina ve =25 km/h
Pramérnd rychlost ? km/h

Déle si pripomenme vzorec pro vypocet rychlosti hmotného bodu:
v=—, (2.1)

kde v je rychlost [km-h™],
s draha [km],

t cas [s].

Jedinou neznamou ve vzorci je v nasem pripadé draha. Nejprve si urc¢ime diléi drahu s; od-

povidajici rychlosti v; a drahu s, kterou Lukas ujel rychlosti vs.

S1 = Ul't, (22)

S9g = U2~ t, (23)
Celkova draha se rovna souctu téchto dil¢ich drah

s = S1+ 59, (2.4)

s = v -t+uvy-t. (2.5)

Drahu jsme si tedy urcili a mizeme prejit s vyuzitim vzorce pro vypocet rychlosti

a znalosti celkového casu jizdy, ktery je roven 2t¢, ke konkrétnimu resSeni:

v -t+vg -t

= = = 2.6

v S 2.6)
t- (’Ul +212)

= —— 2.7

v 5 (2.7)
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Po vykriceni dostdvdme zndmy vztah pro vypocet aritmetického priméru dvou

hodnot
U1 + U2
— 2.8
2 Y ( )
5+ 25
= 2.9
v = 25 (2.9
v = 15 km/h. (2.10)

Odpovéd: Pokud by chtél jet Lukas konstantni rychlosti pti zachovani ¢asu i drahy,
musel by jet rychlosti v = 15 km/h.

Grafické znazornéni reseni 1

Udaje ze zadan{ si vyneseme do grafu (Obr. , kde osa z vyjadruje cas a osa y ujetou
drahu.

draha [km)
30 ------------- T m oo

25 |
20 |
15 f-—-—-- - - - LR R -
. |
! |
10 | | !
! |
! |
! |

Bt---fmmmm e y

Obrazek 2.1: Obréazek k reseni prikladu

Pomoci spojnice pocatecniho a koncového bodu jsme ziskali tisecku v, ktera, jak vidno,
vyjadiuje konstantni pririistek drahy v zavislosti na ¢ase. Hledanou konstantni rychlost,
kterou by Lukas ujel za 2 hodiny drahu 30 km, nalezneme jako prinik kolmice k ose x
v bodu (1,0) a tsecky v. Hodnota y-ové souradnice bodu priniku odpovida dréze,

kterou Lukas ujede za hodinu, tudiz hledand rychlost je 15 km/h.
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Jinymi slovy, v souladu se vzorcem pro vypocet rychlosti zjistime prumérnou rych-

lost pouzitim funkce tangens uhlu «, ktery svira kladny smeér osy x s primkou v.

protilehla odvésna

‘ - 2.11
an(a) prilehla odvésna (2.11)
30
tan(a) = 5 (2.12)
1
tan(a) = 15 (2.13)

Ze vztahu muzeme vycist, ze za 1 hodinu ujede Lukas 15 km.

Odpovéd: Pokud by chtél jet Lukas konstantni rychlosti pii zachovani casu i drahy,
musel by jet rychlosti v = 15 km/h.

Grafické znazornéni reseni 2

Danou situaci si muzeme znazornit i grafem zavislosti rychlosti na case (Obr. .
Ze vzorce pro vypocet rychlosti[2.1]si vyjadiime drahu, podobné jako u vzorct 2.3
V grafickém znazornéni ma vysledny soucin rychlosti a ¢asu podobu plochy pod ktivkou.
Vzniknou ndm dveé obdélnikové plochy si, so. My hledame plochu s takovou, jejiz obsah

pres cely casovy interval (2 h) je roven souc¢tu obsahu s; a so.

rychlost
[km/h]

25 fommm e

20 |

15 ¢

10

Obrazek 2.2: Obréazek k Teseni prikladu
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Zvolme si rychlost 10 km/h, viz Obr. . Vidime, Ze obsah plochy s neni roven souctu
obsaht ploch s; a s5. Ménime tedy rychlost v, dokud rovnosti nedocilime, viz Obr. [2.3]

rychlost
[k /h]

25 fmmmm

20 |

15

SS9 = 25
10

Obrazek 2.3: Obréazek k reseni prikladu

Zjistili jsme, Ze rovnost plati tehdy a pouze tehdy, kdyZ je rychlost rovna 15 km /h.

Odpovéd: Pokud by chtél jet Lukas konstantni rychlosti pti zachovani ¢asu i drahy,
musel by jet rychlosti v = 15 km /h.
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Priklad 2.1.2

Na zakladni skole se poradala ¢tenarska soutéz pro tridy 2. stupné, jejiz vitézem byla
ttida s nejvyssim priamérem prectenych knih na zédka za rok. Jelikoz se jednalo o ves-
nickou skolu, bylo v nami zkoumané t¥idé 6.A pouze 10 zaki. Vysledky jednotlivych
zaku byly nésledujici: Pepicek precetl 2 knihy, Marenka 10 knih, Jitka 5 knih, Petr
7 knih, Martin 5 knih, Simona 8 knih, Michal 10 knih, Kamila 4 knihy, Adam 7 knih,
Pavel 9 knih a Edita 4 knihy.
Vypocteéte:

a) Kolik priamérné precetli zaci 6. A knih?

b) Jak by se zménil prumér celé tiidy, kdyby kazdy zak precetl o 3 knihy vice?

c) Jak by se zménil prumér celé t¥idy, kdyby kazdy zak precetl 2x vice knih?

Reseni

Pro prehlednost provedeme nejprve zapis.

Pepicek 2 knihy Simona 8 knih
Marenka 10 knih Michal 10 knih
Jitka 5 knih Kamila 4 knihy
Petr 7 knih Adam 7 knih
Martin 5 knih Pavel 9 knih

a) Situaci si zndzornime na ¢iselné ose (Obr. [2.4]). Ta ndm jasné ukazuje, ze vétsina
zaku se vyskytuje v jeji pravé ¢asti. Predpokladem tedy je, ze se i hledany prameér

bude v této casti vyskytovat.

— —

O O Or Cr Cr O O
0 Pepicek Kamila Jitka Adam Simona Pavel Marenka

Martin Petr Michal

Obrézek 2.4: Ciselné osa

Chceme-li znat primérny pocet knih pripadajicich na zdka, musime nejdiive sta-

novit soucet vSech prectenych knih. Nyni stac¢i podélit tento soucet poctem zaku
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ve tridé. Timto jsme docilili nalezeni nami hledaného primeéru.

b d h+147
Aa,..j) = aFbret +e;:)f+g+ it (2.14)
. 24+10+5+7+5+8+10+4+7+9
Ala,....7) = , (2.15)
10
67
wnl]) = = 2.16
Alag) = 0 (2,16
Aa,..j) = 6,7 (2.17)
Danou tlohu muzeme vyfesit i graficky, podobné jako u [Priklad 2.1.7] tj. pfes
rovnost obsahit ploch (Obr. 2.5).
pocet
knih
L
9, ___________________________ e - — -
8, ______________________ —_——— e — - — — - = — ] —_——— - -——
7, __________ - — - _—— - - - = - —_——— - -——
6,7
6, __________ JR N [ R —— PR U Y I — _— - - - =
5 _____ - = - = PR U Y I — _ - ===
67
4, __________ —_——— - _-——F - — -] —_—— - == _—— e - - = =
67
3, __________ —_——— - _-——F - — -] PR U I N — _ - ===
2 PR | N N —— PR U I N — _ - ===
1, __________ —_——— - _-——F - — -] PR U I N — _ - ===
§1&2253M45526§7§859310
= £ = F E § = B £ =
g2 5 5 =2 & = £ = =

Obrazek 2.5: Obréazek k reseni prikladu
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b) Jelikoz jsme si vSe potfebné vyjadrili v predchozi éasti piikladu, dosadime do vzorce

hodnoty zvétsené o 3.

(a+3)+(b+3)+(c+3)+(d+3)+(e+3)

Ala,...j) = 0 + (2.18)
N (f+3)+(g+3)+(h+3)+(@+3)+(j+3)
10 ’
. 54+134+8+104+8+11+13+7+10+12
Ala,....7) = 10 : (2.19)
‘ 97
Ala,....j) = 10 (2.20)
Ala,....7) = 9,7 (2.21)

Vidime, ze zvétSenim vstupnich parametrii o 3 se nam soucasné zvysila hod-
nota prauméru o totéz ¢islo. Tim jsme ukézali na jednu z vlastnosti aritmetického

priméru uvedenou v oddile [1.1]

c¢) Platnost dalsi vlastnosti aritmetického priméru z oddilu ukazeme vynasobe-

nim vstupnich parametru c¢islem 2.

2a + 2b + 2¢ + 2d + 2¢ + 2f + 29 + 2h + 2i + 2j
Ala,....j) = 0 . (2.22)

, 4420410+ 14+ 10 + 16 + 20 + 8 + 14 + 18
Alay.yj) = T TREO 003

10
134

) = = 2.24
A(a7 7j) 107 ( )
Ala,...j) = 13,4 (2.25)

Vidime, Ze se nam hodnota aritmetického primeéru taktéz zdvojnasobila.
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Priklad 2.1.3

Simona si vybira v obchodé s nabytkem jidelni stiil. Chtéla by stiil ve tvaru obdélniku

s rozméry 13 x 9 dm. Pokud by si to vsak rozmyslela a chtéla by stil ¢tvercového tvaru,

jaké by mél mit rozmeéry, aby byl zachovan jeho obvod?

Numerické reseni

Pozadavek rovnosti obvodu 1ze zapsat nasledujicim vztahem
2(a+b) = 4ec

Po upravé vztahu dostaneme vzorec pro vypocet aritmetického primeéru

2a+2b = e,
a+a+b+b = A4c,
a+a+b+b
—_— =

4

Nyni dosadme do vztahu hodnoty ze zadani

130 4 130 + 90 4 90
c = ,

4

¢ = 11dm

Odpovéd: Délka strany stolu ¢tvercového tvaru by byla 11 dm.

Grafické znazornéni reseni 1

(2.26)

(2.27)
(2.28)

(2.29)

(2.30)
(2.31)

Nejprve si zakresleme obdélnik o rozmérech 13 x 9 dm. Poté si zkonstruujme primku

a nanesme na ni délky stran obdélniku ABCD. Vznikne nam tusecka o délce rovné

obvodu tohoto obdélniku. K nalezeni ¢tverce o stejném obvodu si sestrojime tisecku se-

stéavajici ze 4 stejné dlouhych ¢asti, viz Obr. [2.6] Délku téchto ¢asti ménime tak dlouho,

dokud jeji délka neni rovna délce puvodni tsecky, viz Obr. 2.7]
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D a C

D e

A a B Al c B’

A a=13dm B b=9dm C a=13dm D b=9dm A
a+b+a+b=44 dm

A’c:8d111§’c:8dmé’c:8dnlb’c:8dmA’

4c = 32 dm

Obrazek 2.6: Obrazek 1 k reseni prikladu

D’ c C’

A a B A’ c B’

A a=13dm B b=9dm C a=13dm D b=9dm A
a+b+a+b=44 dm

A c=11dm B’ c=11dm C"’ c=11dm D' c¢c=11 dm A’

4e = 44 dm

Obrazek 2.7: Obrazek 2 k reseni prikladu

Abychom zachovali obvod obdélnikového stolu, musel by mit ¢tvercovy stul strany

o délce rovné 11 dm.

Odpovéd: Délka strany stolu ¢tvercového tvaru by byla 11 dm.
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Grafické znazornéni reseni 2

Ulohu muzeme pojmout také jako hleddni maximélnfho obsahu stolu pii zachovani
puvodniho obvodu. Diivodem hledani maximalniho obsahu je skutecnost, Ze ze vSech
moznych ¢tyttuhelniki o stejném obvodu ma nejvétsi obsah pravé nami hledany ¢tverec.
Ukazme si toto tvrzeni nasledujicim zpiisobem.

Nejprve si ukazme, v jakém pripadé plati rovnost obvodu obdélniku a ¢tverce:

og = 0] (232)
4 = 2Aa+b) (2.33)
d = a;b (2.34)

Délka strany ¢tverce je tedy rovna aritmetickému primeéru délek stran obdélniku. Nyni

si ukazme, ze ¢tverec ma vzdy vétsi obsah nez obdélnik téhoz obvodu.

So > S (2.35)

(a)? > ab (2.36)
(“;Lb>2 > ab (2.37)
i(a+b)2 > ab (2.38)
(a+0b)° > dab (2.39)
a®+2ab+b* > dab (2.40)
a®—2ab+b* > 0 (2.41)
(a—b)? > 0 (2.42)

Jelikoz plati nerovnost [2.42, plati i prvotni predpoklad. Nerovnost si muzeme
znézornit i graficky (Obr. 2.8)). Z obrazku je patrné, ze obsah celého ¢tverce je vétsi,

nez soucet obsaht ¢ty obdélniki.
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Obrazek 2.8: Nerovnost obsahu

Prejdéme nyni ke grafickému znazornéni feSeni naseho prikladu. Opét si naneseme
délky stran obdélniku na primku a tim nam vznikne tsecka o délce rovné obvodu
obdélniku. Pod ni si zkonstruujeme tisecku totoznou a ménime pomér jejich ¢asti (délek
stran o', b'), viz Obr. , tak dlouho, dokud nebude souc¢in S = ' - b/ maximalni, viz
Obr. 210

/ / !/

D a o D a C
b 117 de b b/ 120 de b/

A a B A/ a/ B/

A a=13dm B a=13dm C b—=9dm D b=9dm A

A o =12dm B’ b =10 dm C” a' =12 dm D' b =10 dm A/

Obrazek 2.9: Obrazek 3 k reseni prikladu
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D’ a’ C’
D a C
b 121 dm? 4
b 117 dm? b m
A a B A/ a/ B/

A a=13dm B a=13dm C b=9dm D b=9dm A

A" o =11 dm é/ v =11 dm é’ a =11 dm D/ b =11 dm A/

Obrazek 2.10: Obrazek 4 k reseni prikladu

Odpoveéd: Délka strany stolu ¢tvercového tvaru by byla 11 dm.

Priklad 2.1.4

Meéjme krabici ve tvaru kvadru, jehoz hrany maji délky a = 5dm, b =4 dm a c =9 dm.
Jakou délku by méla hrana krabice ve tvaru krychle, jejiz soucet délek hran by byl roven

souctu délek hran kvadru?

Numerické reseni

Jelikoz soucet délek hran kvadru a krychle ma byt roven, plati vztah
12d/ = 4a+4b+4c (2.43)

Po rozepsani vztahu [2.43] vidime, Ze se jedna o vzorec pro vypocet aritmetického pri-

meéru z dvanécti hodnot.

da 4+ 4b + 4
a = a~|—12—i—c (2.44)

Dosazenim do ziskdme hledanou délku hrany krabice ve tvaru krychle

4.-54+4-4+4-9
o = 2% _ A (2.45)

a = 6dm. (2.46)

Odpovéd: Krabice ve tvaru krychle by méla hrany o délce 6 dm.
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Grafické znazornéni reseni

Tuto tlohu muzeme pojmout jako hleddni maximalniho objemu kvadru pri zachovani
souctu délek hran. Postupujeme obdobné jako u [Priklad 2.1.3| (Grafické znazornéni
reseni 2). Ménime pomér délek hran kvadru, viz Obr. [2.11] tak dlouho, dokud neziskdame

jejich maximalni soucin, viz Obr. 2.12]

a
<> ‘
1 b/ b/
i
! 180 b b
1
1 c'
1 a o
“}*ﬁ’ﬁ " a=5  b=4 c=9
a+b+c=18
L d =4 W=7 | =7
a+b+d=18
Obrazek 2.11: Obrazek 1 k feseni prikladu
a/
a
@ b/ b/
I
I b b
c : 180
: - a a’
¥¥-_;ﬁ T a=5  b—4 c—9
a+b+c=18
 d=6 = ¥=6 =6

o +b +c =18

Obréazek 2.12: Obréazek 2 k reseni prikladu

Odpovéd: Krabice ve tvaru krychle by méla hrany o délce 6 dm.
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Priklad 2.1.5

a) Sestrojte na milimetrovy papir libovolny Sestitihelnik, jehoz protéjsi strany jsou
rovnobézné, viz Obr. Naleznéte bod, jehoz x-ova (y-ova) soufadnice bude

aritmetickym primérem x-ovych (y-ovych) soutfadnic vrcholu Sestitihelniku.

<

Obrazek 2.13: Obrazek k zadani prikladu

vV

Reseni

a) Pro zjisténi aritmetického priméru vSech vrcholi musime nejprve nalézt stiedy
stran (aritmeticky pramér sousednich vrcholi) Sestithelniku. Spojenim stiedu

protéjsich stran ziskdme prisecik, jehoz x-ova (y-ovd) souradnice je aritmetickym

prumeérem souradnic vrcholi Sestitthelniku.

E = (13,4)

Obrazek 2.14: Obrazek k Teseni a) piikladu
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Ovéteni vypoctem:

3+1+5+11+13+9 24+6+9+8+4+1
6 6

S = (7.5)

b) Sestitihelnik si rozdélime na 4 libovolné trojihelniky. V kazdém trojihelniku
si zkonstruujeme stfedy jeho stran a spojime je s prot&jsim vrcholem (sestrojime
téZnice trojuhelnikt). Prusecikem téchto téZnic jsou body Py, P, P3, Pj, které
nik, viz Obr. Zde zopakujeme postup z predeslé c¢asti prikladu, tzn. vy-

tvorime stiredy stran ctyrihelniku, které spojime se stiredy protilehlych stran.

E = (13,4)

F=(9,1)

Obréazek 2.15: Obrézek k feseni b) prikladu

Pozn. Z obou casti prikladu je zirejmé, ze u Sestitthleniku, jehoz protéjsi strany jsou

Vv

prumeérem souradnic vrcholt, totozné.
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Priklad 2.1.6

Manzelé Dvorakovi si chtéji postavit terasu. Jiz diive si ve slevé nakoupili zabradli
o délce 16 m. Nyni premysli, jaké zvolit rozméry obdélnikové terasy, aby byla jeji plocha
maximalni. (Oporou k feseni ndm muze byt ivod u grafického zndzornéni feseni 2 —

Priklad 2.1.3])

Zed

a Terasa a

b

Obrézek 2.16: Obréazek k zadani prikladu

Numerické reseni

Vyuzijeme poznatku z [Piiklad 2.1.3| (Grafické zndzornéni feSeni 2). Zde jsme zjistili,
ze maximalni plochu pri zachovani obvodu ¢tyithelniku dostaneme pro ¢tverec. Z to-

hoto divodu si terasu rozdélime na dva ¢tverce o délce strany a (Obr. [2.17)).

o=2a+Db A b=2a (2.47)

D C
:
|
|
|

a a ! a

|
|
|
|
|
:

A a a B
b

Obrazek 2.17: Obrazek 1 k reseni prikladu
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o=4a (2.48)
0
= 2.49
a=? (2.49)
16
= 2.50
a=" (2.50)
a=4m (2.51)

Po dosazeni hodnoty a do nam vyjde b = 8 m.

Odpovéd: Terasa bude mit rozméry 8 x 4 m.

Grafické znazornéni reseni

Jak ze zadani vyplyva, hleddme nejvétsi mozny obsah obdélniku o stranach a, 0.

Aby tomu tak bylo, musi byt soucin danych ¢isel maximalni, a zaroven musi platit:
2a+b=16 m. (2.52)

Nejprve si na primku naneseme 2 x libovolnou délku strany a. Ze znalosti celkové délky

(rovnice [2.52)) stanovime délku strany b a vypocteme obsah obdélniku, viz Obr. [2.18|

D b C
a S =31.5 m? a
A b B
a=35m | a=35m | b=9m
2a+b=16m

Obrazek 2.18: Obrazek 2 k reseni prikladu
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Pomér stran a, b ménime, dokud nedosahneme jejich maximalniho sou¢inu (maximal-

niho obsahu obdélniku).

D b C
a S =32 m? a
A b B
a=4m a=4m b=8m
20 +b=16 m

Obrazek 2.19: Obrazek 3 k reseni prikladu

Odpovéd: Terasa bude mit rozméry 8 x 4 m.

Pozn. Ulohu o nalezeni maximélni plochy lze vy¥esit i pomoci znalosti vysokoskolské

matematiky, konkrétné pomoci zédkladu diferencialniho poctu.

Hleddme maximalni obsah obdélniku, pro ktery plati
2a+b = 16.
Vztah vlozime do vzorce pro vypocet obsahu obdélniku:
S = a-b
S = a-(16 — 2a).

K nalezeni maxima funkce pouzijeme jeji 1. derivaci

dsS

= (16-20)+a

Funkde mé v bodé a maximum, kdyz je jeji 1. derivace rovna 0 (d—
a

0 = (16 —2a)+a-(—2)

0 = 16 —4a
4a = 16
a = 4m.
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Vyslednou hodnotu a = 4 dosadime vztahu [2.53| a vypocteme zbyvajici délku strany

obdélniku:

2a+0 = 16 (2.61)
b = 16— 2a (2.62)
b = 16—8 (2.63)
b = 8m. (2.64)

Ovéreni, ze se opravdu jednd o maximum, pomoci 2. derivace:

d2s
i 0 2.65
1o (2.65)

Pokud plati nerovnost [2.65, pak se skutecné jednd o maximum funkce. 2. derivace
funkce je tedy

dzs

da?

= —4. (2.66)

Jelikoz —4 < 0, pak nerovnost [2.65] plati. Tim jsme ovérili, Ze se skuteéné jednd o ma-

ximum.
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2.2 Geometricky primeér

Priklad 2.2.1

Manzelé Novakovi si na zahradé chtéji postavit bazén ve tvaru kvadru o rozmeérech
a=8m,b=4mac=2m. Jelikoz stavebni firma dodava tento typ bazéni o dost
draze nezli bazény ve tvaru krychle, rozhodli se manzelé usettit a poridit si bazén
krychlovy s podminkou, Ze objem bazénu se zachova. Jaké rozméry bude mit krychlovy

bazén?
Numerické reseni
Pri teseni prikladu vychazime z rovnosti objemt kvadru a krychle
Vo = Vi, (2.67)

(a)® = abc, (2.68)
a = Vabe. (2.69)

Po tpravé vztahu ziskdme vzorec pro vypocet geometrického prumeéru cisel a, b, c.
Na zavér dosadime rozmeéry bazénu ve tvaru kvadru do vzorce, a tim ziskdme rozméry

bazénu ve tvaru krychle.

d = V8-4-2 (2.70)
ad = 4m. (2.71)

Odpovéd: Bazén ve tvaru krychle bude mit hrany o délce 4 m.

Grafické znazornéni reseni

Nejprve si zkonstruujeme kvadr o rozmérech a = 8 m, b = 4 m a ¢ = 2 m a nechame
si v GeoGebre zobrazit hodnotu jeho objemu. Poté si sestrojime krychli o libovolné
délce hrany a opét si zobrazime hodnotu jejiho objemu, viz Obr. 2.20f Délku hrany
krychle ménime, dokud se objem kvadru a krychle nebude rovnat, viz Obr. 2.21]
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Obréazek 2.21: Obréazek 2 k reseni prikladu

Z Obr. vyplyva, ze krychlovy bazén o délce hrany ¢’ = 4 m ma stejny objem

jako zadany bazén ve tvaru kvadru.

Odpovéd: Bazén ve tvaru krychle bude mit hrany o délce 4 m.
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Priklad 2.2.2

David si chce se svou pritelkyni postavit dim. Jelikoz je zbéhly ve stavebnim pravu,
vi, Ze musi postavit diim do 150 m? zastavéné plochy, aby se vyhnuli Zadosti o stavebni
povoleni a méli diim pouze na ohlaseni stavby. Pivodné chtéli obdélnikovy pudorys,
nicméné stavebni trad vyzaduje ¢tvercovy, aby se nelisil od ostatnich domi v fadové

zastavbé. O jaké maximalni délce strany musi byt ¢tvercovy pudorys (v celych ¢islech)?
Numerické reseni

P1i Teseni tohoto prikladu vychazime z rovnosti obsahti ¢tverce a obdélniku.

So = S, (2.72)

a? = b, (2.73)

a = Vo (2.74)

Opét si muzeme povSimnout, Ze upravou vztahu jsme dostali vzorec pro vypo-

¢et geometrického priméru dvou ¢isel. Pro dokonceni této tlohy staci dosatit udaje

ze zadani do predchozi rovnice.

a = V50, (2.75)
a = 12,25 m. (2.76)

Odpovéd: Délka strany c¢tvercového ptudorysu musi byt maximalné 12 m.

Grafické znazornéni reseni

Sestrojime si ¢tverec o libovolné délce strany a tu postupné ménime, viz Obr. [2.22] Jak

muzeme na obrazku vidét, maximalni délka strany a musi byt 12 m.

121 m? 144 m? 169 m?

a=11m a=12m a=13m

Obrazek 2.22: Obrazek k reseni prikladu

Odpovéd: Délka strany ¢tvercového ptdorysu musi byt maximalné 12 m.
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Priklad 2.2.3

Roman si koupil na drazbé cenny obraz. Prvni rok po koupi obrazu stoupla jeho hod-
nota o 60%, druhy rok o dalsich 100% a tieti rok o 150%. O kolik % prumérné stoupla
jeho hodnota kazdy rok?

Numerické reseni

Zapis:

1. rok 0 60 % vice (1,6 - krét vice)
2. rok 0 100 % vice (2 - krat vice)
3. rok 0 150 % vice (2,5 - krat vice)
Priumérné o7 % vice (x - krat vice)

Oznacme si a = 1,6; b = 2 a ¢ = 2,5. Nyni se podivejme, jak rostla hodnota obrazu

v Case:
Rok Konecnd hodnota
zacatek 1. roku pocatecéni hodnota
konec 1. roku (pocatecni hodnota)-a
konec 2. roku ((pocatecni hodnota)-a)-b
konec 3. roku (((pocatecni hodnota)-a)-b) -c

Vidime, Ze na konci monitorovaného obdobi stoupla hodnota obrazu o soucin ¢isel a, b, c.
My ovSem hledame takové ¢islo x, o jehoz nasobek kazdy rok primeérné stoupla hodnota

obrazu:
® = abe. (2.77)
Nyni jen staci dosadit hodnoty ze zadani a provést vypocet:

2 = 1,6-2-2,5,

[\
o
o]

x = VS,

r = 2.

8
w
I
oo
—~ —~ —~ —
N
o
~— ~— ~— ~

Odpovéd: Pramérné se hodnota obrazu kazdym rokem zdvojnasobi.
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Grafické znazornéni reseni

Jak jiz v numerickém teSeni vidime, hleddme takové x, jehoz tfeti mocnina je rovna
soucinu ¢isel a, b, c. Soucin ¢isel a, b, ¢ muzeme graficky znézornit jako kvadr o ob-
jemu rovnému pfesné tomuto soucinu. Oproti tomu grafické zndzornéni 2% nalezneme
ve formeé krychle o délce hrany x. Nasim tkolem je tedy nalézt takovou délku hrany x,

pii niZ jsou si hodnoty objemu krychle a kvadru rovny, viz Obr.

Obréazek 2.23: Obréazek 1 k teseni prikladu

Obrazek 2.24: Obrazek 2 k feseni prikladu

Odpovéd: Primérné se hodnota obrazu kazdym rokem zdvojnésobi.
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Priklad 2.2.4

Klarka, 1,5 m vysoks divka, stoji pred svym domem ve vzdélenosti 3 m. Uhel jejiho

pohledu od zemé po stfechu domu je 90°. Jak vysoky je dim od zemé po strechu?

Obrazek 2.25: Obrazek k zadani prikladu

Numerické rFeSeni

K teseni této tlohy vyuzijeme Euklidovu vétu o vysce, které jsme se vénovali v oddile

o geometrickém prameéru [1.2]

Cp b

Obrazek 2.26: Obrazek k feseni prikladu
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2

Ue

Ch

Cyp

Ch

Vyuzitim Euklidovy véty o vysce jsme

vypocitali délku tsecky ¢,

celkovou vysku domu, musime k ni pripocist vysku Klary c,:

c = ¢Cp+c,
c = 6+1,5
c = T7,5m.

Odpovéd: Dum je od zemé po stfechu vysoky 7,5 m.
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2.3 Harmonicky prtimér

Priklad 2.3.1

Je patek, venku je sychravo a Tomas vyrazi do skoly. Dnes ho ¢eka zkouSeni, tudiz
se do skoly nijak nehrne. Po prichodu do skoly se Tomas podival na mobil a zjistil,
ze rychlost chiize byla pouhych 5 km /h. Po skonceni vyuky bylo venku jiz pékné pocasi,
a proto Tomas utikal rychle domt, aby se prevlékl a mohl si jit hrat ven s kamarady.
To uz mu cesta trvala kratsi dobu a jeho pramérnd rychlost byla 9 km/h. Vypoctéte

celkovou primeérnou rychlost Tomase z obou cest.

Numerické FeSeni

Zapis:

1. cesta vi =5 km/h
2. cesta ve =9 km/h
Prameérna rychlost ? km/h

Opét budeme pti feseni tlohy vychazet ze vzorce 2.1 Jedinou nezndmou je ¢as ¢ chiize
Tomése. Nejprve si urcime diléi ¢as ¢ odpovidajici rychlosti v, a ¢as t, odpovidajici

rychlosti vs.

t, = o (2.89)
s
ty = e (2.90)
Celkovy cas je roven souctu cast t; a to
t = t;+ty, (2.91)
t = ;1 + ;2 (2.92)

S vyuzitim vzorce pro vypocet rychlosti muzeme prikrocit k vypoctu. Je nutno mit

na zreteli, ze celkova draha, kterou Tomas usel, je rovna 2s.

2
Vo= (2.93)
U1 ()
2s

)
U1 V2
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Po vykraceni dostavame znamy vztah pro vypocet harmonického priméru dvou
hodnot

2
Vo= T (2.95)
JE— + N
(%1 (%)
2
vo= 7 N T (2.96)
5 9
v = 6,4 km/h. (2.97)

Odpovéd: Prumérnd rychlost chiize Tomase je v = 6,4 km /h.

Grafické znazornéni reseni

K zobrazeni feSeni vyuzijeme, podobné jako v [Priklad 2.1.0] graf zavislosti drahy s
na case t. Ze zadani prikladu je znama rovnost drah s; = s9, ovSem c¢as je neznamy.
K vyjadreni zavislosti drahy na ¢ase nam poslouzi znalost rychlosti v, vo. Opét vyu-
zijeme notoricky zndmy vzorec [2.1] pro vypocet rychlosti, ktery je v tomto grafickém

znazornéni roven tangenté prislusného uhlu.

protilehla odvésna
tan(a) =

prilehld odvésna

v = tan(«) tan(a) = i

Konkrétné pro rychlost vy, v dostaneme nésledujici:

tan(3)
tan(3)

vy tan(y) = vq
5 9
1 1

tan(y) =

Grafické znazornén{ thlu 8 odpovidajicimu rychlosti v; nalezneme na Obr. 2.27a], za-
timco dhlu v odpovidajicimu rychlosti vy na Obr. 2.27D]
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-

X

(b) tan(y) = v,

Obrazek 2.27: Obrazek 1 k reseni prikladu

Nyni si tyto piimky zobrazme v jednom grafu (Obr. [2.28)). Jako prvni sestrojime

piimku vy, kterd bude prochazet pocatkem. Na ni bude v bodé (1,5) navazovat piimka vs.

Yy I I

| |
M+--------- : —————————— - - -

| |

| |

| |

| |

1 v
10 : 2 1 9

| |

| |

| |

| |

| |
S - - - -~ -

| |

v | |

1 ' 5 .

| |

| |

: + 1 +
/).5 1 15 2

Obréazek 2.28: Obréazek 2 k teseni prikladu

Poslednim krokem k sestrojeni grafu je vymezeni tisecek na primkach vy, v, takovym
zpusobem, aby platila rovnost s; = s5. Z praktickych divodi si zvolme velikost kazdé
z drah rovnu 5 km. Abychom této velikosti dosahli, je nutno orezat primku v; pomoci
kolmic na svislou osu v bodech (0,0) a (0,5). Obdobnym zptusobem, kolmicemi na

svislou osu v bodech (0,5) a (0,10), ofezeme i ptimku vy, viz Obr. 2.29
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dréha |
[km)] |
10,_____________: ______ ’_____/4__

52

r/ / tl t2

Obréazek 2.29: Obréazek 3 k teseni prikladu

Pomoci spojnice pocatecniho a koncového bodu ziskdme tsecku v, ktera vyjadiuje
konstantni prirtstek drahy v zavislosti na ¢ase. Hledanou priimérnou rychlost chiize
Tomase nalezneme jako prunik kolmice k vodorovné ose v bodé (1,0) a tsecky v. Hod-
nota y-ové souradnice bodu priniku odpovida draze, kterou Tomés ujde za hodinu,
tudiz prumérnd rychlost jeho chuze je 6,4 km/h.

draha

[k’m] [ 1
104------------- D e

59

6.4F-—-----------

R > .

S
1 1

. D6
£ t ¢as [h]

Obrézek 2.30: Obréazek 4 k teseni prikladu

Odpovéd: Prumérnd rychlost chiize Tomase je v = 6,4 km /h.
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Priklad 2.3.2

Ctyf¥i kamaradi zacnou ve stejny ¢as ¢st knizku Harry Potter a Kdmen mudrcti. Michal
ji precte za 3 dny, Petr za 5 dni, Krystof za 6 dni a Filip za 10 dni. Za jak dlouho precte
tuto knihu jedno z Ctyrcat, pokud kazdé c¢tyice cte stejné rychle a maji dohromady
precist 4 knihy za stejnou dobu jako nasi ¢tyri kamaradi? Jinak feceno, jaka je praumérné

doba ¢teni této knihy v této skupiné ¢tyt kamarada?

ReSeni
Zapis:
Michal za 3 dny
Petr za b dni
Krystof za 6 dni
Filip za 10 dni

Nyni si vyjadrime, jakou ¢ast knihy precte kazdy z kamarada za den:

Michal 1/3  knihy
Petr 1/5 knihy
Krystof 1/6 knihy
Filip 1/10  knihy
Dohromady prec¢tou kamaradi za den <; + ; + é + 110> = 0,8 knihy. Uvédomme si,

ze kazdy ¢te svou vlastni knihu, tzn. celkovy pocet knih je roven 4, viz Obr. 2.31]
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pocet
knih
O et e
3 rychlost cteni dohromady
Michal
2 N
1 N
0,8T-—~~"7> . Krystof
. |
% 1 2 3 4 5 pocet dni

Obrazek 2.31: Obrazek k feseni prikladu

1 1 1 1
Pokud tedy tito kamaradi prectou za den <3 + R + g + 10> knihy, musime zjistit,
kolik dni jim trva precteni vsech 4 knih:
11 1 1
—+-+-+—) = 4 2.98
$(3+5+6+10> (298)
4
r = 1+1+1+1 (2.99)
3 5 6 10
30
= 4. — 2.100
x 51 (2.100)
120
= = 2.101
x o4 (2.101)
r = b (2.102)

Odpovéd: Pramérna rychlost ¢teni knihy Harry Potter a Kdémen mudreti je mezi ka-

marady 5 dni.

Pozn. Povsimnéme si podobnosti mezi vztahem [2.99 a vzorcem pro vypocet harmo-

nického priméru pro n hodnot definovaném v oddile
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Priklad 2.3.3

Pan Novak chce vycerpat vodu ze studny. Doma ma staré ¢erpadlo, kterému to bude

Vv

diny. Jak dlouho by trvalo vycerpat studnu pfi vyuziti obou c¢erpadel zaroven?

Numerické reseni

Zapis:

staré ¢erpadlo za 3 hodiny
nové cerpadlo za 2 hodiny
dohromady za X hodin

Déle si vyjadiime, kolik vody vycerpa kazdé z cerpadel za 1 hodinu:

staré ¢erpadlo 1/3  vody ze studny

nové ¢erpadlo 1/2  vody ze studny
. R : . 1
Pokud by pracovala obé cerpadla zaroven, vycerpala by za jednu hodinu <3 + 2)

celkové vody ve studni. Nasim tkolem je zjistit, za kolik hodin by spole¢né vycerpala

vsechnu vodu. Hledame tedy takové x, pro které by platila rovnost [2.103]

(1+1> _ 1 (2.103)
1
3 2
6
= — 2.105
- (2.105)
1
v = 1 (2.106)

Odpovéd: Obé cerpadla zaroven vycerpaji vodu ze studny za 1% hodiny

(1 hodinu a 12 minut).
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Grafické znazornéni reseni

Vytvorime si graf zavislosti mnozstvi od¢erpané vody ze studny na case. Do néj vyne-
seme postupné primku p; vyjadiujici rychlost ¢erpani starého cerpadla, py odpovida-
jici rychlosti ¢erpani nového cerpadla a nakonec primku p3 pro cerpani pomoci obou
cerpadel soucasné. Napiiklad pifmku p; dostaneme jako spojnici bodu (0,0) a (1,3).

U zbylych primek postupujeme analogicky, viz Obr. [2.32]

[ SR L P
é “““““ /| : | staré
6 o | L cerpadlo
. o : | . nové
S e ! | cerpadlo
2 | | | |
1 ' : ' — dohromady
3 | |

| |

| |

| |

+ -

2 3

,_______
R

Obrazek 2.32: Obréazek k feseni prikladu

Déle nalezneme prusecik primky ps s kolmici na svislou osu v bodé (0,1). X-ova sou-
radnice tohoto prise¢iku nam udava dobu potifebnou k vycerpani studny za vyuziti

obou cerpadel soucasné.

Odpovéd: Obé cerpadla zaroven vycerpaji vodu ze studny za g hodiny

(1 hodinu a 12 minut).
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Priklad 2.3.4

Zednicky mistr postavi zed délky 1 m, vysky 2,75 m a tloustky 300 mm z cihel palenych
za 3 hodiny. Jeho syn, ktery se teprve zaucuje, by tuto praci vykonal za dvojnasobny
cas. Prvni hodinu stavi zed spolecné, poté ale syn odjizdi na fotbal a mistr pracuje

sam. Urci, za jak dlouho mistr praci bez syna dokon¢i.

Numerické reseni

Nejprve si stanovime dobu trvani stavby zdi, kterou provadi mistr a jeho syn spolecné.

Zapis:

mistr za 3 hodiny
syn za 6 hodin
dohromady za t hodin

Daéle si stanovme, jakou ¢ast zdi postavi za 1 hodinu:
mistr 1/3  zdi

syn 1/6  zdi

1 1
Dohromady za 1 hodinu postavi (3 + 6) zdi. Nasim ukolem je zjistit, za jak dlouho

postavi spole¢né celou zed, tj. hledame takové ¢, pro které plati:

1 1
tlZ+2) = 1 2.107
(3+6> (2:107)
1
3 6
t = 2h (2.109)

Zjistili jsme, ze spolecné by zed postavili za 2 hodiny. OvSem po hodiné prace syn
odesel na fotbal. Z toho vyplyva, ze spolecné stihli postavit pouze polovinu zdi. Druhou
polovinu zdi stavi jiz mistr sam. Ke zjisténi doby potiebné pro dostavbu zdi vyuzijeme

primou améru.

100% 3 hodiny
50% u hodin
u _ 20
3 100
N 1
100
u = 1,5h
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Odpovéd: Po odchodu syna dokon¢il mistr stavbu zdi za 1,5 hodiny.

Grafické znazornéni reseni

Prvni ¢ést grafického feseni (Obr. [2.33)) sestava ze znazornéni doby trvani prace syna py,
mistra ps a jejich spolecné prace p3. PTi feSeni této c¢asti postupujeme obdobné jako

v |Priklad 2.3.3| tzn. na vodorovnou osu si vyneseme kolmici v bodé (1,0) a na svislou

1

osu postupné kolmice v bodech (O,%), (0,3) a (0,3). Vzniklé prisediky téchto kolmic

spojime s pocatkem, z ¢ehoz nam vzniknou primky pq, ps a ps.

wd| ) |
1 I D3 1/ P2 I b1
T I I I
| | | |
I I I I
I I I I
I I I I
| . | |
1 ' : : |
2 . | | |
1 I I I I
) IR I I
i’ | | | l
N7 :
3 I I I I
I I I I
' ! ! ; !
1 2 3 4 5 6 éas [h]

Obrazek 2.33: Obrazek 1 k reSeni prikladu

V dalsi ¢asti grafického feseni hledame, jak dlouho bude trvat prace samotnému mis-
trovi po odchodu jeho syna na fotbal. Vime, ze syn odesel po jedné hodiné, a proto vyu-
zijeme kolmici v bodé (1,0), kde y-ova soufadnice jejiho pruseciku P s primkou ps udava
mnozstvi postavené zdi za jednu hodinu (Obr. . Od tohoto okamziku pracuje mistr
na stavbeé zdi sém. Rychlost stavby zdi mistrem nam vyjadiuje piimka po, tudiz s ni ve-
deme rovnobézku prochazejici prusecikem P. Jelikoz chceme zjistit, jak dlouho pracoval

mistr sém, musime najit prasecik této rovobézky s kolmici na svislou osu v bodé (0,1).
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| I v
zed | L
[ P3 1,/ 1/ D2
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Obrazek 2.34: Obrazek 2 k reseni prikladu

X-ova souradnice nalezeného pruseciku predstavuje celkovou dobu stavby zdi. Nasim
ukolem je zjistit, za jak dlouho dokon¢i mistr praci bez syna. Tuto dobu nam vyjadiuje
vzdalenost mezi body (1,0) a (2,0).

29

Odpovéd: Po odchodu syna dokoncil mistr stavbu zdi za 1,5 hodiny.
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Zaveér

Cilem préace bylo ptiblizit problematiku priaméra a jejich vyuziti jak zaktm zéklad-
nich/stfednich skol, tak i jejich ucitelim. Konkrétné jsou zde uvedeny tii nejpouzi-
vanejsi prameéry — aritmeticky, geometricky a harmonicky. Prace je logicky c¢lenéna
do dvou ¢asti a to na cast teoretickou a praktickou.

V teoretické c¢asti jsme si predstavili dané pruméry, nékteré z jejich vlastnosti
a ukazali si jejich grafické znazornéni. V zavéru této kapitoly jsme se zabyvali vztahy
mezi témito priméry a to nejen algebraicky, ale i pomoci grafického znazornéni.

Prakticka ¢ast je rozdélena do t¥i podkapitol, z nichz se kazda vénuje jednomu
priuméru. Kazda z téchto podkapitol obsahuje tesené priklady, které jsou pro dany
pramér typické. Reseni kazdého pifkladu je provedeno nejprve pocetné a poté graficky
ZNAZOrnéno.

Hlavni prinos prace je ve zprostiedkovani dané problematiky interaktivni formou,
coz muze vést k lepsimu pochopeni uciva. Za timto tcelem byl vyuzit matematicky
software GeoGebra [I], ktery je, vzhledem ke své jednoduchosti, vhodny pro vyuku
na zakladnich /stfednich skolach.

GeoGebra ve spojeni s profesionalnim sazecim systémem ITEX umoznila vytvo-
feni prace na vysoké grafické urovni, coz, jak se autor domniva, povede k lepsimu

zprosttedkovani a pochopeni uciva.

66



Literatura

1]

[7]

O programu GeoGebra — GeoGebra. GeoGebra | Free Math Apps - used by over 100
Million Students & Teachers Worldwide [online]. 2018 [cit. 2019-03-31]. Dostupné z:

<https://www.geogebra.org/about>

BULLEN, P. S. The Arithmetic, Geometric and Harmonic Means. Dordrecht: Sprin-
ger Netherlands, 2003, ISBN 978-94-017-0399-4, s. 60-174, doi:10.1007/978-94-017-
0399-4 2. Dostupné z:

<https://doi.org/10.1007/978-94-017-0399-4_2>

HAJJA, M. Some Elementary Aspects of Means. International Journal of Mathe-
matics and Mathematical Sciences, roénik 2013, 2013: s. 1-9, ISSN 0161-1712,
doi:10.1155/2013/689560. Dostupné z:
<http://www.hindawi.com/journals/ijmms/2013/689560/>

HEATH, T. L. A history of Greek mathematics. New York: Dover Publications,
prvni vydani, 1981, ISBN 978-0486240732.

TANTAU, T. TikZ and PGF: Manual for version 1.18. In: Trustees of Boston Uni-
versity [US]lonline]. Litbeck: Institut fiir Theoretische Informatik, 2007 [cit. 2019-
03-31]. Dostupné z:
<https://www.bu.edu/math/files/2013/08/tikzpgfmanual . pdf>

TRAVNICEK, S.; CALABEK, P.; SVRCEK, J. Matematickd analyjza I. Olomouc:
Univerzita Palackého v Olomouci, prvni vydani, 2014, ISBN 978-80-244-4117-7.

WASSELL, S. Rediscovering a family of means. The Mathematical Intelligencer,
rocnik 24 (2), 2002: s. 58-65, doi:10.1007/BF03024619.

67


https://doi.org/10.1007/978-94-017-0399-4_2
https://doi.org/10.1007/978-94-017-0399-4_2
https://doi.org/10.1155/2013/689560
https://doi.org/10.1007/BF03024619

Bc. Alena Sestoradova LITERATURA

8] ZDRAHAL, T. Praméry kolem nds. In: Sbornik piispévki konference Motivace na-
danych Zaku a studentu v matematice a prirodnich véddch II. Brno: Masarykova

univerzita, MSD Brno, 2013, s. 96-101.

9] ZHOUF, J. Dostal Zik spravnou znamku? aneb Pojednani o primérech [online].
2012 [cit. 2019-04-18]. Dostupné z:

<http://mates.upol.cz/Services/AttachmentHandler.ashx?id=181&type=1>

68



Prilohy

Priloha A

Jak

jiz bylo Teceno, GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery umoznuje

interaktivné znézornit situace/tlohy z oblasti analytické geometrie, matematické ana-

lyzy, algebry, statistiky apod. [I]. Software je volné dostupny na oficidlnich strankach

GeoGebry a uzivatel jej mize vyuzit ve dvou formach. Prvni formou je stazeni instalac-

niho souboru, pomoci kterého si jej uzivatel nainstaluje do svého pocitace, notebooku.

Druhou formou je online aplikace, ktera umoznuje uzivateli pracovat bez nutnosti in-

stalace.

dat,

bry

o

<«

o @ @ >

GeoGebra umoznuje zalozit si uzivatelsky tcet a veskerou svou praci si zde ukla-

popr. ji sdilet s vefejnosti. K vytvoreni tctu stac¢i na oficidlnich strankach GeoGe-
kliknout na tlacitko Pfihlasit (v pravém hornim rohu), viz Obr.
> o CoEmTE xo0m 0:
GeaGebra  Q  Hiedatve vukovjch materislech X HPRHLAST
Novinky GeoGebra matematické aplikace
— Vyk z 0jl pro zobrazeni grafil funkci
Frofl VYUKOVE MATERIALY
Nové matematické aplikace Kiasické aplikace Offline aplikace
Vyukové materialy 08
K s
>
ve KNIHA AKTIVITA AKTIVITA AKTIVITA
Deskriptivni geometrie Tecny z bodu k elipse Thébaulttv problém | Vysky v rovnobézniku.

nebo hyperbole Obsah rovnobézniku.

Obrazek A.1: Oficidlni stranky GeoGebry
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Po stisknuti tlac¢itka Prihlésit vysko¢i okno (Obr.|A.2). Zde si novy uzivatel zvoli
moznost Vytvorit ucet (vpravo dole) a poté vyplni registrac¢ni formular.

Prihlasit

S existujicim Uctem od

G Google n Facebook Ostatni

Zapomenuté heslo? Vytvoiit icet

ZRUSIT PRIHLASIT

Obrazek A.2: GeoGebra — vytvoreni uctu

Obréazky vytvorené v této praci si muze ctendr prohlédnout a pracovat s nimi
i bez registrace a to na oficialnich strankadch GeoGebry. K jejich rychlému nalezeni
staci na této strance vyhledat ptrijmeni autora nebo nazev této prace. Poté se zobrazi
veskeré obrazky autora. U vybraného obrazku kliknete na tii tecky v pravém dolnim

rohu a vyberete jednu z moznosti, viz Obr. [A.3] Timto postupem naleznete obrézky

rdat k oblibenym
) Piidat k oblibeny
«  Sdilet
tevrit v aplikaci
Otevii likaci
||_:| Kopirovat aktivitu

AK

O o Podrobnosti

Alena Sestofadova

Obrazek A.3: GeoGebra

vyuzité v této praci a dle Vaseho uvazeni s nimi muzete pracovat. Pokud nékterého
z Vas tento software zaujal natolik, ze by jej chtél sam v budoucnu vyuzivat, priklada
autor prace odkazy na navody a manudly pro praci s GeoGebrou. Ty jsou dostupné
na strankach nize uvedenych:

https://www.geogebra.org/m/zwbyagh8
https://wiki.geogebra.org/cs/Kategorie:Manuél _(oficidlni)
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