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Anotace

BUŠOVSKÝ, D. Řešeńı nelineárńıch rovnic za použit́ı matematických numerických

metod a jejich aplikace ve fyzice. Hradec Králové, 2017. Bakalářská práce na Př́ırodo-

vědecké fakultě Univerzity Hradec Králové. Vedoućı bakalářské práce Jitka Kühnová.

60 s.

Předmětem této práce je podrobné popsáńı řešeńı nelineárńıch rovnic za využit́ı

numerických matematických metod, konkrétně pak metody p̊uleńı interval̊u, prosté

iterace, Newtonovy metody, metody sečen a metody regula falsi, a jejich následná

aplikace při řešeńı fyzikálńıch problémů. Teoretická část se zabývá d̊ukazy platnost́ı

výše uvedených metod a jejich podrobným popsáńım. Praktická část následně obsa-

huje řešeńı konkrétńıch nelineárńıch rovnic za využit́ı těchto metod a jejich praktické

využit́ı ve fyzikálńı problematice.
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prosté iterace, Newtonova metoda, metoda sečen, metoda regula falsi

Annotation

BUŠOVSKÝ, D. Solving nonlinear equations using mathematical numerical methods

and their applications in physics. Hradec Králové, 2017. Bachelor Thesis at Faculty

of Science University of Hradec Králové. Thesis Supervisor Jitka Kühnová. 60 p.

The aim of this work is a detailed description of solving nonlinear equations while

using numerical mathematical methods, namely bisection method, iteration, New-

ton’s method, secant method, regula falsi method and their subsequent application

in solving physical problems. The theoretical part deals with proving the validity of

the above-mentioned methods and with their thorough description. Practical part

contains processes of solving specific nonlinear equations with the use of these me-

thods and their practical application on issues concerning physics.
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1.3 Metoda prosté iterace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Newtonova metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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3.3 Naměřené hodnoty a jejich zpracováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Závěr 57
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Úvod

Jednou ze základńıch úloh matematiky je hledáńı řešeńı rovnic, pokud je rovnice za-

psaná ve tvaru f(x) = 0, je tato úloha ekvivalentńı s hledáńım kořene funkce f . Stu-

dent se v pr̊uběhu svého studia seznámı́ s algebraickými metodami řešeńı mnoha typ̊u

rovnic. Avšak existuje nekonečně mnoho rovnic, které nejsou algebraicky řešitelné.

Uved’me např́ıklad možnosti řešeńı rovnic f(x) = 0, kdy funkce f je polynomickou

funkćı. Takovéto rovnice jsou vždy algebraicky řešitelné, pokud funkce f je nejvýše

stupně 4. Nicméně nutno zmı́nit skutečnost, že řešeńı většiny kubických a bikvadra-

tických rovnic je poměrně zdlouhavé. V př́ıpadech, kdy stoj́ıme před úkolem nalezeńı

řešeńı nějaké rovnice, která neńı algebraicky řešitelná, nebo je takto řešitelná, ale

postup je př́ılǐs komplikovaný, nám mohou dobře posloužit numerické matematické

metody řešeńı nelineárńıch rovnic ve tvaru f(x) = 0.

Takovéto metody maj́ı široké uplatněńı v programátorské praxi. Každá metoda je

charakteristická svým algoritmem, který vede k nalezeńı přibližného řešeńı. Převést

tyto algoritmy do zdrojového kódu nějakého programovaćıho jazyka by neměl být

ani pro programátora začátečńıka problém. Prakticky stač́ı být obeznámen s funkćı

cyklických a podmı́něných př́ıkaz̊u.

Ćılem této práce je popsat a geometricky interpretovat některé z těchto me-

tod, jmenovitě metodu bisekce, metodu prosté iterace, Newtonovu metodu, metodu

sečen a metodu regula falsi. Čtenář bude obeznámen s algoritmy, které mohou vést

k úspěšnému určeńı řešeńı (nebo aspoň jeho přibližné hodnoty) rovnice f(x) = 0,

resp. kořenu funkce f , jednotlivých metod a d̊ukazy jejich platnosti. Následně tyto

metody budou uplatněny v řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u. Hledáńı řešeńı algebraicky

neřešitelných, nebo složitě řešitelných rovnic však neńı pouze záležitost́ı matematiky,

ale i fyziky. Fyzikálńı úvahy mohou vést k požadavku nalezeńı řešeńı takové rovnice,

proto poukážeme na aplikaci numerických matematických metod ve fyzikálńı proble-

matice. Úvodem nutno zd̊uraznit, že žádná ze zmı́něných metod neńı univerzálńım

nástrojem pro nalezeńı všech řešeńı všech rovnic. Jedńım z našich daľśıch ćıl̊u tedy

je rozebrat efektivitu řešeńı některých konkrétńıch typ̊u rovnic pomoćı uvedených

metod.

Prvńı kapitola je věnována zavedeńı některých potřebných pojmů, které budou

v práci použ́ıvány, a právě popisu jednotlivých metod. V této kapitole bylo čerpáno

z: [1], [3], [4], [6], [7], [9], [11]. Kapitola druhá uvád́ı řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u

a v př́ıpadě potřeby i jejich stručný rozbor a geometrickou interpretaci iteračńıch
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proces̊u. V posledńı kapitole je zpracováno fyzikálńı měřeńı, které vede na řešeńı

algebraicky složitě řešitelné rovnice pomoćı numerických metod. Uveden je i stručný

výtah z fyzikálńı teorie př́ıslušné k tématu. Ve třet́ı kapitole bylo čerpáno z: [2], [5],

[8], [10].

Jednou ze základńıch tendenćı autora je oddělit teoretické poznatky od výpočt̊u,

proto jsou téměř všechny č́ıselné výpočty uvedeny ve druhé kapitole, popř́ıpadě

ve třet́ı. V rámci celé práce se omeźıme pouze na hledáńı řešeńı (resp. kořen̊u)

nelineárńıch rovnic (resp. funkćı) jedné reálné neznámé (resp. proměnné). Výpočty

byly realizovány v programu GNU Octave, všechny obrázky obsažené v práci byly

vytvořeny v programu Geogebra.
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Značeńı

R množina reálných č́ısel

{xk}∞k=0 posloupnost č́ısel x0, x1, x2, . . .

u vektor u

V (a), U(a) okoĺı bodu a

Df , Hf definičńı obor a obor hodnot funkce f

f ′, f ′′ prvńı a druhá derivace funkce f

Df ′ , Df ′′ definičńı obor prvńı a druhé derivace funkce f

Cn 〈a, b〉 množina funkćı se spojitými derivacemi do řádu n na

uzavřeném intervalu 〈a, b〉
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Kapitola 1

Numerické metody

Tématem této kapitoly jsou numerické metody řešeńı nelineárńıch algebraických

rovnic, kdy algebraickými metodami nejsme schopni źıskat přesnou hodnotu řešeńı.

Obecně budeme hledat řešeńı rovnice ve tvaru

f(x) = 0, (1.1)

kde x je reálná proměnná a f je v nějakém smyslu
”
rozumná“ funkce. Č́ıslo ξ, které

je řešeńım rovnice (1.1), budeme nazývat kořenem funkce f .

1.1 Zavedeńı některých pojmů

Každá z následuj́ıćıch uvedených metod je charakteristická svým řádem. Zjednodu-

šeně řečeno, řád metody je č́ıslo určuj́ıćı rychlost konvergence dané metody ke kořeni

funkce f , resp. k řešeńı rovnice (1.1).

Definice 1.1. Necht’ posloupnost {xk}∞k=0, která je výsledkem nějakého iteračńıho

procesu, konverguje k č́ıslu ξ. Necht’ proces neskonč́ı po konečně mnoha kroćıch, tj.

αk 6= 0 pro všechna k ≥ 0, kde αk = xk − ξ. Existuje-li reálné č́ıslo p ≥ 1 takové, že

plat́ı

lim
k→∞

|αk+1|
|αk|p

= c 6= 0,

pak řekneme, že iteračńı proces (iteračńı metoda) je řádu p v bodě ξ.

V této bakalářské práci budeme hojně už́ıvat pojmu spojité funkce, proto jej

řádně zadefinujme. Začněme definićı spojitosti funkce v bodě.

Definice 1.2. Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá v bodě a, jestliže a ∈ Df a k libo-

volnému okoĺı U(b) bodu b = f(a) existuje okoĺı V (a) bodu a tak, že pro všechna

x ∈ R plat́ı

x ∈ V (a) ∩Df ⇒ f(x) ∈ U(b).

Nyńı uved’me právě definici spojité funkce.
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Definice 1.3. Ř́ıkáme, že funkce f je spojitá, je-li spojitá v každém bodě definičńıho

oboru.

Pro potřeby řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u je vhodné se obeznámit se zněńım následu-

j́ıćıch vět.

Věta 1.1. Necht’ funkce f : B → R, g : B → R jsou spojité v bodě b ∈ B a necht’

c ∈ R. Pak jsou v bodě b spojité též funkce f + g, f − g, cf , fg, |f |, a je-li g(b) 6= 0,

též funkce f/g.

D̊ukaz. Lze nálézt v [1, str. 143].

Věta 1.2 (Spojitost složené funkce.). Necht’ funkce g : A → R je spojitá v bodě

a ∈ A a funkce f : B → R spojitá v bodě b = g(a), Hg ⊂ B. Pak složená funkce

F = f ◦ g je spojitá v bodě a.

D̊ukaz. Lze nalézt v [1, str. 143].

1.2 Metoda bisekce

Tato metoda je metodou vždy konvergentńı, jedná se o metodu řádu jedna. Me-

tody tohoto řádu konverguj́ı lineárně. Rychlost konvergence takových metod sice

neńı velká, ale konverguj́ı při libovolné počátečńı aproximaci. Metoda bisekce neboli

metoda p̊uleńı interval̊u je založena na následuj́ıćı větě.

Věta 1.3 (Cauchyova věta o nulové hodnotě.). Je-li funkce f spojitá na intervalu

〈a, b〉 a plat́ı-li f(a)f(b) < 0, tj. f(a) 6= 0 6= f(b), sign(f(a)) 6= sign(f(b)), pak

existuje bod ξ ∈ (a, b) tak, že f(ξ) = 0.

D̊ukaz. Lze nalézt v [1, str. 149].

Popǐsme nyńı pr̊uběh metody bisekce. Předpokládejme, že funkce f splňuje pod-

mı́nky věty 1.3. Dále předpokládejme, že v intervalu (a, b) lež́ı právě jeden kořen

ξ. Označme a = a0, b = b0, s0 = 1
2
(a0 + b0). Je-li f(a0)f(s0) < 0, pak kořen lež́ı

v intervalu (a0, s0) a polož́ıme a0 = a1, s0 = b1. Je-li f(s0)f(b0) < 0, pak kořen

lež́ı v intervalu (s0, b0) a polož́ıme s0 = a1, b0 = b1. Třet́ı možnost́ı je, že funkčńı

hodnota v bodě s0 je rovna nule, pak je č́ıslo s0 kořenem funkce f . Opakováńım

tohoto postupu źıskáme posloupnost interval̊u

(a0, b0) ⊃ (a1, b1) ⊃ (a2, b2) ⊃ (a3, b3) ⊃ . . . (an, bn) ⊃ . . . ,

přičemž pro všechna i, kdy i = 0, 1, . . . , n, . . . , plat́ı, že f(ai)f(bi) < 0.

Na obrázku 1.1 je vidět, jak volba počátečńıho intervalu ovlivńı následuj́ıćı

pr̊uběh iteraćı. V tomto konkrétńım př́ıpadě dolńı mez a intervalu 〈a, b〉 je v po-

rovnáńı s horńı meźı bĺızko kořene ξ, proto maj́ı všechny iteračńı intervaly zobrazené

na obrázku 1.1 stejnou dolńı mez.
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Obrázek 1.1: Iteračńı pr̊uběh metody bisekce

Je zřejmé, že plat́ı

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ ξ,

ξ ≤ · · · ≤ b3 ≤ b2 ≤ b1 ≤ b0.

Posloupnost {an}∞n=0 je tedy neklesaj́ıćı zdola omezená a {bn}∞n=0 nerostoućı shora

omezená. Délka intervalu (an, bn) je dána vztahem

bn − an =
b0 − a0

2n
, n = 0, 1, 2, . . . ,

tedy pro n→∞ se délka intervalu (an, bn) bude bĺıžit k nule. Proto plat́ı:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ.

V tuto chv́ıli lze již snadno dokázat, že ξ je kořenem funkce f , jelikož f je spojitá

na intervalu 〈a, b〉 a plat́ı f(an)f(bn) < 0, n = 0, 1, 2 . . . Z tohoto

lim
n→∞

f(an)f(bn) = f 2(ξ) ≤ 0.

Chceme-li odhadnout chybu metody p̊uleńı interval̊u, nejprve si znovu uvědomme,

že funkce f je na 〈a, b〉 spojitá a že kořen ξ lež́ı vždy uvnitř intervalu 〈an, bn〉:

an ≤ ξ ≤ bn, n = 0, 1, 2, . . .

Aproximaćı kořene ξ hodnotou sn z uvedeného postupu plyne, že

|sn − ξ| ≤
b− a
2n+1

, sn =
an + bn

2
.

V praxi při řešeńı určitého př́ıkladu lze předem určit nutný počet iteraćı pro nalezeńı

intervalu, který obsahuje hledaný kořen, s požadovanou přesnost́ı. Přesnost́ı budeme

v tomto př́ıpadě rozumět délku posledńıho nalezeného intervalu, v němž lež́ı kořen

ξ. Postupujme induktivně. Pokud bychom hledali kořen rovnice (1.1) na intervalu

〈a, b〉, pak pro odchylku ε, která vyjadřuje délku nalezeného intervalu, v němž lež́ı

kořen, jednotlivých iteračńıch krok̊u plat́ı:
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0 : b0 − a0 = ε

1 :
b0 − a0

2
= ε

2 :
b0 − a0

4
= ε

3 :
b0 − a0

8
= ε

...

n :
b0 − a0

2n
= ε.

Úpravou vztahu pro odchylku n-tého iteračńıho kroku źıskáme vztah vyjadřuj́ıćı

nutný počet iteraćı pro splněńı zadané přesnosti:

b0 − a0
2n

= ε

log2

(
b0 − a0

2n

)
= log2 ε

log2(b0 − a0)− n = log2 ε

n = log2(b0 − a0)− log2 ε

n = log2

(
b0 − a0
ε

)
. (1.2)

Závěrem této úvahy si uvědomme, že n je přirozené č́ıslo. Z tohoto d̊uvodu uprav́ıme

rovnici (1.2) do tvaru

n ≥ log2

(
b0 − a0
ε

)
. (1.3)

1.3 Metoda prosté iterace

V této sekci se budeme zabývat řešeńım rovnice (1.1), pomoćı hledáńı řešeńı ekvi-

valentńı rovnice tvaru

g(x) = x. (1.4)

Budeme tedy hledat bod ξ, který je pevným bodem funkce g. Bod ξ je pevným

bodem funkce g, pokud plat́ı g(ξ) = ξ. Pokud jsou rovnice (1.1) a (1.4) ekviva-

lentńı, pak pevný bod ξ funkce g je kořenem funkce f a naopak. Nastávaj́ı dvě

otázky. Jakým postupem nalézt pevný bod ξ? Jak vhodně zvolit funkci g? Nejprve

se pokuśıme odpovědět na prvńı z nich.

Věta 1.4. Necht’ g ∈ C 〈a, b〉, g : 〈a, b〉 → 〈a, b〉 . Pak funkce g má v intervalu 〈a, b〉
pevný bod. Jestlǐze g splňuje nav́ıc Lipschitzovu podmı́nku s konstantou q, 0 ≤ q < 1

|g(x)− g(y)| ≤ q|x− y|, ∀x, y ∈ 〈a, b〉 ,

pak g má v intervalu jediný pevný bod.
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D̊ukaz. Jak se uvád́ı v [4], jestliže g(a) = a nebo g(b) = b, je existence pevného

bodu zřejmá. Předpokládejme nyńı, že g(a) > a, g(b) < b a uvažujme funkci h,

h(x) = g(x)− x. Zřejmě h ∈ C 〈a, b〉 a dále

h(a) = g(a)− a > 0, h(b) = g(b)− b < 0.

Z vlastnost́ı spojitých funkćı plyne, že existuje bod ξ ∈ (a, b) tak, že h(ξ) = 0, tj.

g(ξ)− ξ = 0⇒ ξ = g(ξ) a tedy ξ je pevný bod funkce g.

Necht’ funkce g splňuje Lipschitzovu podmı́nku s konstantou q, 0 ≤ q < 1.

Předpokládejme, že existuj́ı dva pevné body ξ, η. Nyńı pro tyto body plat́ı

|ξ − η| = |g(ξ)− g(η)| ≤ q|ξ − η| < |ξ − η|,

což je spor a odtud plyne, že ξ = η.

Hledáńı pevného bodu funkce g z rovnice (1.4) se dá geometricky interpretovat

jakožto hledáńı pr̊useč́ıku grafu funkce g s osou prvńıho a třet́ıho kvadrantu roviny

xy. K nalezeńı tohoto bodu můžeme využ́ıt právě metodu prosté iterace. Touto

Obrázek 1.2: Grafické určeńı xk+1 pomoćı metody prosté iterace

metodou nacháźıme pomoćı počátečńı aproximace x0 posloupnost {xk}∞k=0 podle

předpisu

xk+1 = g(xk), k = 0, 1, 2, . . . (1.5)

Funkci g pak nazveme iteračńı funkćı (vizte obrázek 1.2).

Pokusme se nyńı definovat chybu k-té iterace. Zaved’me pro tuto chybu označeńı

εk, tedy plat́ı:

εk = xk − ξ, k = 0, 1, 2, . . .

Za předpokladu, že posloupnost generovaná vztahem (1.5) je konvergentńı, plat́ı

lim
k→∞

xk = ξ.
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Pokud existuje reálné č́ıslo p ≥ 1 takové, že plat́ı

lim
k→∞

|xk+1 − ξ|
|xk − ξ|p

= lim
k→∞

|εk+1|
|εk|p

= c 6= 0,

o metodě pak můžeme ř́ıci, že se jedná o metodu řádu p pro bod ξ. Č́ıslo c nazveme

asymptotickou konstantou chyby, která záviśı na volbě iteračńı funkce g. T́ım, že po

konstantě c požadujeme, aby byla r̊uzná od nuly, źıskáváme jistotu, že p je určeno

jednoznačně. Pokud c = 0 pro nějakou funkci g, pak metoda konverguje rychleji než

obvykle.

Formulujme následuj́ıćı větu, ve které ukážeme, že řád jednokrokových metod

(takových metod, pro něž plat́ı, že xk+1 určujeme pomoćı jedné hodnoty xk) je

přirozené č́ıslo.

Věta 1.5. Necht’ funkce g má v okoĺı bodu ξ derivace až do řádu p ≥ 1 včetně.

Iteračńı metoda xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . je řádu p tehdy a jen tehdy, když plat́ı

ξ = g(ξ), g(j)(ξ) = 0, 1 ≤ j < p, g(p)(ξ) 6= 0.

D̊ukaz. Jak se uvád́ı v [4], vyjádř́ıme funkci g v okoĺı bodu ξ pomoćı Taylorova

vzorce

g(xk) = ξ + (xk − ξ)g′(ξ) + · · ·+ (xk − ξ)p−1

(p− 1)!
g(p−1)(ξ) +

(xk − ξ)p

p!
g(p)(α) =

= ξ +
(xk − ξ)p

p!
g(p)(α), (1.6)

kde bod α lež́ı v intervalu určeném body xk a ξ. Protože xk+1 = g(xk), dostaneme

z předchoźıho vztahu

xk+1 − ξ =
(xk − ξ)p

p!
g(p)(α), (1.7)

a tedy

lim
k→∞

|xk+1 − ξ|
|xk − ξ|p

=
|g(p)(ξ)|
p!

6= 0.

Metoda je tedy řádu p ≥ 1, p přirozené č́ıslo.

Z druhé strany: Necht’ pro některé j, 1 ≤ j < p, plat́ı g(j)(ξ) 6= 0. Pak z (1.6)

plyne, že metoda nemůže být řádu p. Rovněž, jestliže g(p)(ξ) = 0, pak z (1.7) plyne,

že metoda neńı řádu p.

V následuj́ıćı větě ukážeme, kdy metoda prosté iterace konverguje k pevnému

bodu ξ.

Věta 1.6. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 1.4. Pak pro libovolnou počátečńı

aproximaci x0 ∈ 〈a, b〉 je posloupnost {xk}∞k=0, xk = g(xk−1), konvergentńı a plat́ı

lim
k→∞

xk = ξ, kde ξ je pevný bod funkce g.
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D̊ukaz. Jak se uvád́ı v [4], funkce g zobrazuje interval 〈a, b〉 do sebe. Odtud plyne,

že posloupnost {xk}∞k=0 je definována pro všechna k ≥ 0 a xk ∈ 〈a, b〉 pro všechna

k ≥ 0. Dále

|xk − ξ| = |g(xk−1)− g(ξ)| ≤ q|xk−1 − ξ|.

Indukćı odtud plyne, že

|xk − ξ| ≤ qk|x0 − ξ|.

Jelikož 0 ≤ q < 1, je

lim
k→∞
|xk − ξ| = 0,

a tedy posloupnost {xk}∞k=0 konverguje k pevnému bodu ξ.

D̊usledek 1.1. Necht’ funkce g splňuje předpoklady věty 1.4. Pak pro posloupnost

{xk}∞k=0, x0 ∈ 〈a, b〉, xk = g(xk−1), plat́ı

|xk − ξ| ≤
qk

1− q
|x0 − x1|, ∀k ≥ 1.

D̊ukaz. Lze nalézt v [4, str. 31].

To, jak rychle metoda konverguje, záviśı na faktoru qk

1−q . Pokud je č́ıslo q malé, pak

metoda konverguje rychleji.

Pevné body se daj́ı klasifikovat následuj́ıćı definićı.

Definice 1.4. Pevný bod ξ funkce g ∈ C 〈a, b〉 se nazývá

a) přitahuj́ıćı (atraktivńı) pevný bod, jestliže existuje takové okoĺı V (ξ) tohoto

bodu ξ, že pro každou počátečńı aproximaci x0 ∈ V (ξ) posloupnost iteraćı

{xk}∞k=0 konverguje k bodu ξ.

b) odpuzuj́ıćı (repulzivńı) pevný bod, jestliže existuje takové okoĺı U(ξ) bodu ξ,

že pro každou počátečńı aproximaci x0 ∈ U(ξ), x0 6= ξ, existuje takové k, že

xk 6∈ U.

Daľśı věta, kterou uvedeme, poukazuje na to, kdy je pevný bod přitahuj́ıćı (resp.

odpuzuj́ıćı).

Věta 1.7. Necht’ g ∈ C 〈a, b〉, g : 〈a, b〉 → 〈a, b〉 a necht’ ξ je pevný bod.

a) Jestlǐze pro všechna x 6= ξ z nějakého okoĺı V (ξ) bodu ξ plat́ı∣∣∣∣g(x)− g(ξ)

x− ξ

∣∣∣∣ < 1,

pak ξ je přitahuj́ıćı pevný bod.

b) Jestlǐze pro všechna x 6= ξ z nějakého okoĺı U(ξ) bodu ξ plat́ı∣∣∣∣g(x)− g(ξ)

x− ξ

∣∣∣∣ > 1,

pak ξ je odpuzuj́ıćı pevný bod.
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D̊ukaz. Lze nalézt v [4].

Z této věty lze formulovat d̊usledek, ze kterého budeme vycházet při řešeńı konkrét-

ńıch př́ıklad̊u.

D̊usledek 1.2. Necht’ g ∈ C 〈a, b〉, g : 〈a, b〉 → 〈a, b〉 a necht’ g má v bodě ξ derivaci.

a) Je-li |g′(ξ)| < 1, pak ξ je přitahuj́ıćı pevný bod.

b) Je-li |g′(ξ)| > 1, pak ξ je odpuzuj́ıćı pevný bod.

Na obrázku 1.3 je zobrazena situace, kdy funkce g má dva pevné body (jedná se

o funkci g(x) = 1, 2x − 1
2
). Přičemž pro pevný bod ξ1 (resp. ξ2) plat́ı: |g′(ξ1)| < 1

(resp. |g′(ξ2)| > 1). Body x0, x0 reprezentuj́ı dvě počátečńı aproximace metody

prosté iterace. Třet́ı a posledńı možnost́ı, která může nastat, je |g′(ξ)| = 1, kterou je

Obrázek 1.3: Přitahuj́ıćı a odpuzuj́ıćı pevný bod funkce g(x) = 1, 2x − 1
2

třeba vyšetřovat zvlášt’. V tomto př́ıpadě může doj́ıt k tomu, že pro počátečńı iteraci

z jedné strany okoĺı bodu ξ proces konverguje a z druhé diverguje. Na obrázku 1.4

pro hodnotu x0 metoda konverguje, pro x0 diverguje.

Daľśım pojmem, který je spojený s metodou prosté iterace a který je nutno

zmı́nit, je bod cyklu řádu n (resp. cyklus řádu n). Předt́ım, než zadefinujeme samotné

pojmy, zavedeme následuj́ıćı označeńı. Definujme iteraci xk+1 takto:

xk+1 = gk+1(x0),

kde

g1(x) = g(x), gk+1(x) = g(gk(x)).

Funkce gk nazvěme k-tá iterace funkce g.

Poznámka 1.1. Výše uvedené značeńı lze t́ımto zp̊usobem zavést, jelikož plat́ı:

x1 = g(x0), x2 = g(g(x0)), x3 = g(g(g(x0))).
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Obrázek 1.4: Metoda prosté iterace pro |g′(ξ)| = 1

Definice 1.5. Necht’ g ∈ C 〈a, b〉, g : 〈a, b〉 → 〈a, b〉. Řekneme, že bod x0 ∈ 〈a, b〉 je

bodem cyklu řádu n funkce g, nebo že x0 generuje cyklus řádu n, jestliže gn(x0) = x0,

gk(x0) 6= x0 pro k = 1, 2, . . . , n− 1.

Pro ilustraci uved’me rovnici x = cos(π
2
(x− 1)) + 2. Stanovme x0 = 1 a označme

g(x) = cos(π
2
(x−1))+2. Funkce g má pevný bod ξ = 2. Zřejmě plat́ı: x1 = g(x0) = 3,

x2 = g2(x0) = 1. Podle definice 1.5 stanovený bod x0 = 1 generuje cyklus řádu 2.

Vizte obrázek 1.5.

Zbývá pokusit se odpovědět na otázku, jak vhodně určit funkci g z rovnice (1.4)

tak, abychom našli jej́ı pevný bod, resp. kořen funkce f z rovnice (1.1). Při hledáńı

takové funkce muśıme mı́t v prvńı řadě na paměti d̊usledek 1.2. Pokud např́ıklad

bude naš́ım úkolem nalézt kořen ξ funkce f na nějakém intervalu 〈a, b〉, pak se

záměrně pokuśıme nalézt takovou funkci g, pro kterou plat́ı, že absolutńı hodnota

jej́ı derivace na tomto intervalu (popř. na nejdeľśım možném podintervalu intervalu

〈a, b〉) je menš́ı než 1. Pro ilustraci uvedeme př́ıklad funkce f(x) = x + 3
√

100− x.

Naš́ım úkolem bude nalézt kořen ξ funkce f na intervalu 〈−7,−1〉. Za funkci g

zvoĺıme funkci g(x) = − 3
√

100− x. Definičńı obor funkce g je Dg = R. Derivace

funkce g je

g′(x) =
1

3

1
3
√

(100− x)2
.

Zjistěme, kde absolutńı hodnota derivace funkce g nabývá hodnot nižš́ıch než 1.

Absolutńı hodnotu v tomto př́ıpadě nemuśıme brát v potaz, jelikož hodnoty derivace

jsou všude kladné (kromě bodu x = 100, kde neńı definována). Budeme tedy řešit
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Obrázek 1.5: Cyklus řádu dva metody prosté iterace x = cos(π
2
(x− 1)) + 2

nerovnici

1

3 3
√

(100− x)2
< 1.

Tuto nerovnici uprav́ıme do tvaru

1− 3 3
√

(100− x)2

3 3
√

(100− x)2
< 0 (1.8)

a budeme hledat nulové body. Prvńı nulový bod urč́ıme z jmenovatele n1 = 100.

Nulové body plynoućı z tvaru čitatele najdeme jakožto řešeńı rovnice

1− 3 3
√

(100− x)2 = 0. (1.9)

Rovnice (1.9) má právě dvě řešeńı. Ta jsou

n2 = 100−
√

1

27
, n3 = 100 +

√
1

27
.

Nyńı sestavme tabulku, pomoćı které nalezneme intervaly, které vyhovuj́ı nerovnici

(1.8). Z tabulky 1.1 vyplývá, že nerovnost (1.8) je splněna pro intervaly (−∞, n2),

(n3,∞). Je zřejmé, že plat́ı

〈−7,−1〉 ⊂ (−∞, n2) .

Tedy funkce g byla zvolena vhodně, jelikož všechny pevné body funkce g z intervalu

(−∞, n2) jsou přitahuj́ıćı. Přibližnou č́ıselnou hodnotu tohoto pevného bodu urč́ıme

v kapitole 2 (vizte př́ıklad 2.2.1).
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(−∞, n2) (n2, n1) (n1, n3) (n3,∞)

1− 3 3
√

(100− x)2 − + + −
3 3
√

(100− x)2 + + + +

− + + −

Tabulka 1.1: Pomocná tabulka

Uved’me daľśı myšlenku, která nám může pomoci při hledáńı vhodného tvaru

iteračńı funkce g. Tato myšlenka je založena na tom, že funkce f je diferencovatelná

na intervalu 〈a, b〉, přičemž plat́ı, že existuj́ı taková reálná č́ısla c, d, která vyhovuj́ı

nerovnici

0 < c ≤ f ′(x) ≤ d (1.10)

a to pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pokud by hodnoty derivace funkce f na intervalu 〈a, b〉
nabývaly záporných hodnot, uvažovali bychom funkci −f . To si můžeme dovolit,

jelikož rovnice −f(x) = 0 je ekvivalentńı s rovnićı (1.1). Dále rovnice

x = x− λf(x)

je také ekvivalentńı s rovnićı (1.1), přičemž konstantu λ lze určit tak, aby hledaná

funkce g(x) = x−λf(x) byla pro naše potřeby vhodně zvolenou funkćı. Po funkci g

požadujeme, aby

|g′(x)| = |1− λf ′(x)| ≤ q < 1,

tj. aby

1− q ≤ λc ≤ λf ′(x) ≤ λd ≤ 1 + q.

Naš́ım záměrem je, aby konstanta q byla co nejmenš́ı kv̊uli d̊usledku 1.2. Nejmenš́ı

zřejmě bude ve chv́ıli, kdy ve středu intervalu 〈λc, λd〉 bude ležet č́ıslo 1. Proto

polož́ıme

λ =
2

c+ d
.

Konkrétńı př́ıklad hledáńı vhodné iteračńı funkce pomoćı tohoto postupu uvedeme

v kapitole 2 (vizte př́ıklad 2.2.4).

1.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda, také označována jako Newtonova metoda tečen, je metodou

řádu dva. O metodách řádu dva ř́ıkáme, že konverguj́ı kvadraticky. Je-li x0 přibližná

hodnota kořene rovnice (1.1), sestav́ıme posloupnost iteraćı {xk}∞k=0 podle reku-

rentńıho vzorce.

Popǐsme nejprve slovně princip Newtonovy metody tečen. Je-li dána funkce f

a počátečńı aproximace x0 kořene ξ, pak budeme postupovat následovně. V bodě
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[x0, f(x0)] sestroj́ıme tečnu t0 ke grafu funkce f . Pr̊useč́ık tečny t0 s osou x je prvńı

aproximaćı x1 kořene ξ. Obecný tvar rovnice tečny funkce f v bodě [x0, f(x0)] je

(y − f(x0)) = f ′(x0)(x− x0).

Položme y = 0, jelikož hledáme pr̊useč́ık s osou x, a x = x1, jelikož prvńı souřadnice

hledaného pr̊useč́ıku bude prvńı iteraćı.

−f(x0) = f ′(x0)(x1 − x0)

− f(x0)

f ′(x0)
= x1 − x0

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Obecně pro k-tou iteraci plat́ı

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)
(1.11)

Rovnice (1.11) je rekurentńım vzorcem pro výpočet k-té iterace, kde k = 1, 2, . . .

Odvod’me tento vztah i graficky. Obrázek 1.6 zobrazuje předešlou situaci. Z definice

derivace plat́ı

tg(ϕ) = f ′(x0).

Na obrázku 1.6 vzniká konstrukćı tečny t0 a úsečky spojuj́ıćı body [x0, 0], [x0, f(x0)]

Obrázek 1.6: Grafické určeńı x1 pomoćı Newtonovy metody

pravoúhlý trojúhelńık, ve kterém plat́ı

tg(ϕ) =
f(x0)

x0 − x1
.
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Položme tato dvě vyjádřeńı pro tg(ϕ) do rovnosti a upravme ji.

f ′(x0) =
f(x0)

x0 − x1
f ′(x0)(x0 − x1) = f(x0)

x0 − x1 =
f(x0)

f ′(x0)

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Zobecněńım výsledného vztahu pro k-tou iteraci dostáváme opět vztah (1.11). Iterač-

ńı funkce tedy nabývá tvaru

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
. (1.12)

Věty 1.5 lze využ́ıt při d̊ukazu tvrzeńı, že Newtonova metoda tečen je skutečně

metodou řádu dva (v následuj́ıćı úvaze dodržujme značeńı derivaćı podle vzoru věty

1.5). Pro Newtonovu metodu nabývá iteračńı funkce tvaru (1.12). Předně si znovu

uvědomme, že ξ je kořenem funkce f , muśı tedy platit f(ξ) = 0. Necht’ jsou splněny

předpoklady věty 1.5, pak plat́ı

g(1)(ξ) = 1− (f (1)(ξ))2

(f (1)(ξ))2
= 1− 1 = 0,

g(2)(ξ) = 0− (f (1)(ξ))3f (2)(ξ)− 2(f (1)(ξ))3f (2)(ξ)

(f (1)(ξ))4
,

g(2)(ξ) =
(f (1)(ξ))3f (2)(ξ)

(f (1)(ξ))4
,

g(2)(ξ) =
f (2)(ξ)

f (1)(ξ)
6= 0.

Newtonova metoda tečen je tedy metodou řádu dva.

Následuj́ıćı věta formuluje předpoklady konvergence této metody:

Věta 1.8. Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉, f(a)f(b) < 0 a necht’ existuj́ı

derivace f ′, f ′′ spojité a nenulové v intervalu 〈a, b〉. Pak rovnice (1.1) má v (a, b)

jediný kořen ξ. Zvoĺıme-li x0 ∈ 〈a, b〉 tak, že f(x0)f
′′(x0) > 0, plat́ı pro posloupnost

{xk}∞k=0 sestrojenou podle (1.11), že lim
k→∞

xk = ξ.

Označ́ıme-li

m1 = min
x∈〈a,b〉

|f ′(x)|, M2 = max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|,

pak pro odhad chyby plat́ı:

|ξ − xk| ≤
M2

2m1

(ξ − xk−1)2, k = 1, 2, . . . ,

|ξ − xk| ≤
M2

2m1

(xk − xk−1)2, k = 1, 2, . . . .
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D̊ukaz. Lze nalézt v [3, str. 171–172].

Závěrem této sekce ještě uved’me, jak graficky vypadá určeńı člen̊u posloupnosti

{xk}2k=0 Newtonovou metodou. Vizte obrázek 1.7.

Obrázek 1.7: Iteračńı proces Newtonovy metody

1.5 Metoda sečen

Tuto metodu lze využ́ıt např́ıklad v př́ıpadě, že neńı snadné určit derivaci funkce

f , která se vyskytuje v iteračńım vzorci Newtonovy metody. Jedná se o metodu

dvoukrokovou, jelikož pro výpočet xk+1 je zapotřeb́ı dvou předchoźıch aproximaćı

xk, xk−1, a tedy potřebujeme i dvě počátečńı hodnoty. Metoda sečen je metodou

řádu 1+
√
5

2

.
= 1, 618, proto konverguje o něco rychleji než např́ıklad metoda bisekce.

V rámci celé této sekce předpokládejme, že ξ je jednoduchý kořen rovnice (1.1).

Myšlenka této metody je následuj́ıćı. Vycháźıme z počátečńıch hodnot x0, x1,

které jsou v nejlepš́ım př́ıpadě bĺızké hodnotě kořene ξ. Bod x2, jenž následuje v po-

sloupnosti {xk}∞k=0, źıskáme jakožto pr̊useč́ık př́ımky, která procháźı body [x0, f(x0)],

[x1, f(x1)], s osou x. Odvod’me nyńı předpis pro určeńı hodnoty x2. Př́ımka, nazvěme

ji např́ıklad p1, procháźı body [x0, f(x0)], [x1, f(x1)]. Snadno urč́ıme souřadnice

jej́ıho směrového vektoru:

u = (x0 − x1, f(x0)− f(x1)).

Souřadnice normálového vektoru př́ımky p1 jsou

n = (f(x0)− f(x1), x1 − x0).

Nalezněme tvar obecné rovnice př́ımky p1.

(f(x0)− f(x1))x+ (x1 − x0)y + c = 0
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Bod [x0, f(x0)] lež́ı na př́ımce p1.

(f(x0)− f(x1))x0 + (x1 − x0)f(x0) + c = 0

−(f(x0)− f(x1))x0 − (x1 − x0)f(x0) = c

Obecná rovnice hledané př́ımky tedy je

p1 : (f(x0)− f(x1))x+ (x1 − x0)y − (f(x0)− f(x1))x0 − (x1 − x0)f(x0) = 0.

Položme y = 0 a x = x2, jelikož hledáme pr̊useč́ık s osou x, jehož y-ová souřadnice

je zřejmě rovna nule a x-ová souřadnice představuje hodnotu x2.

(f(x0)− f(x1))x2 − (f(x0)− f(x1))x0 − (x1 − x0)f(x0) = 0

Vyjádřeńım x2 a úpravou výsledného výrazu dostáváme předpis, který nabývá tvaru

x2 = x0 −
x0 − x1

f(x0)− f(x1)
f(x0). (1.13)

Zobecněńım rovnice (1.13) dostaneme obecný předpis pro výpočet xk+1. Tedy

xk+1 = xk−1 −
xk−1 − xk

f(xk−1)− f(xk)
f(xk−1), k = 1, 2, . . . (1.14)

Grafické určeńı bodu x2 je zobrazeno na obrázku 1.8.

Obrázek 1.8: Grafické určeńı x2 pomoćı metody sečen

Věta 1.9. Necht’ rovnice (1.1) má kořen ξ a necht’ derivace f ′, f ′′ jsou spojité

v okoĺı bodu ξ, přičemž f ′(ξ) 6= 0. Posloupnost určená metodou sečen konverguje

ke kořenu ξ, pokud zvoĺıme počátečńı aproximace x0, x1 dostatečně bĺızko bodu ξ,

a plat́ı, že metoda je řádu 1+
√
5

2

.
= 1, 618.

D̊ukaz. Lze nalézt v [4, str. 49–50].
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Obrázek 1.9: Iteračńı proces metody sečen

Na obrázku 1.9 je geometricky interpretován pr̊uběh metody sečen. Jsou dány

počátečńı hodnoty x0, x1 a funkce f . Př́ımka p1 vedená body [x0, f(x0)] , [x1, f(x1)]

prot́ıná osu x v bodě x2. Dále př́ımka p2 procháźı body [x1, f(x1)] , [x2, f(x2)], kde

v jej́ım pr̊useč́ıku s osou x lež́ı bod x3.

1.6 Metoda regula falsi

Metoda regula falsi je metodou odvozenou od metody sečen. Jedná se o vždy kon-

vergentńı metodu řádu jedna, o které ř́ıkáme, že konverguje lineárně. Tuto metodu,

stejně jako metodu sečen, lze využ́ıt např́ıklad v př́ıpadě, že se z nějakého d̊uvodu

chceme vyhnout určováńı derivace funkce f , která je součást́ı iteračńıho vzorce New-

tonovy metody. Jediný rozd́ıl v iteračńım procesu mezi metodou regula falsi a me-

todou sečen je, že v př́ıpadě metody regula falsi se pro počátečńı hodnoty stanovuje

podmı́nka f(x0)f(x1) < 0 a každý daľśı bod xk kombinujeme s jedńım z předchoźıch

xk−1, xk−2 tak, aby byla zachována změna znamének funkčńıch hodnot v těchto

bodech. Budeme-li tedy cht́ıt určit hodnotu xk+1 a při určováńı hodnoty xk jsme

zjistili, že plat́ı např́ıklad f(xk) > 0, f(xk−1) > 0, f(xk−2) < 0, pak pro dosazeńı do

vztahu (1.14) přeznač́ıme xk−2 = xk−1 a tuto hodnotu společně s xk použijeme při

určeńı xk+1.

V úvodu této sekce jsme uvedli, že metoda regula falsi je metodou vždy konver-

gentńı. Doplňme nyńı toto tvrzeńı větou 1.10.

Věta 1.10. Necht’ f ∈ C 〈a, b〉, f(a)f(b) < 0 a necht’ ξ je jediný kořen v 〈a, b〉. Pak

posloupnost {xk}∞k=0 určená metodou regula falsi konverguje pro libovolné počátečńı

aproximace x0, x1 ∈ 〈a, b〉, f(x0)f(x1) < 0, ke kořenu ξ ∈ (a, b) funkce f a je to
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metoda prvńıho řádu.

D̊ukaz. Lze nalézt v [4, str. 51].

Věta 1.11. Necht’ funkce f je spojitá a má spojitou nenulovou derivaci v intervalu

〈a, b〉. Necht’ plat́ı f(a)f(b) < 0. Označme ξ kořen rovnice (1.1) v intervalu 〈a, b〉
(z předpoklad̊u plyne, že tento kořen existuje a je právě jeden). Označme

m = min
x∈〈a,b〉

|f ′(x)|.

Pro libovolnou aproximaci xk ∈ 〈a, b〉 kořene ξ pak plat́ı:

|ξ − xk| ≤
|f(xk)|
m

. (1.15)

D̊ukaz. Jak se uvád́ı v [3], podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě plat́ı:

f(ξ) − f(xk) = f ′(c)(ξ − xk), kde c lež́ı mezi ξ, xk. Protože ξ je kořen rovnice, je

f(ξ) = 0, tedy

ξ − xk = −f(xk)

f ′(c)

a odtud plyne (1.15).

Uved’me grafický pr̊uběh metody regula falsi. Vizte obrázek 1.10. Pro počátečńı

Obrázek 1.10: Iteračńı proces metody regula falsi

podmı́nky zřejmě plat́ı f(x0)f(x1) < 0. Hodnotu x2 jsme źıskali jako pr̊useč́ık př́ımky

p1 s osou x. Pro x2 plat́ı f(x2) > 0 a pro x1 plat́ı f(x1) < 0, proto př́ımka p2 procháźı

body [x2, f(x2)], [x1, f(x1)]. V pr̊useč́ıku př́ımky p2 s osou x lež́ı bod x3. Následuj́ıćı

postup by se odv́ıjel od skutečnosti, že f(x3) < 0 a f(x2) > 0, proto bychom pro

určeńı hodnoty x4 použili x2, x3.

Závěrem této sekce se ještě zamysleme nad t́ım, kdy je lepš́ı použ́ıt metodu re-

gula falsi a kdy metodu sečen. Pro metodu regula falsi plat́ı, že konverguje vždy,

pokud jsou splněny počátečńı podmı́nky, z čehož vyplývá, že pokud pro počátečńı

25



aproximace x0, x1 neplat́ı f(x0)f(x1) < 0, pak použijeme pro určeńı kořene metodu

sečen. Zdá se tedy, že pokud je tato podmı́nka splněna, je výhodněǰśı použ́ıt metodu

regula falsi. Avšak ne vždy tomu tak muśı být. Pokuśıme se tento fakt demonstrovat

na následuj́ıćım př́ıkladu. Uvažujme funkci f s kořenem ξ a počátečńımi aproxima-

cemi x0, x1, pro něž plat́ı f(x0) > 0, f(x1) < 0. Dále necht’ plat́ı |f(x0)| >> |f(x1)|.
Hledáńı kořene pomoćı metody regula falsi je zobrazeno na obrázku 1.11.

Obrázek 1.11: Konvergence ke kořenu metodou regula falsi

Nyńı na stejnou funkci f aplikujme metodu sečen a to se stejnými počátečńımi

podmı́nkami. Vizte obrázek 1.12. Snadno z těchto obrázk̊u nahlédneme, že pro tento

př́ıpad by metoda regula falsi konvergovala ke kořeni ξ funkce f pomaleji než metoda

sečen. Pro přehlednost je na obou obrázćıch zobrazena pouze posloupnost {xk}4k=0.

Z obrázku 1.12 je čitelné, že hodnota x5 by byla velmi bĺızká kořeni ξ, kdežto

v př́ıpadě obrázku 1.11 by následuj́ıćı členy posloupnosti {xk}∞k=0 konvergovali ke

kořeni ξ funkce f pomaleji.

Pro daľśı př́ıpad, který nám napov́ı, kdy je výhodněǰśı která metoda, vizte

obrázek 1.13. Kořen jsme nejprve hledali pomoćı metody sečen. V tomto konkrétńım

př́ıpadě nastala situace, kdy f(x1) = f(x2). Z rovnice (1.14) je jasné, že nejsme

schopni určit hodnotu x3 posloupnosti {xk}∞k=0, která je generovaná metodou sečen.

V př́ıpadě, že na stejnou funkci f z obrázku 1.13 se stejnými počátečńımi hodno-

tami použijeme metodu regula falsi, jej́ıž algoritmus vylučuje, aby nastala rovnost

funkčńıch hodnot ve vztahu (1.14), dokonvergujeme ke kořeni ξ funkce f . Vizte

obrázek 1.14.

Výstupem této úvahy tedy je, že ani jedna z metod neńı univerzálńı a ani o jedné

z nich nelze ř́ıci, že vždy představuje nejrychleǰśı cestu k nalezeńı kořene.
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Obrázek 1.12: Konvergence ke kořenu metodou sečen

Obrázek 1.13: Konvergence metodou sečen
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Obrázek 1.14: Konvergence metodou regula falsi
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Kapitola 2

Řešené př́ıklady

V této kapitole budeme aplikovat teoretické poznatky, jež jsme popsali v kapitole 1.

Budeme se zabývat řešeńım konkrétńıch př́ıklad̊u pomoćı zmı́něných numerických

matematických metod.

2.1 Metoda bisekce

Př́ıklad 2.1.1. Metodou bisekce nalezněte přiblǐznou hodnotu kořene rovnice

x3 + 4x2 − 10 = 0 s přesnost́ı ε = 0, 01 na intervalu 〈1; 1, 5〉.

Řešeńı 2.1.1. Označme pro snazš́ı popis řešeńı f(x) = x3 + 4x2 − 10. Nejprve

ověřme, zda je splněna počátečńı podmı́nka metody bisekce, tedy plat́ı-li, že součin

funkčńıch hodnot funkce f v krajńıch bodech zadaného intervalu je záporné č́ıslo.

f(1) = −5

f(1, 5) = 2, 375

Funkce f je nav́ıc na intervalu 〈1; 1, 5〉 spojitou funkćı. Je tedy zřejmé, že podmı́nky

metody bisekce jsou splněny. Dosazeńım do vztahu (1.3) zjistěme, kolik budeme

muset udělat iteračńıch krok̊u, abychom dosáhli požadované přesnosti.

n ≥ log2

(
1, 5− 1

0, 01

)
.
= 5, 644 (2.1)

Jak jsme již zmı́nili, n označuje nutný počet iteraćı. Je tedy nejmenš́ım možným

přirozeným č́ıslem, které splňuje nerovnici (2.1). V tomto př́ıpadě je n = 6. Iteračńı

proces je ilustrován tabulkou 2.1. Ṕısmeno i znač́ı, o kolikátou iteraci se jedná, ai,

bi krajńı hodnoty iteračńıho intervalu a si jeho střed. Ve sloupćıch označených jako

A, B, S jsou zaneseny po řadě hodnoty sign(f(ai)), sign(f(bi)), sign(f(si)). Toto

značeńı zachovejme v rámci všech tabulek př́ıslušných k této sekci. Pro přehlednost

tabulek jsme použili funkci sign(x), jelikož iteračńı proces záviśı předevš́ım na zna-

ménkách funkčńıch hodnot. Hledaný kořen ξ lež́ı v intervalu (1, 359375; 1, 3671875).
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i ai bi A B si S

0 1,000 000 1,500 −1 +1 1,250 000 0 −1

1 1,250 000 1,500 −1 +1 1,375 000 0 +1

2 1,250 000 1,375 −1 +1 1,312 500 0 −1

3 1,312 500 1,375 −1 +1 1,343 750 0 −1

4 1,343 750 1,375 −1 +1 1,359 375 0 −1

5 1,359 375 1,375 −1 +1 1,367 187 5 +1

Tabulka 2.1: Tabulka k př́ıkladu 2.1.1

i ai bi A B si S

0 −1,000 000 0,000 00 −1 +1 −0,500 000 0 +1

1 −1,000 000 −0,500 00 −1 +1 −0,750 000 0 −1

2 −0,750 000 −0,500 00 −1 +1 −0,625 000 0 +1

3 −0,750 000 −0,625 00 −1 +1 −0,687 500 0 +1

4 −0,750 000 −0,687 50 −1 +1 −0,718 750 0 +1

5 −0,750 000 −0,718 75 −1 +1 −0,734 375 0 −1

6 −0,734 375 −0,718 75 −1 +1 −0,726 562 5 +1

Tabulka 2.2: Tabulka k př́ıkladu 2.1.2

Př́ıklad 2.1.2. Metodou bisekce nalezněte přiblǐznou hodnotu kořene rovnice

x4 − 2x3 − 4x2 + 4x+ 4 = 0 na intervalu 〈−1; 0〉 s toleranćı ε = 0, 01.

Řešeńı 2.1.2. Označme opět f(x) = x4−2x3−4x2+4x+4. Funkce f je na intervalu

〈−1; 0〉 spojitou funkćı. Ověřme, zda funkce f nabývá v krajńıch bodech zadaného

intervalu funkčńıch hodnot s odlǐsnými znaménky.

f(−1) = −1

f(0) = 4

Dále zjistěme, kolik budeme muset provést iteraćı, abychom splnili stanovenou to-

leranci.

n ≥ log2

(
0− (−1)

0, 01

)
.
= 6, 644

n = 7

Tabulka 2.2 je tabulkou iteračńıho procesu tohoto př́ıkladu. Hledaným interva-

lem, ve kterém lež́ı kořen a který zároveň splňuje zadanou toleranci, je interval

(−0, 734375;−0, 7265625).

Př́ıklad 2.1.3. Nalezněte přiblǐznou hodnotu kořene rovnice cos(x) = x na intervalu

〈0; 1〉 s toleranćı ε = 0, 001.
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i ai bi A B si S

0 0,000 000 00 1,000 000 000 +1 −1 0,500 000 000 0 +1

1 0,500 000 00 1,000 000 000 +1 −1 0,750 000 000 0 −1

2 0,500 000 00 0,750 000 000 +1 −1 0,625 000 000 0 +1

3 0,625 000 00 0,750 000 000 +1 −1 0,687 500 000 0 +1

4 0,687 500 00 0,750 000 000 +1 −1 0,718 750 000 0 +1

5 0,718 750 00 0,750 000 000 +1 −1 0,734 375 000 0 +1

6 0,734 375 00 0,750 000 000 +1 −1 0,742 187 500 0 −1

7 0,734 375 00 0,742 187 500 +1 −1 0,738 281 250 0 +1

8 0,738 281 25 0,742 187 500 +1 −1 0,740 234 375 0 −1

9 0,738 281 25 0,740 234 375 +1 −1 0,739 257 812 5 −1

Tabulka 2.3: Tabulka k př́ıkladu 2.1.3

Řešeńı 2.1.3. Nejprve upravme rovnici do tvaru cos(x)− x = 0. Dále označme

f(x) = cos(x) − x. Funkce f je na intervalu 〈0; 1〉 spojitá. Zjistěme nutný počet

iteraćı pro splněńı tolerance.

n ≥ log2

(
1− 0

0, 001

)
.
= 9, 966

n = 10

Výpočty, které vedou k nalezeńı řešeńı, jsou v tabulce 2.3. Kořen ξ zadané rovnice

lež́ı v intervalu (0, 73828125; 0, 7392578125).

Př́ıklad 2.1.4. Nalezněte přiblǐznou hodnotu kořene rovnice x3 − 2x+ cos(2x) = 0

na intervalu 〈0; 1, 5〉 s toleranćı ε = 0, 01.

Řešeńı 2.1.4. Nejprve označme f(x) = x3−2x+cos(2x). Funkce f je zřejmě spojitá

na 〈0; 1, 5〉. Dále ověřme, že je splněna počátečńı podmı́nka metody bisekce.

f(0) = 1

f(1, 5)
.
= −0, 615

Ze vztahu

n ≥ log2

(
1, 5− 0

0, 01

)
.
= 7, 229

snadno urč́ıme, že počet iteraćı n nutný ke splněńı tolerance je roven osmi. Iteračńı

proces je zanesen v tabulce 2.4. Kořen lež́ı v intervalu (0, 380859375; 0, 38671875).

2.2 Metoda prosté iterace

Př́ıklad 2.2.1. Pomoćı metody prosté iterace nalezněte kořen funkce f , která je

dána předpisem f(x) = x+ 3
√

100− x, na intervalu 〈−7,−1〉. Vypočtěte 7 iteraćı.
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i ai bi A B si S

0 0,000 1,500 000 00 +1 −1 0,750 000 000 −1

1 0,000 0,750 000 00 +1 −1 0,375 000 000 +1

2 0,375 0,750 000 00 +1 −1 0,562 500 000 −1

3 0,375 0,562 500 00 +1 −1 0,468 750 000 −1

4 0,375 0,468 750 00 +1 −1 0,421 875 000 −1

5 0,375 0,421 875 00 +1 −1 0,398 437 500 −1

6 0,375 0,398 437 50 +1 −1 0,386 718 750 −1

7 0,375 0,386 718 75 +1 −1 0,380 859 375 +1

Tabulka 2.4: Tabulka k př́ıkladu 2.1.4

k xk xk+1

0 −1,000 000 000 0 −4,657 009 507 8

1 −4,657 009 507 8 −4,712 551 474 6

2 −4,712 551 474 6 −4,713 384 984 9

3 −4,713 384 984 9 −4,713 397 491 1

4 −4,713 397 491 1 −4,713 397 678 7

5 −4,713 397 678 7 −4,713 397 681 5

6 −4,713 397 681 5 −4,713 397 681 6

Tabulka 2.5: Tabulka k př́ıkladu 2.2.1

Řešeńı 2.2.1. V sekci 1.3 jsme již odvodili, že vhodnou iteračńı funkćı pro tento

př́ıpad je funkce g(x) = − 3
√

100− x. Proved’me tedy samotný iteračńı proces. Po-

sloupnost {xk}7k=0 budeme generovat pomoćı vztahu (1.5). Za počátečńı hodnotu

zvolme x0 = −1. V tabulce 2.5 je zaznamenán pr̊uběh iteraćı. Po sedmi kroćıch

jsme dospěli k přibližné hodnotě kořene funkce f (resp. pevného bodu funkce g),

tedy ξ
.
= −4, 7133976816. Funkčńı hodnota funkce f v bodě x7 je v řádu 10−10.

Př́ıklad 2.2.2. Metodou prosté iterace určete přiblǐznou hodnotu kořene funkce f ,

která je dána předpisem f(x) = e−2x + x − 3, a to na intervalu 〈1, 4〉. Uvažujte

počátečńı aproximaci x0 = 2. Proved’te 5 iteraćı.

Řešeńı 2.2.2. Nejprve nalezněme vhodnou iteračńı funkci g. Bud’ g(x) = 3− e−2x,

pak derivace funkce g je

g′(x) = 2e−2x.

Derivace takto zvolené funkce g nabývá pouze kladných hodnot, proto budeme řešit

nerovnici

2e−2x < 1.

Nejprve vyřešme rovnici

2e−2x = 1,
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k xk xk+1

0 2,000 000 000 0 2,981 684 361 1

1 2,981 684 361 1 2,997 428 764 4

2 2,997 428 764 4 2,997 508 468 1

3 2,997 508 468 1 2,997 508 865 2

4 2,997 508 865 2 2,997 508 867 2

Tabulka 2.6: Tabulka k př́ıkladu 2.2.2

č́ımž zjist́ıme v jakém bodě je hodnota derivace rovna jedné. Budeme takto po-

stupovat, jelikož derivace funkce g je exponenciálńı funkćı, která klesá na celém

svém definičńım oboru. Pokud najdeme č́ıslo c, pro které plat́ı g′(c) = 1, můžeme

určit intervaly (−∞, c), (c,∞), kde na intervalu (−∞, c) (resp. (c,∞)) budou ležet

repulzivńı (resp. atraktivńı) pevné body funkce g.

e−2x =
1

2

−2x = ln

(
1

2

)
x = c =

ln
(
1
2

)
−2

Nalezli jsme č́ıslo c
.
= 0, 34657. Tedy námi zvolená funkce g má na celém zadaném

intervalu 〈1, 4〉 pouze přitahuj́ıćı pevné body. Začněme s iteračńım procesem, vizte

tabulka 2.6. Pomoćı metody prosté iterace jsme nalezli přibližnou hodnotu kořene

funkce f , přičemž plat́ı: ξ
.
= 2, 9975088672. Funkčńı hodnota funkce f v bodě x5 je

řádu 10−10.

Př́ıklad 2.2.3. Řešte stejné zadáńı jako v př́ıkladu 2.2.2 s t́ım rozd́ılem, že kořen

hledejte na intervalu 〈−6, 0〉 a za počátečńı aproximaci uvažujte x0 = −5.

Řešeńı 2.2.3. Z postupu řešeńı př́ıkladu 2.2.2 je zřejmé, že iteračńı funkce ve tvaru

g(x) = 3 − e−2x v tuto chv́ıli nebude vhodná, jelikož jej́ı derivace na intervalu(
−∞, ln(0,5)

2

)
nabývá hodnot vyšš́ıch než 1. Vyjádřeme tedy funkci g z předpisu

funkce f jiným zp̊usobem.

e−2x + x− 3 = 0

e−2x = 3− x
−2x = ln (3− x)

x =
ln (3− x)

−2

g(x) =
ln (3− x)

−2

Derivace takto zvolené funkce g je

g′(x) =
1

6− 2x
.
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k xk xk+1

0 −5,000 000 000 0 −1,039 720 770 8

1 −1,039 720 770 8 −0,698 087 786 7

2 −0,698 087 786 7 −0,653 907 935 8

3 −0,653 907 935 8 −0,647 898 631 1

4 −0,647 898 631 1 −0,647 075 642 1

Tabulka 2.7: Tabulka k př́ıkladu 2.2.3

Abychom našli intervaly, na nichž plat́ı |g′(x)| < 1, muśıme vyřešit následuj́ıćı dvě

nerovnice:

1

6− 2x
< 1, (2.2)

1

6− 2x
> −1. (2.3)

Nerovnice (2.2) je splněna pro x ∈
(
−∞, 5

2

)
∪(3,∞). Nerovnici (2.3) vyhovuj́ı taková

x, pro která plat́ı: x ∈ (−∞, 3) ∪
(
7
2
,∞
)
. Je zřejmé, že nerovnice (2.2), (2.3) jsou

splněny zároveň pro x ∈
(
−∞, 5

2

)
∪
(
7
2
,∞
)
. Námi zvolená funkce g tedy vyhovuje

zadáńı tohoto př́ıkladu. Začněme s výpočty, vizte tabulka 2.7. Přibližná hodnota

kořene ξ funkce f určená metodou prosté iterace je x5 = −0, 6470756421, přičemž

funkčńı hodnota funkce f v bodě x5 je řádu 10−4. Pokud bychom chtěli výsledek

zpřesnit, museli bychom v iteraćıch pokračovat.

V samotném závěru sekce 1.3 jsme uvedli daľśı zp̊usob, jak určit vhodnou iteračńı

funkci g. Ukažme jej na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 2.2.4. Pomoćı metody prosté iterace vyřešte rovnici

3x4 − 6x3 + 6x2 + 2x− 1 = 0

na intervalu 〈0, 1〉. Iteračńı proces zastavte ve chv́ıli, když |xk − xk+1| < 10−5.

Řešeńı 2.2.4. Označme f(x) = 3x4 − 6x3 + 6x2 + 2x− 1. Derivace funkce f je

f ′(x) = 12x3 − 18x2 + 12x+ 2.

Druhá derivace funkce f je

f ′′(x) = 36x2 − 36x+ 12.

Diskriminant rovnice 36x2−36x+12 = 0 je menš́ı než nula a koeficient kvadratického

členu je větš́ı než nula, z těchto d̊uvod̊u

f ′′(x) > 0 ∀x ∈ Df ′′ ,
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k xk xk+1

0 0,000 000 000 0 0,200 000 000 0

1 0,200 000 000 0 0,280 640 000 0

2 0,280 640 000 0 0,296 675 105 2

3 0,296 675 105 2 0,299 072 248 5

4 0,299 072 248 5 0,299 410 474 4

5 0,299 410 474 4 0,299 457 783 6

6 0,299 457 783 6 0,299 464 392 9

Tabulka 2.8: Tabulka k př́ıkladu 2.2.4

tedy f ′ je rostoućı funkćı pro všechna x z definičńıho oboru Df ′ . Pro hodnoty derivaćı

v krajńıch bodech zadaného intervalu plat́ı f ′(0) = 2, f ′(1) = 8, č́ımž je splněna

podmı́nka (1.10). Polož́ıme λ = 2
2+8

= 1
5
. Iteračńı funkce g je tedy tvaru

g(x) = x− 1

5
(3x4 − 6x3 + 6x2 + 2x− 1).

Nyńı začněme s výpočty. Za počátečńı aproximaci zvolme x0 = 0. Vizte tabulka

2.8. Nalezli jsme hodnotu x7 = 0, 2994643929, která je přibližnou hodnotou řešeńı

zadané rovnice. Funkčńı hodnota funkce f v bodě x7 je řádu 10−8. Tento př́ıklad

byl převzat z [7].

2.3 Newtonova metoda

Př́ıklad 2.3.1. Pomoćı Newtonovy metody nalezněte řešeńı rovnice x4−2x3−3 = 0

při počátečńı hodnotě x0 = −2 a to s přesnost́ı ε = 0, 001.

Řešeńı 2.3.1. Označme f(x) = x4 − 2x3 − 3. Jak jsme odvodili v sekci 1.4, New-

tonova metoda má iteračńı vzorec ve tvaru

xk = xk−1 −
f(xk−1)

f ′(xk−1)
, (2.4)

pro k = 1, 2 . . . a za předpokladu, že pro všechna k plat́ı

f ′(xk−1) 6= 0. (2.5)

Nejprve tedy muśıme určit prvńı derivace funkce f .

f ′(x) = 4x3 − 6x2

Zadaná počátečńı aproximace zřejmě splňuje podmı́nku (2.5). Prvńı iteraci źıskáme

pro k = 1 dosazeńım počátečńı hodnoty do rovnice (2.4).

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

f(x0) = (−2)4 − 2 · (−2)3 − 3

f ′(x0) = 4 · (−2)3 − 6 · (−2)2

x1
.
= −1, 4821
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k xk f(xk) f ′(xk)

0 −2,0000 −19,0000 −56,0000

1 −1,4821 8,3364 −26,2022

2 −1,1639 1,9885 −14,4347

3 −1,0261 0,2693 −10,6387

4 −1,0008 0,0080 −10,0192

5 −1,0000 0,0000 −10,0000

Tabulka 2.9: Tabulka k př́ıkladu 2.3.1

k xk f(xk) f ′(xk)

0 −1,200 000 −7,200 156 −1,870 569

1 −5,049 180 123,451 000 −74,160 816

2 −3,384 541 32,348 037 −37,247 885

3 −2,516 088 7,070 482 −21,234 767

4 −2,183 121 0,948 415 −15,597 137

5 −2,122 314 0,030 127 −14,608 572

6 −2,120 252 0,000 039 −14,575 298

7 −2,120 249 0,000 005 −14,575 250

Tabulka 2.10: Tabulka k př́ıkladu 2.3.2

Druhou iteraci spočteme analogicky.

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)

f(x1) = (−1, 4821)4 − 2 · (−1, 4821)3 − 3

f ′(x1) = 4 · (−1, 4821)3 − 6 · (−1, 4821)2

x2
.
= −1, 1639

Iterace budeme stejným zp̊usobem provádět dál. Iteračńı pr̊uběh je zanesen v tabulce

2.9. Nyńı již snadno nahlédneme, že řešeńım zadané rovnice, nalezeným pomoćı

Newtonovy metody, při počátečńı aproximaci x0 = −2, je č́ıslo −1. Na toleranci již

nemuśıme brát zřetel, jelikož jsme našli přesnou hodnotu kořene funkce f .

Př́ıklad 2.3.2. Bud’ f(x) = 4 sin(x)−x3 +x−4. Pomoćı Newtonovy metody určete

řešeńı rovnice (1.1) při počátečńı aproximaci x0 = −1, 2. Výpočet ukončete, když

|f(xk)| < 10−5.

Řešeńı 2.3.2. Prvńı derivace funkce f nabývá tvaru

f ′(x) = 4 cos(x)− 3x2 + 1.

Dále budeme postupovat stejně jako v př́ıkladu 2.3.1. Vizte tabulka 2.10. Na obrázku

2.1 je graficky zobrazen pr̊uběh iteraćı (osy jsou v poměru 1 : 45). V tabulce 2.10
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Obrázek 2.1: Iteračńı pr̊uběh př́ıkladu 2.3.2

je dobře vidět, jak je d̊uležitá správná volba počátečńı aproximace. Derivace funkce f

v počátečńı aproximaci nabývá hodnoty nepř́ılǐs vzdálené od nuly (tedy přinejmenš́ım

v porovnáńı s hodnotami prvńı derivace funkce f v daľśıch iteraćıch), a proto je prvńı

iterace tolik vzdálená od počátečńı aproximace. Pokud bychom za počátečńı hodnotu

volili např́ıklad −1, 9, prvńı iterace by nebyla natolik vzdálena. Přibližným řešeńım

ξ zadané rovnice, které splňuje podmı́nku |f(ξ)| < 10−5, je hodnota −2, 120249.

Př́ıklad 2.3.3. Bud’ f(x) = x3 − 2x2 + x. Pomoćı Newtonovy metody určete kořen

funkce f při počátečńı hodnotě x0 = 1
3
. Proved’te nejvýše 4 iterace.

Řešeńı 2.3.3. Prvńı derivace funkce f je

f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1.

Prvńı iteraci urč́ıme analogicky jako v předešlých př́ıkladech.

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

x1 =
1

3
−

4

27
0

(2.6)

V rovnici (2.6) docháźı k děleńı nulou, což je zapř́ıčiněno nulovou hodnotou deri-

vace funkce f v bodě x0. Při této počátečńı aproximaci tedy nelze nalézt kořen,

jelikož tečna ke grafu funkce v bodě, kde derivace funkce nabývá nulové hodnoty, je

rovnoběžná s osou x, tud́ıž ji nikde neprotne. Pro lepš́ı představu vizte obrázek 2.2.

V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme řešit stejné zadáńı, pouze změńıme počátečńı

hodnotu.

Př́ıklad 2.3.4. Bud’ f(x) = x3 − 2x2 + x. Pomoćı Newtonovy metody určete kořen

funkce f při počátečńı hodnotě x0 = 0, 2. Proved’te nejvýše 4 iterace.
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Obrázek 2.2: Nulová hodnota derivace v př́ıkladu 2.3.3

k xk f(xk) f ′(xk)

0 0,200 000 0 0,128 000 0 0,320 000 0

1 −0,200 000 0 −0,288 000 0 1,920 000 0

2 −0,050 000 0 −0,055 125 0 1,270 500 0

3 −0,004 347 8 −0,004 385 7 1,017 447 9

4 −0,000 037 3 0,000 037 3 1,000 149 2

Tabulka 2.11: Tabulka k př́ıkladu 2.3.4

Řešeńı 2.3.4.

f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1

Pr̊uběh iteraćı je zaznamenán v tabulce 2.11. Po čtyřech kroćıch jsme dospěli

k hodnotě ξ
.
= −0, 0000373.

Př́ıklad 2.3.5. Bud’ f(x) = x3 − 2x2 + x. Pomoćı Newtonovy metody určete kořen

funkce f při počátečńı hodnotě x0 = 0, 5. Proved’te nejvýše 4 iterace.

Řešeńı 2.3.5.

f ′(x) = 3x2 − 4x+ 1

Iteračńı proces Newtonovy metody je zaznamenán v tabulce 2.12. Hned při výpočtu

prvńı iterace jsme nalezli řešeńı zadané rovnice ξ = 1. V př́ıkladech 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5

je opět vidět, jak moc zálež́ı na volbě počátečńı aproximace. Kořeny funkce f , která

k xk f(xk) f ′(xk)

0 0,500 0,125 −0,250

1 1,000 0,000 0,000

Tabulka 2.12: Tabulka k př́ıkladu 2.3.5
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k xk f(xk) f ′(xk)

0 −0,400 000 −0,685 193 −2,617 246

1 −0,661 799 0,489 248 −6,641 583

2 −0,588 135 0,048 976 −5,334 716

3 −0,578 954 0,000 704 −5,181 448

4 −0,578 818 −0,000 001 −5,179 194

5 −0,578 818 −0,000 001 −5,179 194

Tabulka 2.13: Tabulka k př́ıkladu 2.3.6 při x0 = −0, 4

k xk f(xk) f ′(xk)

0 0,500 000 −0,516 198 1,048 446

1 0,992 345 0,042 917 1,860 957

2 0,969 283 0,002 064 1,686 880

3 0,968 060 0,000 006 1,678 448

4 0,968 057 0,000 001 1,678 427

Tabulka 2.14: Tabulka k př́ıkladu 2.3.6 při x0 = 0, 5

je součást́ı zadáńı těchto př́ıklad̊u, lze nalézt i aritmeticky.

x3 − 2x2 + x = 0

x(x2 − 2x+ 1) = 0

x(x− 1)(x− 1) = 0

ξ1 = 0, ξ2 = ξ3 = 1

Zadaná funkce f je polynomickou funkćı stupně 3. Má tedy bud’ tři jednoduché

reálné kořeny, nebo jeden jednoduchý reálný kořen a dvojici komplexně sdružených

imaginárńıch kořen̊u, nebo jeden trojnásobný reálný kořen, nebo jako v našem

př́ıpadě jeden jednoduchý reálný kořen a jeden dvojnásobný reálný kořen.

Př́ıklad 2.3.6. Nalezněte kořen funkce f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − 0, 5x + tg(x) − 1

na intervalu 〈−0, 5; 1〉 . Výpočet ukončete ve chv́ıli, kdy rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch

iteraćı bude v absolutńı hodnotě menš́ı než 10−5.

Řešeńı 2.3.6. V zadáńı neńı pevně stanovena počátečńı hodnota. Zvolme nejprve

za počátečńı hodnotu x0 = −0, 4. Derivace funkce f je

f ′(x) = 4x3 − 9x2 + 4x− 0, 5 +
1

cos2(x)
.

Pr̊uběh výpočt̊u je zanesen v tabulce 2.13. Při počátečńı aproximaci x0 = −0, 4 jsme

dospěli ke kořenu ξ
.
= −0, 578818, avšak tento kořen neńı prvkem zadaného intervalu.

Nyńı začneme hledat kořen při počátečńı aproximaci x0 = 0, 5. Pr̊uběh určováńı

kořene při této počátečńı hodnotě je zanesen v tabulce 2.14. T́ımto postupem jsme
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dospěli ke kořeni ξ
.
= 0, 968057, který zřejmě lež́ı v zadaném intervalu 〈−0, 5; 1〉.

Rozd́ıl mezi počátečńımi aproximacemi je pouhých 0, 9, a přesto jsme Newtonovou

metodou dokonvergovali k r̊uzným kořen̊um funkce f . Nalezeńı prvńıch iteraćı x1, x1
pro obě počátečńı hodnoty je graficky vyobrazeno na obrázku 2.3 (osy jsou zobrazeny

v poměru 1 : 3).

Obrázek 2.3: Závislost konvergence na volbě počátečńı hodnoty Newtonovy metody

2.4 Metoda sečen

Př́ıklad 2.4.1. Metodou sečen určete kořen funkce f(x) = sin(2x)−x při počátečńıch

aproximaćıch x0 = 0, 5, x1 = 1, 5. Výpočet ukončete při hodnotě x7, přičemž poč́ıtejte

s přesnost́ı na 10 desetinných mı́st.

Řešeńı 2.4.1. Následuj́ıćı členy posloupnosti {xk}7k=0 budeme generovat pomoćı

zmı́něného vztahu (1.14). Uved’me výpočet hodnoty x2.

x2 = x0 −
x0 − x1

f(x0)− f(x1)
f(x0)

x2 = 0, 5− 0, 5− 1, 5

f(0, 5)− f(1, 5)
f(0, 5)

x2
.
= 0, 7903897298

Dı́lč́ı výpočty daľśıch člen̊u posloupnosti naleznete v tabulce 2.15. Metodou sečen

jsme dospěli k hodnotě x7 = 0, 9401018528, která je přibližnou hodnotou kořene ξ

funkce f .

Př́ıklad 2.4.2. Pomoćı metody sečen nalezněte přiblǐznou hodnotu řešeńı rovnice√
x3 − x2 − 1 − x = 0 a to při x0 = 1, 6, x1 = 2. Výpočet ukončete ve chv́ıli, kdy

bude platit nerovnost |xk − xk+1| < 10−4.
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k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 0,500 000 000 0 1,500 000 000 0 0,790 389 729 8 0,197 036 674 4

2 1,500 000 000 0 0,790 389 729 8 0,891 054 076 7 0,068 962 674 2

3 0,790 389 729 8 0,891 054 076 7 0,945 257 760 1 −0,007 519 733 0

4 0,891 054 076 7 0,945 257 760 1 0,939 928 466 2 0,000 251 963 4

5 0,945 257 760 1 0,939 928 466 2 0,940 101 245 3 0,000 000 882 8

6 0,939 928 466 2 0,940 101 245 3 0,940 101 852 8 −0,000 000 000 1

Tabulka 2.15: Tabulka k př́ıkladu 2.4.1

k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 1,600 000 0 2,000 000 0 2,178 653 5 −0,035 171 4

2 2,000 000 0 2,178 653 5 2,205 647 0 0,000 101 5

3 2,178 653 5 2,205 647 0 2,205 569 3 −0,000 000 2

Tabulka 2.16: Tabulka k př́ıkladu 2.4.2

Řešeńı 2.4.2. Označme f(x) =
√
x3 − x2 − 1− x. Iteračńı proces metody sečen je

zanesen v tabulce 2.16. Hodnoty x3, x4 splňuj́ı stanovenou podmı́nku pro ukončeńı

výpočtu. Řešeńı zadané rovnice (resp. kořen ξ funkce f) je přibližně x4 = 2, 2055693.

K výsledku jsme dokonvergovali velmi rychle. Lepš́ı představu o tom, jak tento

krátký proces určováńı přibližné hodnoty řešeńı prob́ıhal, nám může poskytnout

obrázek 2.4. Můžeme ř́ıci, že funkce f se na okoĺı bodu ξ chová jako př́ımka, což je

Obrázek 2.4: Rychlá konvergence ke kořenu v př́ıkladu 2.4.2

právě d̊uvod brzkého ukončeńı algoritmu metody sečen.

Př́ıklad 2.4.3. Určete hodnotu kořene funkce f(x) = 0, 3 cos(x)+2x pomoćı metody

sečen při počátečńıch hodnotách x0 = −3, 5, x1 = −1, 5. Výpočet ukončete, když

bude platit |xk − xk+1| < 10−3.

Řešeńı 2.4.3. Dı́lč́ı výpočty jsou zaneseny v tabulce 2.17. Členy x6, x7 posloup-
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k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 −3,500 000 00 −1,500 000 00 −2,821 202 96 −0,143 241 37

2 −1,500 000 00 −2,821 202 96 −2,455 864 91 −0,049 919 29

3 −2,821 202 96 −2,455 864 91 −2,260 440 48 0,017 829 44

4 −2,455 864 91 −2,260 440 48 −2,311 870 35 −0,001 125 03

5 −2,260 440 48 −2,311 870 35 −2,308 817 78 −0,000 021 89

6 −2,311 870 35 −2,308 817 78 −2,308 757 20 0,000 000 03

Tabulka 2.17: Tabulka k př́ıkladu 2.4.3

k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 1,200 000 0,250 000 0,541 412 0,113 787

2 0,250 000 0,541 412 −0,579 420 0,096 979

3 0,541 412 −0,579 420 −7,046 106 46 230,444 249

4 −0,579 420 −7,046 106 −0,579 406 0,096 959

5 −7,046 106 −0,579 406 −0,579 392 0,096 939

Tabulka 2.18: Tabulka k př́ıkladu 2.4.4

nosti {xk}∞k=0 generované vztahem (1.14) splňuj́ı podmı́nku pro ukončeńı výpočtu.

Přibližná hodnota kořene ξ funkce f tedy je x7 = −2, 3087572.

Př́ıklad 2.4.4. Metodou sečen při počátečńıch aproximaćıch x0 = 1, 2, x1 = 0, 25

nalezněte na intervalu 〈0, 5; 1, 5〉 přiblǐznou hodnotu kořene funkce f(x) = 2,9x−x3
2x
−1.

Výpočet ukončete, když |f(xk+1)| < 10−4.

Řešeńı 2.4.4. Daľśı členy posloupnosti {xk}∞k=0 generované pomoćı metody sečen

jsou zapsány v tabulce 2.18. Při hodnotě x6 výpočty ukonč́ıme. Pod́ıvejme se nyńı na

obrázek 2.5, na kterém je zobrazen pr̊uběh metody sečen zadané funkce s počátečńımi

hodnotami x0 = 1, 2, x1 = 0, 25 (souřadné osy jsou v poměru 5 : 1). Z tabulky 2.18

i z obrázku 2.5 je čitelné, že funkčńı hodnoty v bodech x2, x3 jsou velmi bĺızké, proto

x4 = −7, 046106. Takto zadanými počátečńımi podmı́nkami bychom dokonvergovali

ke kořeni ξ1, jehož hodnota je přibližně ξ1
.
= −0, 491489, tedy nelež́ı v intervalu

〈0, 5; 1, 5〉.

Př́ıklad 2.4.5. Metodou sečen při počátečńıch aproximaćıch x0 = 0, 25, x1 = 1, 2

nalezněte na intervalu 〈0, 5; 1, 5〉 přiblǐznou hodnotu kořene funkce f(x) = 2,9x−x3
2x
−1.

Výpočet ukončete, když |f(xk+1)| < 10−4.

Řešeńı 2.4.5. Výsledky výpočt̊u lze nalézt v tabulce 2.19. Tento př́ıklad a př́ıklad

2.4.4 maj́ı stejné zadáńı s t́ım rozd́ılem, že došlo k záměně počátečńıch hodnot.

Pokud x0, x1 budou stanoveny tak, jak je tomu v zadáńı tohoto př́ıkladu, metodou

sečen źıskáme přibližnou hodnotu kořene ξ3
.
= 0, 912455. Pro lepš́ı představu vizte

obrázek 2.6 (osy jsou v poměru 5 : 1).
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Obrázek 2.5: Závislost konvergence na volbě počátečńıch hodnot metody sečen

k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 0,250 000 1,200 000 0,541 412 0,113 787

2 1,200 000 0,541 412 0,787 853 0,056 842

3 0,541 412 0,787 853 1,033 848 −0,071 347

4 0,787 853 1,033 848 0,896 933 0,008 017

5 1,033 848 0,896 933 0,910 763 0,000 874

6 0,896 933 0,910 763 0,912 455 −0,000 014

Tabulka 2.19: Tabulka k př́ıkladu 2.4.5

Př́ıklad 2.4.6. Metodou sečen přiblǐzně určete kořen funkce f(x) =
(
1
2

)x
+ x − 3

2

a to při počátečńıch hodnotách x0 = −3, x1 = −1. Výpočet ukončete, když nastane

nerovnost |xk+1 − xk| < 10−5.

Řešeńı 2.4.6. Vizte tabulka 2.20. Kořen funkce f je ξ
.
= −1, 659861173.

2.5 Metoda regula falsi

Př́ıklad 2.5.1. Pomoćı metody regula falsi nalezněte přiblǐznou hodnotu kořene

funkce f(x) = cos(x) + x2 − sin(x) − 1 při počátečńıch hodnotách x0 = 1, x1 = 3.

Výpočet ukončete při hodnotě x7, poč́ıtejte s přesnost́ı na sedm desetinných mı́st.

Řešeńı 2.5.1. Funkce f je spojitá na celém svém definičńım oboru. Dále ověřme,

zda plat́ı f(x0)f(x1) < 0.

f(1)
.
= −0, 3011687; f(3)

.
= 6, 8688875
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Obrázek 2.6: Vhodně zvolené počátečńı podmı́nky metody sečen

Počátečńı podmı́nka metody regula falsi je zřejmě splněna. Postupovat budeme podle

iteračńıho vzorce (1.14). Hodnotu x2 spočteme následovně:

x2 = x0 −
x0 − x1

f(x0)− f(x1)
f(x0),

x2 = 1− 1− 3

f(1)− f(3)
f(1),

x2
.
= 1, 0840073.

Nyńı nás bude zaj́ımat jaké funkčńı hodnoty nabývá funkce f v bodě x2.

f(x2) = f(1, 0840073)
.
= −0, 2409773

k xk−1 xk xk+1 f(xk+1)

1 −3,000 000 000 −1,000 000 000 −1,250 000 000 −0,371 585 770

2 −1,000 000 000 −1,250 000 000 −1,973 412 370 0,453 546 180

3 −1,250 000 000 −1,973 412 370 −1,575 777 886 −0,094 816 090

4 −1,973 412 370 −1,575 777 886 −1,644 531 973 −0,018 067 826

5 −1,575 777 886 −1,644 531 973 −1,660 717 836 0,001 020 194

6 −1,644 531 973 −1,660 717 836 −1,659 852 753 −0,000 010 028

7 −1,660 717 836 −1,659 852 753 −1,659 861 173 −0,000 000 006

Tabulka 2.20: Tabulka k př́ıkladu 2.4.6
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k xk−1 xk M N xk+1 f(xk+1)

1 1,000 000 0 3,000 000 0 −1 +1 1,084 007 3 −0,240 977 3

2 3,000 000 0 1,084 007 3 +1 −1 1,148 946 8 −0,182 805 9

3 3,000 000 0 1,148 946 8 +1 −1 1,196 932 9 −0,133 060 2

4 3,000 000 0 1,196 932 9 +1 −1 1,231 197 2 −0,093 932 6

5 3,000 000 0 1,231 197 2 +1 −1 1,255 059 4 −0,064 876 7

6 3,000 000 0 1,255 059 4 +1 −1 1,271 386 2 −0,044 131 1

Tabulka 2.21: Tabulka k př́ıkladu 2.5.1

k xk−1 xk M N xk+1 f(xk+1)

1 −3,500 00 −1,500 00 −1 +1 −2,821 20 −0,143 24

2 −1,500 00 −2,821 20 +1 −1 −2,455 86 −0,049 92

3 −1,500 00 −2,455 86 +1 −1 −2,343 51 −0,012 39

4 −1,500 00 −2,343 51 +1 −1 −2,316 51 −0,002 80

5 −1,500 00 −2,316 51 +1 −1 −2,310 46 −0,000 62

6 −1,500 00 −2,310 46 +1 −1 −2,309 13 −0,000 13

7 −1,500 00 −2,309 13 +1 −1 −2,308 84 −0,000 03

Tabulka 2.22: Tabulka k př́ıkladu 2.5.2

Funkčńı hodnota v bodě x2 je záporná, proto muśıme z x0, x1 pro daľśı krok použ́ıt

x1, jelikož plat́ı f(x1) > 0. Pr̊uběh daľśıch výpočt̊u je č́ıselně zanesen v tabulce 2.21.

Sloupce označené jako M , N obsahuj́ı po řadě hodnoty sign(f(xk−1)), sign(f(xk)).

Toto značeńı zachovejme v rámci všech tabulek př́ıslušných k této sekci. Dospěli

jsme k hodnotě x7 = 1, 2713862, kterou lze považovat za přibližnou hodnotu kořene

ξ funkce f .

Př́ıklad 2.5.2. Určete hodnotu kořene funkce f(x) = 0, 3 cos(x)+2x pomoćı metody

regula falsi při počátečńıch hodnotách x0 = −3, 5, x1 = −1, 5. Výpočet ukončete,

když |xk − xk+1| < 10−3.

Řešeńı 2.5.2. Funkce f je spojitou funkćı na celém svém definičńım oboru. Zjistěme,

zda počátečńı hodnoty splňuj́ı podmı́nku f(x0)f(x1) < 0.

f(−3, 5) = −0, 19255; f(−1, 5) = 0, 37477

Kořen lež́ı v intervalu (−3, 5;−1, 5), můžeme tedy zač́ıt s výpočty, vizte tabulka 2.22.

Po sedmi iteračńıch kroćıch jsme došli k přibližné hodnotě kořene ξ = −2, 30884,

která splňuje zadanou podmı́nku. Povšimněme si, že stejné zadáńı jsme řešili také

v př́ıkladu 2.4.3. K tomu, abychom splnili danou podmı́nku, která je v obou př́ıkla-

dech stejná, jsme při použit́ı metody regula falsi museli určit všechny členy až po

x8, kdežto v př́ıpadě řešeńı pomoćı metody sečen stačilo určit členy po x7.
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k xk−1 xk M N xk+1 f(xk+1)

1 1,000 00 2,000 00 +1 −1 0,696 97 0,999 50

2 2,000 00 0,696 97 −1 +1 1,348 01 0,449 05

3 2,000 00 1,348 01 −1 +1 1,549 92 0,094 73

4 2,000 00 1,549 92 −1 +1 1,588 83 0,016 63

5 2,000 00 1,588 83 −1 +1 1,595 55 0,002 82

6 2,000 00 1,595 55 −1 +1 1,596 69 0,000 47

7 2,000 00 1,596 69 −1 +1 1,596 88 0,000 07

Tabulka 2.23: Tabulka k př́ıkladu 2.5.4

Př́ıklad 2.5.3. Určete hodnotu kořene funkce f(x) = arctg(x + 1) − x2 + x − 1
4
.

Počátečńı hodnoty metody regula falsi jsou x0 = 2, x1 = 3. Výpočet ukončete, když

dospějete k hodnotě xk+1, pro kterou plat́ı |f(xk+1)| < 10−4.

Řešeńı 2.5.3. Podmı́nka spojitosti funkce f je zřejmě splněna. Ověřme zbývaj́ıćı

podmı́nku.

f(2)
.
= −1, 00095; f(3)

.
= −4, 92418

Na intervalu 〈2; 3〉 nemuśı mı́t funkce f kořen. Pokud bychom chtěli tyto počátečńı

hodnoty použ́ıt při hledáńı kořene funkce f , museli bychom přistoupit k použit́ı

metody sečen.

Př́ıklad 2.5.4. Řešte př́ıklad 2.5.3 při počátečńıch hodnotách x0 = 0, x1 = 2.

Řešeńı 2.5.4.

f(0)
.
= 0, 53540; f(2)

.
= −1, 00095

Zadáńı splňuje počátečńı podmı́nky metody regula falsi. Hledáńı kořene je zazna-

menáno v tabulce 2.23. Při takto zvolených počátečńıch podmı́nkách jsme po sedmi

kroćıch zjistili hodnotu x8, která splňuje podmı́nku |f(x8)| < 10−4. Pro přibližnou

hodnotu kořene na základě výpočt̊u plat́ı: ξ
.
= x8 = 1, 59688. Na obrázku 2.7 (osy

jsou v poměru 1 : 2) je zobrazena funkce f s počátečńımi podmı́nkami př́ıkladu 2.5.3

(značeny x0, x1) a tohoto př́ıkladu (značeny x0, x1).

Př́ıklad 2.5.5. Metodou regula falsi přiblǐzně určete kořen funkce f(x) =
(
1
2

)x
+x− 3

2

a to při počátečńıch hodnotách x0 = −3, x1 = −1. Výpočet ukončete, když nastane

nerovnost |xk+1 − xk| < 10−5.

Řešeńı 2.5.5. Funkce f je zřejmě spojitá. Dále plat́ı

f(−3) = 3, 5; f(−1) = −0, 5.

Můžeme tedy zač́ıt s hledáńım kořene na intervalu (−3,−1), vizte tabulka 2.24.

Hledaná přibližná hodnota kořene ξ funkce f odpov́ıdá hodnotě x20 = −1, 6598525.

Povšimněme si, že stejné zadáńı jsme řešili pomoćı metody sečen v př́ıkladu 2.4.6.

Jde o př́ıpad, který jsme rozeb́ırali závěrem sekce 1.6. Vizte obrázek 2.8 (osy jsou v

poměru 1 : 2). Metoda regula falsi pro tento př́ıpad konverguje pomaleji.

46



k xk−1 xk M N xk+1 f(xk+1)

1 −3,000 000 0 −1,000 000 0 +1 −1 −1,250 000 0 −0,371 585 8

2 −3,000 000 0 −1,250 000 0 +1 −1 −1,417 960 9 −0,245 885 2

3 −3,000 000 0 −1,417 960 9 +1 −1 −1,521 808 2 −0,150 301 0

4 −3,000 000 0 −1,521 808 2 +1 −1 −1,582 672 7 −0,087 430 4

5 −3,000 000 0 −1,582 672 7 +1 −1 −1,617 214 8 −0,049 392 8

6 −3,000 000 0 −1,617 214 8 +1 −1 −1,636 457 4 −0,027 442 8

7 −3,000 000 0 −1,636 457 4 +1 −1 −1,647 065 5 −0,015 106 1

8 −3,000 000 0 −1,647 065 5 +1 −1 −1,652 879 7 −0,008 272 8

9 −3,000 000 0 −1,652 879 7 +1 −1 −1,656 056 3 −0,004 517 8

10 −3,000 000 0 −1,656 056 3 +1 −1 −1,657 788 8 −0,002 463 4

11 −3,000 000 0 −1,657 788 8 +1 −1 −1,658 732 8 −0,001 342 1

12 −3,000 000 0 −1,658 732 8 +1 −1 −1,659 246 9 −0,000 730 9

13 −3,000 000 0 −1,659 246 9 +1 −1 −1,659 526 8 −0,000 397 9

14 −3,000 000 0 −1,659 526 8 +1 −1 −1,659 679 2 −0,000 216 6

15 −3,000 000 0 −1,659 679 2 +1 −1 −1,659 762 1 −0,000 117 9

16 −3,000 000 0 −1,659 762 1 +1 −1 −1,659 807 3 −0,000 064 1

17 −3,000 000 0 −1,659 807 3 +1 −1 −1,659 831 9 −0,000 034 8

18 −3,000 000 0 −1,659 831 9 +1 −1 −1,659 845 2 −0,000 019 0

19 −3,000 000 0 −1,659 845 2 +1 −1 −1,659 852 5 −0,000 010 3

Tabulka 2.24: Tabulka k př́ıkladu 2.5.5
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Obrázek 2.7: Počátečńı hodnoty př́ıklad̊u 2.5.3, 2.5.4

Obrázek 2.8: Pomalá konvergence ke kořenu v př́ıkladu 2.5.5
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Kapitola 3

Aplikace ve fyzice

Zabývejme se nyńı otázkou, jaké jsou možnosti aplikace zmı́něných numerických me-

tod ve fyzice. Při fyzikálńıch výpočtech či měřeńıch může nastat situace, kdy stoj́ıme

před úkolem vyřešit nějakou algebraicky neřešitelnou (nebo složitě řešitelnou) rov-

nici. V některých př́ıpadech lze použ́ıt k nalezeńı řešeńı této rovnice numerických

metod a určit jej aspoň přibližně. Přibližné řešeńı ve fyzikálńı praxi mnohdy postač́ı,

jelikož použ́ıvané př́ıstroje maj́ı své odchylky, které jsou dány jejich konstrukćı.

Nyńı uvedeme př́ıklad jednoho konkrétńıho fyzikálńıho měřeńı, jehož zpracováńı

vede k řešeńı algebraicky komplikovaně řešitelné rovnice. Předt́ım, něž poṕı̌seme

samotný pr̊uběh měřeńı, uved’me ve zkrácené formě teorii př́ıslušnou k tématu. Bu-

deme určovat logaritmický dekrement dřevěné tyče obdélńıkového pr̊uřezu, který je

d̊uležitou charakteristikou tlumených oscilátor̊u.

3.1 Teorie

Představme si pružinu, na ńıž je zavěšeno závaž́ı. To, jaká je výchylka pružiny,

kterou v tuto chv́ıli považujeme za harmonický lineárńı mechanický oscilátor, v čase

t, popisuje rovnice

ψ = ψm sin(ω0t+ ϕ0). (3.1)

Přičemž ψm znač́ı amplitudu výchylky, výraz (ω0t + ϕ0) fázi kmitu, ϕ0 počátečńı

fázi kmitu, ω0 úhlovou frekvenci oscilátoru, kde ω0 = 2πf = 2π
T

, kde f je frek-

vence a T perioda. Závislost výchylky harmonického oscilátoru, který byl vychýlen

z rovnovážné polohy, na čase je ilustrována obrázkem 3.1.

Popǐsme nyńı reálný mechanický lineárńı oscilátor. Na každý takový oscilátor

p̊usob́ı odporová (tlumı́ćı) śıla Fo. Uvažujme př́ıpad, kdy odporová śıla je př́ımo

úměrná rychlosti v pohybuj́ıćıho se tělesa, tedy

Fo = −bv, (3.2)

kde b > 0 je součinitel lineárńıho odporu (jeho jednotka je N ·m−1 · s). Śıla Fo p̊usob́ı

proti směru rychlosti v, proto v rovnici (3.2) je na pravé straně mı́nus. Působeńım
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Obrázek 3.1: Harmonické kmitáńı

této śıly je tlumen kmitavý pohyb, přičemž se mechanická energie soustavy měńı

na vnitřńı energii oscilátoru a jeho okoĺı. Abychom popsali závislost výchylky z rov-

novážné polohy na čase u takovéhoto oscilátoru, muśıme vyřešit pohybovou rovnici

tlumených kmit̊u, která je lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnićı druhého řádu

s konstantńımi koeficienty. Rozbor řešeńı této rovnice lze nalézt v [10]. Pro naše

potřeby postač́ı, když pouze uvedeme výsledný tvar vztahu, který popisuje pr̊uběh

tlumených kmit̊u. Ten nabývá tvaru

ψ = ψ0e
−δt sin(ω0t+ ϕ0). (3.3)

Porovnáme-li rovnice (3.1) a (3.3), zjist́ıme, že jediný rozd́ıl mezi nimi je, že am-

plitudu výchylky ψm z rovnice (3.1) nahradil součin ψ0e
−δt. Pro harmonické kmity

je maximálńı výchylka po uplynut́ı periody T stejná, kdežto v př́ıpadě tlumených

kmit̊u klesá, jelikož funkce f(t) = ψ0e
−δt je klesaj́ıćı exponenciálńı funkćı. Časový

pr̊uběh tlumených kmit̊u je zobrazen na obrázku 3.2. Z rovnice (3.3) pro amplitudu

dvou po sobě jdoućıch kmit̊u plat́ı

ψn = ψ0e
−δtn , ψn+1 = ψ0e

−δ(tn+T ) = ψne−δT .

Naš́ım ćılem je zjistit, jaký je vztah mezi dvěma po sobě jdoućımi lokálńımi maximy

křivky z obrázku 3.2. Z toho d̊uvodu vydělme vyjádřeńı ψn vyjádřeńım ψn+1:

ψn
ψn+1

= eδT .

Výraz eδT je konstantńı a nazýváme jej útlum. Urč́ıme-li hodnotu přirozeného loga-

ritmu útlumu, dostáváme bezrozměrnou veličinu, kterou je logaritmický dekrement,
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Obrázek 3.2: Tlumené kmitáńı

jenž znač́ıme ṕısmenem Λ. Tedy plat́ı

Λ = ln eδT = δT.

Pro potřeby měřeńı je nutno zavést pojem rezonančńı frekvence. Nebudeme se

pouštět do podrobnost́ı, jelikož nám jde předevš́ım o samotné zpracováńı hodnot,

nikoliv o fyzikálńı podstatu. Nyńı uvažujme mechanický oscilátor, který budeme

nuceně rozkmitávat p̊usobeńım periodicky časově proměnné bud́ıćı śıly

Fb = Fm sin(Ωt), (3.4)

kde Fm je amplitudou bud́ıćı śıly a Ω jej́ı úhlovou frekvenćı. V př́ıpadě takovéhoto

oscilátoru lze správnou volbou úhlové frekvence Ω doćılit stavu rezonance. Takto

vhodně zvolenou úhlovou frekvenci nazýváme rezonančńı úhlovou frekvenćı a znač́ı-

me ji Ω0, přičemž se jedná o frekvenci, při ńıž oscilátor kmitá s největš́ı amplitudou.

Závislost amplitudy ψ na úhlové frekvenci Ω, je ilustrována obrázkem 3.3. Tuto

křivku nazýváme rezonančńı křivkou a předpis pro jej́ı konstrukci je obecně dán

vztahem

ψ =
Φm√

(Ω2
0 − Ω2)

2
+ 4δ2Ω2

, (3.5)

přičemž Φm je amplitudou obecně braného bud́ıćıho činitele, jenž realizuje nucené

kmitáńı.
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Obrázek 3.3: Rezonančńı křivka

3.2 Postup měřeńı

Dosud jsme uvažovali pouze př́ıpad, kdy osciluje závaž́ı na pružině kolem rov-

novážné polohy. V tomto měřeńı budeme proměřovat rezonančńı křivku dřevěné

tyče obdélńıkového pr̊uřezu, která je zavěšena v mı́stech uzl̊u chvěńı tyče. Jak určit

polohu uzl̊u lze nalézt v [8]. Aparaturu zapoj́ıme podle schématu na obrázku 3.4.

Oba konce tyče jsou opatřeny železnými pĺı̌sky. Pomoćı elektromagnetického budiče,

Obrázek 3.4: Zapojeńı aparatury

jehož obvodem bude procházet stř́ıdavý proud, uvedeme vzorek do chvěńı. Železný

pĺı̌sek druhého kmitaj́ıćıho konce zp̊usobuje v okoĺı sńımače proměnný magnetický

tok a v závitech sńımače je indukováno napět́ı. Toto napět́ı je měřeno milivoltmet-

rem. Laděńım frekvence stř́ıdavého proudu v budiči zjist́ıme rezonančńı frekvenci f0.

Vztah mezi úhlovou rezonančńı frekvenćı a rezonančńım kmitočtem je Ω0 = 2πf0.

Za rezonančńı frekvenci f0 budeme považovat takovou frekvenci, pro kterou bude
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hodnota amplitudy napět́ı na displeji milivoltmetru maximálńı. Ve chv́ıli, kdy na-

lezneme f0 uprav́ıme hodnotu napět́ı na milivoltmetru na 1 V. Poté budeme ladit

vstupńı frekvenci na tónovém generátoru tak, abychom určili hodnoty frekvenćı

pro napět́ı 0, 4 V; 0, 6 V; 0, 8 V na displeji takto nastaveného milivoltmetru. Podle

obrázku 3.3 lze předpokládat, že nalezneme pro každou hodnotu napět́ı dvě frek-

vence, jinými slovy proměř́ıme rezonančńı křivku v obou směrech od maxima. Bu-

deme tedy proměřovat závislost amplitudy napět́ı U na frekvenci f . Logaritmický

dekrement tyče pak urč́ıme ze vztahu

Λ = π
∆f0,7
f0

, (3.6)

kde výrazem ∆f0,7 rozumı́me vzdálenost bod̊u [f1; 0, 7], [f2; 0, 7], kde f1, f2 jsou

hodnoty frekvenćı, pro něž bychom milivoltmetrem naměřili 0, 7 V. Pro ilustraci

uved’me obrázek 3.5. Př́ıslušné vztahy pro odvozeńı rovnice (3.6) lze nalézt v [2], [5],

[8].

Obrázek 3.5: Grafická interpretace výrazu ∆f0,7

3.3 Naměřené hodnoty a jejich zpracováńı

V tabulce 3.1 jsou zaneseny naměřené hodnoty. Uzlové body roviny źıskané z namě-

řených hodnot prolož́ıme vhodnou funkćı g, která bude obecně tvaru

g(f) =
A√(

(2πf0)
2 −Bf 2

)2
+ Cf 2

,

kde A,B,C ∈ R. Tento tvar vyplývá z rovnice (3.5). Dá se předpokládat, žeB
.
= 4π2,

jelikož plat́ı Ω = 2πf . K nalezeńı koeficient̊u A, B, C lze využ́ıt vhodný matematický

software. V našem př́ıpadě jsme při určováńı těchto hodnot, resp. při hledáńı vhodné

aproximačńı funkce, pracovali se softwarem Logger Pro 3 Demo. Výsledná funkce,
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U [V] f [Hz]

0,4 340,601

0,6 346,965

0,8 348,400

1,0 350,000

0,8 351,122

0,6 351,807

0,4 352,871

Tabulka 3.1: Tabulka naměřených hodnot

kterou prolož́ıme uzlovými body je zobrazena na obrázku 3.6 (osy jsou v poměru

12 : 1 a prot́ınaj́ı se v bodě [335, 0]) a jej́ı předpis je

g(f) =
5, 167 · 104√(

(2πf0)
2 − 39, 58f 2

)2
+ 2, 2 · 104f 2

,

kde z tabulky 3.1 plat́ı f0 = 350 Hz. Graf funkce g neńı přesnou rezonančńı křivkou,

Obrázek 3.6: Uzlové body proložené funkćı g

avšak pro ilustraci postač́ı.

Naš́ım ćılem je zjistit, jaké jsou přibližné hodnoty frekvenćı f1, f2, ve kterých

funkce g nabývá napět́ı 0, 7 V. Při hledáńı těchto frekvenćı budeme vycházet z funkce

h, pro kterou plat́ı h(f) = g(f) − 0, 7. Doćıĺıme tak toho, že f1, f2 budou kořeny

funkce h. Funkce h společně s body f1, f2 jsou vyobrazeny na obrázku 3.7 (osy jsou

v poměru 12 : 1 a prot́ınaj́ı se v bodě [345, 0]).

Pokusme se nejprve pomoćı metody regula falsi nalézt přibližnou hodnotu frek-

vence f1. Za počátečńı hodnoty zvolme x0 = 345, x1 = 350. Iteračńı proces zastav́ıme
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Obrázek 3.7: h(f) = g(f)− 0, 7

k xk−1 xk sign(f(xk−1)) sign(f(xk)) xk+1 sign(f(xk+1))

1 345,000 350,000 −1 +1 347,713 +1

2 345,000 347,713 −1 +1 347,595 −1

3 347,595 347,713 −1 +1 347,636 −1

4 347,636 347,713 −1 +1 347,636 −1

Tabulka 3.2: Iteračńı proces určováńı přibližné hodnoty frekvence f1

ve chv́ıli, kdy dvě po sobě jdoućı iterace budou od sebe vzdáleny o méně než 10−2.

Pr̊uběh iteraćı je zaznamenán v tabulce 3.2.

Poznámka 3.1. Osvětleme d̊uvody volby metody regula falsi pro určováńı hodnoty

kořene funkce h na intervalu (x0, x1). Na tomto intervalu funkce h nabývá svého ma-

xima. V př́ıpadě volby Newtonovy metody by mohla nastat situace jako v př́ıkladu

2.3.3. Pokud bychom zvolili metodu sečen, hrozilo by, že funkce h by ve dvou po sobě

jdoućıch iteraćıch nabývala bĺızkých, nebo dokonce stejných hodnot. Tato situace je

popsána v závěru sekce 1.6. Pro použit́ı metody prosté iterace bychom museli naj́ıt

vhodnou iteračńı funkci, což by pro funkci h bylo obt́ıžné. Metoda bisekce, stejně

jako metoda regula falsi, jsou metodami řádu jedna, tedy rychlost konvergence me-

tody bisekce nebude vyšš́ı než metody regula falsi.

Přibližná hodnota hledané frekvence je f1
.
= 347, 636 Hz. Nalezněme nyńı pomoćı

metody sečen přibližnou velikost frekvence f2. Uvažujme x0 = 350, x1 = 355 jako

počátečńı hodnoty. Podmı́nku ukončeńı iteračńıho procesu zachovejme stejnou jako

při hledáńı přibližné hodnoty frekvence f1. V tabulce 3.3 je zanesen iteračńı proces.

Poznámka 3.2. Při určováńı hodnoty f2 se opět vyvarujeme použit́ı Newtonovy

metody a metody prosté iterace z d̊uvod̊u osvětlených v poznámce 3.1. Na intervalu
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k xk−1 xk xk+1

1 350,000 355,000 352,071

2 355,000 352,071 350,897

3 352,071 350,897 351,479

4 350,897 351,479 351,436

5 351,479 351,436 351,434

Tabulka 3.3: Iteračńı proces určováńı přibližné hodnoty frekvence f2

(x0, x1) funkce h nenabývá maxima, metoda sečen je metodou vyšš́ıho řádu než

metody regula falsi a bisekce, proto použijeme právě ji.

Metodou sečen jsme nalezli přibližnou hodnotu frekvence f2
.
= 351, 434 Hz. Nyńı

již známe hodnotu rezonančńı frekvence f0 i přibližné hodnoty hledaných frekvenćı

f1, f2. Můžeme tedy dosazeńım do rovnice (3.6) určit logaritmický dekrement měřené

tyče.

Λ = π
∆f0,7
f0

Λ = π
f2 − f1
f0

Λ = π
351, 434− 347, 636

350

Λ
.
= 0, 034

Přibližná hodnota logaritmického dekrementu měřené tyče je Λ
.
= 0, 034.
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Závěr

Při hledáńı řešeńı rovnice (1.1) pomoćı popsaných metod je nutno zohlednit hned

několik skutečnost́ı. Vždy nám pomůže, pokud máme aspoň rámcovou představu

o tom, jak se funkce f chová na okoĺı svého kořene ξ. Na základě této představy

pak lze vybrat tu metodu, pomoćı které dokonvergujeme k přibližné hodnotě kořene,

popř́ıpadě na základě výpočt̊u uhodneme přesnou hodnotu ξ. Jak je v textu zmı́něno,

každá z uvedených metod je charakteristická svým řádem. Snaha o aplikaci metody

s nejvyšš́ım možným řádem na řešeńı konkrétńıho př́ıkladu je žádoućı. Nutno však

sledovat veškeré okolnosti, jež by mohly negativně ovlivnit iteračńı proces dané me-

tody. V př́ıpadě, že nemáme jistotu, že některá z metod bude konvergovat ke kořenu,

raději volme metodu jinou a to i s vědomı́m, že tato metoda bude konvergovat po-

maleji. Žádná z metod neńı univerzálńım nástrojem pro nalezeńı všech řešeńı všech

rovnic, avšak v mnohých situaćıch poslouž́ı velmi dobře.

Prvńı kapitola popisuje principy jednotlivých metod. Na základě těchto popis̊u

jsme byli schopni řešit př́ıklady v kapitole 2. Podařilo se nám poukázat na některé

jevy, které mohou ovlivnit proces určováńı kořene. Tyto jevy byly také interpre-

továny geometricky. V rámci jedné bakalářské práce však nelze podrobně rozebrat

všechny situace, jež mohou nastat. Ve třet́ı kapitole jsme uvedli jednu z možných fy-

zikálńıch aplikaćı numerických metod řešeńı nelineárńıch rovnic. Tento př́ıpad však je

jen jedńım z mnoha. Nepochybně bychom nalezli nepřeberné množstv́ı aplikaćı ve fy-

zikálńı problematice. Jmenujme např́ıklad určováńı vlastńıch č́ısel matic, která maj́ı

význam v kvantové fyzice a kybernetice. Práce by dále mohla zahrnovat např́ıklad

sekci věnovanou lokalizaci kořen̊u polynomických funkćı. Tato sekce by nám zajisté

pomohla při určováńı počátečńıch hodnot jednotlivých numerických metod.
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2.7 Počátečńı hodnoty př́ıklad̊u 2.5.3, 2.5.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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1.1 Pomocná tabulka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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2.2 Tabulka k př́ıkladu 2.1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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