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numerickych matematickych metod, konkrétné pak metody puleni intervalu, prosté
iterace, Newtonovy metody, metody secen a metody regula falsi, a jejich nasledna
aplikace pti feseni fyzikdlnich problému. Teoreticka ¢ast se zabyva dukazy platnosti
vyse uvedenych metod a jejich podrobnym popsanim. Prakticka ¢ast nasledné obsa-
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Uvod

Jednou ze zékladnich tloh matematiky je hledani feseni rovnic, pokud je rovnice za-
psana ve tvaru f(z) = 0, je tato tloha ekvivalentni s hleddnim kofene funkce f. Stu-
dent se v prubéhu svého studia seznami s algebraickymi metodami feseni mnoha typu
rovnic. Avsak existuje nekoneéné mnoho rovnic, které nejsou algebraicky tesitelné.
Uved'me napifklad moznosti feseni rovnic f(z) = 0, kdy funkce f je polynomickou
funkci. Takovéto rovnice jsou vzdy algebraicky fesitelné, pokud funkce f je nejvyse
stupné 4. Nicméné nutno zminit skutecnost, ze feseni vétsiny kubickych a bikvadra-
tickych rovnic je pomérné zdlouhavé. V pripadech, kdy stojime pred tikolem nalezeni
feSseni néjaké rovnice, kterd neni algebraicky fesitelna, nebo je takto fesitelna, ale
postup je prilis komplikovany, nam mohou dobfe poslouzit numerické matematické
metody feseni nelinedrnich rovnic ve tvaru f(z) = 0.

Takovéto metody maji Siroké uplatnéni v programatorské praxi. Kazda metoda je
charakteristicka svym algoritmem, ktery vede k nalezeni priblizného feseni. Prevést
tyto algoritmy do zdrojového kédu néjakého programovaciho jazyka by nemeél byt
ani pro programatora zacateénika problém. Prakticky staci byt obeznamen s funkei
cyklickych a podminénych piikazu.

Cilem této prace je popsat a geometricky interpretovat nékteré z téchto me-
tod, jmenovité metodu bisekce, metodu prosté iterace, Newtonovu metodu, metodu
seéen a metodu regula falsi. Ctendf bude obezndmen s algoritmy, které mohou vést
k dspésnému urceni feseni (nebo aspon jeho piiblizné hodnoty) rovnice f(x) = 0,
resp. korenu funkce f, jednotlivych metod a dukazy jejich platnosti. Nésledné tyto
metody budou uplatnény v feseni konkrétnich prikladu. Hledani feSeni algebraicky
nefesitelnych, nebo slozité tesitelnych rovnic vsak neni pouze zalezitosti matematiky;,
ale i fyziky. Fyzikalni ivahy mohou vést k pozadavku nalezeni feseni takové rovnice,
proto poukazeme na aplikaci numerickych matematickych metod ve fyzikédlni proble-
matice. Uvodem nutno zduraznit, ze zadna ze zminénych metod neni univerzalnim
nastrojem pro nalezeni vSech feseni vSech rovnic. Jednim z nasich dalsich cilu tedy
je rozebrat efektivitu feSeni nékterych konkrétnich typu rovnic pomoci uvedenych
metod.

Prvni kapitola je vénovana zavedeni nékterych potrebnych pojmu, které budou
v praci pouzivany, a pravé popisu jednotlivych metod. V této kapitole bylo ¢erpano
z: (1], [3], [4], [6], [7], [9], [11]. Kapitola druhd uvadi feseni konkrétnich piikladu
a v pripadé potieby i jejich stru¢ny rozbor a geometrickou interpretaci itera¢nich



procesu. V posledni kapitole je zpracovano fyzikalni méteni, které vede na feSeni
algebraicky slozité resitelné rovnice pomoci numerickych metod. Uveden je i struény
vytah z fyzikdlni teorie piislusné k tématu. Ve tieti kapitole bylo ¢erpéano z: [2], [5],
[8], [10].

Jednou ze zékladnich tendenci autora je oddélit teoretické poznatky od vypoctu,
proto jsou témeér vSechny ciselné vypocty uvedeny ve druhé kapitole, popiipadé
ve treti. V rdmci celé préce se omezime pouze na hleddni feseni (resp. kofenu)
nelinedrnich rovnic (resp. funkef) jedné redlné neznamé (resp. proménné). Vypocty
byly realizovany v programu GNU Octave, vSechny obrazky obsazené v préaci byly
vytvoreny v programu Geogebra.
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Kapitola 1

Numerické metody

Tématem této kapitoly jsou numerické metody teseni nelinearnich algebraickych
rovnic, kdy algebraickymi metodami nejsme schopni ziskat presnou hodnotu feseni.

Obecné budeme hledat feSeni rovnice ve tvaru

f(z) =0, (1.1)

kde x je realnd proménnd a f je v né¢jakém smyslu ,rozumna“ funkce. Cislo &, které

je feSenim rovnice (1.1), budeme nazyvat kofenem funkce f.

1.1 Zavedeni nékterych pojmu

Kazdé z nasledujicich uvedenych metod je charakteristicka svym tadem. Zjednodu-
Sené feceno, Tad metody je ¢islo urcujici rychlost konvergence dané metody ke koteni

funkce f, resp. k feseni rovnice (1.1).

Definice 1.1. Necht posloupnost {z)},-,, kterd je vysledkem néjakého iteracniho
procesu, konverguje k éislu €. Necht proces neskonéi po koneéné mnoha krocich, tj.
ar # 0 pro vSechna k > 0, kde oy, = xp — €. Existuje-li redlné ¢islo p > 1 takové, ze
plati

. ’Oék+1|
1 _— =
kggo |Oék‘p ¢ # 07

pak fekneme, Ze itera¢ni proces (iteracni metoda) je tadu p v bodeé &.

V této bakalarské praci budeme hojné uzivat pojmu spojité funkce, proto jej
radné zadefinujme. Za¢néme definici spojitosti funkce v bodé.

Definice 1.2. Rikdme, ze funkce f je spojitd v bodé a, jestlize a € Dy a k libo-
volnému okoli U(b) bodu b = f(a) existuje okoli V(a) bodu a tak, ze pro vsechna
xr € R plati

reV(a)NDy= f(x) € Ub).

Nyni uvedme pravé definici spojité funkce.



Definice 1.3. Rikdme, ze funkce f je spojitd, je-li spojita v kazdém bodé definiénfho
oboru.

Pro potreby teseni konkrétnich prikladu je vhodné se obezndmit se znénim nasledu-

jicich vét.

Véta 1.1. Necht funkce f: B — R, g : B — R jsou spojité v bodé b € B a necht
¢ € R. Pak jsou v bodé b spojité téz funkce f + g, f—g, cf, fg, |f|, a je-li g(b) # 0,
téz funkce f/g.

Dikaz. Lze nalézt v [1, str. 143]. O

Véta 1.2 (Spojitost slozené funkce.). Necht funkce g : A — R je spojitd v bodé
a € A a funkce f : B — R spojitd v bodé b = g(a), Hy, C B. Pak sloZend funkce
F = f og je spojitd v bodé a.

Dikaz. Lze nalézt v [1, str. 143]. O

1.2 Metoda bisekce

Tato metoda je metodou vzdy konvergentni, jedna se o metodu fadu jedna. Me-
tody tohoto fddu konverguji linedrné. Rychlost konvergence takovych metod sice
neni velka, ale konverguji pii libovolné pocatecni aproximaci. Metoda bisekce neboli

metoda puleni intervalu je zalozena na nasledujici véte.

Véta 1.3 (Cauchyova véta o nulové hodnoté.). Je-li funkce f spojitd na intervalu

(a,b) a plati-li f(a)f(b) < 0, tj. f(a) # 0 # f(b), sign(f(a)) # sign(f(b)), pak
existuje bod & € (a,b) tak, ze f(&) = 0.

Diikaz. Lze nalézt v [1, str. 149)]. O

Popisme nyni prubéh metody bisekce. Predpokladejme, ze funkce f spliuje pod-
minky véty 1.3. Déle predpoklddejme, ze v intervalu (a,b) lezi pravé jeden koten
&, Oznaéme a = ag, b = by, sg = %(ao + bo). Je-li f(ao)f(so) < 0, pak koten lezi
v intervalu (ag, sp) a polozime ag = a1, so = by. Je-li f(so)f(bo) < 0, pak kofen
lezi v intervalu (sg,bg) a polozime so = a1, by = by. Treti moznosti je, ze funkéni
hodnota v bodé sy je rovna nule, pak je cislo sy korenem funkce f. Opakovanim
tohoto postupu ziskdme posloupnost intervalu

(ao,bo) D (al,bl) D <a2,b2) D (ag,bg) ... (an,bn) Doy,

pticemz pro vSechna i, kdy ¢ = 0,1,...,n,..., plati, ze f(a;)f(b;) <O.

Na obrazku 1.1 je vidét, jak volba pocateéniho intervalu ovlivni nésledujici
prubéh iteraci. V tomto konkrétnim pripadé dolni mez a intervalu (a,b) je v po-
rovnani s horni mezi blizko kotene &, proto maji vSechny itera¢ni intervaly zobrazené

na obrazku 1.1 stejnou dolni mez.
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Obrazek 1.1: Iteraéni prubéh metody bisekce

Je ziejmé, ze plati

§< - < b3 < by < by < by

Posloupnost {a,}5°, je tedy neklesajici zdola omezend a {b,}>°, nerostouci shora

omezend. Délka intervalu (ay, b,) je ddna vztahem

bO—CLO
bn_ n — )
a on

n=0,1,2...,
tedy pro n — oo se délka intervalu (ay,, b,) bude blizit k nule. Proto plati:

lim a, = lim b, = ¢&.
n—oo n—oo

V tuto chvili lze jiz snadno dokazat, ze ¢ je kotenem funkce f, jelikoz f je spojitd
na intervalu (a,b) a plati f(a,)f(b,) <0,n=0,1,2... Z tohoto

lim f(a,)(ba) = f(€) < 0.

n—o0

Chceme-li odhadnout chybu metody puleni intervali, nejprve si znovu uvédomme,
ze funkce f je na (a,b) spojitd a ze koten ¢ lezi vzdy uvniti intervalu (a,, b,):

a, <&£<b,, n=0,1,2,...

Aproximaci korene £ hodnotou s,, z uvedeného postupu plyne, ze

b—a an, + b,
|Sn—€|gw, Sy = 5 .

V praxi pri feSeni urcitého prikladu lze predem urcit nutny pocet iteraci pro nalezeni
intervalu, ktery obsahuje hledany koten, s pozadovanou presnosti. Pfesnosti budeme
v tomto pfipadé rozumét délku posledniho nalezeného intervalu, v némz lezi kofen
¢. Postupujme induktivné. Pokud bychom hledali kofen rovnice (1.1) na intervalu
(a,b), pak pro odchylku e, kterd vyjadiuje délku nalezeného intervalu, v némz lezi
koren, jednotlivych itera¢nich kroku plati:

11



0: bo—(l0:€

1- bo—CZo:
bogao
2: TZE
3 bo—aozg
8
. bO—CLO_
n: o =e.

Upravou vztahu pro odchylku n-tého iteracniho kroku ziskdme vztah vyjadiujici

nutny pocet iteraci pro splnéni zadané presnosti:

bo — ag .
2n

by —
log, ( o2na0) = logy ¢

logy(bg — ag) —n = logy e

n = logy(bo — ag) — logy e

n = log, <b° - a“) . (1.2)

€

Zaveérem této uvahy si uvédomme, ze n je prirozené ¢islo. Z tohoto duvodu upravime

n > log, <bo — a()) : (1.3)

rovnici (1.2) do tvaru

3

1.3 Metoda prosté iterace

V této sekei se budeme zabyvat fesenim rovnice (1.1), pomoci hleddni feseni ekvi-
valentn{ rovnice tvaru

g(z) == (1.4)

Budeme tedy hledat bod &, ktery je pevnym bodem funkce g. Bod £ je pevnym
bodem funkce g, pokud plati g(§) = &. Pokud jsou rovnice (1.1) a (1.4) ekviva-
lentni, pak pevny bod ¢ funkce g je korenem funkce f a naopak. Nastavaji dvé
otazky. Jakym postupem nalézt pevny bod £7 Jak vhodné zvolit funkei g7 Nejprve
se pokusime odpovédét na prvni z nich.

Véta 1.4. Necht g € C'{a,b), g: (a,b) — {(a,b). Pak funkce g md v intervalu (a,b)
pevny bod. Jestlize g splnuje navic Lipschitzovu podminku s konstantou q, 0 < g < 1

l9(z) —g(y)| < qlz —y|, Va,y € (a,b),

pak g md v intervalu jeding pevny bod.

12



Diikaz. Jak se uvadi v [4], jestlize g(a) = a nebo g(b) = b, je existence pevného
bodu ziejmé. Predpoklddejme nyni, ze g(a) > a, g(b) < b a uvazujme funkci h,
h(z) = g(x) — x. Ztejme h € C (a,b) a déle

h(a) = g(a) —a >0, h(b)=g(b)—b<D0.

Z vlastnosti spojitych funkei plyne, ze existuje bod & € (a,b) tak, ze h(§) = 0, tj.
g(&) —&E=0= ¢ =g(§) atedy & je pevny bod funkee g.

Necht funkce ¢ spliiuje Lipschitzovu podminku s konstantou ¢, 0 < ¢ < 1.
Predpokladejme, ze existuji dva pevné body &, n. Nyni pro tyto body plati

€= nl =19(8) — 9] < ql€ = nl < |€ =],
coz je spor a odtud plyne, ze £ = 1. O

Hledani pevného bodu funkce g z rovnice (1.4) se da geometricky interpretovat
jakozto hledani pruseéiku grafu funkce g s osou prvniho a tiretiho kvadrantu roviny
xy. K nalezeni tohoto bodu muzeme vyuzit pravé metodu prosté iterace. Touto

Y
y==x

LTi+1 = g(wk)

0 Tr1 & T, x

Obrazek 1.2: Grafické urceni xp.1; pomoci metody prosté iterace

metodou nachdzime pomoci pocéteéni aproximace zy posloupnost {zj},., podle
predpisu
Ty = g(xg), k=0,1,2,... (1.5)

Funkci g pak nazveme iteracni funkei (vizte obrazek 1.2).
Pokusme se nyni definovat chybu k-té iterace. Zavedme pro tuto chybu oznaceni
£k, tedy plati:
er=xr,—& k=0,1,2,...

Za predpokladu, ze posloupnost generovana vztahem (1.5) je konvergentni, plati

lim x = €.
k—o0

13



Pokud existuje realné ¢islo p > 1 takové, ze plati

lim ’xk-i-l _§| — T ’€k+1| _ 7& 07
koo |z — &P koo |ex|P

o metodé pak muzeme fici, ze se jednd o metodu fadu p pro bod &. Cislo ¢ nazveme
asymptotickou konstantou chyby, ktera zavisi na volbé iterac¢ni funkce g. Tim, ze po
konstanté ¢ pozadujeme, aby byla ruzna od nuly, ziskavame jistotu, ze p je uréeno
jednoznacné. Pokud ¢ = 0 pro néjakou funkci g, pak metoda konverguje rychleji nez
obvykle.

Formulujme nésledujici vétu, ve které ukazeme, ze fdd jednokrokovych metod
(takovych metod, pro néz plati, ze zy41 urcujeme pomoci jedné hodnoty xj) je
prirozené cislo.

Veéta 1.5. Necht funkce g md v okoli bodu & derivace aZ do Tddu p > 1 véetné.
Iteraéni metoda xpy1 = g(xg), k =0,1,... je fadu p tehdy a jen tehdy, kdyz plati

§=9©), ¢V©=0, 1<j<p, g7 #0.

Diikaz. Jak se uvadi v [4], vyjadifme funkci g v okoli bodu £ pomoci Taylorova

vzorce

’ ry —§ rl p—1
o) = €+ (= /) 4o+ CEZ o) 4 B
(wr = &)” (»)

= g ), (1.6)
kde bod « lezi v intervalu uréeném body xj a £. Protoze xy1 = g(xy), dostaneme
z predchoziho vztahu
(z, — &P o
|
p!

(@), (1.7)

Tl+1 —52

a tedy
o Jos =€ 9P
k—o0 |£L‘k — €|p p'

£0.

Metoda je tedy tadu p > 1, p pfirozené cislo.

7 druhé strany: Necht pro nékteré j, 1 < j < p, plati g¥)(¢) # 0. Pak z (1.6)
plyne, ze metoda nemiize byt iddu p. Rovnéz, jestlize g®) (&) = 0, pak z (1.7) plyne,
ze metoda neni fadu p. O

V nésledujici vété ukazeme, kdy metoda prosté iterace konverguje k pevnému
bodu &.

Veéta 1.6. Necht jsou splnény predpoklady véty 1.4. Pak pro libovolnou poédteénd
aprozimaci Ty € (a,b) je posloupnost {xy}tr ., xr = g(xk_1), konvergentni a plati

klim xr =&, kde & je pevny bod funkce g.
—00

14



Diikaz. Jak se uvadi v [4], funkce g zobrazuje interval (a,b) do sebe. Odtud plyne,
ze posloupnost {xx}-, je definovdna pro vsechna k > 0 a zj € (a,b) pro vsechna
k > 0. Déle

ze — &l = lg(zr-1) = 9()] < qlze-1 = &[.
Indukei odtud plyne, ze
| — €] < ¢"wo — €]
Jelikoz 0 < g < 1, je
Jim |y — €[ =0,
a tedy posloupnost {z},-, konverguje k pevnému bodu &. O]

Diisledek 1.1. Nechf funkce g spliiuje piedpoklady véty 1.4. Pak pro posloupnost
{@k}ieo, zo € (a,b), z = g(x_1), plati
k

I—gq

|z, — €| < lzo — 1], VE > 1.

Dikaz. Lze nalézt v [4, str. 31]. O

To, jak rychle metoda konverguje, zavisi na faktoru %. Pokud je cislo ¢ malé, pak
metoda konverguje rychleji.
Pevné body se daji klasifikovat nasledujici definici.

Definice 1.4. Pevny bod ¢ funkce g € C (a, b) se nazyva

a) pritahujici (atraktivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli V(§) tohoto
bodu &, ze pro kazdou pocatecni aproximaci xg € V(§) posloupnost iteraci
{z1}, konverguje k bodu &.

b) odpuzujici (repulzivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli U () bodu &,
ze pro kazdou pocateéni aproximaci g € U(§), o # &, existuje takové k, ze

Dalsi véta, kterou uvedeme, poukazuje na to, kdy je pevny bod ptitahujici (resp.
odpuzujici).

Véta 1.7. Necht g € C{a,b), g: {(a,b) — {a,b) a necht & je pevny bod.
a) Jestlize pro vsechna x # £ z néjakého okoli V(&) bodu & plati

’9(1’) —9(§)
r—§

<1

pak & je pritahujict pevny bod.
b) Jestlize pro vSechna x # £ z néjakého okoli U(E) bodu & plati

’g(l’) —9(§)
=&

’ -1,
pak & je odpuzugici pevny bod.
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Diikaz. Lze nalézt v [4]. O

7 této veéty lze formulovat dusledek, ze kterého budeme vychazet pii feseni konkrét-
nich ptikladu.
Diisledek 1.2. Necht g € C (a,b), g : {a,b) — {(a,b) a necht g ma v bodé & derivaci.
a) Je-li |¢'(€)| < 1, pak £ je pritahujici pevny bod.
b) Je-li [¢'(€)| > 1, pak £ je odpuzujici pevny bod.

Na obrazku 1.3 je zobrazena situace, kdy funkce g ma dva pevné body (jednd se
o funkei g(z) = 1,27 — 1). Pficemz pro pevny bod & (resp. &) plati: |¢/(§)] < 1
(resp. |¢'(&2)| > 1). Body g, Ty reprezentuji dvé pocdteéni aproximace metody

prosté iterace. Treti a posledni moznosti, kterd muze nastat, je |¢’(£)| = 1, kterou je

y Ly
.

,,,,,,,,

fl X Zo fg X

Obrézek 1.3: Pritahujic a odpuzujici pevny bod funkce g(z) = 1,2 — 1

tieba vysetfovat zvlast. V tomto pifpadé muze dojit k tomu, Ze pro pocatecni iteraci
z jedné strany okoli bodu £ proces konverguje a z druhé diverguje. Na obrazku 1.4
pro hodnotu zy metoda konverguje, pro Ty diverguje.

Dalsim pojmem, ktery je spojeny s metodou prosté iterace a ktery je nutno
zminit, je bod cyklu 7ddu n (resp. cyklus rddu n). Piedtim, nez zadefinujeme samotné

pojmy, zavedeme nasledujici oznaceni. Definujme iteraci xp,; takto:

Tp41 = gk+1($0),

kde
g1(z) = g(z),  gr1(z) = g(gr(@)).
Funkce gy nazvéme k-td iterace funkce g.

Pozndamka 1.1. VySe uvedené znaceni lze timto zpusobem zavést, jelikoz plati:

r1=9g(20), w2 =9g(g9(v0)), w3 =9(g9(g(70)))-
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- — — — — — —

Zo I3 Zo T

Obrézek 1.4: Metoda prosté iterace pro |¢'(§)| =1

Definice 1.5. Necht g € C (a,b), g : (a,b) — (a,b). Rekneme, ze bod x4 € {(a,b) je
bodem cyklu 7dadu n funkce g, nebo ze xq generuje cyklus rddu n, jestlize g, (x¢) = xo,
ge(xo) #xgprok =1,2,...,n—1.

iy

2
g(z) = cos(5(z—1))+2. Funkce g méd pevny bod { = 2. Ziejme plati: x; = g(zo) = 3,

Pro ilustraci uved'me rovnici z = cos(Z(z — 1)) + 2. Stanovme x5 = 1 a oznacme
o = ga(xg) = 1. Podle definice 1.5 stanoveny bod zy = 1 generuje cyklus radu 2.
Vizte obrazek 1.5.

Zbyva pokusit se odpovédét na otazku, jak vhodné urcit funkei g z rovnice (1.4)
tak, abychom nasli jeji pevny bod, resp. kofen funkce f z rovnice (1.1). Pti hleddni
takové funkce musime mit v prvni radé na paméti dusledek 1.2. Pokud napiiklad
bude nasim tikolem nalézt kofen & funkce f na néjakém intervalu (a,b), pak se
zamérné pokusime nalézt takovou funkci g, pro kterou plati, ze absolutni hodnota
jeji derivace na tomto intervalu (popf. na nejdelsim mozném podintervalu intervalu
{a,b)) je mensf nez 1. Pro ilustraci uvedeme piiklad funkce f(x) = x + /100 — .
Nasim tkolem bude nalézt kofen ¢ funkce f na intervalu (—7,—1). Za funkci g
zvolime funkci g(x) = —+/100 — x. Defini¢n{ obor funkce g je D, = R. Derivace

funkce g je
1 1

~33/(100 — 22

Zjistéme, kde absolutni hodnota derivace funkce g nabyva hodnot nizsich nez 1.

g'(z)

Absolutni hodnotu v tomto pripadé nemusime brat v potaz, jelikoz hodnoty derivace
jsou v8ude kladné (kromé bodu z = 100, kde neni definovéna). Budeme tedy fesit
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Obrézek 1.5: Cyklus fddu dva metody prosté iterace 2 = cos(5(z — 1)) + 2

nerovnici
1
—_—
3{/(100 — x)?

Tuto nerovnici upravime do tvaru

1-3y/(100 — 2 _ 18)

3/(100 — 2)?2

a budeme hledat nulové body. Prvni nulovy bod uré¢ime z jmenovatele n; = 100.

Nulové body plynouci z tvaru citatele najdeme jakozto TeSeni rovnice
1 —3+v/(100 — x)%2 = 0. (1.9)

Rovnice (1.9) ma pravé dveé feseni. Ta jsou

/1 /1
N9 00 27, ns 00 + o7

Nyni sestavme tabulku, pomoci které nalezneme intervaly, které vyhovuji nerovnici
(1.8). Z tabulky 1.1 vyplyva, Ze nerovnost (1.8) je splnéna pro intervaly (—oo,ns),
(n3, 00). Je ziejmé, ze plati

(=7,—1) C (—00,n2).

Tedy funkce g byla zvolena vhodné, jelikoz vSechny pevné body funkce g z intervalu
(—00, ng) jsou pritahujici. Ptibliznou ¢iselnou hodnotu tohoto pevného bodu uréime
v kapitole 2 (vizte piiklad 2.2.1).
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(—o0,n3) | (ng,n1) | (n1,n3) | (n3,o0)
1 —3%/(100 — z)? — + + _
3¢/(100 — z)? + + + +

Tabulka 1.1: Pomocné tabulka

Uvedme dalsf myslenku, kterd ndm muZe pomoci pii hleddni vhodného tvaru
iteracni funkce g. Tato myslenka je zalozena na tom, ze funkce f je diferencovatelnd
na intervalu (a, by, pricemz plati, ze existuji takova redlna cisla ¢, d, kterd vyhovuji

nerovnici
0<c< fl(x)<d (1.10)

a to pro vSechna x € (a,b). Pokud by hodnoty derivace funkce f na intervalu (a, b)
nabyvaly zapornych hodnot, uvazovali bychom funkci —f. To si muzeme dovolit,
jelikoz rovnice —f(x) = 0 je ekvivalentni s rovnici (1.1). Déle rovnice

r=x—\f(z)

je také ekvivalentni s rovnici (1.1), pficemz konstantu A lze urcit tak, aby hledana
funkce g(z) = = — Af(z) byla pro nase potieby vhodné zvolenou funkei. Po funkei g
pozadujeme, aby

(@) = 1= Af@)] <q<1,

tj. aby
l—g< A< Af(x) <A <1+q.

Nasim zamérem je, aby konstanta g byla co nejmensi kvuli dusledku 1.2. Nejmensi
ziejmé bude ve chvili, kdy ve stfedu intervalu (Ac, A\d) bude lezet ¢islo 1. Proto

polozime
2

c+d
Konkrétni priklad hledani vhodné iteracni funkce pomoci tohoto postupu uvedeme
v kapitole 2 (vizte piiklad 2.2.4).

1.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda, také oznacovana jako Newtonova metoda tecen, je metodou
fadu dva. O metodach fadu dva tikame, ze konverguji kvadraticky. Je-li zy ptribliznd
hodnota kofene rovnice (1.1), sestavime posloupnost iteraci {z;},;-, podle reku-
rentniho vzorce.

Popisme nejprve slovné princip Newtonovy metody tecen. Je-li dana funkce f
a pocatecni aproximace xy kofene &, pak budeme postupovat nasledovné. V bodé
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[0, f(x0)] sestrojime tecnu ty ke grafu funkce f. Prusecik tecny to s osou z je prvni
aproximaci x; kotene . Obecny tvar rovnice teény funkce f v bodé [zo, f(zo)] je

(y — f(x0)) = f'(20)(x — 20).

Polozme y = 0, jelikoz hledame prusecik s osou x, a x = x1, jelikoz prvni souradnice

hledaného pruseciku bude prvni iteraci.

—f(z0) = f'(w0) (21 — 20)

L) A
(o) 1 0
Ty = Ty — f(xO)
f'(xo)
Obecné pro k-tou iteraci plati
B f(@g-1)
T = Lp—1 — m (111)

Rovnice (1.11) je rekurentnim vzorcem pro vypocet k-té iterace, kde k = 1,2,...
Odvod'me tento vztah i graficky. Obrézek 1.6 zobrazuje predeslou situaci. Z definice

derivace plati
tg(p) = f'(20).

Na obrazku 1.6 vznika konstrukei tecny to a tsecky spojujici body [zo, 0], [xo, f(z0)]

to

€2 [0, f(0)]

f
2

0 ;/561 Zo x

Obréazek 1.6: Grafické urceni x; pomoci Newtonovy metody

pravouhly trojuhelnik, ve kterém plati
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Polozme tato dvé vyjadieni pro tg(¢) do rovnosti a upravime ji.

f/(l‘o) = xj(:(fox)l
J'(@o)(zo — 1) = f(x0)
To— /(o)
0 1 s
T1 = Tg— /(o)
P fw)

Zobecnénim vysledného vztahu pro k-tou iteraci dostavame opét vztah (1.11). Iterac-

ni funkce tedy nabyva tvaru

W)
7o)

Veéty 1.5 lze vyuzit pii dukazu tvrzeni, ze Newtonova metoda tecen je skutecné

g(x) = : (1.12)

metodou Fadu dva (v nésledujici ivaze dodrzujme znaceni derivaci podle vzoru véty
1.5). Pro Newtonovu metodu nabyva itera¢ni funkce tvaru (1.12). Pfedné si znovu
uvédomme, Ze £ je kofenem funkce f, musi tedy platit f(£) = 0. Necht jsou splnény
predpoklady véty 1.5, pak plati

R (6l TG}
g2 =Y (1() ](51))(35 ;i’ ©).
926 =158 2o

Newtonova metoda tecen je tedy metodou fadu dva.
Nasledujici véta formuluje predpoklady konvergence této metody:

Véta 1.8. Necht funkce f je spojitd na intervalu {a,b), f(a)f(b) < 0 a necht existuji
derivace f', f" spojité a nenulové v intervalu {(a,b). Pak rovnice (1.1) md v (a,b)
jeding koren &. Zvolime-li xo € {(a,b) tak, Ze f(xo)f"(xo) > 0, plati pro posloupnost
{z1}e, sestrojenou podle (1.11), Ze kll_)rilo xp =¢&.

Oznacime-li

— : / M: "
my xrerﬁ%lf(w)!, 2 wr&%\f (@)l,

pak pro odhad chyby plati:
M.
€ — x| < 2_m21(§_$k_1)2’ k=1,2,...,

M-
1€ — x| < #(xk —z1)’, k=1,2,....
1
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Dikaz. Lze nalézt v [3, str. 171-172]. O

Zavérem této sekee jesté uvedme, jak graficky vypadd uréeni ¢lenti posloupnosti

{xk}izo Newtonovou metodou. Vizte obrazek 1.7.

Lo L2

Obrazek 1.7: Iteracni proces Newtonovy metody

1.5 Metoda secen

Tuto metodu lze vyuzit napiiklad v piipadé, Ze neni snadné ur¢it derivaci funkce
f, kterd se vyskytuje v iteracnim vzorci Newtonovy metody. Jednd se o metodu
dvoukrokovou, jelikoz pro vypocet zy.1 je zapotiebi dvou predchozich aproximaci
Tk, Tp_1, a tedy potfebujeme i dvé pocateéni hodnoty. Metoda secen je metodou
radu %5 = 1,618, proto konverguje o néco rychleji nez naptriklad metoda bisekce.
V ramci celé této sekce predpokladejme, ze £ je jednoduchy kotfen rovnice (1.1).
Myslenka této metody je nasledujici. Vychazime z pocatecnich hodnot zg, 1,
které jsou v nejlepsim pripadé blizké hodnoté kotene £. Bod x5, jenz nasleduje v po-
sloupnosti {zy },_,, ziskdme jakozto prusecik piimky, kterd prochdzi body [zo, f(zo)],
[z1, f(x1)], s osou . Odvod'me nyni piedpis pro urceni hodnoty z». Piimka, nazvéme
ji napiiklad p;, prochdzi body [z, f(x0)], [x1, f(z1)]. Snadno uréime soufadnice

jejtho smérového vektoru:

u = (zo — 1, f(x0) — f(21)).
Souradnice norméalového vektoru piimky p; jsou

n = (f(zo) — f(z1), 21 — o).
Naleznéme tvar obecné rovnice piimky p;.

(f(zo) — fl@))x + (1 —20)y +¢c=0
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Bod [z, f(z0)] lezi na pfimce p;.
(f(xo) = f(x1))wo + (21 — 20) f(20) + =0
—(f(z0) — f(z1))w0 — (21 — ) f(0) = €

Obecné rovnice hledané primky tedy je

pr: (f(zo) = flw1))x + (21 — 20)y — (f(20) — f(21))70 — (21 — 0) f(0) = O,

Polozme y = 0 a © = x4, jelikoz hledame prusecik s osou z, jehoz y-ova souradnice
je zfejmé rovna nule a z-ova soutadnice predstavuje hodnotu xs.

(f(zo) = fw1))z2 — (f(20) — f(21))T0 — (71 — T0) f(70) = O

Vyjadienim x5 a upravou vysledného vyrazu dostavame predpis, ktery nabyva tvaru
Ty — X1

f(zo) — f(z1)

Zobecnénim rovnice (1.13) dostaneme obecny predpis pro vypocet zx.1. Tedy

To = Ty —

(o). (1.13)

Tl = Tk—1 — e
f(wr—1) — f(zn)

Grafické urc¢eni bodu x5 je zobrazeno na obrazku 1.8.

flany), k=1,2,... (1.14)

Yy
b1

f(a1) w1, f(21)]

\0 Lo xy,/E 1 x

f (x0)>5€0, f(x0)]

Obrazek 1.8: Grafické urceni x5 pomoci metody secen

Véta 1.9. Necht rovnice (1.1) md koren & a necht derivace f', f” jsou spojité
v okoli bodu &, pricemz f'(§) # 0. Posloupnost uréend metodou secen konverguje
ke korenu &, pokud zvolime pocatecni aprozimace xq, x1 dostatecné blizko bodu &,
a plati, Ze metoda je Tddu %5 =1,618.

Dikaz. Lze nalézt v [4, str. 49-50]. O
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P2

f(392) b1

0 & /X3 /02 o T1 x

Obrazek 1.9: Iteracni proces metody secen

Na obrazku 1.9 je geometricky interpretovan pribéh metody secen. Jsou dany
pocéatecni hodnoty xg, x; a funkce f. Piimka p; vedend body [z, f(x0)], [z1, f(21)]
protind osu x v bodé xy. Déle piimka po prochdzi body [z1, f(x1)], [z2, f(x2)], kde
v jejim pruseciku s osou x lezi bod x3.

1.6 Metoda regula falsi

Metoda regula falsi je metodou odvozenou od metody secen. Jednd se o vzdy kon-
vergentni metodu fadu jedna, o které fikame, ze konverguje linedrné. Tuto metodu,
stejné jako metodu secen, lze vyuzit naptiklad v pripadé, ze se z néjakého duvodu
chceme vyhnout urcovani derivace funkce f, ktera je soucasti iteracniho vzorce New-
tonovy metody. Jediny rozdil v iteracnim procesu mezi metodou regula falsi a me-
todou secen je, ze v pripadé metody regula falsi se pro poc¢atecni hodnoty stanovuje
podminka f(xo)f(z1) < 0 a kazdy dalsi bod xj; kombinujeme s jednim z predchozich
Tr_1, Tx_o tak, aby byla zachovdana zména znamének funkcénich hodnot v téchto
bodech. Budeme-li tedy chtit urcit hodnotu xp,; a pii urcovani hodnoty x; jsme
zjistili, ze plati naptiklad f(zg) > 0, f(xp_1) > 0, f(xr_2) < 0, pak pro dosazeni do
vztahu (1.14) preznac¢ime xp_o = )1 a tuto hodnotu spolecné s x; pouzijeme pii
urceni Ty q.

V uvodu této sekce jsme uvedli, ze metoda regula falsi je metodou vzdy konver-
gentni. Dopliime nyni toto tvrzeni vétou 1.10.

Véta 1.10. Necht f € C{a,b), f(a)f(b) <0 a necht £ je jeding koren v {a,b). Pak
posloupnost {xy}r., urcend metodou regula falsi konverguje pro libovolné pocdtecni
aprozimace o, 1 € {(a,b), f(zo)f(z1) < 0, ke korenu & € (a,b) funkce f a je to
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metoda proniho radu.
Dikaz. Lze nalézt v [4, str. 51]. O

Véta 1.11. Necht funkce f je spojitd a md spojitou nenulovou derivaci v intervalu
{a,b). Necht plati f(a)f(b) < 0. Oznacme & koren rovnice (1.1) v intervalu {(a, b)
(z predpokladi plyne, Ze tento koten existuje a je prdvé jeden). Oznacme

— 3 /
m= min |f' ()]

Pro libovolnou aproximaci xy, € {a,b) korene & pak plati:

€ — ) < L (1.15)
m
Diikaz. Jak se uvadi v [3], podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plati:
f(&) — f(zr) = f'(c)(€ — k), kde ¢ lezi mezi &, xi. Protoze £ je kofen rovnice, je

f(€) =0, tedy

a odtud plyne (1.15). O

Uvedme graficky prubéh metody regula falsi. Vizte obrdzek 1.10. Pro pocéatecni

p2 Y
f
Y f(xo)
i A
zo |0 T35 X
f(zs3)
f(z1)

Obrazek 1.10: Itera¢ni proces metody regula falsi

podminky ziejmeé plati f(xo) f(x1) < 0. Hodnotu x5 jsme ziskali jako prusecik primky
p1 s osou x. Pro xy plati f(xe) > 0 a pro x; plati f(x;) < 0, proto piimka py prochazi
body [xg, f(x2)], [z1, f(x1)]. V pruseciku piimky py s osou x lezi bod z3. Nasledujici
postup by se odvijel od skutecnosti, ze f(x3) < 0 a f(x3) > 0, proto bychom pro
urceni hodnoty x4 pouzili zs, x3.

Zaveérem této sekce se jesté zamysleme nad tim, kdy je lepsi pouzit metodu re-
gula falsi a kdy metodu secen. Pro metodu regula falsi plati, ze konverguje vzdy,
pokud jsou splnény pocateéni podminky, z ¢ehoz vyplyva, ze pokud pro pocatecni
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aproximace o, x1 neplati f(zo)f(z1) < 0, pak pouzijeme pro urceni kofene metodu
secen. Zd4 se tedy, ze pokud je tato podminka splnéna, je vyhodnéjsi pouzit metodu
regula falsi. Avsak ne vzdy tomu tak musi byt. Pokusime se tento fakt demonstrovat
na nasledujicim ptikladu. Uvazujme funkci f s kofenem £ a pocatecnimi aproxima-
cemi g, T1, pro néz plati f(xg) > 0, f(x1) < 0. Déle necht plati |f(zo)| >> |f(z1)].
Hledani korene pomoci metody regula falsi je zobrazeno na obrazku 1.11.

Obrazek 1.11: Konvergence ke kofenu metodou regula falsi

Nyni na stejnou funkci f aplikujme metodu secen a to se stejnymi poc¢atecnimi
podminkami. Vizte obrazek 1.12. Snadno z téchto obrazku nahlédneme, ze pro tento
piipad by metoda regula falsi konvergovala ke koteni £ funkce f pomaleji nez metoda
secen. Pro prehlednost je na obou obréazcich zobrazena pouze posloupnost {xk}izo.
7 obrazku 1.12 je citelné, ze hodnota x5 by byla velmi blizka koreni &, kdezto
v pifpadé obrézku 1.11 by nésledujici ¢leny posloupnosti {x},-, konvergovali ke
koteni ¢ funkce f pomaleji.

Pro dalsi pripad, ktery nam napovi, kdy je vyhodnéjsi kterd metoda, vizte
obrazek 1.13. Koten jsme nejprve hledali pomoci metody se¢en. V tomto konkrétnim
piipadé nastala situace, kdy f(x1) = f(x2). Z rovnice (1.14) je jasné, ze nejsme
schopni urcit hodnotu z3 posloupnosti {zy},-, kterd je generovand metodou secen.
V pripadé, Ze na stejnou funkci f z obrazku 1.13 se stejnymi pocatecnimi hodno-
tami pouzijeme metodu regula falsi, jejiz algoritmus vylucuje, aby nastala rovnost
funkénich hodnot ve vztahu (1.14), dokonvergujeme ke kofeni ¢ funkce f. Vizte
obrazek 1.14.

Vystupem této uvahy tedy je, ze ani jedna z metod neni univerzalni a ani o jedné

z nich nelze Tici, ze vzdy predstavuje nejrychlejsi cestu k nalezeni korene.
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Obréazek 1.12: Konvergence ke kofenu metodou secen

y4i

Xo, Lo 1Al

o
T

f(a2 p2

Obrazek 1.13: Konvergence metodou sec¢en
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D1
zo, \& 15 T : Ty 1

P4 b3 b2

Obréazek 1.14: Konvergence metodou regula falsi
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Kapitola 2
Resené piiklady

V této kapitole budeme aplikovat teoretické poznatky, jez jsme popsali v kapitole 1.
Budeme se zabyvat fesenim konkrétnich ptikladu pomoci zminénych numerickych

matematickych metod.

2.1 Metoda bisekce

Priiklad 2.1.1. Metodou bisekce naleznéte pribliznou hodnotu korene rovnice
23 4+ 422 — 10 = 0 s presnosti € = 0,01 na intervalu (1;1,5).

Reseni 2.1.1. Oznaéme pro snazsl popis feseni f(z) = 2° + 422 — 10. Nejprve
ovéime, zda je splnéna pocateéni podminka metody bisekce, tedy plati-li, Ze soucin

funkénich hodnot funkce f v krajnich bodech zadaného intervalu je zaporné cislo.

f(1)=-5
£(1,5)=2,375

Funkce f je navic na intervalu (1; 1, 5) spojitou funkci. Je tedy zfejmé, ze podminky
metody bisekce jsou splnény. Dosazenim do vztahu (1.3) zjistéme, kolik budeme
muset udélat iteracnich kroku, abychom dosahli pozadované presnosti.

1,561
0,01

n > log, ( ) = 5,644 (2.1)
Jak jsme jiz zminili, n oznacuje nutny pocet iteraci. Je tedy nejmensim moznym
ptirozenym ¢islem, které spliuje nerovnici (2.1). V tomto piipadé je n = 6. Iteraéni
proces je ilustrovan tabulkou 2.1. Pismeno ¢ znaci, o kolikatou iteraci se jedna, aj,
b; krajni hodnoty itera¢niho intervalu a s; jeho stted. Ve sloupcich oznacenych jako
A, B, S jsou zaneseny po fadé hodnoty sign(f(a;)), sign(f(b;)), sign(f(s;)). Toto
znaceni zachovejme v ramci vSech tabulek ptislusnych k této sekci. Pro prehlednost
tabulek jsme pouzili funkei sign(z), jelikoz itera¢ni proces zavisi predevsim na zna-
ménkdch funkénich hodnot. Hledany koten & lezi v intervalu (1,359375; 1, 3671875).
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i] a [ b [A[B] s [5]
0| 1,000000 | 1,500 | =1 | +1 | 1,2500000 | —1
1] 1,250000 | 1,500 | =1 | +1 | 1,3750000 | +1
211,250000 | 1,375 | —1 | +1 | 1,3125000 | —1
311,312500 | 1,375 | —1 | +1 | 1,3437500 | —1
411,343750 | 1,375 | =1 | +1 | 1,3593750 | —1
511,359375 | 1,375 | —1 | +1 | 1,3671875 | +1
Tabulka 2.1: Tabulka k prikladu 2.1.1
i a b | A[B] s |S|
0 [—1,000000 | 0,00000 | =1 | +1 |—0,5000000 | +1
11-1,000000 {—-0,50000 | =1 | +1 |—=0,7500000 | —1
2 |—0,750000 |—0,50000 | =1 | +1 |—=0,6250000 | +1
3 [—0,750000 |—0,62500 | —1 | +1 |—0,6875000 | +1
4 1-0,750000 |—-0,68750 | —1 | +1 |—=0,718 7500 | +1
5 |—0,750000 |-0,71875 | =1 | +1 |—0,7343750 | —1
6 |—0,734375 |—=0,71875 | =1 | +1 |—0,7265625 | +1

Tabulka 2.2: Tabulka k prikladu 2.1.2
Piiklad 2.1.2. Metodou bisekce naleznéte pribliznou hodnotu korene rovnice
xt —22% — 42 + 4z + 4 = 0 na intervalu (—1;0) s toleranci e = 0,01.

Reseni 2.1.2. Oznaéme opét f(x) = 2*—22° — 42?2 +42+4. Funkce f je na intervalu
(—1;0) spojitou funkei. Ovéime, zda funkce f nabyva v krajnich bodech zadaného

intervalu funkénich hodnot s odliSnymi znaménky.

f=-1
f(0) =4
Dale zjistéme, kolik budeme muset provést iteraci, abychom splnili stanovenou to-
leranci. 0 (-1)
> log, [ ————2 | = 6,644
"= Og?( 0,01 ) ’
n=717

Tabulka 2.2 je tabulkou itera¢niho procesu tohoto ptikladu. Hledanym interva-
lem, ve kterém lezi kofen a ktery zaroven spliiuje zadanou toleranci, je interval
(—0,734375; —0, 7265625).

Piiklad 2.1.3. Naleznéte pribliznou hodnotu korene rovnice cos(x) = = na intervalu
(0;1) s toleranci e = 0,001.
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a; b; ‘ A ‘ B ‘ S; ‘ S ‘
0,000 00000 | 1,000000000 | +1 | —1 | 0,5000000000 | +1
0,500 00000 | 1,000000000 | +1 | =1 | 0,7500000000 | —1
0,50000000 | 0,750000000 | +1 | —1 | 0,6250000000 | +1
0,62500000 | 0,750000000 | +1 | —1 | 0,6875000000 | +1
0,68750000 | 0,750000000 | +1 | —1 | 0,718 7500000 | +1
0,718 75000 | 0,750000000 | +1 | —1 | 0,7343750000 | +1
0,73437500 | 0,750000000 | +1 | —1 | 0,7421875000 | —1
0,73437500 | 0,742187500 | +1 | —1 | 0,7382812500 | +1
0,73828125 | 0,742187500 | +1 | —1 | 0,740234 3750 | —1
0,73828125 | 0,740234375 | +1 | —1 | 0,7392578125 | —1

O 0| || W|IND| O

Tabulka 2.3: Tabulka k prikladu 2.1.3

Reseni 2.1.3. Nejprve upravme rovnici do tvaru cos(z) — x = 0. Déle oznacme
f(z) = cos(z) — x. Funkce f je na intervalu (0;1) spojita. Zjistéme nutny pocet
iteraci pro splnéni tolerance.

1-0

n =10

Vypocty, které vedou k nalezeni feseni, jsou v tabulce 2.3. Koren ¢ zadané rovnice
lezi v intervalu (0, 73828125; 0, 7392578125).

Priklad 2.1.4. Naleznéte pribliznou hodnotu korene rovnice x* — 2x + cos(2x) = 0
na intervalu (0;1,5) s toleranci e = 0,01.

Reseni 2.1.4. Nejprve oznacme f(r) = 2° —2x+4cos(2x). Funkee f je ziejmé spojit4
na (0; 1,5). Dale ovéime, zZe je splnéna pocdtecni podminka metody bisekce.

f(0) =1
f(1,5) = —0,615
Ze vztahu
n > log, (1’0%0_10> = 7,229

snadno urcime, ze pocet iteraci n nutny ke splnéni tolerance je roven osmi. Iteracni
proces je zanesen v tabulce 2.4. Kofen lezi v intervalu (0, 380859375; 0, 38671875).

2.2 Metoda prosté iterace

Priklad 2.2.1. Pomoci metody prosté iterace naleznéte koren funkce f, kterd je
ddna predpisem f(x) = x + /100 — z, na intervalu (=7,—1). Vypoctéte 7 iteract.
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il a | & [A][B] s [S]
0,000 | 1,50000000 | +1 | =1 | 0,750000000 | —1
0,000 | 0,75000000 | +1 | —1 | 0,375000000 | +1
0,375 | 0,75000000 | +1 | —1 | 0,562500000 | —1
0,375 | 0,56250000 | +1 | —1 | 0,468 750000 | —1
0,375 | 0,468 75000 | +1 | —1 | 0,421875000 | —1
0,375 | 0,42187500 | +1 | —1 | 0,398437500 | —1
0,375 | 0,39843750 | +1 | —1 | 0,386 718750 | —1
0,375 | 0,386 71875 | +1 | —1 | 0,380859375 | +1

|| O =W N~ O

Tabulka 2.4: Tabulka k prikladu 2.1.4

’ k ‘ T Tht1

0 |—1,0000000000 |—4,657009507 8
—4,6570095078 | —4,7125514746
—4,7125514746 | —4,7133849849
—4,7133849849 |—4,713397491 1
—4,7133974911 |—4,713397678 7
—4,7133976787 | —4,7133976815
—4,7133976815 | —4,7133976816

| O =W N~

Tabulka 2.5: Tabulka k piikladu 2.2.1

Reseni 2.2.1. V sekci 1.3 jsme jiz odvodili, ze vhodnou iteracni funkei pro tento
pifpad je funkce g(z) = —+/100 — z. Provedme tedy samotny itera¢ni proces. Po-
sloupnost {xk}zzo budeme generovat pomoci vztahu (1.5). Za pocateéni hodnotu
zvolme xy = —1. V tabulce 2.5 je zaznamenan prubéh iteraci. Po sedmi krocich
jsme dospéli k pfiblizné hodnoté kofene funkce f (resp. pevného bodu funkce g),
tedy & = —4,7133976816. Funkéni hodnota funkce f v bodé z7 je v fddu 10710,

Piiklad 2.2.2. Metodou prosté iterace urcete pribliznou hodnotu korene funkce f,
kterd je ddina predpisem f(x) = e * + x — 3, a to na intervalu (1,4). UvaZujte

v s v s . . 3 . .
pocdtecni aproximact xy = 2. Provedte 5 iteract.

Reseni 2.2.2. Nejprve naleznéme vhodnou iteracnf funkci g. Bud g(z) = 3 — e~ %%,

pak derivace funkce g je

g () = 2%
Derivace takto zvolené funkce g nabyva pouze kladnych hodnot, proto budeme tesit
nerovnici

2 < 1.
Nejprve vyresme rovnici

2e7% =1,
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‘ Tk TE41

2,0000000000 | 2,981684 3611
2,9816843611 | 2,997428 7644
2,997428 7644 | 2,997 508 468 1
2,9975084681 | 2,997 508 865 2
2,997 5088652 | 2,997 508 867 2

W= O]

Tabulka 2.6: Tabulka k piikladu 2.2.2

¢imz zjistime v jakém bodé je hodnota derivace rovna jedné. Budeme takto po-
stupovat, jelikoz derivace funkce g je exponencialni funkci, ktera klesd na celém
svém definiénim oboru. Pokud najdeme ¢islo ¢, pro které plati ¢’'(c) = 1, muzeme
urcit intervaly (—oo, ¢), (¢, 00), kde na intervalu (—oo, ¢) (resp. (¢, 00)) budou lezet

repulzivni (resp. atraktivni) pevné body funkce g.

—2x =1In (1>
2

—2

Nalezli jsme ¢islo ¢ = 0,34657. Tedy nami zvolend funkce g mé na celém zadaném

r =C=

intervalu (1,4) pouze pfitahujici pevné body. Zaénéme s iteracnim procesem, vizte
tabulka 2.6. Pomoci metody prosté iterace jsme nalezli pribliznou hodnotu kotene
funkce f, pricemz plati: & = 2,9975088672. Funkéni hodnota funkce f v bodé x5 je
fadu 10710,

Piiklad 2.2.3. Reste stejné zaddni jako v prikladu 2.2.2 s tim rozdilem, Ze kofen
hledejte na intervalu (—6,0) a za poédteéni aprorimaci wvaZujte xog = —5.

Reseni 2.2.3. Z postupu fesen{ pifkladu 2.2.2 je ziejmé, ze iteraéni funkce ve tvaru
g(z) = 3 — e v tuto chvili nebude vhodna, jelikoz jeji derivace na intervalu

,@) nabyva hodnot vyssich nez 1. Vyjadieme tedy funkci g z predpisu

funkce f jinym zpusobem.

e 4+ —3=0

e =31z

—2x =1In(3 —x)
In(3—x)
xr = _—2
In(3—x)
9(z) = ——
Derivace takto zvolené funkce g je
1
/ —



‘ Ty Tht1

—5,0000000000 |—1,0397207708
—1,0397207708 |—0,698 087 786 7
—0,698 0877867 |—0,65639079358
—0,6539079358 |—0,647 898631 1
—0,6478986311 |—0,647075642 1

SlwiNo|l—~ o

Tabulka 2.7: Tabulka k piikladu 2.2.3

Abychom nasli intervaly, na nichz plati |¢’(x)| < 1, musime vyfesit nasledujici dve

nerovnice:

<1, (2.2)

> —1. (2.3)

5
' 2
00). Je ziejmé, ze nerovnice (2.2), (2.3) jsou

Nerovnice (2.2) je splnéna pro z € (—oo, 2)U(3, 00). Nerovnici (2.3) vyhovujf takové

7
27
splnény zaroven pro x € (—oo, g) U (%, oo). Néami zvolend funkce g tedy vyhovuje
zadani tohoto prikladu. Za¢néme s vypocty, vizte tabulka 2.7. Ptibliznd hodnota

x, pro kterd plati: x € (—o0,3) U (

korene ¢ funkce f urcena metodou prosté iterace je x5 = —0,6470756421, pricemz
funkéni hodnota funkce f v bodé x5 je fddu 10~*. Pokud bychom chtéli vysledek

zpresnit, museli bychom v iteracich pokracovat.

V samotném zavéru sekce 1.3 jsme uvedli dalsi zpusob, jak urcit vhodnou iteracni

funkci g. Ukazme jej na nasledujicim piikladé.
Piiklad 2.2.4. Pomoci metody prosté iterace vyreste rovnici
32% —62° +62° + 20 —1=0
na intervalu (0,1). Iteracni proces zastavte ve chvili, kdyz |z — 1] < 107°.
Reseni 2.2.4. Oznacme f(z) = 3z* — 62° 4 622 + 22 — 1. Derivace funkce f je
f/(z) =122 — 182° + 12z + 2.
Druha derivace funkce f je
f"(z) = 362% — 367 + 12.

Diskriminant rovnice 3622 —36x-+12 = 0 je mens{ nez nula a koeficient kvadratického

¢lenu je vétsi nez nula, z téchto duvodu

f”(l‘) >0 Vze Df//,
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Tk

Tk41

0,000 000 000 O

0,200 000 000 0

0,200 000 000 O

0,280 640 000 0

0,280 640 000 0

0,296 6751052

0,296 675105 2

0,2990722485

0,2990722485

0,2994104744

0,299410474 4

0,299457783 6

S| O =W N = O

0,299457783 6

0,299464 3929

Tabulka 2.8: Tabulka k prikladu 2.2.4

tedy f’ je rostouct funkei pro vsechna z z definiéniho oboru D . Pro hodnoty derivaci
v krajnich bodech zadaného intervalu plati f'(0) = 2, f/(1) = 8, éimz je splnéna

podminka (1.10). Polozime A = 525 =

£ Tteracni funkce g je tedy tvaru

1
g(x) = — 5(3954 — 62° + 62% + 22 — 1).

Nyni zaénéme s vypocty. Za pocatecni aproximaci zvolme xy = 0. Vizte tabulka
2.8. Nalezli jsme hodnotu z; = 0,2994643929, kterd je pribliznou hodnotou feseni
zadané rovnice. Funkéni hodnota funkce f v bodé z7 je fddu 1078, Tento piiklad

byl prevzat z [7].

2.3 Newtonova metoda

Piiklad 2.3.1. Pomoci Newtonovy metody naleznéte resent rovnice z* —22%—3 = 0

pri pocdtecni hodnoté xog = —2 a to s presnosti € = 0,001.

Reseni 2.3.1. Ozna¢me f(z) = 2* — 22% — 3. Jak jsme odvodili v sekci 1.4, New-

tonova metoda ma iterac¢ni vzorec ve tvaru

f(@p-1)
=Tp 1 — = 2.4
Tk Tk—1 f/(xk_1>7 ( )
pro k=1,2... a za predpokladu, ze pro vSechna k plati
f(xp_1) #0. (2.5)

Nejprve tedy musime urcit prvni derivace funkce f.
f'(x) = 42° — 627

Zadand pocatecni aproximace ziejmé spliuje podminku (2.5). Prvni iteraci ziskdme
pro k = 1 dosazenim pocate¢ni hodnoty do rovnice (2.4).

= 2o f (o)
f'(xo)
flxo) = (=2)" —2-(-2)* -3
f'(xo) =4-(=2)° = 6-(-2)?
2y = —1,4821



‘ k ‘ T ‘ f(xy) ‘ f'(xx) ‘
0 [—2,0000 |—19,0000 |—56,0000
1 |—1,4821 8,3364 | —26,2022
2 1—1,1639 1,9885 | —14,4347
3 |—1,0261 0,2693 | —10,6387
4 |—1,0008 0,0080 |—10,0192
5 [—1,0000 0,0000 |—10,0000

Tabulka 2.9: Tabulka k prikladu 2.3.1

k| w | fl) | )
0 |—1,200000 | —7,200156 | —1,870569
1 1—5,049180 | 123,451 000 |—74,160816
2 |—3,384541 | 32,348037 | —37,247 885
3 1—2,516 088 7,070482 |—21,234767
4 1—2,183121 0,948415 | —15,597 137
5 |—2,122314 0,030127 | —14,608 572
6 |—2,120252 0,000039 | —14,575 298
7 1—2,120249 0,000005 | —14,575 250

Tabulka 2.10: Tabulka k piikladu 2.3.2

Druhou iteraci spocteme analogicky.

f(z1)

f'(z1)

flxy) = (—1,4821)* — 2 (—1,4821)% — 3

fllay) = 4-(—1,4821)% — 6 - (—1,4821)?
2y = —1,1639

To = T1 —

Iterace budeme stejnym zpusobem provadét dél. Itera¢ni prubéh je zanesen v tabulce
2.9. Nyni jiz snadno nahlédneme, Ze tfesenim zadané rovnice, nalezenym pomoci
Newtonovy metody, pii po¢atecni aproximaci xg = —2, je ¢islo —1. Na toleranci jiz

nemusime brat zietel, jelikoz jsme nasli presnou hodnotu korene funkce f.

Priklad 2.3.2. Bud f(z) = 4sin(z) — 2+ x —4. Pomoci Newtonovy metody urcete
resent rovnice (1.1) pri pocdteéni aproximaci xo = —1,2. Vypocet ukoncete, kdyz
|f (k)| < 107°.

Reseni 2.3.2. Prvnf derivace funkce f nabyvé tvaru
f'(x) = 4cos(x) — 32* + 1.

Daéle budeme postupovat stejné jako v prikladu 2.3.1. Vizte tabulka 2.10. Na obrazku
2.1 je graficky zobrazen prubéh iteraci (osy jsou v poméru 1 : 45). V tabulce 2.10
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Obrazek 2.1: Itera¢ni prubéh piikladu 2.3.2

je dobre vidét, jak je dulezita spravnd volba pocatecni aproximace. Derivace funkce f
v pocatecni aproximaci nabyva hodnoty nepiilis vzdélené od nuly (tedy prinejmensim
v porovnani s hodnotami prvni derivace funkce f v dalsich iteracich), a proto je prvni
iterace tolik vzdalenda od pocatecni aproximace. Pokud bychom za poc¢atecni hodnotu
volili napiiklad —1,9, prvni iterace by nebyla natolik vzdalena. Ptibliznym feSenim
¢ zadané rovnice, které spliuje podminku |f(£)] < 1075, je hodnota —2,120249.

Priklad 2.3.3. Bud f(x) = 2® — 22* + x. Pomoci Newtonovy metody urcete koren
funkce f pri pocdtecni hodnoté xg = % Proved’te nejuijse 4 iterace.

Reseni 2.3.3. Prvni derivace funkce f je
f'(z) = 32% — 4a + 1.

Prvni iteraci ur¢ime analogicky jako v predeslych piikladech.

o (o)
e f'(zo)
4
21 = % - %7 (2.6)

V rovnici (2.6) dochézi k déleni nulou, coz je zapfi¢inéno nulovou hodnotou deri-
vace funkce f v bodé zy. Pti této pocatecni aproximaci tedy nelze nalézt kofen,
jelikoz tecna ke grafu funkce v bodé, kde derivace funkce nabyva nulové hodnoty, je
rovnobézna s osou x, tudiz ji nikde neprotne. Pro lepsi predstavu vizte obrazek 2.2.

V nasledujicich ptikladech budeme tesit stejné zadani, pouze zménime pocatecni
hodnotu.

Priklad 2.3.4. Bud f(x) = 2® — 22® + x. Pomoci Newtonovy metody urcete koren
funkce f pri poédtecni hodnoté xy = 0,2. Provedte nejuijse 4 iterace.
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&1

Obrazek 2.2: Nulova hodnota derivace v piikladu 2.3.3

Ty 05

’ k ‘ T f () ‘ f' (@)
0| 0,2000000 | 0,1280000 | 0,3200000
11—-0,2000000 |—0,2880000 | 1,9200000
2 |—0,0500000 |—0,0551250 | 1,2705000
3 1—0,0043478 |—0,0043857 | 1,0174479
4 1—0,0000373 | 0,0000373 | 1,0001492

Tabulka 2.11: Tabulka k prikladu 2.3.4

Reseni 2.3.4.
f'(z) = 32" —4x + 1

Prubeéh iteraci je zaznamenan v tabulce 2.11. Po ¢tytech krocich jsme dospéli
k hodnoté & = —0,0000373.

Priklad 2.3.5. Bud f(z) = 2® — 22% + 2. Pomoci Newtonovy metody urcete koren
funkce f pri pocédteéni hodnoté xo = 0,5. Provedte nejvyse 4 iterace.

Reseni 2.3.5.
f'(z) =32% —4a + 1

Iterac¢ni proces Newtonovy metody je zaznamenan v tabulce 2.12. Hned pfti vypoctu
prvni iterace jsme nalezli feSeni zadané rovnice £ = 1. V ptikladech 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5
je opét vidét, jak moc zédlezi na volbé pocatecni aproximace. Koteny funkce f, ktera

k] me | f) | ) |
0,500 | 0,125 |—0,250
1| 1,000 | 0,000 0,000

Tabulka 2.12: Tabulka k prikladu 2.3.5
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E me | fa) | fa) |
0 |—0,400000 |—0,685193 |—2,617 246
1 1-0,661799 | 0,489248 |—6,641583
2 |—0,088135 | 0,048976 |—5,334716
3 1—0,578954 | 0,000704 |—5,181448
4 1-0,578818 |—0,000001 |—5,179194
5 |—0,578818 |—=0,000001 |—5,179194

Tabulka 2.13: Tabulka k ptikladu 2.3.6 pii xg = —0,4

blom | @) | @) |
0 | 0,500000 |—0,516198 | 1,048 446
110,992345 | 0,042917 | 1,860957
210,969283 | 0,002064 | 1,686 330
3 10,968060 | 0,000006 | 1,678443
4 10,968057 | 0,000001 | 1,678427

Tabulka 2.14: Tabulka k prikladu 2.3.6 pii g = 0,5

je soucasti zadani téchto prikladu, lze nalézt i aritmeticky.

2?22 + 2 =0
z(z® =22 +1)=0
r(z—1)(z—1)=0

6=0, L=&=1

Zadand funkce f je polynomickou funkci stupné 3. M4 tedy bud tii jednoduché
realné koteny, nebo jeden jednoduchy realny kofen a dvojici komplexné sdruzenych
imagindrnich kofenu, nebo jeden trojnasobny realny kofen, nebo jako v nasem

piipadé jeden jednoduchy redlny kotfen a jeden dvojndsobny realny koren.

Piiklad 2.3.6. Naleznéte koren funkce f(z) = x* — 323 + 222 — 0,52 + tg(z) — 1
na intervalu (—0,5;1) . Vipocet ukoncete ve chvili, kdy rozdil dvou po sobé jdoucich
iteraci bude v absolutni hodnoté mensi nez 107°.

Reseni 2.3.6. V zaddni nen{ pevné stanovena poc¢ateéni hodnota. Zvolme nejprve
za pocatecni hodnotu zy = —0, 4. Derivace funkce f je

f/(z) =42® — 92° + 42 — 0,5 +

cos?(z)
Prubéh vypoctu je zanesen v tabulce 2.13. Pii poc¢ateéni aproximaci xg = —0,4 jsme
dospéli ke kotenu & = —0, 578818, avsak tento kofen neni prvkem zadaného intervalu.

Nyni za¢neme hledat koten pii poc¢atecni aproximaci 7o = 0,5. Prubéh urcovani
kofene pri této pocateéni hodnoté je zanesen v tabulce 2.14. Timto postupem jsme
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dospéli ke kofeni & = 0,968057, ktery ziejmé lezi v zadaném intervalu (—0,5;1).
Rozdil mezi poc¢atecnimi aproximacemi je pouhych 0,9, a pfesto jsme Newtonovou
metodou dokonvergovali k ruznym kotenum funkce f. Nalezeni prvnich iteraci x1, T,
pro obé pocatecni hodnoty je graficky vyobrazeno na obrazku 2.3 (osy jsou zobrazeny

v poméru 1 : 3).

(]
/ 2
¢ i
§ xo 3 x
X N To T 2
f(xO)f T
)

Obrazek 2.3: Zavislost konvergence na volbé pocateéni hodnoty Newtonovy metody

2.4 Metoda secen

Piiklad 2.4.1. Metodou secen urcete koren funkce f(x) = sin(2%)—x pri poédtecnich
aprorimacich xo = 0,5, x1 = 1,5. Vypocet ukoncete pri hodnoté xr, pricemz pocitejte

s presnosti na 10 desetinngch mist.

Reseni 2.4.1. Niésledujici ¢leny posloupnosti {xk}zzo budeme generovat pomoci

zminéného vztahu (1.14). Uvedme vypocet hodnoty x».

Lo — 1

F(z0) — flan)
0,5-1,5
T =00 e 5 f(15)

x9 = 0,7903897298

To = Ty —

Diléi vypocty dalsich clentu posloupnosti naleznete v tabulce 2.15. Metodou secen
jsme dospéli k hodnoté x7; = 0,9401018528, ktera je ptibliznou hodnotou kofene &
funkce f.

Priiklad 2.4.2. Pomoci metody secen naleznéte pribliznou hodnotu reseni rovnice
Vad—ax2—1—x =0 a to pri zg = 1,6, v1 = 2. Vypocet ukoncete ve chvili, kdy
bude platit nerovnost |z — 41| < 1074
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‘ Lr—1

Tk

Tk41

‘ f(@ri1) ‘

0,500 000 000 0

1,500 0000000

0,790389729 8

0,197036674 4

1,500 0000000

0,790 389729 8

0,8910540767

0,068 962674 2

0,790 389729 8

0,8910540767

0,945 257760 1

—0,0075197330

0,891054 0767

0,945 257760 1

0,939 928 466 2

0,000251 963 4

0,945257760 1

0,939 928 466 2

0,9401012453

0,000 000 832 8

DO W N =]

0,939 928 466 2

0,9401012453

0,9401018528

—0,000000000 1

Tabulka 2.15: Tabulka k ptikladu 2.4.1

k| @ Ty Tror | flake) |
1,6000000 | 2,0000000 | 2,1786535 |—0,0351714
2 12,0000000 | 2,1786535 | 2,2056470 | 0,0001015
2,1786535 | 2,2056470 | 2,205569 3 | —0,000 000 2

Tabulka 2.16: Tabulka k piikladu 2.4.2

Reseni 2.4.2. Oznacéme fz) =

zanesen v tabulce 2.16. Hodnoty x3, x4 spliiuji stanovenou podminku pro ukonéeni

23 — 2?2 — 1 — x. Iteracni proces metody secen je

vypoctu. Resen{ zadané rovnice (resp. koten & funkce f) je pfiblizné x4 = 2,2055693.
K vysledku jsme dokonvergovali velmi rychle. Lepsi predstavu o tom, jak tento
kratky proces urcovani priblizné hodnoty feseni probihal, ndm muze poskytnout

obrazek 2.4. Muzeme Tici, ze funkce f se na okoli bodu £ chova jako primka, coz je

b1

X r1

Obrazek 2.4: Rychla konvergence ke kotenu v piikladu 2.4.2

pravé duvod brzkého ukonceni algoritmu metody secen.

Piiklad 2.4.3. Urcete hodnotu korene funkce f(z) = 0,3 cos(z)+2% pomoci metody
secen pri pocdtecnich hodnotich ro = —3,5, x1 =
bude platit |x), — zpy1| < 1072,

—1,5. Vypocet ukoncete, kdyz

Reseni 2.4.3. Diléi vypocty jsou zaneseny v tabulce 2.17. Cleny x4, 27 posloup-
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’ k ‘ Tg—1 Tk L+1 ‘ f(Tpi1) ‘
1 1-3,50000000 |—1,50000000 |—2,82120296 |—0,14324137
2 [—=1,50000000 |—2,82120296 |—2,45586491 |—0,04991929
3 [—2,82120296 | —2,45586491 |—2,26044048 | 0,01782944
4 1-2,45586491 | —2,26044048 |—2,31187035 |—0,00112503
5 [—2,26044048 | —-2,31187035 |—2,30881778 | —0,000021 89
6 [—2,31187035 |—2,30881778 |—2,308 75720 | 0,00000003

Tabulka 2.17: Tabulka k ptikladu 2.4.3

k] me Ty Trer | flagn)
1| 1,200000 | 0,250000 | 0,541412 0,113787
2] 0,250000 | 0,541412 |-0,579420 0,096 979
3| 0,541412 |—0,579420 | —7,046 106 | 46 230,444 249
4 1-0,579420 |—7,046 106 |—0,579 406 0,096 959
5 |—=7,046106 |—0,579406 |—0,579 392 0,096 939

Tabulka 2.18: Tabulka k prikladu 2.4.4

nosti {xy},-, generované vztahem (1.14) spliiuji podminku pro ukonéeni vypoctu.
Ptiblizna hodnota kotene ¢ funkce f tedy je z7 = —2,3087572.

Piiklad 2.4.4. Metodou secen pri pocdtecnich aproximacich vo = 1,2, x1 = 0,25
2,97 —a3
= 1.

naleznéte na intervalu (0,5;1,5) pribliznou hodnotu korene funkce f(x) = ==

Vijpocet ukoncete, kdy? | f(xy1)] < 1074

Reseni 2.4.4. Dalsf ¢leny posloupnosti {z4};-, generované pomoci metody secen
jsou zapsany v tabulce 2.18. Pti hodnoté xg vypocty ukoncime. Podivejme se nyni na
obrazek 2.5, na kterém je zobrazen prubéh metody secen zadané funkce s poc¢atecnimi
hodnotami zo = 1,2, 21 = 0,25 (souradné osy jsou v poméru 5 : 1). Z tabulky 2.18
iz obrazku 2.5 je ¢itelné, ze funkéni hodnoty v bodech x5, x3 jsou velmi blizké, proto

x4 = —7,046106. Takto zadanymi pocatecnimi podminkami bychom dokonvergovali
ke koteni &;, jehoz hodnota je ptiblizné & = —0,491489, tedy nelezi v intervalu
(0,5;1,5).

Priklad 2.4.5. Metodou secen pri pocédtecnich aproximacich xqg = 0,25, x4 = 1,2

2,97 g3

’ —1.
21

naleznéte na intervalu (0, 5; 1,5) pribliznou hodnotu korene funkce f(x)
Vijpocet ukoncete, kdy? | f(xri1)] < 1074

Reseni 2.4.5. Vysledky vipocti lze nalézt v tabulce 2.19. Tento pifklad a piiklad
2.4.4 maji stejné zadani s tim rozdilem, ze doslo k zdméné pocatecnich hodnot.
Pokud z(, x1 budou stanoveny tak, jak je tomu v zadani tohoto piikladu, metodou
secen ziskame pribliznou hodnotu kotene &3 = 0,912455. Pro lepsi predstavu vizte
obrazek 2.6 (osy jsou v poméru 5 : 1).
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D2

Ty To &3 Zo

n

.

Obréazek 2.5: Zavislost konvergence na volbé pocateénich hodnot metody secen

|

‘ Tg-1 Tk Lk+1 ‘ f(@pt1) ‘
0,250000 | 1,200000 | 0,541412 | 0,113787
1,200000 | 0,541412 | 0,787853 | 0,056 842
0,541412 | 0,787853 | 1,033 848 |—0,071 347
0,787853 | 1,033848 | 0,896933 | 0,008 017
1,033848 | 0,896933 | 0,910763 | 0,000874
0,896933 | 0,910763 | 0,912455 |—0,000 014

| U =W ||~

Tabulka 2.19: Tabulka k piikladu 2.4.5

Piiklad 2.4.6. Metodou secen priblizné urcete koren funkce f(z) = (3)" +z — 2

a to pri pocdtecnich hodnotich xog = —3, 1 = —1. Viypocet ukoncete, kdyzZ nastane
nerovnost |Tyy1 — xp| < 107°.

Reseni 2.4.6. Vizte tabulka 2.20. Kofen funkce f je &€ = —1,659861173.

2.5 Metoda regula falsi

Priklad 2.5.1. Pomoci metody regula falsi naleznéte pribliznou hodnotu korene
funkce f(z) = cos(z) + x* — sin(x) — 1 prFi poédtecnich hodnotich xy = 1, 1, = 3.
Vypocet ukoncete pri hodnoté xy, pocitejte s presnosti na sedm desetinnych mist.

Reseni 2.5.1. Funkce f je spojitd na celém svém definiénim oboru. Déle ovéime,
zda plati f(xg)f(z1) < 0.

f(1) =—0,3011687; f(3) = 6,8688875

43



Obrazek 2.6: Vhodné zvolené pocatecni podminky metody secen

Pocatecni podminka metody regula falsi je zfejmeé splnéna. Postupovat budeme podle
iteracniho vzorce (1.14). Hodnotu xs spoc¢teme nasledovné:

To — T1

Ty = Tg — Wﬂ%),
=t e

9 = 1,0840073.

Nyni nés bude zajimat jaké funkéni hodnoty nabyva funkce f v bodé xs.

Flws) = f(1,0840073) = —0, 2409773
’ k ‘ Tp—1 ‘ T ‘ Tt1 ‘ f(@pt1) ‘
1 {—=3,000 000000 |—1,000000 000 |—1,250000000 |—0,371585770
2 |—1,000000000 |—1,250000000 |—1,973412370 | 0,453546 180
3 |—1,250000000 |—-1,973412370 |—1,575777886 |—0,094 816 090
4 1-1,973412370 |—1,575777886 |—1,644531973 |—0,018 067 826
5 | —1,575777886 |—1,644531973 |—1,660717836 | 0,001020194
6 | —1,644531973 |—1,660717836 |—1,659 852753 |—0,000010 028
7 |—1,660717836 |—1,659852753 |—1,659861 173 |—0,000000 006

Tabulka 2.20: Tabulka k prikladu 2.4.6
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k Tg—1 Tk ‘ M ‘ N ‘ L+1 ‘ f (@) ‘
1] 1,0000000 | 3,0000000 | —1 | +1 | 1,0840073 |—0,2409773
2 | 3,0000000 | 1,0840073 | +1 | —1 | 1,1489468 |—0,1828059
3 13,0000000 | 1,1489468 | +1 | —1 | 1,1969329 |—0,133 060 2
4 13,0000000 | 1,1969329 | +1 | —1 | 1,2311972 |—0,093 9326
5 | 3,0000000 | 1,2311972 | +1 | —1 | 1,2550594 |—0,064 8767
6 | 3,0000000 | 1,2550594 | +1 | —1 | 1,2713862 |—0,0441311
Tabulka 2.21: Tabulka k piikladu 2.5.1
’ k ‘ Tp—1 T, ‘ M ‘ N ‘ Tyl ‘ f(zri1) ‘

11-3,50000 {—1,50000 | =1 | +1 |—2,82120 |—0,14324

2 |—1,50000 |—2,82120 | +1 | —1 |—2,45586 |—0,04992

3 |—1,50000 |—2,45586 | +1 | —1 |—2,34351 |—0,01239

4 |—1,50000 |—2,34351 | +1 | —1 |—2,31651 [—0,002 80

5 —1,50000 [—2,31651 | +1 | —1 |—2,31046 |—0,000 62

6 [—1,50000 |—2,31046 | +1 | —1 |—2,30913 {—0,00013

7 1—1,50000 [—2,30913 | +1 | —1 |—2,30884 |—0,000 03

Tabulka 2.22: Tabulka k ptikladu 2.5.2

Funkéni hodnota v bodé x5 je zaporna, proto musime z xg, x1 pro dalsi krok pouzit
x1, jelikoz plati f(x1) > 0. Prubéh dalsich vypoctu je ¢iselné zanesen v tabulce 2.21.
Sloupce oznacené jako M, N obsahuji po fadé hodnoty sign(f(zx—1)), sign(f(zx)).
Toto znaceni zachovejme v ramci vSech tabulek prislusnych k této sekci. Dospéli
jsme k hodnoté z; = 1, 2713862, kterou lze povazovat za pribliznou hodnotu kotrene
¢ funkce f.

Piiklad 2.5.2. Urcete hodnotu kotene funkce f(x) = 0,3 cos(x)+2* pomoci metody
requla falsi pri pocatecnich hodnotdch xg
kdyz |zp — xpeq] < 1073,

= —3,5, xr1 = —1,5. Vypocet ukoncete,

Reseni 2.5.2. Funkee f je spojitou funkef na celém svém definiénim oboru. Zjistéme,
zda pocatecni hodnoty spliuji podminku f(xg)f(x1) < 0.

£(=3,5) = —0,19255; f(—1,5) = 0, 37477

Kofren lezi v intervalu (—3, 5; —1, 5), muzeme tedy zacit s vypocty, vizte tabulka 2.22.
Po sedmi iteracnich krocich jsme dosli k priblizné hodnoté kotene £ = —2,30884,
kterd spliuje zadanou podminku. Pov§imnéme si, Ze stejné zadani jsme tesili také
v prikladu 2.4.3. K tomu, abychom splnili danou podminku, ktera je v obou piikla-
dech stejnd, jsme pti pouziti metody regula falsi museli urcit vsechny cleny az po
xg, kdezto v ptipadé feseni pomoci metody secen stacilo ur¢it ¢leny po 7.
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Tr—1 Tk ‘ M ‘ N ‘ Tk+1 ‘ f(Tps1) ‘
1,00000 | 2,00000 | +1 | =1 | 0,69697 | 0,999 50
2,00000 | 0,69697 | —1 | +1 | 1,34801 | 0,44905
2,00000 | 1,34801 | =1 | +1 | 1,54992 | 0,09473
2,00000 | 1,54992 | —1| +1 | 158883 | 0,01663
2,00000 | 1,58883 | —1| +1 | 1,59555 | 0,00282
2,00000 | 1,59555 | =1 | +1| 1,59669 | 0,00047
2,00000 | 1,59669 | —1 | +1 | 1,59688 | 0,00007

N | O U= | W[N]

Tabulka 2.23: Tabulka k piikladu 2.5.4

Priklad 2.5.3. Urcete hodnotu kofene funkce f(x) = arctg(z + 1) — 2 + z — 1.
Pocatecni hodnoty metody regula falsi jsou xo = 2, x1 = 3. Vypocet ukoncete, kdyz

dospéjete k hodnoté xy, 1, pro kterou plati | f(zpi1)| < 1074,

Reseni 2.5.3. Podminka spojitosti funkce f je ziejmé splnéna. Ovéime zbyvajici
podminku.
f(2) = —1,00095; f(3) = —4,92418

Na intervalu (2;3) nemusi mit funkce f kofen. Pokud bychom chtéli tyto poc¢dteéni
hodnoty pouzit pti hledani kofene funkce f, museli bychom pfistoupit k pouziti
metody secen.

Piiklad 2.5.4. Reste priklad 2.5.3 pii poédtecnich hodnotdch xy =0, x1 = 2.

Reseni 2.5.4.
f(0) =0,53540; f(2) = —1,00095

Zadani splnuje pocatecni podminky metody regula falsi. Hledéani kotene je zazna-
menano v tabulce 2.23. Pti takto zvolenych pocateénich podminkach jsme po sedmi
krocich zjistili hodnotu g, ktera splituje podminku |f(xg)] < 107%. Pro pfibliznou
hodnotu kotene na zdkladé vypoctu plati: & = xg = 1,59688. Na obrazku 2.7 (osy
jsou v poméru 1 : 2) je zobrazena funkce f s pocateénimi podminkami piikladu 2.5.3
(znaceny xg, x1) a tohoto piikladu (znaceny Tg, T1).

Piiklad 2.5.5. Metodou regula falsi priblizné urcete koren funkce f(z) = (1) +a—32
a to pri pocdtecnich hodnotich xg = —3, 1 = —1. Viypocet ukoncete, kdyzZ nastane

nerovnost |Tyy1 — xp| < 107°.
Reseni 2.5.5. Funkce f je zfejmé spojitd. Déle plati

F(=3) =35 f(—1)=—0,5.

Muzeme tedy zacit s hleddnim kofene na intervalu (—3,—1), vizte tabulka 2.24.
Hledana priblizna hodnota kotene & funkce f odpovida hodnoté x9g = —1,6598525.
Povsimnéme si, zZe stejné zadani jsme tesili pomoci metody secen v piikladu 2.4.6.
Jde o pripad, ktery jsme rozebirali zavérem sekce 1.6. Vizte obrazek 2.8 (osy jsou v
poméru 1 : 2). Metoda regula falsi pro tento piipad konverguje pomaleji.
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k ‘ Tr—1 T ‘ M ‘ N ‘ Tht1 ‘ f(Tpy1) ‘
1 |—=3,0000000 |—1,0000000 | +1 | —1 |—1,2500000 [—0,3715858
2 |—3,0000000 [—1,2500000 | +1 | —1 |—1,4179609 |—0,2458852
3 |—3,0000000 [{—1,4179609 | +1 | —1 |—1,5218082 |—0,1503010
4 |—3,0000000 |—1,5218082 | +1 | —1 |—1,5826727 |—0,0874304
5 |—3,0000000 [—1,5826727 | +1 | —1 |—1,6172148 |—0,0493928
6 |—3,0000000 [—1,6172148 | +1 | —1 |—1,6364574 |—0,0274428
7 1—3,0000000 [—1,6364574 | +1 | —1 [—1,6470655 |—0,0151061
8 |—3,0000000 [—1,6470655 | +1 | —1 |—1,6528797 |—0,008 2728
9 |—3,0000000 [—1,6528797 | +1 | —1 |—1,6560563 |—0,0045178
10 |—3,0000000 |—1,6560563 | +1 | —1 |—1,6577888 |—0,002463 4
11 |—3,0000000 |—1,6577888 | +1 | —1 |—1,6587328 |—0,0013421
12 |—=3,0000000 |—1,6587328 | +1 | —1 |—1,6592469 [—0,0007309
13 |—3,0000000 |—1,6592469 | +1 | —1 |—1,6595268 |—0,0003979
14 |—3,0000000 |—1,6595268 | +1 | —1 |—1,6596792 |—0,0002166
15 |1—3,0000000 |—1,6596792 | +1 | —1 |—1,6597621 |—0,0001179
16 |—3,0000000 |—1,6597621 | +1 | —1 |—1,6598073 |—0,000064 1
17 |—=3,0000000 |—1,6598073 | +1 | —1 |—1,6598319 [—0,000034 8
18 |—3,0000000 |—1,6598319 | +1 | —1 |—1,6598452 [—0,0000190
19 |—=3,0000000 |—1,6598452 | +1 | —1 |—1,6598525 |—0,0000103

Tabulka 2.24: Tabulka k prikladu 2.5.5
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Obrazek 2.7: Pocatecni hodnoty prikladu 2.5.3, 2.5.4

Obréazek 2.8: Pomaléd konvergence ke kotenu v piikladu 2.5.5
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Kapitola 3

Aplikace ve fyzice

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké jsou moznosti aplikace zminénych numerickych me-
tod ve fyzice. Pri fyzikalnich vypoctech ¢i mérenich muze nastat situace, kdy stojime
pred tkolem vyfesit néjakou algebraicky nefesitelnou (nebo slozité fesitelnou) rov-
nici. V nékterych piipadech lze pouzit k nalezeni feSeni této rovnice numerickych
metod a urcit jej aspon priblizné. Ptiblizné teseni ve fyzikalni praxi mnohdy postadi,
jelikoz pouzivané piistroje maji své odchylky, které jsou dany jejich konstrukei.

Nyni uvedeme piiklad jednoho konkrétniho fyzikalniho méfeni, jehoz zpracovani
vede k TesSeni algebraicky komplikované tesitelné rovnice. Predtim, néz popiSeme
samotny prubéh méfeni, uvedme ve zkrdcené formé teorii ptislusnou k tématu. Bu-
deme urcovat logaritmicky dekrement dievéné tyce obdélnikového prutrezu, ktery je
dulezitou charakteristikou tlumenych oscilatoru.

3.1 Teorie

Predstavme si pruzinu, na niz je zavéseno zavazi. To, jaka je vychylka pruziny,
kterou v tuto chvili povazujeme za harmonicky linearni mechanicky oscilator, v case
t, popisuje rovnice

W = Yy, sin(wot + o). (3.1)

Pricemz 1), znaci amplitudu vychylky, vyraz (wot + ¢o) fazi kmitu, @ pocateéni
fazi kmitu, wy uhlovou frekvenci oscilatoru, kde wy = 2nf = 2?”, kde f je frek-
vence a T perioda. Zavislost vychylky harmonického oscilatoru, ktery byl vychylen
z rovnovazné polohy, na case je ilustrovana obrazkem 3.1.

Popisme nyni realny mechanicky linearni oscilator. Na kazdy takovy oscilator
pusobi odporova (tlumici) sila F,. Uvazujme pfipad, kdy odporova sila je piimo
umérna rychlosti v pohybujiciho se télesa, tedy

F, = —bv, (3.2)

kde b > 0 je soucinitel linedrniho odporu (jeho jednotka je N-m™!-s). Sila F,, ptusob{

proti sméru rychlosti v, proto v rovnici (3.2) je na pravé strané minus. Pusobenim
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Q/Jm sin (@0)
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Obrazek 3.1: Harmonické kmitani

této sily je tlumen kmitavy pohyb, pficemz se mechanickd energie soustavy meéni
na vnitini energii oscilatoru a jeho okoli. Abychom popsali zavislost vychylky z rov-
novazné polohy na case u takovéhoto oscilatoru, musime vyfesit pohybovou rovnici
tlumenych kmitu, ktera je linearni homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu
s konstantnimi koeficienty. Rozbor feseni této rovnice lze nalézt v [10]. Pro nase
potieby postaci, kdyz pouze uvedeme vysledny tvar vztahu, ktery popisuje prubéh
tlumenych kmitu. Ten nabyva tvaru

¥ = e sin(wot + o). (3.3)

Porovname-li rovnice (3.1) a (3.3), zjistime, ze jediny rozdil mezi nimi je, ze am-
plitudu vychylky ), z rovnice (3.1) nahradil sou¢in ¥e~%. Pro harmonické kmity
je maximélni vychylka po uplynuti periody 7' stejna, kdezto v piipadé tlumenych
kmitt klesd, jelikoz funkce f(t) = 1pe % je klesajici exponencidlni funkci. Casovy
prubéh tlumenych kmitu je zobrazen na obrazku 3.2. Z rovnice (3.3) pro amplitudu
dvou po sobé jdoucich kmitu plati

¢n - 1/}06_&"7 wn—i-l - ¢Oe_5(tn+T) - wne_(ST‘

Nasim cilem je zjistit, jaky je vztah mezi dvéma po sobé jdoucimi lokalnimi maximy

ktivky z obrazku 3.2. Z toho duvodu vydélme vyjadieni ¢, vyjadienim ), 1:
wn o eéT'

¢n+1

Vyraz €T je konstantni a nazyvame jej wtlum. Uréime-li hodnotu piirozeného loga-

ritmu dtlumu, dostavame bezrozmérnou velicinu, kterou je logaritmicky dekrement,
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Obréazek 3.2: Tlumené kmitini

jenz znac¢ime pismenem A. Tedy plati
A =1ne’? = 6T,

Pro potieby méfeni je nutno zavést pojem rezonancni frekvence. Nebudeme se
poustét do podrobnosti, jelikoz nam jde predevsim o samotné zpracovani hodnot,
nikoliv o fyzikalni podstatu. Nyni uvazujme mechanicky oscilator, ktery budeme
nucené rozkmitdavat pusobenim periodicky casové proménné budici sily

F, = F, sin(Qt), (3.4)

kde F,, je amplitudou budici sily a € jeji ihlovou frekvenci. V pripadé takovéhoto
oscilatoru lze spravnou volbou thlové frekvence ) docilit stavu rezonance. Takto
vhodné zvolenou tihlovou frekvenci nazyvame rezonancéni whlovou frekvenci a znaci-
me ji €y, pricemz se jednd o frekvenci, pti niz oscilator kmitd s nejvétsi amplitudou.
Zéavislost amplitudy 1 na thlové frekvenci (), je ilustrovana obrazkem 3.3. Tuto
kiivku nazyvame rezonancéni krivkou a predpis pro jeji konstrukci je obecné dan
vztahem
@,

J©z - 4 ave

pricemz ®,, je amplitudou obecné braného budiciho ¢initele, jenz realizuje nucené

V= (3.5)

kmitéani.
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0 Q Q)

Obrézek 3.3: Rezonanéni krivka

3.2 Postup méreni

Dosud jsme uvazovali pouze pripad, kdy osciluje zavazi na pruziné kolem rov-
novazné polohy. V tomto méreni budeme promérovat rezonancni kiivku drevéné
tyce obdélnikového prutezu, kterd je zavésena v mistech uzli chvéni tyce. Jak urcit
polohu uzlu lze nalézt v [8]. Aparaturu zapojime podle schématu na obrazku 3.4.

Oba konce tyce jsou opattreny zeleznymi plisky. Pomoci elektromagnetického budice,

CITAC

/)

ZAVESY

L

1

L o oft—fo] MERENATYC [o}—lo
BUDIC SNIMAC

TONOVY ZESILOVAC MILIVOLTMETR
GENERATOR

Obrazek 3.4: Zapojeni aparatury

jehoz obvodem bude prochézet stiidavy proud, uvedeme vzorek do chvéni. Zelezny
plisek druhého kmitajicitho konce zpusobuje v okoli snimace proménny magneticky
tok a v zavitech snimace je indukovano napéti. Toto napéti je méreno milivoltmet-
rem. Ladénim frekvence stiidavého proudu v budici zjistime rezonancni frekvenci f;.
Vztah mezi tthlovou rezonanéni frekvenci a rezonanénim kmitoctem je Qy = 27 fj.

Za rezonancni frekvenci fy, budeme povazovat takovou frekvenci, pro kterou bude
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hodnota amplitudy napéti na displeji milivoltmetru maximélni. Ve chvili, kdy na-
lezneme fy upravime hodnotu napéti na milivoltmetru na 1V. Poté budeme ladit
vstupni frekvenci na ténovém generatoru tak, abychom urcili hodnoty frekvenci
pro napéti 0,4V; 0,6V; 0,8V na displeji takto nastaveného milivoltmetru. Podle
obrazku 3.3 lze predpoklddat, ze nalezneme pro kazdou hodnotu napéti dvé frek-
vence, jinymi slovy promeérime rezonanc¢ni kiivku v obou smérech od maxima. Bu-
deme tedy promeérovat zavislost amplitudy napéti U na frekvenci f. Logaritmicky
dekrement tyce pak ur¢ime ze vztahu

Ao

fo
kde vyrazem Af,; rozumime vzdalenost bodu [f1;0,7], [f2;0,7], kde fi, f2 jsou
hodnoty frekvenci, pro néz bychom milivoltmetrem naméfili 0,7V. Pro ilustraci

A= (3.6)

uved me obrdzek 3.5. Pifslusné vztahy pro odvozenf rovnice (3.6) lze nalézt v [2], [5],

8].
UlV]

0,7

Af(),?

Ji Jo Jo f [Hz]

Obrézek 3.5: Grafickd interpretace vyrazu A f 7

3.3 Namérené hodnoty a jejich zpracovani

V tabulce 3.1 jsou zaneseny namétrené hodnoty. Uzlové body roviny ziskané z nameé-
fenych hodnot prolozime vhodnou funkei g, kterd bude obecné tvaru

A
J(@rf) = BR) +cp

kde A, B, C' € R. Tento tvar vyplyva z rovnice (3.5). D4 se piedpoklddat, ze B = 472,
jelikoz plati €2 = 2x f. K nalezeni koeficientu A, B, C' lze vyuzit vhodny matematicky

9(f) =

software. V naSem piipadé jsme pti urcovani téchto hodnot, resp. pii hleddni vhodné
aproximacni funkce, pracovali se softwarem Logger Pro 3 Demo. Vysledna funkce,
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UV fH7] |

0,4 | 340,601
0,6 | 346,965
0,8 | 348,400

| 1,0 | 350,000 |
0,8 | 351,122
0,6 | 351,807
04 | 352,871

Tabulka 3.1: Tabulka namérenych hodnot
kterou prolozime uzlovymi body je zobrazena na obrazku 3.6 (osy jsou v poméru
12 : 1 a protinaji se v bodé [335,0]) a jeji predpis je
5,167 - 10*
\/((27Tf0)2 — 39, 58f2)2 +2,2-104f2

kde z tabulky 3.1 plati fy = 350 Hz. Graf funkce g neni presnou rezonancni kiivkou,

g(f) =

UlV]

0,7
0,5
* *
g
0 f 0
340 350 f [HZ]

Obrazek 3.6: Uzlové body prolozené funkei g

avsak pro ilustraci postaci.

Nasim cilem je zjistit, jaké jsou pftiblizné hodnoty frekvenci fi, fo, ve kterych
funkce g nabyva napéti 0,7 V. Pii hledani téchto frekvenci budeme vychazet z funkce
h, pro kterou plati h(f) = g(f) — 0,7. Docilime tak toho, ze fi, fo budou koteny
funkce h. Funkce h spolecné s body fi, fo jsou vyobrazeny na obrazku 3.7 (osy jsou
v poméru 12 : 1 a protinaji se v bodé [345,0]).

Pokusme se nejprve pomoci metody regula falsi nalézt pribliznou hodnotu frek-
vence f1. Za pocatecni hodnoty zvolme xg = 345, x; = 350. Iteracni proces zastavime
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0,41 U[V]

0,3

0,2 h

0,1

345 fl 350 f2 f [HZ]

-0,1
-0,2
Obrazek 3.7: h(f) =g(f) — 0,7
k| wme | owe [ sign(f(zey) | sign(f(an) | wen | sign(f(zis)) |
1 | 345,000 | 350,000 —1 +1 347,713 +1
2 | 345,000 | 347,713 -1 +1 347,595 —1
3| 347,595 | 347,713 -1 +1 347,636 —1
4 | 347,636 | 347,713 -1 +1 347,636 -1

Tabulka 3.2: Itera¢ni proces urcovani ptiblizné hodnoty frekvence f;

ve chvili, kdy dvé po sobé jdouci iterace budou od sebe vzdaleny o méné nez 1072,

Prubéh iteraci je zaznamendan v tabulce 3.2.

Pozndmka 3.1. Osvétleme duvody volby metody regula falsi pro uréovani hodnoty
kofene funkce h na intervalu (z, z1). Na tomto intervalu funkce h nabyva svého ma-
xima. V pripadé volby Newtonovy metody by mohla nastat situace jako v ptikladu
2.3.3. Pokud bychom zvolili metodu secen, hrozilo by, ze funkce h by ve dvou po sobé
jdoucich iteracich nabyvala blizkych, nebo dokonce stejnych hodnot. Tato situace je
popsana v zavéru sekce 1.6. Pro pouziti metody prosté iterace bychom museli najit
vhodnou itera¢ni funkci, coz by pro funkci h bylo obtizné. Metoda bisekce, stejné
jako metoda regula falsi, jsou metodami radu jedna, tedy rychlost konvergence me-

tody bisekce nebude vyssi nez metody regula falsi.

Pribliznd hodnota hledané frekvence je f; = 347,636 Hz. Naleznéme nyni pomoci
metody secen pribliznou velikost frekvence fo. Uvazujme xy = 350, x; = 355 jako
pocatecni hodnoty. Podminku ukonéeni itera¢niho procesu zachovejme stejnou jako
pii hledani priblizné hodnoty frekvence f;. V tabulce 3.3 je zanesen itera¢ni proces.

Pozndmka 3.2. Pri urcovani hodnoty fo se opét vyvarujeme pouziti Newtonovy
metody a metody prosté iterace z diivodu osvétlenych v poznamce 3.1. Na intervalu
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|

‘ Lk—1 Lk Lh+1

350,000 | 355,000 | 352,071
355,000 | 352,071 | 350,897
352,071 | 350,897 | 351,479
350,897 | 351,479 | 351,436
351,479 | 351,436 | 351,434

G| W&

Tabulka 3.3: Iteracni proces ur¢ovani ptiblizné hodnoty frekvence f,

(zg, 1) funkce h nenabyva maxima, metoda se¢en je metodou vyssitho Fadu nez

metody regula falsi a bisekce, proto pouzijeme prave ji.

Metodou secen jsme nalezli pribliznou hodnotu frekvence fo = 351,434 Hz. Nyni
jiz zname hodnotu rezonanc¢ni frekvence fy i priblizné hodnoty hledanych frekvenci
f1, f2. Muzeme tedy dosazenim do rovnice (3.6) uréit logaritmicky dekrement mérené

tyce.

A
A Ao

Jo
Ao h

Jo

351,434 — 347,636
A=m

350

A=0,034

Ptibliznd hodnota logaritmického dekrementu mérené tyce je A = 0, 034.
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Z.aver

P#i hledani feseni rovnice (1.1) pomoci popsanych metod je nutno zohlednit hned
nékolik skutecnosti. Vzdy ndm pomuze, pokud mame aspon ramcovou predstavu
o tom, jak se funkce f chova na okoli svého kotene &. Na zakladé této predstavy
pak lze vybrat tu metodu, pomoci které dokonvergujeme k ptiblizné hodnoté kotene,
popripadé na zakladé vypoctu uhodneme presnou hodnotu £. Jak je v textu zminéno,
kazda z uvedenych metod je charakteristicka svym fadem. Snaha o aplikaci metody
s nejvyssim moznym fadem na tfeSeni konkrétniho ptikladu je zaddouci. Nutno vsak
sledovat veskeré okolnosti, jez by mohly negativné ovlivnit itera¢ni proces dané me-
tody. V pripadé, ze nemame jistotu, ze néktera z metod bude konvergovat ke kofenu,
radéji volme metodu jinou a to i s védomim, ze tato metoda bude konvergovat po-
maleji. Z4dn4 z metod nenf univerzalnim néstrojem pro nalezeni viech feseni viech
rovnic, avsak v mnohych situacich poslouzi velmi dobfe.

Prvni kapitola popisuje principy jednotlivych metod. Na zakladé téchto popisu
jsme byli schopni tesit priklady v kapitole 2. Podaftilo se nam poukazat na nékteré
jevy, které mohou ovlivnit proces urcovani kotene. Tyto jevy byly také interpre-
tovany geometricky. V ramci jedné bakalaiské prace vsak nelze podrobné rozebrat
vSechny situace, jez mohou nastat. Ve tieti kapitole jsme uvedli jednu z moznych fy-
zikalnich aplikaci numerickych metod feseni nelinearnich rovnic. Tento piipad vsak je
jen jednim z mnoha. Nepochybné bychom nalezli nepifeberné mnozstvi aplikaci ve fy-
zikalni problematice. Jmenujme napiiklad urcovani vlastnich ¢isel matic, ktera maji
vyznam v kvantové fyzice a kybernetice. Prace by dale mohla zahrnovat naptiklad
sekci vénovanou lokalizaci korenu polynomickych funkci. Tato sekce by nam zajisté

pomohla pii urc¢ovani pocatecnich hodnot jednotlivych numerickych metod.
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