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Uvod

Tématem bakalarské préce je nastudovani exaktnich metod pro feSeni pro-
blému obchodniho cestujictho. Podstata tohoto problému je viceméné snadno
popsatelna i laikovi, nicméné problém je narocénym hlavné z hlediska vypo-
¢etni narocnosti a praveé té je v této praci vénovana hlavni pozornost.

V préci se ¢tenalr nejprve seznami s historickym kontextem a vyvojem
feSeni tlohy TSP, nasledné bude sezndmen s formulacemi tohoto problému
a jejich vyuztim pii konstrukci exaktnich metod feSeni. Nakonec je Ctenar
seznamen s programovou realizaci, kdy hlavni pozornost je vénovana metodé
CLP (zkratka pro celociselné linedrni programovdni) relaxace, a nakonec jsou
porovnany ruzné piistupy reSeni.

Pro programové zpracovani jednotlivych metod je vyuzito softwaru
MATLAB, v jehoz prostiedi funguji vSechny skripty a funkce, které jsou
prilohami této prace.

Primarnim cilem je porovnani riznych metod z hlediska vypocetni naroc-
nosti a prozkouméani limiti jednotlivych metod. Dalsim cilem je porovnéani
téchto metod i z hlediska pamétové narocnsoti. Zpracovani jednotlivych me-
tod a vyhodnoceni metod miize byt vyuZzito pfi volbé zptisobu feseni pro

ruzné aplikace feseni TSP.



1. Sezndmeni s problémem obchodniho cestuji-
ciho

V této kapitole bude pfedstavena matematickd formulace problému ob-
chodniho cestujicitho (anglicky Traveling Salesman Problem, zkracené TSP)
a budou definovany klicové pojmy, které budou pouzivany po celou dobu
prace s problémem obchodniho cestujictho . Téz bude doplnéna historie pro-
blému, kratce nastinén vyvoj jeho feSeni a popsano vyuziti této problematiky

v praxi.

1.1. Ptvod zkoumani problému obchodniho cestujiciho

Diky ilustraci okolnosti kolem problému bude 1épe mozno chédpat problém,

jeho dilezitost a dulezitost aplikace FeSeni.

1.1.1. Pdvod nazvu TSP

Puvod nézvu problému neni bohuZel zcela jasny a neni mozno dohledat
zéddné autorské ¢lanky ani prace, kde by se oficialné poprvé vyskytlo dnesni
oznaceni problému jako problém obchodniho cestujiciho. Za prvni referenci
pouziti nazvu se dé povazovat zminka Julie Robinson z roku 1949 v praci,On
the Hamiltonian game (a traveling salesman problem)®, nicméné samotné
autorka toto pojmenovani nevymyslela (viz [1]).

Jisté zminky jsou vedeny od pani Flood a Whitney z Princetonovy uni-
verzity, kdy prvné jmenovany fesil problém okruhu autobusu v Zapadni Vi-
rginii a druhy se podilel na feSeni problému 48 mést. Jeden z téchto autoru
udajné poprvé pro takovy problém pouzil oznaceni Travelling Salesman Pro-
blem, jenz se od té doby stalo vyuzivano pro tento druh problematiky, jejiz

specificky popis a definice je popsana nize v textu. Oba panové své problémy
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fesili nékdy v 30. letech 20. stoleti (viz [5])

nyni nazyva problémem obchodniho cestujiciho. Piikladem miize byt né-
mecké prirucka ,Obchodni cestujici - jaky méa byt a co ma délat, aby ziskal
zakazky a mél jistotu uspéchu ve svém podnikani“ (némecky Der Handlung-
sreisende—uwie er sein soll und was er zu thun hat, um Auftrage zu erhalten
und emes glu cklichen Erfolgs in seinen Gescha ften gewiss zu sein—Von
einem alten Commis-Voyageur z roku 1832 obsahujici popis problému, jak je
znam dnes. Jako autor se podepsal alten Commis-Voyageur (v piekladu stary
obchodni cestovatel), jehoz jméno je nezndmé. Pro kontext je jisté vhodné
i jedinou moznosti osobni navstévovani zakaznikti. Pro obchodniky tak mélo
velky vyznam hledani ,optiméalnich® tras, kdy dojde k navstiveni vSech po-

zadovanych mist pfi co nejnizsich nékladech (viz [1])

1.1.2. Historické zptisoby reSeni

Jak bude pozdéji vysvétleno, problém obchodniho cestujictho je i na
dnesni poméry pomérné naroénym problémem k TeSeni, zejména pii zvySu-
jicim se poc¢tu bodt, pro které je feSen. I pred rychlym rozvojem vypocetni
techniky ovSem existovaly metody jak ,optimalizovat® cestu mezi nékolika
body.

MozZnym feSenim je pfi feSeni vyuzivat geometrii. Napiiklad pii planovani
cesty Abraham Lincolna americkymi mésty se za pomoci odstranéni ostrych
uhlt, které jsou svirany dvojici hran, z mapy feSeni dosahlo optimélni cesty.
Dalsim, kdo vyuzil geometrii k TfeSeni problému hledani nejkratsi cesty byl
Sir William Rowan Hamilton, ktery pro hledani nejkratsiho okruhu mezi 20

body vyuZzival dvanactisténu. Pfes vSemozné dalsi mozné zpusoby (pro vy-
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bér nejkratsi kruznice byla napiiklad vyuzivana i estetika) se nakonec projevil
rozmach vypocetni techniky a hledani exaktnich feSeni tak probiha algorit-

micky (viz [1]).

1.2. Aplikace TSP

Pro aplikaci v redlném svété neni tfeba dlouze hledat. Hledani nejkratsi
cesty mezi nékolika body se jisté fadi mezi casté problémy kazdodenniho
Zivota. Jisté neni béznou praxi, Ze by k vypoctu nejkratsi cesty bézné clo-
vék kalkuloval matice a vymyslel algoritmy pro optimalizaci své cesty, ale i s
aplikaci téchto postupt se ¢lovék bézné nevédomky setkava, naptilad pfi vyu-
zivani sluzeb logistickych firem (viz [6]). To jen dokazuje dilezitost problému
obchodniho cestujiciho a jeho praktickou vyuzitelnost.

Vyuziti nalezé problém obchodniho cestujiciho i v genetice, konkrétné pii
sestavovani pofadi markeri v genomu. Na markery v genomu lze pohlizet
stejné jako na mésta a na uspofadani genomu jako na kruznici prochazejici
kazdym markerem (viz [1]).

Dalsim odvétvim, kde se setkavame s aplikaci problému obchodniho ces-
tujiciho jsou integrované obvody na deskach s plosnymi spoji. V deskach se
vyskytuje pomérné velké mnozstvi dér, do kterych jsou usazovany ¢ipy. Pro
zeefektivénni vyroby je vyuzivano TSP, jehoz pomoci jsou optimalizovany
presuny vrtacky mezi pozicemi otvori.

Toto je kratky vycet moznych vyuziti feseni TSP dokazujici opravdu vel-
kou §iti spketra oborti, kde je mozné se hledanim nejkratsi cesty setkat. Je
tak zcela zrejma dulezitost zkoumani tohoto problému a rozvoj vypocetnich

technik vedoucich k jeho TeSeni.
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1.3. Zakladni pojmy z teorie grafii

Pted zavedenim samotného problému budou definovany zakladni pojmy z
oblasti teorie grafi. Jejich zavedeni usnadni chapani a orientaci v nasledném

textu.

Definice 1 Grafem rozumime dvojici mnozin G = (U, H), kde U je mno-
Zina uzli a H mnoZina hran. Hranou rozumime neusporddanou dvojici [u, v]

kde w € U av € U jsou uzly grafu.

Definice 2 Sledem (viz [14]) v grafu G nazjvame posloupnost hran a uzli

Ui, Uits - - - Uik takovou, Ze [u;j_1,u;5] € H, pro j =1,2,... k.

Definice 3 Cestou v G nazijvame sled, v némz se ani jeden uzel nevyskytuje

vicekrdt.

Definice 4 KruzZnici (viz [14]) nazveme takovy sled, pro ktery plati, Ze se

v ném vsechny uzly krom proniho a posledniho objevuji nejuyse jednou.

Definice 5 Cesta, kterd obsahuje prave vsechny uzly grafu G se nazijvd ha-

miltonovskd cesta (viz [14]).

Definice 6 Kruznice, kterd obsahuje vSechny uzly grafu G prdvé jednou, se

nazgvd hamiltonovskd kruznice (viz [14]).

Definice 7 Necht h je redlnd funkce definovand na na mnoziné hran H grafu
G = (U, H). Potom trojici Gy, = (U, H, h) nazveme hranové ohodnocengm

grafem (viz [14]).

Definice 8 Délkou cesty (viz [14]) v ohodnoceném grafu rozumime soucet

ohodnoceni vsech hran v cesté.

Definice 9 Uplngm grafem (viz [14]) je graf, jehoZ kaZdé dva uzlyi,j € U
jsou spojeny hranou h; ; € H, i # j.
13



1.4. Zavedeni problému v teorii grafi

V této ¢asti bude vysvétlena podstata problému obchodniho cestujictho
a bude vysvétleno o ¢em pojednéva.

Necht U = {uq,us,...,u,},n € N je mnozina uzli. Necht dale H je
mnozina hran, kde h; = [u;, u;11] pro v8echna u; € U. Cilem a FeSenim
problému obchodniho cestujiciho je najit nejkratsi hamiltonovskou kruznici
z uplného grafu G = (U, H) (viz [1]).

V praxi miize byt problém prezentovan tak, Ze pro obdrzenou mnozinu
bodu (naptiklad mést) je hledana nejkratsi cesta, po niz budou navstiveny
vSechny body a ktera po navstiveni vSsech bodu povede zpét do jakéhokoliv
zvoleného vychoziho bodu.

Komplikaci u problému obchodniho cestujiciho neni nalézt teoreticky po-
stup TeSeni. Napfiklad zcela intuitivnim feSeni je prohlédani vSech moznych
hamiltonovskych kruznic, které pres uzly mohou vést, kalkulace ceny kruznice
(v grafu pocitame s hranovym ohodnocenim, které muze byt reprezentovano
naklady na hranu, ¢asem ¢ délkou) a porovnani cen v8ech kruznic. Pro ta-
kové tTeseni bude jisté platit, Ze je pfesné. Onou komplikaci bude efektita
hledani takového TeSeni.

Pokud bude uvazovana mala instance problému, napiiklad 4 bod, nebude
slozité najit reSeni. Bude existovat pouze 6 hran a bude existovat pouze 12
moznych kruznic, které budeme porovnavat. Pokud ale bude problém feSen

50(50—1)
— hran

pro napiiklad 50 bodu bude t¥eba kalkulovat s celkovym poctem

a tudiz celkovym poctem 22 moznych Feeni. Pro celkovy pocet hran bude

2
platit @ a pro celkovy pocet moznych reseni %' Slozitost feseni problému
tedy poroste opravdu rychle (exponencionalné), a je tudiz potiebné hledat
efektivnéjsi metody pro jeji FeSeni.

Variantou feseni, které neobnasi tak velkou vypocetni naro¢nost jsou heu-
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ristiky. Jedna se o postupy feseni, které mohou slouzit jako aproximace sprav-
ného teseni. Tyto postupy ovSem nejsou exaktnimi, jejich vysledky nemusi
byt optimalni a i v pfipadé, ze optimalni jsou, nepozname to (viz |7]). Tato
prace se nebude heuristikami zabyvat a bude zamérena na exaktni metody,
které jsou navrzeny tak, aby hledaly optimalni feSeni a snahou je tyto exaktni
metody tvorit co nejefektivnéjsi, kdy efektivita mize byt reprezentovana na-

priklad ¢asovou narocnosti vypoctu.
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2. Formulace TSP v podobé tlohy CLP

V této kapitole se sezndmime s formulaci tlohy obchodniho cestujiciho v
podobé tloh celo¢iselného linearntho programovani. Pfedstavime si 2 rizné
pristupy k zamezeni rozpadu na podokruhy.

Nejprve bude predstavena matematicka formulace ulohy CLP

min ¢’z (1a)

za podminek A-x <b (1b)
Aeq-x = beq (1c)
Ib<xz<ub (1d)
T1,To, ..., Ty €L (le)

tedy je hledan vektor x, tak aby byly minimalizoviny néklady za dodrzeni
podminek. Prvky zi,z,,...,x, vektoru & mohou nabyvat pouze celocisel-
nych hondot a to v rozmezi daném vektory lb a ub.

Vektorem délek hran tak bude vektor ¢ = (c1,...,c), kde k odpovida

poctu hran h.

2.0.1. Zavedeni metriky délek

Pro métfeni délek v roviné existuje vice moznosti. Pro tuto praci je k
urceni délek hran urcéena euklidovska vzdalenost, dana nasledujici formulaci.
Vektor délek hran bude odpoovidat euklidovské vzdalenosti mezi uzly

u € U. Pro vypocet vzdélenosti je pouzit vzorec

16



Cij = \/(uzl —uj1)? + (w2 — uj2)?, (2)

kde [u;1, u;2) budou soufadnice uzlu u; € U a [u;1, ujs] budou soufadnice uzlu

u; v rovine.

2.1. Popis tlohy TSP v CLP

V této podkapitole bude tloha CLP specifikovina a dukladné vysvét-
lena v kontextu problému obchodniho cestujiciho. K vysvétleni bude pouzito
obecného vyjadieni tlohy CLP.

Jak bylo uvedeno, v tloze CLP bude probihat minimalizace nékladové
funkce, vektor ¢ bude vektorem délek hran A z mnoziny hran H, vektor
x = (r1,...,2n,...,%,) bude rozhdovacim vektorem, tedy bude udéavat, zda
hrana h z mnoziny hran H je sou¢ésti kruznice (x; = 1), ¢i nikoliv (z;, = 0).
Dale matice A s vektorem b poslouzi k uloZeni nerovnostnich podminek a
matice Aeq s vektorem beq k vygenerovani rovnostnich podminek. Jak tyto
podminky vypadaji bude predvedeno v nasledujicim textu.

Je dobré zminit, Ze vektor & obsahuje kazdou hranu pouze jednou, pokud
tedy obsahuje hranu [¢, j|] uz nebude obsahovat hranu [j, i], pro i < j. Toto je
mozné diky pfedpokladu neorientovanosti a souvislosti grafu. Tato skutec¢nost
ma vliv i na indexovani hran v ramci vektoru «, kdy nejsou definovany indexy

pro hrany uzla [j,14], i < j.

2.2. Degree constraints

V nasledujici ¢asti textu budou popsény rovnostni podminky tlohy, které

se tykaji omezeni po¢tu hran prochazejicich jednim uzlem vyuzitych v kruz-
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nici.

Z definice je zfejmé, Ze je zapotiebi do uzlu prijit pravé jednou cestou a
jinou pravé jednou zase odejit - to znamena celkem dvé hrany pro kazdy uzel.
Tyto podminky muZeme oznaéit za tvz. degree constraints (tj. podminky pro

stupen uzlu) a mohou byt formalné vyjadieny takto:

Z (xp, : u je koncem h) = 2, (3)
VuelU
kde x5, je prvek rozhodovactho vektoru x odpovidajici h-té hrané v tomto
vektoru (A je index hrany v mnoziné hran H) a u je uzel z mnozinu uzla U.
Tedy pro kazdou hranu h musi existovat presné dva konce u € U. [1]
V literatuie je taky mozno setkat s nasledujici formulaci degree constra-

mnts:

Zn:%:l’ ji=1,....n
=1

n
E {L’Z”j:l, izl,...,n
j=1

kde x; ; bude oznacovat zda hrana jdouci z ¢-té¢ho do j-tého uzlu je soucasti
feSenf (x;; = 1) ¢ nikoliv (z;; = 0). Tj. i v této formulaci proménné odpovi-
daji hranam, pouze se ¢isluji dvojici indexti odpovidajici prislusnym uzlim
a nikoliv pfimo ¢islem hrany. Tyto podminky tikaji, Ze do libovolného uzlu j
vstupuje pravé jedna hrana a z libovolného uzlu i jedna hrana vychézi. Proto
jsou pro neorientovany graf ekvivalentni k 3.

V praxi stanoveni stupniovych podminek bude znamenat, Ze pro kazdy

uzel v € U bude v matici Aeq existovat jeden Tadek a pocet sloupci této
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matice bude odpovidat po¢tu hran mnoziny H (pocet hran tedy bude roven
n(n —1)/2, kde n oznacuje pocet uzli). Bude se jednat o matici jednicek a
nul. Jednicky budou na ¢-tém Fadku na pozicich indexu hran, které mohou
vstupovat /vystupovat do i-tého uzlu. V teorii grafi se tato matice oznacuje
jako inciden¢ni matice grafu. Napfiklad pro tdlohu o 5 uzlech bude matice

Aeq vypadat nasledovné:

1111000000
1000111000
Aeq= (0100100110
0010010101
0001001011

Pro 5 uzli ma tedy tloha 5 fadkid. Mnozina hran H bude obsahovat
celkem 5 - (5 — 1)/2 = 10 hran, proto 10 sloupct (ve vSech tlohach plati
predpoklad neorintovanych hran). Naptiklad jednicku na pozici [3,2] 1ze in-
terpretovat jako hranu z/do 3. uzlu. Tato informace spoleéné s informaci, ze
na pozici [1,2] je taky jednicka, lze interpretovat, ze druhy sloupec se tyka
hrany z prvniho do tfetiho uzlu.

Vektor beq bude vektorem dvojek, jak plyne z rovnice (3). Pocet radku
vektoru beq bude odpovidat poctu uzli v iloze. V tomto konkrétnim pripadé

tedy nésledovné:

beq =

N NN NN

Pokud by tedy fesenim byl vektor e = (0,0,1,1,1,1,0,0,1,0), lze snadno
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ovérit, zda spliuje uvedené podminky:

0

0

1
1111000000 2
1000111000 : 2
01001001107~ : =121,
0010010101 : 2
0001001011 ! 2

0

1

0

kde rovnost plati, ¢imz je tedy prokazano, ze v tomto piipadé dany vektor x

spliiuje podminku uvedenou v rovnici (1c).

2.3. Subtour constraints

V této podkapitole bude text vénovan podminkidm ve tvaru nerovnosti
uvedenych v 1b. Ty jsou v popisu tlohy TSP feSené celociselnym progra-
movanim vyuzity pro zamezeni vzniku tzv. subtours, neboli zabrani rozpadu

z . e v . s N~ ¥ z 7 2z b 2z
na vice nepropojenych kruznic. Takové FeSeni je nepiipustné, nebot je nutné,
aby TeSenim byla jedna propojena kruznice. Samotné degree conditions tomu
nezabrani, piiklad subtours vyhovujici vSem degree conditions je na nasledu-
jicim obréazku 1:

Jednotlivé subtoury miizeme popsat mnozinami uzli S; C U, ‘SZ‘ > 2.
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Obrazek 1: Priklad iterace feseni TSP s vyskytem subtours

2.3.1. DFJ formulace subtour constraints

Nejprve bude popséna formulace podminek pro zamezeni vzniku subtours
podle panu Dantzig, Fulkerson, Johnson (jak je uvedeno napiiklad zde [1]),
zkracené DFJ formulace.

Vzniku subtouru lze zamezit sestavenim néasledujici nerovnice:
S
Z(xh: h mé jeden konec v S; a jeden mimo S;) > 2, (5)

i=1

kde s bude oznacCovat pocet subtourid, x; budou prvky vektoru x a h je

indexem hrany v tomto vektoru.
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Tyto podminky tedy zname jako tvz. subtour constraints.

Alternativné lze pro zamezeni vzniku subtours vyuZit i nasledujici mys-
lenku formulace subtour constraints. Pokud bude platit, Ze poc¢et hran mezi
uzly, které se vyskytuji v daném subtour S;, bude o jednu mensi, nez je po-
¢et uzli v tomto subtour S;, bude efektivné zamezeno vzniku tohoto subtour.

Toto mize byt formulovano takto:

> mp =8 -1, (6)
heS;
kde ‘SZ‘ ozna¢uje pocetnost mnoziny S;, tj. pocet jejich prvka (zde uzla).
Pro kazdou mnozinu S; bude v matici A a ve vektoru b existovat jeden
radek. Pocet sloupcti matice A bude opét odpovidat poc¢tu hran z mnoziny
hran H. Matice A bude opét matici jednicek a nul. Bude platit, ze A, =1,
pokud hrana h € H nélezi u € S;. Na ostatnich pozicich matice budou nuly.
V tloze pro n uzli bude existovat celkem 2" podmnozin uzli. Protoze

degree constraints zamezuji vzniku jednoprvkovych (celkem n) a dvou prv-

n(n—1)

5— ), je tfeba je od celkového poctu podmnozin

kovych mnozin (celkem
odecist. Zaroven v tloze nebude vznikat prazdnd mnozina a uplna mnozina
bude reSenim. Obé tyto mnoziny tak je tedy opét nutné od celkového poctu
podmnozin odecist. V tloze tak bude existovat celkem 2" — (2 +n + @)
podmnozin mnoziny U (pro velkd n bude dominovat ¢len 2"). Tedy s ros-
toucim n poroste pocet podmnozin exponencionalné. Pro zamezeni vzniku
jednoho subtouru bude potieba pro kazdou jednu podmnozinu jeden fadek
matice A, jeden fadek omezeni. To bude znamenat pro rostouci n velmi rychle
rostouci naroc¢nost feseni. Pro dlohu o 10 uzlech tak bude existovat celkem
968 radkt omezeni, pro tlohu o 25 uzlech ptes milion fadkt omezeni, jen pro

omezeni zabranujici vzniku subtour. To znamena, Ze jiz pro pomérné mala n
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bude tloha velmi rozsahla a bude potieba prili§ velké mnozstvi paméti pro

jeji reprezentaci v pocitaci.

2.3.2. MTZ formulace subtour constraints

Pro préci se subtours v ramci feseni CLP je mozno jesté vyuzit dalsiho
pristupu zavedeného pany Miller, Tucker a Zemlin (viz [12]). Opét se bude
jednat o zavedeni podminek ve tvaru nerovnosti, stejné jako v pripadé DFJ
formulace.

Matematicka formulace vypada nasledovné

n n
min E E Ci i i 5

i=1 j=1

za podminek Zx” =1, 7=1,...,n
i=1

=1, i=1,...,n (7)
j=1

w—u;+n—1x,; <n—2, ,7=2,...,n, i#]
1<y, <n—-1, 1=2,...,n

xi,j € {07 1}7 VZ,]

kde u; oznacuji poradi ve kterém je uzel ¢ navstiven. Pro u; je pevné stano-
veno u; = 1. Déle oznaceni z; ; nese stejny vyznam jako jiz bylo uvedeno v
pripadé degree constraints (viz [12]).

Vyhodou této formulace je vyrazné mensi pocet omezeni (uvést pocet)
za cenu o n vét§iho po¢tu neznamych (jsou zde navic u;). Pro velké tdlohy je
oviem i v tomto p¥ipadé podminek p¥ilis mnoho. Uskalim tohoto pifstupu ke

konstrukei podminek pro zamezeni vzniku subtours je jejich efektivita. Re-
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laxace (princip relaxace bude popsan v néasledujicim textu) problému témito
podminkami neni tak efektivni jako u ptistupu DFJ. Pro M'TZ se postupem
¢asu podarilo vyvinout dalsi formulace tohoto typu. Nebylo sice dokazéano, ze
tyto modifikované alternativy jsou méné efektivni, nez pristup DFJ. Nicméné
jsou priklady, kdy i tyto modifikvoané (vylepsené) varianty jsou méné efek-
tivni nez DFJ a proto se v nésledujicim textu budeme vénovat zpracovani

DFJ formulace (viz [12]).
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3. Exaktni metody pro TSP

Pro exaktni feSeni tlohy TSP je mozno volit vice pristupu. Tyto piistupy

lze rozdélit do 3 skupin:

1. jednoducha metoda hrubé sily,
2. dynamické programovani

3. CLP relaxace, pfipadné LP relaxace

V nasledujicim textu budou predstaveny zastupci z técto skupin a budou po-
psany jejich principy spole¢né s limitacemi a tiskalimi, kterym tyto jednotlivé

metody celi.

3.1. Metoda hrubé sily

Prvni exaktni metodou, kterou lze pouzit pro feSeni tlohy obchodniho
cestujiciho je tzv. ;metoda hrubé sily* (anglicky brute force).

Princip této metody je velmi jednoduchy. Uzivatel urci vsechny kombinace
uzlt, tak aby byla splnéna podminka pro okruh vSech uzli z mnoziny U.
Nasledné pro v8echny tyto kombinace jsou napocitany naklady (ceny) cesty
pres tyto okruhy a z téchto hodnot je nakonec vybréana ta nejmensi.

Tento zpusob Feseni je pomérné intuitivni a jednoduchy nicméné je velmi
neefektivni z hlediska vypoctu, kdy je potfeba napocitat n! délek okruhu, a
narocnost tak roste rychleji nez exponencionalné. Stejné tak je tento pristup

naro¢ny na vypocetni pamét a hodi se tak pro feSeni jen velmi malych tloh.

3.2. Dynamické programovani

Dalsim popsanym piistupem bude dynamické programovani, konkrétné
Held-Karpuv algoritmus, ktery uplatiuje nize popsané principy dynamického
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programovani v tiloze obchodniho cestujiciho.

Principem dynamického programovani je rozkladani slozitych problémi
na mensi (tedy jednodussi) podproblémy, které jsou néasledné feseny. Pii vy-
poctu je vyuzivano rekurzivnich vztahu a ukladani dil¢ich vysledku. [10]

Méjme podmnozinu S mnoziny uzli U. Do této podmnoziny jsou po-
stupné pridavany uzly. Pro pridani uzlu je kalkulovan vzdy stav pro tuto
podmnozinu (viz nésledujici definice). Vzdy je kalkulovan mininalni naklad
pro dosazeni dalsiho uzlu (uzlu j) jako minimalni naklad pro cestu mezi vSemi

uzly 1 az ¢ a naklad pro cestu mezi uzlem ¢ uzlem j.

Definice 10 Staw je reprezentovdn uspoidadanou dvojici (S, 7), kde S je pod-

mnozina vrcholi véetné vijchoziho a vrchholu j, kde cesta konci.

Definice 11 Minimdlni ndklad cesty je oznacen C(S, j) a je din vztahem

C(S>J) = mini657i7ﬁj[c(s\{j}>i) + d(Z,])],

kde d(i,7) je ndklad na cestu z vrcholu i do vrcholu j.

V priubéhu vypoctu se tedy iteruje pres vSechny podmnoziny mnoziny
uzlt U. Téchto podmnozin je v kazdé tloze celkem 2", kde n je pocet uzli.
Nemé smysl pocitat s prazdnou podmnozinou, celkovy pocet iteraci tak bude
roven 2" — 1.

Pomoci téchto podmnozin jsou nasledné kalkulovany naklady potiebné
pro dosazeni i-tého z predchazejici podmnoziny uzli. Celkové néklady pro
dosazeni ¢-tého uzlu jsou sou¢tem pro prichod predchéazejici podmnoziny
uzli a nakladem na cestu do i-tého uzlu.

Hlavnim tuskalim této metody je jeji exponencionalné rostouci asympto-

tickd naroc¢nost a velkd pamétova narocnost. Oba tyto nedostatky se projevi
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pii programové realizaci a numerickém srovnani exaktnich metod, kterému

je vénovana dalsi kapitola nasledujici po popisu v8ech exaktnich metod.

3.3. Metoda CLP relaxace

Zjednoduseni vypocetni naro¢nosti tlohy obchodniho cestujictho je prove-
dono procesem relaxace problému. Proces za¢ne s néjakou zakladni mnozinou
omezeni a podminky budou postupné pridavany podle potieby, tj. pouze ty,
které budou poruseny. Postupné pridavani podminek bude provedeno u ne-
rovnostnich podminek pro subtours, jejichz pocet se, jak bylo vySe uvedeno,
exponenicionalné zvysuje s rostoucim poc¢tem uzli. Pocet degree constraints

roste linerané a tak v tomto smyslu nepredstavuji komplikaci.

Algoritmus pro vypocet optimalniho feseni TSP metodou CLP
1. Stanoveni délek hran a sestaveni tilohy pouze s degree constraints
2. Vypocet tlohy pomoci celo¢iselného linearniho programovani

3. Prohledani feseni na vyskyt subtours

a) Pokud kontrola neodhali subtours je feSeni optimalni a vypocet
kon¢ci

b) Pokud kontrola odhali subtours, nasleduje dalsi krok
4. Pridani podminek na zamezeni vzniku odhalenych subtours

5. Zpét k 2

3.3.1. Prohledavani resSeni na vyskyt subtours

7 vy$e uvedeného algoritmu je ziejmé nutnost algoritmu, slouziciho pro

vyhledavani subtours v feSeni. Zvolil jsem algoritmus prohledévani grafu do

27



sitky neboli anglicky Breadth-first search method (zkréacené BFS).

Po volbé libovolného uzlu jako prvniho, jsou postupné projity vSechny
sousedni uzly v TeSeni.

Algoritmus nejprve najde prvni nenavstiveny uzel, navstivi vSechny sou-
sedici uzly a opét navstévuje sousedni uzly, dokud zadné sousedni uzly ne-
zbudou. V8echny tyto uzly jsou nasledné oznaceny jako navstivené a indexy
téchto uzli jsou ulozeny jako jeden subtour. Nasledné je nalezen prvni ne-
prozkoumany uzel a tento proces je opakovan do doby, nez jsou vSechny uzly
oznaceny jako navstivené (viz [4]).

Timto zpiusobem jsou tedy postupné odhaleny vSechny subtoury. Jednot-
livé subtours jsou oznaceny jako mnoziny S;,i = 1,2,...,m, kdy S; oznacuje
-ty subtour.

Podminky pro zamezeni vzniku subtours jsou nésledné pridany pouze pro
nalezené subtoury S; a to ve stejné podobé popsané v rovnici 6, tedy ze pocet
hran mezi uzly v rdmci jednoho subtour S; je mensi nebo roven ‘SZ‘ - 1.

Diky tomuto postupu lze pomoci celo¢iselného programovani fesit i ulohy
s vétsim pocCtem uzli, oproti feSeni tlohy se v8emi podminkami, nebot po-
¢et omezeni je obvykle vyznamné sniZzen, byt v nejhorsim piipadé miizeme
pridat v8echna omezeni. Na druhou stranu ovSem musime fesit posloupnost

postupné se zvétsujicich se uloh CLP.

3.4. Metoda LP relaxace

V dnesni dobé neni problémem pouzivat celociselné fesice tilohy celocisel-

vvvvvv

tloha obchodniho cestujiciho byla feSena jako tloha linedrniho programo-
vani. S tim se poji problém vyskytu necelo¢iselnych hodnot ve vektoru «.

Dosavadni postup pro feSeni celo¢iselnym programovanim je nutné rozsitit
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o podminky zakazujici vznik tzv.combs, které budou popsény nize. Combs
indikuji nesplnéni podminek celo¢iselnosti.

Pokud budou odstranény vSechny subtours a to v jakékoli vyse popsané
podobé muze se objevit problém neceloc¢iselného feseni. I tento problém je
popsan pany Dantzigem, Fulkersonem a Johnsonem (popsano viz [1]).

Priklad vyskytu necelociselného feSeni miize byt pozorovan na obrazku
2 napiiklad v trojuhelniku uzla 1,3,8, spolecné i s prilehlymi hranami A =
{1,10},h = {5,8},h = {3,4}. Zminovany trojihelnik je v grafu zvyraznén
zelenou barvou. Prerusovana ¢ara znamend, ze pro danou hranu plati, Ze je
ji ve vektoru @ pfifazena hodnota x; = 1/2, nepferusovana ¢ara znamena
xp, = 1.

Utvar zvany combs je tvofen vyse zminénym trojthelnikem uzli 1, 3, 8
spolecné s prilehlymi vrcholy 10, 5 a 4, které jsou s nim spojené hranami
(1,10) , (8, 5) a (3,4). Pro jednotlivé hrany bude platit:

T13=1/2,018 =1/2,235 = 1/2,

Tii0=lxgs =158 =1,2510=1,094 =1

Jednotlivé uzly v combs se daji rozdélit do dvou typt mnozin. Prvni skupi-
nou je takzvana rukojet (mnozina R) a druhou skupinou jsou takzvané zuby
(mnoziny Z;). Mnoziny Z; jsou vzajemné disjunktni a mnozina R obsahuje po
jednom bodu z kazdé z mnozin Z;. Body jsou vybrany tak, aby pres takovou

mnozinu R Slo propojit ostatni ¢asti grafu.
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Obrazek 2: Priklad necelociselného reSent

V konkrétnim piipadé obrazku 2 by rozdéleni do jednotlivych mnozin

tedy vypadalo nasledovné:

R = {17378}7 Zy = {17 10}7 Zy = {578}7 Z3 = {374}

Problém je opét mozné v linearnim programovani fesit pfidanim nerovnic.
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Dantzig, Fulkerson a Johnson (popsano viz [1]|) navrhli fesit problém pii-

danim linearni nerovnice pro kazdou combs.

3
Z(Z(xh : hma jeden konec v Z; a jeden ne v Z;))+

i=1

+ Z(xh : hma jeden konec v R a jeden v Z) > 10

Pro combs z obrazku 2 je to nasledujici nerovnice:

(100 + 58+ 234) + ((x18 + X153 + T510) + - - -

(38 + 218+ T510) + (T35 + 13+ T24)) = 9.

Podminka vychazi z toho, Ze pro libovolnou podmnozinu Z mnoziny vSech
uzli musi platit, Ze do ni vede minimélné jedna cesta a minimalné jedna cesta
vede z ni, a pocet hran vedoucich z/do mnoziny Z musi byt sudy. Jinak by ne-
bylo mozné propojit podmnozinu Z se zbylymi uzly grafu do jednoho okruhu.
Jelikoz to plati pro kazdou podmnozinu, tak i pro mnoziny R, 7, Zs, Z3,
coz vyjadiuji jednotlivé ¢leny v zavorkach na levé strané predchozi nerov-
nosti. Pokud néjak4d podmnozina (zde R) méa prunik se 3 jinymi disjunktnimi
mnozinami (zde Zy, Zy, Z3), tak hodnota prvniho ¢lenu nerovnosti musi byt
aspon 3 resp. 4 nebot pocet musi byt sudy. Hodnota ostatnich ¢lenu (tj. pro
Z1, Zs, Z3) musi byt nejméné 2. Miniméalni soucet je tedy opravdu 10.

Obecné lze tyto podminky zformulovat pomoci definice takto:

Definice 12 Meéjme mnoZiny R a Z., ..., Z, pro liché z, takové Ze Z;NZ; =
0,i#j, a Z;NR %0, potom nerovnice pro odstranéni combs (hiebeni) je

ddna vztahem

i€R,j¢R k=1 i€Zy,j 22y,
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Obecné bude platit, Ze proménna z; ; je opét prvkem vektoru x, indexy
1, 7 ur¢uji odkud kam hrana vede a urcuji tak o kterou hranu h € H se jednéa
(dfive v textu byly hrany oznaceny pouze indexem poradi v ramci vektoru
z) (viz [1])

Prvni suma tedy bude sc¢itat hodnoty hran z vektoru @, pro které plati,
7e maji jeden konec v mnoziné R a druhy konec mimo tuto mnozinu R.

Dvojna suma potom s¢ita hodnoty z vektoru @ pro hrany, jez maji jeden
konec v mnoziné Zj a druhy v kterémkoliv uzlu mimo Zj. Toto se s¢ita pires
vSechny mnoziny 7y, ..., Z,, tedy pres vSechny zuby.

Algoritmus pro feSeni je v porovnani s algoritmem pro feSeni tilohy celo-

¢iselného programovani upraven do této podoby:
Algoritmus pro vypocet optimalniho reSeni lineArnim programova-
nim

1. Vypocet Teseni zvolenou metodou linearniho programovéani

2. Kontrola vyskytu subtours

a) Pokud se v FeSeni & nevyskytuji zadné subtours, nasleduje krok 3
b) Pokud feSeni @ obsahuje subtours - stanoveni podminek pro za-
mezeni jejich vzniku a zpét 1.

3. Kontrola vyskytu combs

a) Pokud se v feSeni « nevyskytuji zadné combs, x je feSeni

b) Pokud se v feSeni & vyskytuji combs - stanoveni podminek pro
jejich zamezeni, zpét k 1 (vypocet probéhne s nové nastavenymi

podminkami)
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V pripadé, Ze je tedy TeSena tloha celo¢iselnym programovanim, tento

problém nenastane a neni potieba se jim zabyvat.

4. Programova realizace s numerické srovnani
metod

Tato kapitola se vénuje zpracovani vybranych metod v softwaru MATLAB
(viz [8]). Nejvétsi pozornost jsem vénoval sestaveni kodu pro vypocet FeSeni
TSP metodou CLP relaxace, dalsi kody byly vyuzity hlavné za tcelem srov-

nani naro¢nosti vypoctu a byly ¢erpany z ruznych zdroju.
4.1. Popis funkci
V této casti popisu fungovéani funkei pro jejich uzivatelské pouziti.

4.1.1. Resice dle jednotlivych piistupii

Tyto funkce jsou samotnymi Tesi¢i pro jednotlivé piistupy feSeni tlohy

TSP. Jsou volany uzivatelem a jejich vysledky jsou feSenimi tloh TSP.

Metoda Funkce
CLP relaxace (ndhodné body) clp_relaxace
CLP relaxace (ze souboru) clp_relaxace_vlsi
Dynamické programovani dynamicke_programovani
Metoda hrubé sily bruteforce

Tabulka 1: Resice dle jednotlivych pFistupi
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Vstupy a vystupy jednotlivych funkci

1. CLP relaxace (ndhodné body)

[ opt_ cena,cas _vypoctu|=clp_relaxace(pocet bodu,malovani,kresleni bodu,seminko)

a) opt_cena
Prvnim vystupem funkce jsou celkové naklady na vyslednou kruz-
nici.

b) cas_vypoctu
Druhym vystupem funkce je ¢as potfebny pro vypocet optimél-
niho feSeni.

c) pocet_bodu
Uzivatel jako vstup voli, pro kolik bodu se bude nahodna tloha

generovat, vstupem je tak libovolné celé ¢islo.

d) malovani
Uzivatel si muze zvolit, zda chce aby se v pribéhu vypoctu vy-
kreslovala grafickd feSeni pro jednotlivé iterace. Pokud bude ar-
gument malovani= 1, grafy se budou vykreslovat. Pokud bude

malovani= 0, grafy se vykreslovat nebudou.

e) kresleni_ bodu
Stejné tak ma uzivatel moznost vybrat, zda chce, aby jednotlivé
uzly (body) byly v grafickém FeSeni o¢islované. Napiiklad pro lepsi
prehlednost pii feSeni vétsich tloh doporucuji ¢islovani bodi ne-
pouzivat. Pokud tedy uzivatel nechce body vykreslovat, bude ar-
gument nastaven na hodnotu wvykreslovani bodu= 0. V opacném

piipadé vykreslovani_bodu= 1.

f) seminko

Pro nahodné tlohy je moznost volit rizné hodnoty seedu. Diky
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tomu je pak generovana vzdy posloupnost stejnych ¢isel. Vstupem

by tak mélo byt celé ¢islo.

2. CLP relaxace (ze souboru)

[ opt_ cena,cas_vypoctu|=clp_relaxace_vlsi (zqfl31,malovani,kresleni bodu)

a) Vystupy funkce jsou stejné jako v piipadé funkce clp_relaxace

b) wqf131
Uzivatel timto vstupem vola nahrany soubor, ktery je soucésti pii-
lohy. Nahréani soboru je popsano ve skriptu

skript_clp_relaxace_vlsi

c) malovani a kresleni_ bodu

Tyto vstupy maji stejnou funkci jako clp_relaxace

3. Dynamické programovani
[minCost,optimal Tour=dynamicke_programovani (distMatriz)

K sestrojeni této funkce bylo vyuzito nastroje ChatGPT (viz [11]).

a) minCost

Prvnim vystupem funkce jsou néklady na vyslednou kruznici.

b) optimalTour

Druhym vystupem je poradi navstévy uzli ve vysledné kruznici.

c) distMatriz
Jedinym potifebnym vstupem je matice vdzalenosti pro dannou

ulohu

4. Metoda hrubé sily

[bestDistance,bestRoute=bruteforce (distance Matriz)
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Tato funkce mnou nebyla sestrojena, ale pouzita z pfilozeného zdroje
(viz [13]).
a) bestDistance
Prvnim vystupem funkce jsou néklady na optiméalni kruznici.
b) bestRoute
Druhym vystupem je poradi navstév uzlt v optimalni kruznici.

c) distanceMatriz

Vstupem je opét matice vzdalenosti pro danou tlohu.

4.1.2. Pomocné funkce

Tyto funkce jsou vyuzivany v predpisech fesi¢u hlavni funkce, nékteré
z nich jsou volany v priloZzenych skriptech za tucelem spravného nastaveni

vstupnich argumenti.

Ucel Funkce
Tvorba matice sousednosti najdi_sousednost
Grafické znazornéni resent nakresli_graf
Hledani subtours najdi_subtours
Vytvofeni vektoru indexti | najdi_vektor_indexu
Tvorba matice vzdalenosti | matice_vzdelensoti

Tabulka 2: Pomocné funkce

Vyuziti pomocnych funkci

1. najdi_sousednost
Funkce slouZi pro tvorbu matice sousednosti z vektoru x a je pouzita

ve funkcich clp_relaxace_vlsi a clp_relaxace

2. nakresli_graf
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Tato funkce slouzi pro vykreslovani grafickych feseni uloh. Opét je vy-

uzita ve funkcich clp_relaxace_vlsi a clp_relaxace.

3. najdi_subtours
Tato funkce slouzi pro prohledani feSeni na vyskyt subtours. Jeji pouziti

je ve funkcich clp_relaxace_vlsi a clp_relaxace.

4. najdi_vektor_indexu
Tato funkce je pouzita ve funkcich pro CLP metodu. Je vyuzita pfi
tvorbé matice, kde jsou ulozeny nerovnice pro zabranéni vzniku sub-

tours.

5. matice_vzdalenosti
Tato funkce prevadi vektor vzdalenosti na matici vzdéalenosti. Je vyu-

zita ve skriptech brute_force_skript a dynamicke_programovani_skript

4.2. Skripty s programovou realizaci

Soucasti ptilohy jsou i skripty s programovou realizaci jednotlivych metod
a vyuzitim vySe uvedenych funkci. V této podkapitole kratce popisu fungo-

vani jednotlivych skripti.

4.2.1. Skript pro CLP relaxaci s ndhodnymi tilohami

Skript pro ucel pouziti CLP relaxace na nahodnych tlohach se nachazi v

piiloze skript_ clp_relaxace.m. Zde je piiklad jeho pouziti:

1 pocet_bodu=150;
2 malovani=0;

3 kresleni_bodu=0;
4 seminko=123;
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5

6 [opt_cena,cas_vypoctul=clp_relaxace(pocet_bodu,malovani,kresleni_bodu,seminko);

V 1. fadku je nastaven pocetu uzli na 150, grafické znazornovani béhem
vypoctu je vypnuté na fadcich 2 a 3, a seed pro ndhodné generovani byl
nastaven na hodnotu 123 na fadku 4.

Na tadku 6 je samotné volani funkce, ktera bude Fesit tlohu s danymi

parametry.

4.2.2. Skript pro CLP relaxaci s tlohou VLSI

Tento skript je v piiloze skript_ clp_relaxace_vlsi.m. Slouzi pro za-

dani dlohy VLSI, ktera je v priloze xqf131.txt. Zde je piiklad pouziti:

1 xqf131=importfile("/Users/matyasvavra/Downloads/xqf131.txt",[9,139]);

2 [opt_cena,cas_vypoctu]l=clp_relaxace_vlsi(xqf131,1,0);

Na fadku 1 nactena tloha ze souboru. Pro nacteni je potifeba nastavit
cestu ke zdrojovému souboru. Na tadku 2 je jiz pouziti funkce pro feSeni
dané tlohy.

4.2.3. Skript pro metodu dynamického programovani
Tento skript se nachazi v piiloze dynamicke_programovani_skript.m.

Opét prikladam piiklad pouziti zde:

1 rng(123)

pocet_bodu=12;

2
3
4 Ynastaveni argumentu pro pouziti funkce dynamicke_programovani
5

souradnice=randi (158, pocet_bodu,?2) ;
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6 hrany=nchoosek(1l:pocet_bodu,2);

7 pl = souradnice(hrany(:,1),:); %pocatecni uzly
8 p2 = souradnice(hrany(:,2),:); %koncove uzly

9

distance = sqrt(sum((pl-p2).-2,2)); ’%delky hran

10 distance=round(distance);

11

12 Yprevedeni vzdalenosti do matice

13 matice_vzdalenosti=matice_vzdalenosti(distance,pocet_bodu);
14

15 tic

16 naklad=dynamicke_programovani(matice_vzdalenosti);

17 cas=toc;

Na prvnich dvou fadcich volim pro kolik uzla chei poé¢itat nahodnou tlohu a
nastavuji seed. Na radcich 5-10 probiha vygenerovani tlohy o pozadovaném
rozsahu a spoc¢teni vzdélenosti mezi uzly. Na fadku 13 je vypocteny vektor
vzdalenosti pfeveden do matice. Na tadku 16 je pouzita funkce pro feSeni
samotné tulohy. Piikazy na fadcich 15 a 17 slouzi pro méfeni ¢asu vypoctu

tlohy.

4.2.4. Skript pro metodu hrubé sily

Poslednim prilozenym skriptem je brute_force_skript, kde je pro feseni

vyuzita metoda hrubé sily. Ukézka skriptu zde:

1 rng(123)

2 pocet_bodu=12;

3

4 Ynastaveni parametru pro pouziti funkce bruteforce
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5 souradnice=randi(158,pocet_bodu,2);

6 hrany=nchoosek(1l:pocet_bodu,2);

7 pl = souradnice(hrany(:,1),:); %pocatecni uzly
8 p2 = souradnice(hrany(:,2),:); %koncove uzly

9

distance = sqrt(sum((pl-p2).-2,2)); ’%delky hran
10 distance=round(distance);

11

12 Yprevedeni vzdalenosti do matice

13 distance=matice_vzdalenosti(distance,pocet_bodu);
14

15 [bestDistance,bestRoute]=bruteforce(distance);

V ukézce je opét na fadcich 1 a 2 vidét nastaveni seedu a poctu uzli. Na
radcich 4-10 znovu probiha vygenerovani ndhodné tlohy a spocteni vzdalen-
soti mezi uzly. Na radku 10 je vektor vzdélenosti preveden na matici a na

radku 15 je pouzita funkce pro reSeni tlohy metodou hrubé sily.

4.3. CLP relaxace v MATLAB

V této casti tak budou uvedeny ukazky vypoctu véetné grafickych ukazek.

e

4.3.1. Popis fungovani reSice pro tlohy CLP

K vypoctu je pouzita vychozi funkce pro feseni iloh celo¢iselného progra-
movan{ intlinprog z optimaliza¢niho balicku OPTIMALIZATION TOOL-
BOX. Tento celociselny resic je pouzit ve funkcich
clp_relaxace a clp_relaxace_vlsi.

Pro snadnéjsi pochopeni bude nastinéno zakladni fungovéani této funkce,

budou jeji vstupni argumenty a jejich vyznam.
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V pripadé intlinprog se jedna o funkci tzv. smiSeného linedrniho progra-
movani, tedy kombinaci linedrniho a celo¢iselného linearntho programovani.
Tato funkce vychazi z predpisu
min 'z
za podminek A -z <b
Aeq -z = beq
Ib<ax<ub

x(intcon) € Z,

kde ¢’ bude zastupovat v tomto pifpadé vektor délek hran, vysledny
vektor @ bude rozhodovacim vektorem (viz [2]).

Matice Aeq a vektor beq jsou vyuzity pro zadani degree constraints.
Jeden tadek matice Aeq bude odpovidat jednomu uzlu u € U (viz [2]).

Vektor intcon je vektor indexu urcujici, které prvky a musi byt celoé¢i-
selné. V pripadé reSeni ulohy obchodniho cestujiciho tedy bude obsahovat
indexy vSech hran h € H.

Matice A a vektor b jsou podminky ve tvaru nerovnosti. V CLP relaxaci
jsou vyuzity pii generovani subtour constraints. Pro subtour S; bude existovat
i-ty fadek matice A. [2]

Hodnoty (b a ub slouzi k urceni intervalu, ve kterém se mohou pohybovat
hodnoty x;. V piipadé feseni tlohy TSP tedy ub =1 a lb = 0. [2]

Pro potieby testovani relaxa¢ni metody, budou generovany nahodné tulohy
(jsou ndhodné generovany body v roving) a ty néasledné budou feseny vypra-

covanym algoritmem.
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4.3.2. Aplikace algoritmu na data VLSI

Nejprve si ukdzeme fungovani metody CLP relaxace na tloze s daty o
vrtani otvort do VLSI desky o velikosti 131, tedy optimalizace drahy pohybu
vrtacky nad deskou.

Data jsou ¢erpana z knihovny TSP benchmarki University of Waterloo
(viz [3]). Soucasti této knihovny jsou i spravné vysledky a bude tak ovéfena
i spravnost vypoctu sestavenym algoritmem.

Vzdélenosti mezi jednotlivymi uzly jsou v tilohohach o VLSI datech zao-
krouhlovany na nejblizsi celé ¢islo (viz. [3]), toto zaokrouhledni je zahrnuto i
do mého algoritmu.

Z obrazku 3-12 je tedy zfejmé, Ze algoritmus nalezl spravné feseni v pri-
béhu celkem 10 iteraci. Vypocet trval celkem 12.5 s. Pro tuto tlohu je v praci
uveden vyvoj vSech iteraci v jednotlivych obrazcich.

V grafech kiizek "#"oznacuje pocet iteraci, a jednou iteraci je myslena
jedna iterace relaxace, tj. tedy pridani podminek pro zamezeni vzniku sub-
tours z predchézejici iterace a vypocet s nové stanovenymi podminkami.

Lze pozorovat, Ze v priubéhu iteracniho procesu délka cesty postupné
roste. Po prvni iteraci je délka cesty 543, v TeSeni se ovSem vyskytuje 13
subtourt (viz 3).

Déle lze pozorovat, Ze neni nijak v algoritmu zaruceno, Ze se pocet sub-
tourit bude béhem iteracniho procesu snizovat. Tento jev lze sledovat na-
priklad mezi iteracemi ¢islo tii a pét (viz 5 a 7), kdy pocet subtouri mezi
jednotlivymi iteracemi vzrostl o 1. Tento jev neni nezadouci a v principu
relaxace nelze vyzadovat, aby se pocet subtouru s kazdou iteraci snizoval.
Smyslem relaxa¢ni metody je problematické subtoury postupné nalézat a
nésledné je odstranovat. Zamezenim vzniku jednoho muze dojit v procesu

vypoctu k vytvoreni dalsich nékolika novych, které je nutné taktéz nalézt a
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odstranit.

Spravnost algoritmu je ovéfena porovnanim vysledku délky cesty 543, se
spravnym vysledkem knihovny University of Waterloo (viz [3]).

Lze demostrovat klicovy rozdil v naro¢nosti vypoctu kompletni formu-
lace v podobé CLP a metody CLP relaxace. Pokud by algoritmus princip
relaxace neobsahoval, bylo by nutné (jak je vySe uvedeno) pred vypoctem
definovat celkem témer 2'3! fadkd nerovnosti, které by zamezovaly vzniku
subtours. Principem relaxace, tedy postupem, kdy jsou do tlohy omezeni
pridavana postupné a pouze ta, kterd jsou objevena jako strukturalni poru-
Seni, bylo pfidano pouze 58 nerovnic a limitni hodnoté jsme se tak zdaleka

ani nepriblizili.

4.3.3. Analyza vypocetni naroc¢nosti relaxa¢ni metody CLP

Lze testovat pro jak velké instance problému je mozné pouzivat dany algo-
ritmus pii zachovani rozumné délky trvani vypoctu. Lze generovat nahodné
mnoziny uzli o ruznych poctech. Test algoritmu bude proveden na zarizeni
s procesorem Apple M1 (3.2 GHz), 8GB RAM paméti.

V nésledujici tabulce je zachycen vyvoj délky feseni v sekundach pro
rizné velké varianty problému TSP od 150 po 500 uzli. Uzly byly generovany
nédhodné pfi zasaseni riznych seedt. Vzdalenosti stejné jako v pripadé feSeni
VLSI dat byly zaokrouhlovany na celé ¢isla.

Z dat v tabulce 3 lze pozorovat trend vyvoje ¢asové naroc¢nosti vypo-
¢tu TSP relaxacni metodou. Je evidentni, Ze Casova naro¢nost mé tendenci
stoupat s rostoucim poc¢tem uzi, pro které je dané tloha fesena.

V nékterych piipadech 1ze pozorovat velké vykyvy ¢asu feSeni v ramci
stejné velkych tloh. Ty lze pozorovat napiiklad u tlohy o 150 uzlech, kdy

feSeni tlohy pii seedu rng(602) trvalo 10x déle nez feSeni stejné ,yvelké* ulohy
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Pocet uzlu | rng(123) (s) | rng(1234) (s) | rng(305) (s) | rng(602) (s) | Pramér (s)
150 24.97 5.20 5.99 51.26 21.86
185 25.26 7.14 14.30 10.96 14.42
235 14.24 37.56 37.18 28.57 29.39
280 22041 46.30 22.76 56.32 86.45
327 332.11 103.26 122.65 291.90 212.48
367 201.18 339.37 661.50 106.50 327.14
380 23251 345.15 241.15 182.07 250.22
390 331.30 301.51 123.43 116.45 218.17
405 251.82 261.66 285.34 173.99 243.20
413 530.98 464.99 91.09 428.81 378.97
435 235.36 359.51 213.37 270.80 269.76
440 826.02 1151.00 454.37 532.36 740.94
445 233.12 351.19 513.18 1110.80 552.07
455 315.92 223.87 420.21 1301.10 565.28
465 474.28 315.85 1240.40 235.98 566.63
470 200.68 832.09 044.24 712.15 072.29
485 565.35 832.00 796.35 305.50 624.80
495 414.62 842.03 1389.50 748.93 848.77
500 1230.97 743.26 2010.90 417.31 1100.37

Tabulka 3: Tabulka ¢ast feSeni nahodné generovanych tloh
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pii seedu rng(1234). Na tomto lze demonstrovat, Ze ¢asova narocnost vypoctu
zavisi i na samotné geometrii ilohy, tedy na vzajemné poloze uzli, kdy zména
pozic uzli v roviné ma vliv na narocnost vypoctu.

P1i pouziti relaxa¢ni metody neni vyvoj ¢asové naro¢nosti piili§ prekva-
pujici. Jak bylo zminéno vySe, neni mozné presné dopiedu urcit ¢asovou na-
ro¢nost, kterd je zavisla na slozitosti a po¢tu pridanych podminek (podminek
pro zamezeni vzniku suboutours) a poecet téchto podminek se da povazovat
za individualni pro kazdou instanci problému TSP. Napiiklad v uvedenych
instancich 150 a 185 uzlu klesl pocet iteraci z 15 na 9.

Je viditelné, Ze s rostoucim poc¢tem uzlt maji tlohy tendenci byt naroc-
nejsi. Je zfejmé, ze Sance, Ze tloha o 150 uzlech bude Fesena kratsi dobu
nez tloha o 500 uzlech je velikd, nicméné nelze vyloucit, Ze by se nenasla
takova instance problému, kdy by toto neplatilo a vypocet mensi tlohy by
byl skute¢né narocnéjsi nez vypocet zdanlivé slozitéjsi - vétsi tlohy.

I v grafickém znézornéni dat z tabulky 3 na obrazku 13 lze pozorovat
jakysi kolisavy vyvoj ¢asové naroc¢nosti vypocétlu a to pii vSech testovanych
seedech. Nejslozitéjsim pripadem byl dle tabulky piipad pro 500 uzla pfi se-
edu 305, ktery trvalo vyresit 33.52 minut. Vzhledem k omezenym moznostem
procesoru nebyly provedeny testy na vétsich tlohach.

Cernou linif v grafu je vyznaen vyvoj zprumérovanych asit pro tlohy
dannych rozsahu. I pfes to, Zze ani pfi zprimérovani hodnot se nevyhneme

velkym vykyvim ve vyvoji ¢asové narocnosti, lze pozorovat tendenci k ex-

ponencionalnimu rustu naroc¢nosti.
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Obrazek 13: Vyvoj ¢asové narocnosti vypoctu pro riuzné nadhodné instance
problému TSP

4.4. Srovnani CLP relaxace, dynamického programovani

a hrubé sily

Dynamické programovani je z hlediska ,nejhorsiho, co muze nastat® tou
nejlepsi variantou, tj. ma nejlepsi zndmy horni odhad vypocetni slozitosti ze
viech metod (viz [1]) a to asymptosickou naroc¢nost O(n? - 2"). Oviem jedn4
se jen o srovnani odhadi, skutecné chovani metod pro konkrétni data mo-
hou byt jina. V pripadé relaxa¢niho piistupu k tloze CLP se napriklad ani
u jedné z testovanych instanci nestalo, Ze by musely byt zavedeny podminky
pro zamezeni vzniku v8ech subtours a feSeni bylo nalezeno jiz pii zavedeni po-

mérné nizkého poctu téchto podminek. OvSem naro¢nost tlohy dynamického
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Pocet uzla | DP (s) | BF (s) | CLP - relaxace (s)
) 0.018 0.003 0.180
8 0.022 0.009 0.113
11 0.120 2.734 0.115
12 0.24 33.97 0.25
14 1.245 - 0.098
17 14.101 - 0.112
20 155.998 - 0.108

Tabulka 4: Tabulka ¢asu feSeni pristupy DP, BF a relaxa¢ni metodou CLP

programovani je pevné dana a jeji zmenseni neni mozné.

V tabulce 4 jsou srovnavany casy TeSeni v sekundéch pro stejné tlohy
o rozsazich uvedenych v prvnim sloupci, ve druhém sloupci jsou casy fe-
Senf tlohy dynamického programovéni, ve tfetim casy pro metodu hrubé sily
(brute force a ve ¢tvrtém sloupci jsou ¢asy FeSeni tlohy TFeSenou relaxacni
metodou CLP.

Z casu lze potvrdit pfedchozi tvrzeni. V méalo rozsahlych instancich pro-
blému neni problém fesit TSP jako tlohy dynamického programovéni ¢ hru-
bou silou, DP je v tomto pripadé dokonce i efektivnéjsi nez CLP, zpocatku i
pristup hrubou silou.

OvSem uz pii stale pomérné malych instancich problému se projevuje
exponenicionalné rostouci naroc¢nost obou metod a ve srovnéni s relaxacni
metodou CLP dynamické programovani a hlavné hruba sila hluboce zaosta-
vaji. Za nejefektivnéjsi exaktni metodu TeSeni z testovanych metod tak lze
povazovat CLP relaxaci.

Zaroven lze pozorovat jak rychle hlavné hruba sila narazi na své limity.
Jiz pfi 13 uzlech pamétova narocnost vypoctu presahuje 8GB a tak je 12
uzli maximem, které je mozné pii dané konfiguraci pocitace Fesit. Dyna-
mické programovani na své maximum narazi pii tloze o 28 uzlech a tak i z

tohoto hlediska je opét relaxace celoc¢iselného programovani nejefektivnéjsim
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zpusobem feSeni dlohy TSP, ta béhem testovani na zadny pamétovy limit

nenarazila.
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ZAveér

Hlavnim cilem préace bylo se seznamit s tilohou TSP, exaktnimi metodami
profeseni této tlohy a nasledné vybrat z téchto metod nejefektivnéjsi zptisob
feSeni tohoto problému.

Prvni kapitola se vénovala obecnému seznameni s problémem obchod-
niho cestujiciho, ve druhé kapitole byl ¢tenar seznamen s matematickymi
formulacemi problému v podobé celociselného programovani. TTeti kapitola
se detailné vénovala vyuziti pristupu CLP relaxace a byly popsany principy
dynamického programovani a metoda hrubé sily, které mohou byt taktéz
vyuzity pfi feSeni tlohy TSP. Posledni kapitola se vénovala programovému
zpracovani a demonstraci vypocetni naroc¢nosti, jak z hlediska casové néa-
ro¢nosti vypoctu tak i pamétové naroc¢nosti. Na konci této kapitoly byla z
uvedenych metod vybrana i ta nejefektivnéjsi.

Téma bakalarské prace pro mé bylo pfinosné primérné pro moznost vyu-
ziti prace v softwaru MATLAB a prohloubeni znalosti v oblasti operac¢niho

vyzkumu, kam feSeni tlohy TSP spada.
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