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MĚŘEŃI SETRVAČNÝCH CHARAKTERISTIK TĚLES
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DIPLOMOVÁ PRÁCE

DIPLOMA THESIS
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Abstrakt

Tato práce se zabývá návrhem metody, kterou lze měřit u součást́ı podvozk̊u automobil̊u

d̊uležité mechanické veličiny – souřadnice polohy těžǐstě a tenzor moment̊u setrvačnosti,

a to v př́ıpadě, kdy inženýr nemá k dispozici poč́ıtačový model dané součásti. Práce

problém rozděluje do několika d́ılč́ıch podproblémů, přičemž u každého je navržen po-

stup, jak jej lze s dostatečnou přesnost́ı a zároveň s přijatelnou náročnost́ı vyřešit. Byly

zhotoveny potřebné pomůcky a bylo provedeno měřeńı součást́ı. V závěru jsou porovnány

změřené hodnoty s teoretickými a je odhadnuta přesnost, které lze touto metodou měřeńı

doćılit.

Summary

The aim of the diploma thesis is to create a concept of methods that can be used for

measurement of important mechanical inertia properties of bodies – the coordinates of

center of gravity and the the moment of inertia tensor, in case we don’t have 3D model

of these bodies. The thesis divides this problem into several sub-problems and suggests

the solutions for each of them. Required equipment was created and measurement was

carried out. At the end the measured values are compared with the teoretical ones and

accuracy of this method is determined.
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9.2 Postup měřeńı a výpočt̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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11.4 Výpočet tenzoru setrvačnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

12 Shrnut́ı a závěr 74
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1. Úvod
Poč́ıtače se za posledńıch několik desetilet́ı dokázaly prosadit prakticky ve všech

oborech lidské činnosti. Svým vlivem výrazně změnily i automobilový pr̊umysl – auto,

které dnes sjede z výrobńıho pásu, je doslova nabité integrovanými obvody, tranzistory

a procesory. Poč́ıtače se prosadily i ve vývoji automobil̊u. Pomoćı d̊umyslných programů

může inženýr odhadnout, jak se bude auto chovat, ještě než bude v̊ubec vyrobeno.

I přes veškerou svou dokonalost však poč́ıtače pouze modeluj́ı realitu. Podle toho, jak

přesná data poč́ıtači poskytneme, dostaneme obraz v́ıce či méně odpov́ıdaj́ıćı skutečnosti.

Bez dostatečně přesně zadaných vstupńıch dat poč́ıtač nemůže nikdy dospět ke smyslu-

plným výsledk̊um; výpočty se vždy vztahuj́ı k údaj̊um, které obdrž́ı.

V mnoha př́ıpadech má inženýr k dispozici př́ımo výrobńı výkresy, př́ıpadně i troj-

rozměrný model dané součásti. V takovém př́ıpadě může poč́ıtač geometrické informace,

které potřebuje, zjistit právě na základě tohoto modelu. Problém však nastává v okamžiku,

kdy potřebujeme ve výpočtech použ́ıt těleso, u kterého jeho trojrozměrný model nemáme.

V takovém př́ıpadě muśı přij́ıt na řadu experimentálńı metody, kterými tyto veličiny

zjist́ıme.

Pokud chceme analyzovat pohyb tělesa z hlediska dynamiky, potřebujeme znát

předevš́ım jeho d̊uležité mechanické veličiny. A právě metodami, kterými lze u r̊uzných

součást́ı automobilu zjǐst’ovat mechanické veličiny potřebné pro poč́ıtačové modelováńı,

se zabývá tato práce.

Těleso je z hlediska analýzy pohybových vlastnost́ı charakterizováno:

• polohou těžǐstě v̊uči definovanému souřadnému systému

• tenzorem moment̊u setrvačnosti

• hmotnost́ı

Simulačńım programům stač́ı, aby o tělese znaly polohu těžǐstě, momenty setrvačnosti

k hlavńım osám a hmotnost – tyto veličiny dostatečně reprezentuj́ı těleso pro potřeby

výpočt̊u vzájemného silového p̊usobeńı s okoĺım, kinetické energie tělesa apod. Pokud

nemáme k dispozici poč́ıtačový model tělesa, odkud bychom mohli tyto veličiny dopoč́ıtat,

muśı přij́ıt na řadu měřeńı.

Tato práce si klade za ćıl navrhnout metodu, kterou lze měřit polohu těžǐstě a mo-

menty setrvačnosti (resp. tenzor setrvačnosti) tak, aby výsledky měřeńı bylo možné využ́ıt

v programech slouž́ıćıch k matematickému modelováńı. Metoda by měla být optimali-

zována na měřeńı součást́ı podvozk̊u vozidel. Záměrem je zohlednit možnosti laboratoř́ı

Ústavu automobilńıho a dopravńıho inženýrstv́ı – zejména zjistit, zda lze pro daný záměr

využ́ıt specializované vybaveńı (např. systém Tritop).
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2. Definice hledaných veličin

2.1. Těžǐstě

Těžǐstě představuje charakteristický bod tělesa. Znalost jeho polohy je nezbytná pro

většinu daľśıch výpočt̊u. V nehomogenńım gravitačńım poli se střed setrvačnosti nenacháźı

v p̊usobǐsti gravitačńı śıly (v těžǐsti). Gravitačńı pole Země však lze na naš́ı rozlǐsovaćı

úrovni pokládat za homogenńı, a proto lze oba body ztotožnit – při výpočtech setrvačných

sil translačńıho pohybu považujeme těleso za hmotný bod, u kterého se veškerá hmotnost

nacháźı právě v těžǐsti.

Je to bod, jehož souřadnice jsou pro spojité těleso definovány [10] jako:

~rt =

∫
~r dm

m
(2.1)

kde m znač́ı celkovou hmotnost tělesa a ~r polohový vektor elementu dm.

2.2. Moment setrvačnosti

Moment setrvačnosti popisuje rozložeńı hmoty okolo osy otáčeńı a charakterizuje tak

setrvačnost tělesa při rotaci. Pro př́ıpad, kdy známe osu otáčeńı, je moment setrvačnosti

definován [13] jakožto integrál přes objem tělesa:

I =

∫ ∫ ∫
r2ρ (x, y, z) dx dy dz (2.2)

kde r znač́ı vzdálenost elementu od osy rotace a ρ (x, y, z) jeho hustotu.

Pro rotačńı pohyb tělesa s obecnou osou otáčeńı lze setrvačné vlastnosti tělesa za

rotace popsat [19] pomoćı tenzoru setrvačnosti :

I =

 Ix −Dxy −Dxz

−Dxy Iy −Dyz

−Dxz −Dyz Iz

 (2.3)

Pro jeho jednotlivé složky plat́ı

Ix =
∫

(y2 + z2) dm

Iy =
∫

(x2 + z2) dm

Iz =
∫

(x2 + y2) dm

(2.4)

Dxy =
∫
xy dm

Dxz =
∫
xz dm

Dyz =
∫
yz dm

(2.5)

přičemž x, y a z představuj́ı souřadnice elementu v̊uči kartézskému souřadnému systému.
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2.2. MOMENT SETRVAČNOSTI

Složky tenzoru lež́ıćı na diagonále (rovnice 2.4) se nazývaj́ı [3] momenty setrvačnosti

k osám daného kartézského souřadného systému. Ostatńı složky tenzoru (rovnice 2.5) se

nazývaj́ı deviačńı momenty. Pro každé těleso lze nalézt tři vzájemně kolmé osy (tzv. hlavńı

osy), v̊uči kterým má tenzor setrvačnosti nulové všechny deviačńı momenty – nenulové

tak jsou pouze složky nacházej́ıćı se na hlavńı diagonále, které se v tomto př́ıpadě nazývaj́ı

hlavńı momenty setrvačnosti. Tenzor setrvačnosti má potom takovýto tvar:

I =

 I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

 (2.6)

Hlavńı momenty setrvačnosti plně určuj́ı tenzor setrvačnosti. Pro popis rotačńıch

vlastnost́ı tělesa nám stač́ı znát pouze hlavńı momenty setrvačnosti, orientaci hlavńıch os

a polohu těžǐstě tělesa [22].
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3. Přehled základńıch metod měřeńı
Pro experimentálńı zjǐst’ováńı polohy těžǐstě a určováńı moment̊u setrvačnosti exis-

tuje řada postup̊u. Každý z nich má své přednosti a nevýhody. Z obecného pohledu

klademe na všechny metody několik základńıch požadavk̊u. Předevš́ım potřebujeme, aby

jednotlivé postupy byly:

• dostatečně přesné

• přijatelně levné

• snadno proveditelné (rychlé, bez potřeby provádět složité výpočty apod.)

Všechny uváděné metody využ́ıvaj́ı určitých projev̊u dané veličiny – pomoćı r̊uzných me-

chanismů převád́ıme hledané veličiny na jiné, které můžeme měřit př́ımo, př́ıpadně z nich

můžeme hledané hodnoty dopoč́ıtat.

3.1. Metody měřeńı polohy těžǐstě

Metody, kterými lze zjǐst’ovat polohu těžǐstě součásti, lze rozdělit do dvou skupin – na

metody statické a dynamické. Dynamické metody, na rozd́ıl od statických, vyžaduj́ı, aby se

těleso pohybovalo; z toho d̊uvodu jsou považovány za méně přesné1. Mezi statické metody

patř́ı vyvažovaćı metoda, metoda v́ıce vah a metoda zavěšeńı tělesa. Mezi dynamické

potom metoda setrvačných sil a metoda využ́ıvaj́ıćı měřeńı momentu setrvačnosti.

3.1.1. Vyvažovaćı metoda

Součást, u které chceme zjistit polohu těžǐstě, podepřeme na jedné straně tak, aby se

těleso mohlo otáčet podél této podpěry – vznikne tak pevná osa otáčeńı, která omezuje

pět ze štesti stupň̊u volnosti (viz obr. 3.1). Na druhé straně změř́ıme śılu, kterou je nutné

těleso udržovat ve vodorovné poloze. Těleso uvolńıme (obr. 3.22) a ze znalosti hmotnosti

tělesa źıskáme rovnice momentové rovnováhy. Na základě této rovnice můžeme vypoč́ıtat

vzdálenost polohy těžǐstě od osy otáčeńı:

Fm · l − Fg · x = 0

x = . . .
(3.1)

Jedno měřeńı nám urč́ı jednu rovinu, ve které se těžǐstě nacháźı. Měřeńı proto pro-

vedeme pro tři r̊uzné polohy tělesa – polohu těžǐstě pak zjist́ıme jakožto pr̊useč́ık tř́ı rovin.

1Přehled metod mj. čerpá z [7]
2Červeně jsou značeny veličiny, které neznáme, černě veličiny, které lze změřit či dopoč́ıtat.
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3.1. METODY MĚŘENÍ POLOHY TĚŽIŠTĚ

Je zapotřeb́ı minimalizovat třeńı v mı́stě podepřeńı tělesa. Těleso nejlépe podepřeme

dvěma ostrými hroty, č́ımž vytvoř́ıme požadovanou osu otáčeńı; v některých př́ıpadech se

použ́ıvaj́ı speciálńı bezdotyková ložiska.

Obr. 3.1: Nákres vyvažovaćı metody

Obr. 3.2: Schéma uvolněńı vyvažovaćı metody

3.1.2. Metoda několika vah

Tato metoda využ́ıvá podobného principu jako předchoźı. Zkoumané těleso je ve třech

bodech podepřeno váhami, př́ıpadně ve dvou bodech váhami a v jednom bodě ostrým

hrotem. Analolgickými výpočty jako v př́ıpadě rovnice 3.1 zjist́ıme dvě souřadnice těžǐstě

jakožto pr̊useč́ık dvou rovin.

Pro výpočet třet́ı souřadnice je nutné provést daľśı měřeńı – zkoumané těleso můžeme

vhodným zp̊usobem otočit nebo můžeme naklonit o určitý úhel celou měř́ıćı soustavu

a ze znalosti silových poměr̊u a na základě nové silové rovnováhy dopoč́ıtat chyběj́ıćı

souřadnici.

3.1.3. Metoda zavěšeńı tělesa

Tato metoda nevyuž́ıvá žádné pevně dané osy otáčeńı a systémů vah. Zkoumané těleso

je volně zavěšeno v jednom bodě – tak, aby byla umožněna rotace okolo vodorovných os.
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI

Těleso se ustáĺı v poloze, ve které se jeho těžǐstě bude nacházet na svislici vedené z bodu

zavěšeńı.

Takovéto měřeńı provedeme nejméně dvakrát, přičemž pokaždé změńıme bod zavěšeńı

tak, aby mělo těleso po ustáleńı jinou orientaci. Za těžǐstě považujeme bod, který se

nacháźı v pr̊useč́ıku př́ımek (svislic) vzniklých při jednotlivých zavěšeńıch.

Pro úchyt tělesa se nejčastěji použ́ıvaj́ı nitě připevněné k r̊uzným konstrukčńım

prvk̊um tělesa. U těles některých tvar̊u lze použ́ıt i jiný postup: těleso nezavěšujeme pod

určitý bod, ale naopak těleso podepřeme jen v jednom bodě a necháme ustálit v rov-

novážné poloze – hledané těžǐstě se pak bude nacházet na svislici nad bodem podepřeńı.

Tento zp̊usob však lze použ́ıt jen tehdy, pokud lze podporu (ostrý hrot) umı́stit tak, aby

se nacházela nad těžǐstěm tělesa.

3.1.4. Metoda měřeńı sil při rotaci

Zkoumané těleso je roztočeno okolo svislé osy, a to tak, aby předpokládaná poloha těžǐstě

neležela na ose otáčeńı. Siloměry měř́ı reakce, které toto otáčeńı vyvolává ve dvou ložisćıch

v r̊uzné výšce. Vzniklé śıly zp̊usobuj́ı dvě veličiny – posun polohy těžǐstě mimo osu otáčeńı

a nevyváženost tělesa v̊uči této ose.

Reakce jsou měřeny za r̊uzných otáček. Analýzou záznamu naměřených sil z obou

ložisek urč́ıme, jak velká část reakce pocháźı ze které složky – složka zp̊usobená posunut́ım

osy rotace mimo těžǐstě se projev́ı v obou ložisćıch se stejnou fáźı, projev složky zp̊usobené

nevyváženost́ı bude mı́t na každém ložisku fázi opačnou. Tato metoda je vhodná jen pro

menš́ı tělesa, která nepoškod́ı vzniklé odstředivé śıly.

3.1.5. Metoda využ́ıvaj́ıćı měřeńı momentu setrvačnosti

Zjistit polohu těžǐstě lze i prostřednictv́ım torzńıho kyvadla použ́ıvaného pro zjǐst’ováńı

moment̊u setrvačnosti (viz dále). Pokud moment setrvačnosti změř́ıme pro tři r̊uzné polohy

tělesa, lze z naměřených hodnot zjistit souřadnice těžǐstě. Využ́ıvá se přitom vlastnosti

momentu setrvačnosti, který je nejmenš́ı, pokud osa otáčeńı procháźı těžǐstěm.

3.2. Metody měřeńı moment̊u setrvačnosti

Moment setrvačnosti je veličina charakterizuj́ıćı chováńı tělesa při rotaci – pro jeho měřeńı

proto neexistuj́ı statické metody, vždy muśıme měřené těleso nechat rotovat. To lze

v principu dvěma zp̊usoby – těleso bud’ necháme rotovat okolo určité osy a následně

měř́ıme silové účinky vyvolané momentem setrvačnosti, nebo těleso necháme vhodným

zp̊usobem kývat a měř́ıme projevy momentu setrvačnosti na tomto kyvadle. K základńım

postup̊um patř́ı metoda torzńıho kyvadla, metoda fyzikálńıho kyvadla spolu s variantami

v́ıcevláknových závěs̊u a metoda rotace.
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI

3.2.1. Metoda torzńıho kyvadla

Metoda je založena na měřeńı periody vlastńıch kmit̊u torzńıho kyvadla. Zkoumané těleso

pevně spoj́ıme s torzńım kyvadlem (tyč́ı, strunou či vhodným drátem), necháme je volmě

kmitat a měř́ıme periodu vlastńıho kmitáńı.

Drát, který je vychýlený z rovnovážné polohy o úhel ϕ, p̊usob́ı proti deformaci

momentem [11]:

M = −D ϕ (3.2)

kde D je direkčńı moment torzńıho kyvadla (drátu) charakterizuj́ıćı dané torzńı kyvadlo3.

Záviśı na délce krouceného vlákna, jeho poloměru a modulu pružnosti ve smyku materiálu,

ze kterého je torzńı kyvadlo vyrobeno4. Pohybová rovnice (netlumených) torzńıch kmit̊u

má tvar:

I α = −D ϕ −→ ϕ̈+
D

I
ϕ = 0 (3.3)

kde I představuje moment setrvačnosti vzhledem k ose torzńıho kmitáńı. Vztah 3.3 od-

pov́ıdá diferenciálńı rovnici harmonického kmitáńı [13] ve tvaru

q̈ +
k

m
q = 0 (3.4)

Vlastńı frekvence netlumeného kmitáńı torzńıho kyvadla Ω0 je rovna

Ω0 =

√
D

I
(3.5)

Dosazeńım vztahu Ω0 = 2π/T , kde T je perioda vlastńıch kmit̊u torzńıho kyvadla, a

úpravou dostáváme

T = 2π

√
I

D
(3.6)

Nyńı můžeme vyjádřit vztah pro výpočet momentu setrvačnosti ze známé periody (netlu-

meného) kmitáńı:

I = T 2 D

4 π2
(3.7)

Pokud měř́ıme periodu skutečného kyvadla, je nutné provést korekci na nulový

útlum. Pohybová rovnice 3.3 neuvažuje tlumeńı, tedy předpokládá, že se veškerá ener-

gie kyvadla plynule měńı z kinetické v potenciálńı a zpět. U skutečného kyvadla však

docháźı k disipaci energie vlivem vnitřńıho třeńı, vzdušného odporu a nedokonalé tuhosti

součást́ı. V pohybové rovnici tlumeného kyvadla se obvykle předpokládá, že je tlumeńı

př́ımo úměrné okamžité rychlosti [22]. Pohybová rovnice tlumeného kmitáńı potom vy-

padá:

ϕ̈+ 2b ϕ̇+
D

I
ϕ = 0 (3.8)

3Vztah 3.2 plat́ı, pokud neńı překročena mez úměrnosti (tzn. plat́ı Hook̊uv zákon).
4Direkčńı moment se obvykle zjǐst’uje experimentálně – použit́ım vztah̊u 3.7 a 3.12 a srovnáńım s re-

ferenčńım tělesem, u kterého je moment setrvačnosti známý např. z výpočt̊u.

9
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kde b je součinitel útlumu; je považován za konstantu. Dále se zavád́ı veličina logaritmický

dekrement ϑ:

ϑ = b Ts = ln

(
At

At+Ts

)
(3.9)

kde At a At+Ts jsou dvě amplitudy tlumeného kmitáńı vzdálené o sebe o periodu tlu-

meného kmitáńı Ts.

Součinitel útlumu b lze vyjádřit z rovnice 3.9. Pro úhlovou frekvenci skutečného

tlumeného kmitáńı se součinitelem útlumu b plat́ı [22]:

Ωs =
√

Ω2
0 − b2 (3.10)

Odsud lze vyjádřit vztah pro výpočet periody odpov́ıdaj́ıćı netlumenému vlastńımu kmitáńı,

neboli vztah pro korekci periody kyvu na nulové tlumeńı:

T0 =

√
T 2
s 4π2

4π2 + T 2
s b

2
(3.11)

Při realizaci měřeńı umı́st́ıme obvykle těleso tak, aby osa torzńıho kyvadla procházela

těžǐstěm. Měř́ıme periodu tlumeného kmitáńı Ts a součinitel útlumu b. Prostřednictv́ım

vztahu 3.11 provedeme korekci a periodu netlumeného kmitáńı T0 dosad́ıme do vztahu

3.7. Analogicky lze měřit moment setrvačnosti nikoli zavěšeńım samotného tělesa, ale

umı́stěńım tělesa na vhodný torzně kmitaj́ıćı rám. V takovém př́ıpadě plat́ı vztah:

Ic = Ir + It (3.12)

kde Ic je moment setrvačnosti soustavy těleso + rám, Ir moment setrvačnosti rámu a

It moment setrvačnosti měřeného tělesa. Firma Space Eletronics k měřeńı moment̊u se-

trvačnosti touto metodou použ́ıvá [7] zvláštńıho zař́ızeńı (viz obr. 3.3). Součást je zde

Obr. 3.3: Schéma měřiče momentu setrvačnosti firmy Space Electronics
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI

umı́stěna na podložce, která osciluje spolu s tělesem. Periodu měř́ı fotoelektrický časový

senzor, bezkontaktńı vzduchové ložisko minimalizuje třeńı a udržuje osu oscilace ve stálé

poloze.

3.2.2. Metoda kýváńı fyzikálńıho kyvadla

Metoda je založena na podobném principu, těleso však neosciluje torzně, ale okolo vo-

dorovné osy. Těleso kývaj́ıćı se okolo vodorovné osy d́ıky vlastńı t́ıze se nazývá fyzikálńı

kyvadlo. Na obr. 3.4 jsou znázorněny śıly, které na kyvadlo p̊usob́ı. Těleso uvolńıme v̊uči

osám ve směru normály a tečny pohybu.

Obr. 3.4: Odvozeńı pohybových rovnic fyzikálńıho kyvadla

n : m an = Fl − Fg cosϕ (3.13)

t : m at = −Fg sinϕ (3.14)

M : I α = −Fg sinϕ · l (3.15)

Po dosazeńı za Fg dostaneme [8] pohybovou rovnici fyzikálńıho kyvadla:

ϕ̈+
m g l

I
sinϕ = 0 (3.16)

kde I je moment setrvačnosti tělesa v̊uči ose kýváńı a ϕ okamžitá úhlová výchylka kyvadla.

Jedná se o nelineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu, kterou muśıme řešit

numericky [9] – a toto řešeńı je poměrně náročné.

Řešeńı takovéto rovnice se proto obvykle udává pro malé hodnoty amplitudy kyvu,

kdy lze kmitáńı považovat za harmonické. Protože plat́ı

lim
ϕ→0

(
sinϕ

ϕ

)
= 1 (3.17)

pokládá se pro úhly ϕ < 5◦

sinϕ
.

= ϕ (3.18)
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V takovém př́ıpadě rovnice 3.15 přejde na tvar

ϕ̈+
m g l

I
ϕ = 0 (3.19)

Takovýto tvar je analogický k rovnici 3.3, přičemž i zde se zavád́ı pojem direkčńı moment

D = mgl. Opět se jedná o rovnici netlumených harmonických kmit̊u (rovnice 3.4). Vlastńı

frekvence kmitáńı Ω0 je rovna

Ω0 =

√
m g l

I
(3.20)

Pro periodu vlastńıho (netlumeného) kmitáńı T źıskáváme

T = 2 π

√
I

m g l
(3.21)

kde m je hmotnost zkoumaného tělesa a l vzdálenost těžǐstě od osy otáčeńı. Úpravou pak

dostaneme:

I = T 2 m g l

4 π2
(3.22)

Vztah se použ́ıvá pro úhly ϕ < 5◦. Analogicky se zavád́ı logaritmický dekrement a provád́ı

se korekce na nulové tlumeńı jako v př́ıpadě torzńıho kyvadla5:

T0 =

√
T 2
s 4π2

4π2 + T 2
s b

2
(3.23)

Ze změřené periody tlumeného kyvadla Ts a součinitele útlumu b spoč́ıtáme odpov́ıdaj́ıćı

periodu netlumeného kmitáńı T0, kterou dosad́ıme do vztahu 3.22. Diferenciálńı rovnice

fyzikálńıho tlumeného kyvadla má tvar:

ϕ̈+ 2b ϕ̇+
m g l

I
sinϕ = 0 (3.24)

resp. v př́ıpadě uvažováńı zjednodušeńı sinϕ
.

= ϕ:

ϕ̈+ 2b ϕ̇+
m g l

I
ϕ = 0 (3.25)

Amplituda kyvu ϕm je tedy funkćı času. Ve skutečnosti neńı konstantńı ani perioda

kmitu T ; je funkćı právě amplitudy ϕm. Kmitáńı fyzikálńıho kyvadla neńı harmonické,

za harmonické se obvykle považuje jen oblast pro malé amplitudy. Z limity 3.17 je vidět,

že s klesaj́ıćı amplitudou ϕm pohybová rovnice fyzikálńıho kyvadla 3.16 přecháźı ve zjed-

nodušený tvar 3.19, tzn. zvětšuje se přesnost zjednodušených vztah̊u. Můžeme proto psát

I = lim
ϕm→0

[T (ϕm)]2
m g l

4 π2
(3.26)

Při měřeńı je proto nezbytné udržovat amplitudu kyvu pokud možno co nejmenš́ı. Na

druhou stranu tento požadavek čińı obt́ıžněǰśım měřeńı periody.

5I u této redukce se předpokládá, že je součinitel útlumu konstantńı – tento předpoklad bude dále
rozebrán v kapitole 7.4.4.
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3.2.3. Metoda v́ıcevláknových závěs̊u

Tato metoda (resp. skupina metod) taktéž využ́ıvá kýváńı tělesa p̊usobeńım gravitace.

Těleso je zavěšeno ve v́ıce než jednom bodě.

V př́ıpadě dvouvláknového závěsu se stejnou délkou vláken těleso nevykonává rotač-

ńı, ale pouze translačńı pohyb – trajektoríı tvoř́ı část kružnice. V pohybové rovnici proto

nefiguruje člen sinϕ, který zapřičinil nelinearitu pohybové rovnice u fyzikálńıho kyvadla.

Řešeńı je proto jednodušš́ı. Obdobně se použ́ıvaj́ı v́ıcevláknové závěsy k torzńım kmit̊um.

Obvykle u těchto metod bývá problematická praktická realizace. Je obt́ıžné zajistit,

aby těleso vykonávalo výhradně ten pohyb, který uvažujeme v pohybových rovnićıch.

3.2.4. Metoda rotace

U této metody se měřené těleso nenechá kývat, ale roztáč́ı se p̊usobeńım konstantńıho

momentu. Jako základ se už́ıvá jednoduchá pohybová rovnice:

Mt = Iα (3.27)

Možné uspořádáńı měřeńı [1] ukazuje obrázek 3.5. Závaž́ı hmotnosti m p̊usob́ı přes

strunu na ćıvku na poloměru r a roztáč́ı tak měřené těleso (včetně př́ıpadného rámu)

konstantńım momentem Mt = mg r. Je měřeno úhlové zrychleńı α6. Ze vztahu 3.27 pak

lze dopoč́ıtat moment setrvačnosti I v̊uči ose rotace. Vztah neuvažuje ztráty zp̊usobené

třeńım, vzdušným odporem atd., je proto nezbytné provádět korekce.

Obr. 3.5: Uspořádáńı měřeńı metodou rotace.

6K měřeńı zrychleńı se použ́ıvá např́ıklad optická závora. Jej́ı princip je včetně ukázky popsán v ka-
pitole 7.4.1
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4. Měřeńı polohy těžǐstě
Metoda zavěšeńı popsaná v kapitole 3.1.3 se potýká se zásadńım problémem –

je obt́ıžné při každém zavěšeńı určovat souřadný systém, pokud je spojený s měřeným

tělesem, př́ıpadně zjǐst’ovat polohu tělesa v̊uči souřadnému systému spojenému se zemı́.

Proto se při měřeńı polohy těžǐstě součást́ı nejčastěji použ́ıvá některá z metod, kde po-

lohu těžǐstě určuje silová rovnováha (obr. 3.2). V této kapitole bude ukázáno, jak lze tento

problém metody zavěšeńı vyřešit.

Měřit polohu tělesa lze kontaktně či bezkontaktně. Pokud však chceme těleso zavěsit

v jednom bodě a měřit jeho polohu v̊uči svislici procházej́ıćı bodem zavěšeńı, kontakt

měřidla s takto zavěšeným tělesem znehodnot́ı požadovaný výsledek. Z tohoto d̊uvodu je

nezbytné použ́ıt takový zp̊usob určeńı polohy, který polohu zavěšeného tělesa neovlivňuje.

Bezkontaktńım měřeńım polohy se zabývá obor fotogrammetrie.

4.1. Základńı principy fotogrammetrie

Fotogrammetrie1 je technika měřeńı dvourozměrných či tř́ırozměrných objekt̊u, která

využ́ıvá jako sv̊uj základ fotografie2. Měřený objekt je nejprve vhodným zp̊usobem nafocen

a posléze z tohoto souboru fotografíı určitý algoritmus vypoč́ıtá polohu bod̊u tělesa, 3D

mapu apod. Fotogrammetrie se použ́ıvá zejména pro tvorbu topografických map, v tech-

nice se pomoćı ńı měř́ı např́ıklad deformace karoserie při crash testech. Za jej́ı hlavńı

přednosti lze považovat předevš́ım vysokou přesnost a skutečnost, že se jedná o bezkon-

taktńı metodu.

Fotogrammetrický systém se obvykle skládá z dvou kĺıčových prvk̊u – kvalitńıho

fotoaparátu a poč́ıtače s př́ıslušným softwarem. Dále systém doplňuj́ı předměty přesných

rozměr̊u slouž́ıćı ke kalibraci systému (kalibračńı tyče), soubor referenčńıch bod̊u a daľśı

př́ıpadné př́ıslušenstv́ı.

Základńı princip, kterého fotogrammetrie využ́ıvá, se nazývá triangulace. Samo-

statná fotografie obsahuje pouze dvourozměrnou informaci o měřeném objektu, proto je

k měřeńı nutné źıskat nejméně dvě fotografie z r̊uzných pozic. Systém z nich umı́ spoč́ıtat

tzv. paprsky spojuj́ıćı body na objektu s fotoaparátem a následně i 3D souřadnice těchto

bod̊u3. Systém zároveň potřebuje provést tzv. resekci, neboli zjistit přesnou polohu fotoa-

parátu a jeho orientaci v okamžiku foceńı. Z tohoto d̊uvodu a kv̊uli redukci nepřesnost́ı se

obvykle využ́ıvá v́ıce než dvou fotografíı. Zpravidla se při výpočtech neuvažuj́ı rozměrové

1Obecné informace o fotogrammetrii čerpaj́ı z [4] a [5].
2Principiálně se však může jednat i např́ıklad o skeny apod.
3Jedná se o podobný princip, na jakém pracuje lidský zrak. Mozek z dvou r̊uzných pohled̊u (”fotografíı”

oč́ı) dokáže určit nejen 2D rozměry, ale i vzdálenost předmět̊u.
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jednotky. Systém proto potřebuje znát přesnou vzdálenost minimálně dvou bod̊u, které

mu pomohou určit měř́ıtko výpočt̊u; k tomu slouž́ı kalibračńı tyče známých rozměr̊u.

4.2. Fotogrammetrický systém Tritop

Fotogrammetrický systém Tritop vyv́ıj́ı firma GOM – Gesellschaft für Optische Mess-

technik. Slouž́ı k přesnému měřeńı prostorových souřadnic bod̊u na objektu. Bude použit

v této práci jako hlavńı prostředek k určeńı polohy těžǐstě součást́ı.

Systém Tritop4 tvoř́ı několik část́ı (viz obr. 4.1): digitálńı fotoaparát s pevnou oh-

niskovou vzdálenost́ı, prstencový blesk, sada kódovaných referenčńıch bod̊u, sada nekódo-

vaných referenčńıch bod̊u, certifikované kalibračńı tyče a poč́ıtač s nainstalovaným soft-

warem, který provád́ı výpočty.

Samotné měřeńı prob́ıhá ve čtyřech základńıch kroćıch. Nejprve muśıme těleso při-

pravit k měřeńı – označit je tzv. nekódovanými referenčńımi body a vhodně do jeho

bĺızkosti umı́stit kódované referenčńı body a kalibračńı tyče. Poté je nutné vyfotit do-

statečné množstv́ı fotografíı podle určitých pravidel, následně nafocená data převést do

PC, které provede výpočty. Posledńım krokem je postprocessing, tedy zpracováńı namě-

řených souřadnic podle potřeby. Typický postup práce popisuje kapitola 4.4.

Obr. 4.1: Systém Tritop. Poč́ıtač, fotoaparát s bleskem, kalibračńı tyče, sady kódovaných

a nekódovaných bod̊u, pamět’ové médium.

4Veškeré informace o systému Tritop čerpaj́ı z [27] a [28].
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4.3. Formulace d́ılč́ıch problémů a jejich řešeńı

Základńı myšlenka je jednoduchá – potřebujeme několikrát zavěsit měřenou součást a

pokaždé zjistit orientaci součásti a svislice procházej́ıćı bodem zavěšeńı. Problematiku

lze rozdělit do tř́ı část́ı: potřebujeme vhodně zvolit souřadný systém a následně po-

psat vzájemnou polohu součásti a svislice z bodu zavěšeńı v̊uči tomuto souřadnému

systému. Poté, co uskutečńıme a změř́ıme jednotlivá zavěšeńı, potřebujeme z rovnic jed-

notlivých svislic vypoč́ıtat polohu těžǐstě.

4.3.1. Volba souřadného systému

Jako nejvýhodněǰśı se ukazuje spojit souřadný systém př́ımo s měřeným tělesem. Základńı

metoda, kterou použ́ıvá Tritop pro definováńı souřadného systému, je tzv. 3-2-1 transfor-

mace, u které zadáváme postupně tři, dva a jeden bod lež́ıćı ve třech rovinách tvořených

osami. Často je nezbytné tyto body nejprve vytvořit – např́ıklad u válcového tělesa

prokládáńım nalézt dva body lež́ıćı na jeho ose apod.

4.3.2. Určeńı rovnice svislice

Potřebujeme určit rovnici svislice, tedy rovnici př́ımky vedoućı ve směru p̊usobeńı gra-

vitačńı śıly a procházej́ıćı bodem závěsu. Systém Tritop nab́ıźı vedle měřeńı polohy

kódovaných a nekódovaných bod̊u i zjǐst’ováńı polohy tzv. features. Umı́ nalézt např. ručně

kreslenou čáru nebo hranu. Pro naše potřeby má význam možnost rozpoznat Pipe or Con-

trast Line – neboli ”trubky” (a kontrastńı čáry). Pokud těleso zavěśıme na dostatečně

dlouhé vlákno (nit’ nebo ohebný drát), bude mı́t toto vlákno svislý směr a př́ımka j́ım

procházej́ıćı bude procházet i hledaným těžǐstěm. Z pohledu Tritopu neńı vlákno nič́ım

jiným než velmi tenkou trubkou, u které souřadnice polohy umı́ určit.

Každé těleso zavěśıme na nit’ nebo dostatečně pevný a zároveň ohebný drát. Pomoćı

př́ıkazu Pipe or Contrast Line Tritop toto vlákno rozpozná – vytvoř́ı soubor mnoha bod̊u,

které lež́ı ve středech pr̊uřez̊u po celé délce nitě. Vzniklými body lze proložit př́ımku, která

odpov́ıdá hledané svislici.

4.3.3. Výpočet polohy těžǐstě z rovnic př́ımek

Jako výsledek každého zavěšeńı tělesa dostaneme př́ımku – svislici procházej́ıćı ve svislém

směru bodem závěsu, resp. źıskáme dvojici bod̊u, které tuto svislici definuj́ı (viz dále).

Všechny svislice by se teoreticky měly prot́ınat v jednom bodě – těžǐsti. Stačily by nám

tak jen svislice ze dvou zavěšeńı a polohu těžǐstě bychom určili jako pr̊useč́ık r̊uznoběžek.

Ve skutečnosti tomu tak však neńı – kv̊uli nepřesnostem měřeńı se nejedná o r̊uznoběžky,

ale o mimoběžky. Za těžǐstě proto označ́ıme bod, který má od obou př́ımek nejmenš́ı

vzdálenost – takový bod bude ležet uprostřed př́ıčky těchto mimoběžek.
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Necht’ maj́ı parametrické rovnice př́ımek (svislic) tvary

P1 = [Ax, Ay, Az] + t1 (s1x, s1y, s1z) (4.1)

P2 = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z) , (4.2)

kde A = (Ax, Ay, Az) je souřadnice jednoho bodu dané př́ımky a (s1x, s1y, s1z) jej́ı směrnice

a B = (Bx, By, Bz) a (s2x, s2y, s2z) totéž pro druhou svislici.

Potom bude mı́t př́ıčka směrový vektor (spx, spy, spz) kolmý na obě př́ımky. Źıskáme

jej vektorovým součinem směrových vektor̊u př́ımek:

(spx, spy, spz) = (s1x, s1y, s1z)× (s2x, s2y, s2z) (4.3)

Př́ıčka bude mı́t parametrický tvar

[Ax, Ay, Az] + t1 (s1x, s1y, s1z) = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z) + tp (spx, spy, spz) (4.4)

Což je v podstatě soustava tř́ı rovnic s neznámými parametry t1 a t2 a tp. Řešeńım

soustavy a dosazeńım parametr̊u t1 a t2 do rovnic 4.1 a 4.2 źıskáme dva krajńı body

př́ıčky. Hledané těžǐstě, neboli bod lež́ıćı v nejmenš́ı vzdálenosti od obou př́ımek, se bude

nacházet ve středu mezi těmito body.

Pokud provedeme v́ıce než dvě zavěšeńı, bude každé dvojici př́ımek odpov́ıdat jedna

vypočtená d́ılč́ı poloha těžǐstě. Pro n zavěšeńı dostáváme n·(n− 1) /2 vypočtených d́ılč́ıch

poloh těžǐstě. Jako celkový výsledek označ́ıme pr̊uměrnou hodnotu z těchto d́ılč́ıch poloh.

Vzhledem k rozsáhlosti výpočt̊u, které je třeba provést před vypočteńım polohy

těžǐstě, byl vytvořen program Těžǐstě 2.0 v programovaćım jazyce Delphi. Podrobnosti

o jeho funkci se nalézaj́ı v kapitole 4.5.

4.4. Postup měřeńı jednoho zavěšeńı systémem Tritop

4.4.1. Př́ıprava měřeńı

Aby bylo možné měřenou součást vhodně zavěsit, byl vyroben výškově stavitelný sto-

jan (obr. 4.2). Jako vlákno zavěšeńı lze zvolit např. černou režnou nit; pokud je těleso

hmotněǰśı, použijeme dostatečně pružný drát. Drát nesmı́ na sobě mı́t zlomy – pokud jej

napneme, muśı mı́t tvar př́ımky. Osvědčilo se použ́ıt obyčejnou kytarovou strunu; hod́ı

se jej́ı kovové poutko na konci, d́ıky kterému můžeme snadno vytvořit smyčku vhodnou

k uchyceńı tělesa.

Samotnou součást následně označ́ıme nekódovanými referenčńımi body. Důležité

jsou předevš́ım plochy, které budou později definovat souřadný systém (viz dále). U velmi

malých předmět̊u by teoreticky mohla hmotnost těchto paṕırových nálepek ovlivnit i po-

lohu těžǐstě tělesa. U součást́ı podvozk̊u vozidel, na které se zaměřuje tato práce, však

můžeme jejich vliv zanedbat.
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Nyńı tělěso zavěśıme pomoćı vlákna na stojan. Protože těleso takto budeme zavěšovat

několikrát, je vhodné dodržovat určitá pravidla. Potřebujeme, aby jednotlivé svislice, které

vzniknou jednotlivými zavěšeńımi, nebyly vzájemně rovnoběžné, resp. aby se úhel mezi

libovolnou dvojićı pokud možno co nejv́ıce bĺıžil 90◦. Body na tělese, ve kterých těleso

zavěšujeme, voĺıme s ohledem na tento požadavek.

V tomto okamžiku se pravděpodobně objev́ı daľśı d́ılč́ı problém. Součást zavěšená

na vlákně je velmi nestabilńı, a to z hlediska rotace okolo svislice zavěšeńı. Systém Tritop

vyžaduje, aby se poloha jednotlivých bod̊u během měřeńı neměnila – volně zavěšené těleso

však v́ıce či méně rotuje; a pokud se ustáĺı, stač́ı slabý proud vzduchu, aby se vychýlilo

– což měřeńı znemožńı. Z toho d̊uvodu potřebujeme jeden stupeň volnosti (rotaci okolo

svislé osy) odebrat. Lze tak učinit zapřeńım tělesa o oporu spojenou se zemı́, ovšem jen

za podmı́nky, že tato opora zamezuje výhradně rotaci a nevychyluje součást z rovnovážné

polohy. Opora by se měla tělesa dotýkat na pokud možno co největš́ım rameni od svis-

lice zavěšeńı. Možné řešeńı ukazuje obr. 4.2. Výsledky měřeńı na součástech ukázaly, že

př́ıpadné zkresleńı vzniklé touto oporou lze zanedbat.

Kromě toho je vhodné volit bod zavěšeńı tak, aby se nacházel pokud možno co

nejdále od přepokládané polohy těžǐstě – pokud se nacháźı př́ılǐs bĺızko, je moment gra-

vitačńı śıly, který udržuje těleso v rovnovážné poloze, př́ılǐs malý a zavěšené těleso se

Obr. 4.2: Stojan, který slouž́ı k zavěšeńı tělesa pro potřeby měřeńı polohy těžǐstě součásti.

Za vláknem (nit́ı) je na flexibilńım rameni upevněno b́ılé pozad́ı.

18
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Obr. 4.3: Detail závěsu stojanu.

stane nestabilńım, což zp̊usob́ı obdobné problémy jako v předchoźım př́ıpadě. Vhodnou

volbou bodu zavěšeńı lze tyto problémy omezit.

Dále potřebujeme zajistit takové podmı́nky, aby systém Tritop dokázal s dostatečnou

přesnost́ı rozpoznat polohu vlákna. Tritop vlákno (resp. Pipe or Contrast Line) rozeznává

na základě kontrastu oproti okoĺı. Vyžaduje, aby vlákno mělo černou barvu a pozad́ı b́ılou

(nebo naopak). Samotné vlákno je tedy vhodné natř́ıt na černo a v těsné bĺızkosti za ně

umı́stit b́ılé pozad́ı. Jedno z možných řešeńı, jak toho doćılit, ukazuje obr. 4.2; b́ılé pozad́ı

– paṕır – je upevněn na rameni, které umožňuje měnit jeho polohu.

Nakonec je nezbytné rozmı́stit do okoĺı stojanu kalibračńı tyče a kódované referenčńı

body. Tritop potřebuje, aby se na každé fotografii nacházelo minimálně pět kódovaných

bod̊u a zároveň aby se každý kódovaný bod nacházel nejméně na třech fotografíıch [28].

Proto je třeba body rozmı́stit tak, aby se objevily na co nejv́ıce fotografíıch a zároveň aby

neexistoval pohled, ve kterém by jich byl nedostatek. Možné řešeńı zobrazuje obr. 4.2.

4.4.2. Fotografováńı zavěšené součásti

Při fotografováńı zavěšené součásti je nutné dodržovat pravidla uvedená v [27] a [28]. Nej-

prve provedeme kalibračńı sńımky – čtyři sńımky otočené vždy o 90 stupň̊u. Poté vyfot́ıme

sérii sńımk̊u stojanu i součásti. Pozornost se muśı zaměřovat předevš́ım na body, které

budou definovat souřadný systém, a na vlákno zavěšeńı. Fotografie by měly měřený ob-
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jekt pokud možno rovnoměrně obklopovat – výrobce doporučuje, aby fotografuj́ıćı měřený

objekt obcházel a fotil sńımky ve třech r̊uzných výškových rovinách.

V této práci bylo fotografováno digitálńı zrcadlovkou Fuji S2 Pro s objektivem Nik-

kor s pevnou ohniskovou vzdálenost́ı f = 24 mm při citlivosti ISO 400, cloně 11 a času

závěrky 1/125 s.

4.4.3. Zpracováńı výsledk̊u v poč́ıtači

Zpracováńı fotografíı prob́ıhá v software dodávaném spolu se systémem Tritop5. Nejprve

je nutné vytvořit nový projekt – definujeme použité kalibračńı tyče, sadu kódovaných

referenčńıch bod̊u a parametry použitého fotoaparátu. Poté, pokud kvalita nafocených

fotografíı dostačuje, na jejich základě Tritop vypoč́ıtá polohu jednotlivých referenčńıch

bod̊u a zobraźı výsledek ve 3D pohledu.

V daľśım kroku potřebujeme definovat souřadný systém. Obvykle použijeme již

zmı́něnou 3-2-1 transformaci. Zde se postup pokaždé lǐśı v závislosti na tvaru součásti

a na tom, jak požadujeme zorientovat souřadný systém. Prostřednictv́ım nab́ıdky Primi-

tives a výběrem vhodných bod̊u vytvoř́ıme na součásti potřebné body definuj́ıćı souřadný

systém – potřebujeme tři body lež́ıćı v rovině tvořené osami x a y, dva body lež́ıćı v rovině

tvořené osami x a z a jeden bod lež́ıćı v rovině tvořené osami y a z.

V nab́ıdce Operations – Transformations – 3-2-1 Transformation tyto body vybe-

reme a Tritop souřadný systém podle těchto bod̊u zorientuje. Jedná se o velmi d̊uležitou

část měřeńı, ve které často docháźı k chybě – je nezbytné ověřit, že ve všech zavěšeńıch

souřadný systém definujeme stejně, v opačném př́ıpadě dostaneme nesmyslné výsledky.

Dále je nutné zjistit polohu svislice. V nab́ıdce Features – Line – Pipe or Contrast

Line urč́ıme, jaký druh čáry použ́ıváme (hodnotu color nastav́ıme na black). Vybereme

fotografii, na které je vlákno dobře vidět a tažeńım označ́ıme oblast, ve které se má Tritop

snažit vlákno nalézt – vznikne tak dlouhý úzký obdélńık. Potvrd́ıme stiskem pravého

tlač́ıtka myši. Vybereme jinou fotografii, na které je vlákno vidět pod jiným úhlem, a se

stisknutou klávesou Ctrl označ́ıme v druhé fotografii bod vlákna. Pokud kvalita fotografíı

dostačuje, Tritop vlákno rozpozná a prolož́ı j́ım množstv́ı bod̊u.

V posledńım kroku body vybereme6. V nab́ıdce Primitives – Lines zvoĺıme možnost

Best Fit Line, která nám těmito body prolož́ı př́ımku – tato př́ımka odpov́ıdá hledané

svislici. Program Těžǐstě 2.0 potřebuje znát souřadnice dvou (libovolných) bod̊u, které

na této př́ımce lež́ı. Body definujeme př́ıkazem Primitives – Points – Points from line.

Souřadnice těchto dvou bod̊u jsou souřadnice, které vkládáme do programu Těžǐstě 2.0

jako body definuj́ıćı jednotlivá zavěšeńı.

5Pozn. Tato práce předkládá pouze základńı postup měřeńı – podrobný návod, jak s Tritopem pracovat,
obsahuje [27] a [28]

6V obrázku stiskneme pravé tlač́ıtko a volbu Select area, poté body ohranič́ıme čarou a potvrd́ıme
pravým tlač́ıtkem.
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4.5. Popis funkce programu Těžiště 2.0

Součást́ı této diplomové práce je program Těžǐstě 2.0 vytvořený v programovaćım ja-

zyce Borland Delphi. Slouž́ı k výpočtu samotné polohy těžǐstě ze souřadnic bod̊u, které

určuj́ı jednotlivé svislice zavěšeńı, zároveň umožňuje odhadnout chybu měřeńı. Program

se nacháźı na přiloženém CD, a to včetně zdrojových kód̊u.

Obrázek 4.4 ukazuje základńı obrazovku programu. V rolovaćım menu (pozice 4) se

voĺı počet provedených zavěšeńı. V pravé části obrazovky se do jednotlivých poĺıček (5)

zadávaj́ı souřadnice dvojic bod̊u, které určuj́ı př́ıslušné svislice zavěšeńı źıskané z Tritopu.

Program pracuje bezrozměrově, tzn. výpočty provád́ı jen č́ıselně, bez použit́ı jednotek.

Souřadnice lze zadávat př́ımo nebo nač́ıst ze souboru, jehož adresa se zadává do pole 1.

Po stisku tlač́ıtka Načti souřadnice ze souboru – 3 program načte souřadnice bod̊u

do př́ıslušných poĺı. K výběru souboru lze využ́ıt tlač́ıtko Procházet – 2. V okamžiku,

kdy jsou všechna data správně zadána, zaháj́ı výpočet stisk tlač́ıtka Spoč́ıtej polohu

těžǐstě – 6.

Postup, kterým program provád́ı výpočet, prob́ıhá v těchto kroćıch:

1. Program do vhodných proměnných načte souřadnice bod̊u definuj́ıćıch jednotlivé

svislice zavěšeńı (obr. 4.4, pozice 5).

Obr. 4.4: Program Těžǐstě 2.0 – zadáváńı vstupńıch dat.
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2. Na základě informace o počtu provedených zavěšeńı z rolovaćıho menu 4 program

urč́ı, kolika zp̊usoby lze vytvořit dvojice z těchto svislic (a tedy kolik źıskáme d́ılč́ıch

poloh těžǐstě) a urč́ı pořad́ı, ve kterém bude výpočet těchto d́ılč́ıch poloh poč́ıtat7.

3. Program ze vstupńıch dat urč́ı rovnice svislic zavěšeńı ve tvaru

Pi = [Axi, Ayi, Azi] + ti (Bxi − Axi, Byi − Ayi, Bzi − Azi) (4.5)

kde Axi, Ayi, Azi, Bxi, Byi a Bzi jsou souřadnice bod̊u určuj́ıćıch svislici i-tého

zavěšeńı z pole 5 a ti je parametr této svislice. Jedná se o tvar odpov́ıdaj́ıćı rovnićım

4.1 a 4.2.

4. V pořad́ı určeném v bodě 2 program na základě vztah̊u 4.3 a 4.4 vypoč́ıtá pro každou

dvojici svislic odpov́ıdaj́ıćı polohu krajńıch bod̊u př́ıčky a z ńı i d́ılč́ı polohu těžǐstě.

5. Výslednou polohu těžǐstě program spoč́ıtá jako pr̊uměr d́ılč́ıch poloh těžǐst’ źıskaných

jednotlivými kombinacemi svislic zavěšeńı.

6. Výsledky vyṕı̌se na obrazovku.

Obr. 4.5: Program Těžǐstě 2.0 – výsledek výpočt̊u.

7Např. pokud jsme provedli tři zavěšeńı, máme tři zp̊usoby, jak vytvořit dvojice svislic a źıskáme
tak tři d́ılč́ı polohy těžǐstě. Program urč́ı, že nejprve spoč́ıtáme ”pr̊useč́ık” 1. svislice s 2., poté 1. s 3. a
nakonec 2. s 3. Podobně u čtyř zavěšeńı źıskáme 6 možných ”pr̊useč́ık̊u” – 1. s 2., 1. se 3., 2. se 3., 1. se
4., 2. se 4. a 3. se 4. U pěti zavěšeńı analogicky.
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4.6. ODHAD CHYBY MĚŘENÍ POLOHY TĚŽIŠTĚ

Na obrázku 4.5 je zobrazena výstupńı obrazovka programu Těžǐstě 2.0. Na pozici 7

se zobraźı vypočtené souřadnice těžǐstě rx, ry a rz. Následuje výpis mezivýsledk̊u. Na

pozici 8 program ukáže souřadnice vypočtených d́ılč́ıch poloh těžǐst’; údaj v závorce ř́ıká,

které kombinaci svislic zavěšeńı odpov́ıdá daná d́ılč́ı poloha těžǐstě. Program dále spoč́ıtá

vzdálenost jednotlivých d́ılč́ıch poloh těžǐst’ od výsledné hodnoty a zobraźı je na pozici 9.

Vypočtené výsledky lze uložit do souboru po kliknut́ı na tlač́ıtko 11.

4.6. Odhad chyby měřeńı polohy těžǐstě

Důležitou informaci ve výstupu programu Těžǐstě 2.0 dává údaj na pozici 10. Jedná

se o vzdálenost jednotlivých svislic zavěšeńı definovaných vstupńımi body od vypočtené

polohy těžǐstě zobrazené na pozici 8. Plat́ı, že č́ım nižš́ı č́ısla se zde objev́ı, t́ım přesněǰśıch

výsledk̊u měřeńı dosáhlo. Pro potřeby určeńı přesnosti, jaké jsme měřeńım dosáhli, je

potřeba použ́ıt vztah pro středńı kvadratickou chybu vypočtené hodnoty σ [21]:

σ =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑
i=1

∆2
i (4.6)

Hodnota σ určuje, s jakou přesnost́ı odpov́ıdá vypočtená poloha skutečné poloze těžǐstě.

Těžǐstě součásti se bude nacházet v prostoru tvaru koule – tzv. koule přesnosti se středem

ve vypočtené poloze (rx, ry, rz) a s poloměrem Rp. Hodnotu Rp zjist́ıme jako násobek

středńı kvadratické chyby a tzv. studentova součinitele k [23]:

Rp = k · σ (4.7)

Koeficient k je určen pravděpodobnost́ı, s jakou požadujeme, aby se skutečná poloha

těžǐstě nacházela uvnitř této koule, a počtem měřeńı (resp. zavěšeńı). Typické hodnoty

pro počet zavěšeńı n a požadovanou pravděpodobnost P ukazuje tabulka 4.1 [20]. Je vidět,

že s rostoućım počtem zavěšeńı se poloměr koule přesnosti zmenšuje.

Uvedený postup odhadu chyby měřeńı poč́ıtá se skutečnost́ı, že odchylky př́ımek

zavěšeńı ∆i maj́ı studentovo rozděleńı. Tento předpoklad neńı sám o sobě zaručen; pro

potřeby této práce však takovýto postup odhadu přesnosti postačuje.

n P = 90 % P = 95 % P = 99 %

2 6,31 13,82 63,66

3 2,92 4,50 9,92

4 2,35 3,29 5,84

5 2,13 2,86 4,6

Tab. 4.1: Tabulka studentových součinitel̊u.
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5. Realizace měřeńı polohy těžǐstě

součást́ı popsanou metodou
Bylo provedeno měřeńı polohy těžǐstě popsanou metodou u několika součást́ı. V prv-

ńım kroku bylo potřeba ověřit přesnost metody – k tomu slouž́ı součást obdélńıkový

profil v kapitole 5.1. Následuje ukázka aplikace této metody při měřeńı polohy těžǐstě

součást́ı podvozk̊u automobil̊u, a to u předńı a zadńı těhlice formule Ford (kapitoly

5.2 a 5.3).

5.1. Obdélńıkový profil

Pro měřeńı, které mělo sloužit předevš́ım k otestováńı použité metody, byl zvolen obdél-

ńıkový profil (obrázek 5.1). Souřadný systém byl definován prostřednictv́ım 3-2-1 trans-

formace dle obrázku.

Obr. 5.1: Měřený obdélńıkový profil. Souřadný systém definuje horńı rovina (označená

ṕısmenem Z), levá bočńı rovina a bod, kterým procháźı záporná část osy y).

Bylo provedeno pět zavěšeńı. Podle postupu popsaného v kapitole 4.4 byly systémem

Tritop źıskány souřadnice deseti bod̊u, které definuj́ı pět svislic vzniklých při pěti měřeńıch

(tabulka 5.1).

Program Těžǐstě 2.0 na základě dat naměřených systémem Tritop spoč́ıtá polohu

těžǐstě. Vypočtené souřadnice polohy těžǐstě měřené součásti v̊uči souřadnému systému

zobrazenému na obrázku 5.1 jsou rovny:

rx = −10, 008 mm

ry = −24, 926 mm

rz = −15, 000 mm

(5.1)
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5.2. PŘEDNÍ TĚHLICE A LOŽISKOVÁ SKUPINA FORMULE FORD

Č́ıslo zavěšeńı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm

Zavěšeńı č. 1 bod A -88,4548 195,759 88,0637 0,058

bod B -34,3025 43,7667 17,0502

Zavěšeńı č. 2 bod A 29,7763 33,6267 26,3995 0,025

bod B 114,695 158,605 114,826

Zavěšeńı č. 3 bod A 78,5926 21,1227 7,5137 0,008

bod B 231,566 100,629 46,3692

Zavěšeńı č. 4 bod A -59,3384 -57,3538 38,9577 0,062

bod B -168,009 -128,942 157,826

Zavěšeńı č. 5 bod A -285,988 -59,9731 33,2192 0,094

bod B -116,794 -38,5446 3,6661

Tab. 5.1: Obdélńıkový profil – souřadnice bod̊u naměřené systémem Tritop, které určuj́ı

svislice vedené bodem zavěšeńı.

Vzdálenosti př́ımek zavěšeńı od vypočtené polohy těžǐstě se nacházej́ı v posledńım

sloupci tabulky 5.1. Z těchto hodnot byla na základě vztahu 4.6 spoč́ıtána středńı kvad-

ratická chyba σ = 0, 029 mm. Prostřednictv́ım vztahu 4.7 lze stanovit poloměr koule, ve

které se s danou pravděpodobnost́ı bude těžǐstě skutečně nacházet. Pro P = 95 % a n = 5

je Rp = 2, 86 · σ = 0, 083 mm a po zaokrouhleńı směrem nahoru Rp
.

= 0, 09 mm.

Jednotlivé odchylky od vypočtené hodnoty se pohybuj́ı v řádu setin milimetru; stejně

tak i středńı kvadratická chyba a poloměr koule přesnosti Rp. Tloušt’ka obdélńıkového

profilu je 30 mm a š́ı̌rka 50 mm (měřeno posuvným měřidlem). Teoreticky se těžǐstě

nacháźı přesně uprostřed těchto vzdálenost́ı1; vypočtené hodnoty ry a rz se nacházej́ı

velmi bĺızko teoretickému očekáváńı. Souřadnice osy x v tomto př́ıpadě nelze uvažovat –

bod, který definuje počátek osy x, je volen v́ıceméně náhodně.

Vypočtená poloha těžǐstě tedy odpov́ıdá teoretickým předpoklad̊um a jednotlivé

př́ımkové odchylky zavěšeńı jsou ve všech pěti př́ıpadech velmi malé. Lze proto vyslovit

závěr, že zvolená metoda neńı zat́ıžena relevantńı systematickou chybou.

5.2. Předńı těhlice a ložisková skupina formule Ford

Dále byla měřena předńı těhlice formule Ford. Souřadný systém byl zorientován pomoćı

ploch lež́ıćıch na těhlici – viz obr. 5.2. Počátek souřadného systému lež́ı v pr̊useč́ıku rovin

xy, xz a yz, osa y je kolmá na rovinu xz (tzn. je rovnoběžná s osou ložiska těhlice), směr

osy z určuje pr̊useč́ık rovin xz a yz.

Opět bylo provedeno pět zavěšeńı a prostřednictv́ım programu Těžǐstě 2.0 byla

určena poloha těžǐstě. Souřadnice bod̊u vzniklé při těchto zavěšeńı ukazuje tabulka 5.2.

1Pozn.: Ve skutečnosti to samozřejmě neplat́ı zcela přesně kv̊uli výrobńım nedokonalostem – zejména
švu na vnitřńı straně profilu.
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5.2. PŘEDNÍ TĚHLICE A LOŽISKOVÁ SKUPINA FORMULE FORD

Vypočtené souřadnice polohy těžǐstě jsou

rx = 96, 993 mm

ry = −43, 456 mm

rz = −35, 534 mm

(5.2)

Na základě př́ımkových odchylek ∆i jednotlivých zavěšeńı (posledńı sloupec v ta-

bulce 5.2) byla spoč́ıtána středńı kvadratická chyba σ = 0, 087 mm a z ńı poloměr koule

Obr. 5.2: Předńı těhlice formule Ford. Směr osy y určuje rovina xz, pr̊useč́ık této roviny

s rovinou yz určuje polohu osy z.

Č́ıslo zavěšeńı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm

Zavěšeńı č. 1 bod A 22,0658 -58,096 296,121 0,034

bod B 70,5929 -48,6148 81,2242

Zavěšeńı č. 2 bod A -49,4364 -129,171 73,7947 0,327

bod B -137,797 -180,911 139,539

Zavěšeńı č. 3 bod A 333,092 -56,9237 187,916 0,112

bod B 38,8545 -40,0681 -90,7257

Zavěšeńı č. 4 bod A 116,539 -78,5437 320,105 0,022

bod B 94,0753 -38,1866 -89,0333

Zavěšeńı č. 5 bod A -158,813 24,504 -200,377 0,177

bod B 46,8126 -30,2298 -67,9707

Tab. 5.2: Těhlice formule Ford – souřadnice bod̊u naměřené systémem Tritop, které

určuj́ı svislice vedené bodem zavěšeńı.
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5.3. ZADNÍ TĚHLICE FORMULE FORD

přesnosti. Pro pravděpodobnost P = 95 % a počet zavěšeńı n = 5 je Rp = 2, 86 · σ =

0, 248 mm a po zaokrouhleńı Rp
.

= 0, 25 mm.

Je vidět, že př́ımka č́ıslo 2 má poměrně velkou odchylku; dvojnásobnou oproti daľśı

v pořad́ı. Pokud polohu těžǐstě spoč́ıtáme jen z př́ımek 1 a 3–5, źıskáme polohu těžǐstě:

rx = 96, 931 mm

ry = −43, 462 mm

rz = −35, 724 mm

(5.3)

Souřadnice bod̊u určuj́ıćıch jednotlivé př́ımky z̊ustanou stejné, změńı se však jednotlivé

př́ımkové odchylky:

∆1 ∆3 ∆4 ∆5

0,07 0,066 0,073 0,105

Tab. 5.3: Těhlice formule Ford – př́ımkové odchylky poč́ıtané jen ze čtyř zavěšeńı.

Středńı kvadratická chyba z těchto odchylek má hodnotu σ = 0, 046 mm a odpov́ı-

daj́ıćı koule přesnosti má pro pravděpodobnost P = 95 % a počet zavěšeńı n = 4 poloměr

Rp = 3, 29 · σ = 0, 15 mm.

Můžeme usuzovat, že byla hodnota druhé př́ımky zavěšeńı z tabulky 5.2 ovlivněna

(hrubou) chybou. Jak je vidět, vhodnou eliminaćı takovýchto hodnot výrazně se lǐśıćıch

od ostatńıch lze doćılit vyšš́ı přesnosti.

5.3. Zadńı těhlice formule Ford

V tomto př́ıpadě bylo měřeno pouze samotné těleso těhlice a nikoli celá skupina těhlice

s ložiskem a diskem jako v předchoźım př́ıpadě. Souřadný systém byl též volen poněkud

vhodněji – osu y tvoř́ı osa otáčeńı (náboj ložiska); počátek lež́ı v pr̊useč́ıku s rovinou

Obr. 5.3: Zadńı těhlice formule Ford a souřadný systém.
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5.3. ZADNÍ TĚHLICE FORMULE FORD

Č́ıslo zavěšeńı Bod x/mm y/mm z/mm Odchylka/mm

Zavěšeńı č. 1 bod A -5,586 -62,524 -26,650 0,133

bod B -252,985 42,823 250,877

Zavěšeńı č. 2 bod A -8,760 -104,392 141,690 0,024

bod B -14,745 -161,100 375,143

Zavěšeńı č. 3 bod A 24,287 62,091 -0,749 0,132

bod B 71,577 267,451 44,266

Zavěšeńı č. 4 bod A 116,741 10,527 -55,208 0,054

bod B 297,684 120,578 -95,571

Tab. 5.4: Zadńı těhlice formule Ford – souřadnice bod̊u naměřené systémem Tritop, které

určuj́ı svislice vedené bodem zavěšeńı.

osazeńı otvoru pro ložisko, osa z směřuje se směru šrobu ve vrchńı části těhlice, jak

ukazuje obrázek 5.3.

Stejně jako v předchoźıch dvou př́ıpadech byly změřeny rovnice př́ımek zavěšeńı2 –

viz tab. 5.4. Na základě těchto dat byla spoč́ıtána poloha těžǐstě:

rx = −4, 414 mm

ry = −63, 112 mm

rz = −28, 151 mm

(5.4)

Středńı kvadratická chyba vypočtená z jednotlivých př́ımkových odchylek ∆1–∆4

je rovna σ = 0, 057 mm. Při požadované pravděpodobnosti P = 95 % a počtu měřeńı

n = 4 je potom poloměr koule přesnosti Rp = 3, 29 · σ = 0, 186 mm a po zaokrouhleńı

Rp
.

= 0, 2 mm.

2Pozn. bylo provedeno pět zavěšeńı, z nichž jedno bylo zat́ıženo velkou chybou – jeho odchylka se
výrazně odlǐsovala od ostatńıch; v tabulce 5.4 jsou proto ponechána jen ostatńı čtyři.
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6. Celkové zhodnoceńı navržené

metody měřeńı polohy těžǐstě
Navržená metoda měřeńı polohy těžǐstě součást́ı má své výhody i nedostatky. Za

hlavńı přednost lze označit jej́ı přesnost. I u relativně malých těles, jakými často bývaj́ı

součásti podvozk̊u, lze opakovaným měřeńım doćılit přesnosti i pod 0, 1 mm (tzn. koule

přesnosti má pro danou pravděpodobnost poloměr menš́ı než 0, 1 mm). Jen velmi obt́ıžně

by šlo určit takto přesně polohu těžǐstě jinou metodou, pokud by to v̊ubec bylo možné.

Za daľśı d̊uležitou výhodu této metody můžeme považovat poměrně snadný zp̊usob,

kterým lze ověřit, do jaké mı́ry jsou výsledky zat́ıženy hrubou chybou. Pokud provedeme

5 zavěšeńı, źıskáme 10 d́ılč́ıch poloh těžǐst’; pokud se některé z nich nacháźı výrazně mimo

ostatńı, lze rozborem kombinaćı jednotlivých př́ımek určit, ve kterém př́ıpadě se stala

chyba. Stejně to plat́ı opačně – pokud všechny př́ımky zavěšeńı procházej́ı velmi bĺızko

vypočtené výsledné polohy těžǐstě, lze usoudit, že jsme se hrubé chyby nedopustili.

Naopak největš́ı nedostatek této metody je jej́ı pracnost. Př́ıprava jednotlivého

zavěšeńı zabere poměrně velké množstv́ı času – je nutné vybrat vhodné vlákno, stojan,

rozmı́stit kódované a nekódované body Tritopu, umı́stit za vlákno vhodné b́ılé pozad́ı,

přičemž neustále muśıme zohledňovat požadavky popsané v kapitole 4.4. Následuje foto-

grafováńı součásti a výpočet v software Tritop. Celkový čas potřebný k změřeńı polohy

těžǐstě součásti se odv́ıj́ı od přesnosti, které požadujeme doćılit, a tedy i od počtu zavěšeńı,

která muśıme provést. Obvykle lze poč́ıtat s časem 3–5 hodin na součást. Samotný konečný

výpočet polohy těžǐstě z jednotlivých př́ımek zavěšeńı výrazně zrychluje program Těžǐstě

2.0, který byl vytvořen pro potřeby této práce.

Tato metoda se omezuje jen na tělesa, která při r̊uzném natočeńı neměńı sv̊uj tvar

nebo vnitřńı rozložeńı hmotnosti. Tento požadavek vylučuje, abychom touto metodou

měřili např́ıklad polohu těžǐstě motoru i s olejem nebo součásti podstatně se deformuj́ıćı

vlivem gravitačńı śıly.

S ohledem na zde uvedené nedostatky lze vyslovit závěr, že je metoda dobře pou-

žitelná v praxi, a to zejména pro př́ıpady, kdy požadujeme znát polohu těžǐstě s velkou

přesnost́ı.
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7. Měřeńı momentu setrvačnosti
K měřeńı moment̊u setrvačnosti se nejčastěji použ́ıvá metoda torzńıho kyvadla (ka-

pitola 3.2.1) a metoda fyzikálńıho kyvadla (kapitola 3.2.2). Prvńı metodu podrobně roz-

pracovala firma Space Electronic [6]. Tato práce se zaměřuje na druhou z nich.

7.1. Rozbor metody fyzikálńıho kyvadla

Tenzor setrvačnosti obsahuje šest nezávislých složek. K jeho výpočtu potřebujeme spoč́ıtat

momenty setrvačnosti k šesti r̊uzným (nerovnoběžným) osám. Pro každé těleso tedy bude

potřeba uskutečnit šest měřeńı.

Metoda fyzikálńıho kyvadla vycháźı z kĺıčového vztahu 3.22 pro výpočet momentu

setrvačnosti I. Ve vztahu figuruje vlastńı perioda netlumeného kmitáńı (perioda kyvu) T ,

hmotnost m a vzdálenost těžǐstě měřeného tělesa od osy kýváńı l.

Jen v některých př́ıpadech umožňuje tvar těleso vhodně podepř́ıt a nechat kývat sa-

motné. Pokud tvar tělesa př́ımé měřeńı neumožňuje, umı́st́ı se těleso na vhodný rám

umožňuj́ıćı volné kýváńı a měř́ı se perioda kyvu celku těleso + rám a poté perioda

kyvu samotného rámu. Hledaný moment setrvačnosti bude roven rozd́ılu odpov́ıdaj́ıćıch

vypočtených moment̊u setrvačnosti – plat́ı vztah analogický k rovnici 3.12. V takovém

př́ıpadě potřebujeme při měřeńı zjistit tyto veličiny:

• hmotnost rámu

• hmotnost dvojice měřené těleso + rám

• vzdálenost těžǐstě rámu od osy kýváńı

• vzdálenost těžǐstě dvojice měřené těleso + rám od osy kýváńı

• periodu kyvu rámu

• periodu kyvu dvojice měřené těleso + rám

K určeńı momentu setrvačnosti samotného rámu a posléze momentu setrvačnosti

dvojice rám + těleso použijeme upravený vztah 3.22:

Ico = T 2
c

(mt +mr) g lc
4 π2

(7.1)

Iro = T 2
r

mr g lr
4 π2

(7.2)

kde Ico a Iro jsou momenty setrvačnosti dvojice těleso + rám a samotného rámu k ose

kýváńı, mr a mt jsou hmotnosti rámu a tělesa, lr vzdálenost těžǐstě rámu od osy kýváńı

a lc vzdálenost těžǐstě dvojice rám + těleso od osy kýváńı.
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Hledaný moment setrvačnosti tělesa k ose kýváńı Ito bude roven rozd́ılu hodnot 7.1

a 7.2:

Ito = Ico − Iro (7.3)

Po dosazeńı:

Ito =

[
T 2
c

(mt +mr) g lc
4 π2

]
−
(
T 2
r

mr g lr
4 π2

)
(7.4)

a úpravou

Ito =
g

4 π2

[
T 2
c (mt +mr) lc − T 2

r mr lr
]

(7.5)

Z momentu setrvačnosti Ito v̊uči ose kýváńı můžeme podle Steinerovy věty [13]

vyjádřit Itt, neboli moment setrvačnosti tělesa v̊uči ose rovnoběžné s osou kýváńı a pro-

cházej́ıćı těžǐstěm:

Itt = Ito −mtl
2
t (7.6)

lt je vzdálenost těžǐstě měřeného tělesa od osy kýváńı. Po dosazeńı:

Itt =
g

4 π2

(
T 2
c mt lc + T 2

c mr lc − T 2
r mr lr

)
−mtl

2
t (7.7)

Tato rovnice, kterou lze zjistit moment setrvačnosti k ose rovnoběžné s osou kýváńı a

procházej́ıćı těžǐstěm, je základńım vztahem, ze kterého bude vycházeno v této práci.

Obsahuje sedm veličin, jež potřebujeme zjistit: mt – hmotnost měřené součásti, mr –

hmotnost rámu, Tr periodu kyvu samotného rámu, Tc – periodu kyvu rámu spojeného

s měřenou součást́ı, lr – vzdálenost těžǐstě rámu od osy kýváńı, lc – vzdálenost těžǐstě

celku rám + měřené těleso od osy kýváńı a lt – vzdálenost těžǐstě tělesa od osy kýváńı.

Problém měřeńı momentu setrvačnosti lze na základě předchoźıch úvah rozdělit do

těchto základńıch krok̊u: Je nutné

• vytvořit vhodný rám, na kterém lze nechat součást kývat

• vypracovat metodu, kterou lze přesně měřit periodu kyvu

• vypracovat metodu, kterou lze přesně měřit vzdálenost těžǐstě od osy kýváńı

• zjistit, jakým zp̊usobem lze přesně měřit hmotnost součásti

• optimalizovat měřićı metody s ohledem na výslednou chybu měřeńı

• provést jednotlivá měřeńı a spoč́ıtat moment setrvačnosti

• na základě dat z měřeńı vypoč́ıtat tenzor setrvačnosti (rovnice 2.3)
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7.2. Analýza chyb měřeńı

Ve vztahu 7.7 figuruje sedm veličin, které je potřeba změřit, aby bylo možné spoč́ıtat mo-

ment setrvačnosti – Tc, Tr, mt, mr, lt a lr a lc. Analýza chyb měřeńı má za ćıl určit, s jakou

přesnost́ı potřebujeme jednotlivé vstupńı veličiny změřit, abychom dosáhli požadované

přesnosti výsledku.

Jedná se o problém určeńı chyby nepř́ımo měřené veličiny. Hledaná veličina je funkćı

měřených (vstupńıch) veličin, neboli

y = f(x1, x2, . . .) (7.8)

přičemž jednotlivé veličiny x1, x2, . . . známe jako

x1 = x1 ±∆x1, x2 = x2 ±∆x2, . . . (7.9)

kde ∆x1, ∆x2, . . . jsou (absolutńı) chyby měřeńı jednotlivých vstupńıch veličin od změ-

řených hodnot x1, x2, . . .

Celkovou (absolutńı) chybu měřeńı lze pro malé hodnoty ∆x1, ∆x2, . . . dostatečně

přesně aproximovat totálńım diferenicálem ([23], [14]) funkce y1:

∆y =

∣∣∣∣∂ y (x1, x2, . . .)

∂ x1

∣∣∣∣∆x1 +

∣∣∣∣∂ y (x1, x2, . . .)

∂ x2

∣∣∣∣∆x2 + . . . (7.10)

Relativńı chyba je poté rovna

δ =
∆y

y
=

∆y

y (x1, x2, . . .)
· 100 [%] (7.11)

Obvykle se uvád́ı požadavek relativńı chyby výsledku do 3 procent.

Chybu vztahu 7.7 lze určit analogicky. Moment setrvačnosti k ose procházej́ıćı tě-

žǐstěm rovnoběžné s osou kyvu je funkćı Itt = f (Tc, Tr,mt,mr, lt, lr, lc). Celková chyba je

dána součtem jednotlivých parciálńıch diferenciál̊u:

∆Itt =

∣∣∣∣∂Itt∂Tc

∣∣∣∣∆Tc+∣∣∣∣∂Itt∂Tr

∣∣∣∣∆Tr+∣∣∣∣ ∂Itt∂mt

∣∣∣∣∆mt+

∣∣∣∣ ∂Itt∂mr

∣∣∣∣∆mr+

∣∣∣∣∂Itt∂lt

∣∣∣∣∆lt+∣∣∣∣∂Itt∂lr

∣∣∣∣∆lr+∣∣∣∣∂Itt∂lc

∣∣∣∣∆lc
(7.12)

Tyto diferenciály urč́ıme z parciálńıch derivaćı vztahu 7.7 podle jednotlivých veličin:∣∣∣∣∂Itt∂Tc

∣∣∣∣∆Tc =

∣∣∣∣Tc g lc (mt +mr)

2 π2

∣∣∣∣ ∆Tc (7.13)∣∣∣∣∂Itt∂Tr

∣∣∣∣∆Tr =

∣∣∣∣−Tr mr g lr
2 π2

∣∣∣∣ ∆Tr (7.14)∣∣∣∣ ∂Itt∂mt

∣∣∣∣∆mt =

∣∣∣∣(T 2
c g lc
4 π2

− l2t
)∣∣∣∣ ∆mt (7.15)

1Absolutńı hodnoty ve vztahu 7.10 slouž́ı k tomu, aby se sč́ıtaly ”méně př́ıznivé” př́ıpady – tedy aby
všechny chyby od jednotlivých parciálńıch derivaćı posouvaly výsledek stejným směrem.
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∣∣∣∣∆mr =

∣∣∣∣(T 2
c lc − T 2

r lr) g

4 π2

∣∣∣∣ ∆mr (7.16)∣∣∣∣∂Itt∂lt

∣∣∣∣∆lt = |−2mtlt| ∆lt (7.17)∣∣∣∣∂Itt∂lr

∣∣∣∣∆lr =

∣∣∣∣−T 2
r g mr

4 π2

∣∣∣∣ ∆lr (7.18)∣∣∣∣∂Itt∂lc

∣∣∣∣∆lc =

∣∣∣∣T 2
c g (mt +mr)

4 π2

∣∣∣∣ ∆lc (7.19)

Dosazeńım vztah̊u 7.13–7.19 do 7.12 źıskáme vztah pro výpočet absolutńı chyby

vypočteného momentu setrvačnosti z naměřených hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt, lr a lc s chy-

bami měřeńı ∆Tc, ∆Tr, ∆mt, ∆mr, ∆lt, ∆lr a ∆lc. Relativńı chyba je rovna

δ =
∆Itt

Itt
· 100 [%] (7.20)

kde Itt je moment setrvačnosti vypočtený z naměřených hodnot podle vztahu 7.7.

Ćılem daľśıho postupu bude vypracovat takové metody měřeńı periody kyvu, vzdá-

lenosti těžǐstě od osy kyvu a hmotnosti, které budou dostatečně přesné – tak, aby při

naměřených hodnotách typických pro součásti podvozk̊u automobil̊u, na které se tato

práce zaměřuje, z̊ustala relativńı chyba menš́ı než 3 %. Zároveň by bylo vhodné, aby

všechny parciálńı diferenciály 7.13–7.19 měly podobnou velikost, resp. stejný řád. Důsledek

nepřesnost́ı jednotlivých měřeńı má být bĺızký, abychom některou veličinu neměřili zby-

tečně přesně ve srovnáńı s chybou jiného měřeńı. Výpočty chyby měřeńı byly prováděny

pomoćı programu Mathcad. Výpočtové soubory ve formátu .mcd lze nalézt na přiloženém

CD.

Tento zp̊usob určeńı přesnosti měřeńı je konzervativńı; poč́ıtá s nejhorš́ı možnou

situaćı, kdy by se sečetly projevy chyb ze všech sedmi měřeńı. Ve skutečnosti se tyto

chyby do učité mı́ry vzájemně vyruš́ı. Pokud bychom znali rozděleńı naměřených hodnot,

bylo by možné spoč́ıtat interval, ve kterém se s určenou pravděpodobnost́ı bude výsledný

moment setrvačnosti nacházet.

7.3. Návrh rámu umožňuj́ıćıho kmitáńı vlastńımi kmity

Pro potřeby měřeńı moment̊u setrvačnosti byl vyroben stojan a tři r̊uzné rámy slouž́ıćı ke

kýváńı měřené součásti.

Na obrázku 7.1 je vidět stojan a prvńı verze rámu2. Rám je podepřen ve dvou bodech

na ostrých hrotech – pozice 1. Osu, okolo které se rám kýve, tvoř́ı spojnice těchto dvou

hrot̊u. Hroty zapadaj́ı do mělké drážky ve vodorovném rameni rámu (obr. 7.2). Polohu

2Rám prošel v pr̊uběhu měřeńı několika drobnými modifikacemi v konstrukci, předevš́ım z d̊uvodu
optimalizace metody měřeńı periody kyvu (kapitola 7.4).
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Obr. 7.1: Stojan a prvńı verze rámu.

Obr. 7.2: Detail – ostrý hrot stojanu zapadá do drážky ve vodorovném rameni rámu.

této drážky lze zjistit systémem Tritop, což umožňuje spoč́ıtat vzdálenost osy kýváńı od

těžǐstě (viz dále). Měřená součást je umı́stěna na vodorovnou část rámu (pozice 2). Svislá

odrazná plocha 3 slouž́ı k měřeńı periody kyvu ultrazvukovým měřičem – viz kapitola 7.4.

Pokusná měřeńı ukázala, že se tento rám hod́ı jen k měřeńı těles s velkým momentem

setrvačnosti. Moment setrvačnosti samotného rámu v̊uči ose kýváńı je velký – u menš́ıch

měřených těles tak tvoř́ı hlavńı složku, která ovlivňuje periodu kyvu dvojice těleso + rám
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Obr. 7.3: Stojan, druhá verze rámu a pokusné měřené těleso – ocelové kolečko.

Obr. 7.4: Stojan a třet́ı verze rámu. Ve svorce je upevněno měřené těleso, zde ocelové

kolečko.
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a vliv samotného měřeného tělesa z̊ustává malý. Nav́ıc vzdálenost těžǐstě od osy kýváńı

tělesa umı́stěného na tomto rámu obvykle dosahuje vysokých hodnot, takže se ve vztahu

7.6 projevuje v́ıce člen mtl
2
t než samotný změřený moment setrvačnosti Ito.

Při návrhu druhé verze rámu (obrázek 7.3) byl proto kladen d̊uraz zejména na

sńıžeńı hmotnosti rámu (a t́ım i jeho momentu setrvačnosti) a na co největš́ı zkráceńı

předpokládané vzdálenosti těžǐstě měřeného tělesa od osy kýváńı. Jako materiál byly

použity tenkostěnné mosazné trubky.

Rám se hod́ı předevš́ım k měřeńı malých součást́ı – je nutné zajistit, aby se těžǐstě

měřeného tělesa nacházelo pod osou kýváńı; to lze v tomto př́ıpadě zaručit jen u málo

rozměrných těles.

Jako univerzálńı řešeńı, které vyhovuje většině součást́ı uvažovaných v této práci,

se proto ukázala třet́ı verze rámu. Bylo přistoupeno k poněkud odlǐsné koncepci (obr.

7.4). Měřené těleso neńı na rám pokládáno. Základ tvoř́ı rameno s profilem ve tvaru

ṕısmene L, na které je upevněna svorka a opět svislá plocha slouž́ıćı k měřeńı periody.

Toto řešeńı má jednu zásadńı výhodu – je zajǐstěno, že se těžǐstě měřeného tělesa bude

nacházet relativně bĺızko osy kýváńı, nav́ıc má takovýto rám malý moment setrvačnosti.

Jako materiál pro vodorovné rameno byla zvolena ocel a pro svislou odraznou desku dřevo

kv̊uli ńızké hmotnosti.

7.4. Měřeńı periody kyvu

Určit přesně periodu kyvu patř́ı mezi problémy, jejichž řešeńı bylo pro tuto práci kĺıčové.

V laboratorńıch podmı́nkách se nejčastěji perioda kyvu měř́ı pomoćı stopek – změř́ıme

dobu trváńı několika kyv̊u a následně tuto dobu poděĺıme jejich počtem. Přesnost této

metody je t́ım vyšš́ı, č́ım v́ıce kyv̊u takto změř́ıme. Pokud však budeme měřit moment

setrvačnosti jako rozd́ıl momentu měřeného tělesa a setrvačnosti rámu, potřebujeme znát

periodu kyvu s přesnost́ı nejméně na tiśıcinu sekundy; a stopkami této přesnosti obvykle

doćılit nelze (z hlediska reprodukovatelnosti výsledk̊u), protože se v měřeńı projev́ı chyba

lidského faktoru – prodleva reakce měřiče apod.

Pro potřeby této práce byly postupně vypracovány tři metody slouž́ıćı k přesnému

měřeńı periody kyvu. Prvńı využ́ıvá principu optické závory. Druhá vycháźı z měřeńı

pr̊uběhu výchylky kyvadla a prokládáńı záznamu sinusovkou. Třet́ı vznikla jako optima-

lizace metody druhé, zohledňuj́ıc přitom r̊uzné př́ıčiny zp̊usobuj́ıćı nepřesnosti.

7.4.1. Optická závora

Princip prvńı navržené metody měřeńı periody kyvu vycháźı ze změny odporu fotore-

zistoru při změně osvětleńı. Konkrétńı řešeńı ukazuje obrázek 7.5. K rámu3 je připevněno

3Tato metoda byla zkoušena jen s prvńı verźı rámu.
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7.4. MĚŘENÍ PERIODY KYVU

Obr. 7.5: Zař́ızeńı slouž́ıćı k měřeńı periody kyvu – optická závora (1), žárovka (2) a

fotorezistor (3).

Obr. 7.6: Záznam signálu z fotorezistoru v programu Audacity.

st́ıńıtko (pozice 1) na maximálńım možném rameni od osy kýváńı, a to tak, aby normála

jeho plochy byla s touto osou rovnoběžná. V mı́stě nulové úhlové výchylky rámu je

umı́stěna žárovka (pozice 2) a fotorezistor4 (pozice 3). St́ıńıtko svým pohybem při kýváńı

rámu fotorezistor zakrývá a odkrývá; signál se změńı vždy při pr̊uchodu hrany st́ıńıtka

prostorem mezi fotorezistorem a žárovkou.

Signál z fotorezistoru zaznamenává poč́ıtač. K záznamu byla použita snadno do-

stupná měřićı karta – zvuková karta notebooku pracuj́ıćı s vzorkovaćı frekvenćı 44,1 kHz

– a program Audacity5. Typický pr̊uběh naměřeného signálu z fotorezistoru ukazuje graf

na obrázku 7.6. Na vstupu zvukové karty bývá umı́stěn kondenzátor, který eliminuje stej-

nosměrnou část signálu – karta tak zaznamenává jen změnu na vstupu, nikoli aktuálńı

4Pozn. byl použit fotorezistor z kuličkové myši.
5Program Audacity je určen k editaci zvuku. Poč́ıtač skutečně považuje signál přicházej́ıćı do zvukové

karty za zvuk a jako s takovým s ńım i pracuje.
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hodnotu; pro naši potřebu to však nevad́ı. Signál z̊ustává na konstantńı hodnotě, pokud je

fotorezistor zast́ıněný nebo osv́ıcený. V okamžiku přechodu signál prudce stoupne (resp.

poklesne), což se projev́ı jako ostrý extrém pr̊uběhu signálu. Program Audacity umı́ nalézt

časy extrémů př́ıkazem Beat Finder – viz červené praporky ve spodńı části grafu 7.6. Čas

mezi jednotlivými extrémy představuje periodu kyvu. Obvykle je odečten čas mezi v́ıce

extrémy a podělen počtem odpov́ıdaj́ıćıch kyv̊u.

Bylo provedeno měřeńı s ćılem ověřit spolehlivost metody. V tabulce 7.1 jsou hodnoty

změřené periody samotného rámu (prvńı verze).

Č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8

Perioda/s 1,1684 1,17000 1,1673 1,1691 1,1595 1,1724 1,1681 1,1605

Tab. 7.1: Změřené periody pomoćı optické závory.

Z hodnot byla vypoč́ıtána pr̊uměrná hodnota T = 1, 1669 s. Absolutńı chybu měřeńı

můžeme odhadnout6 postupem, který je analogický ke kapitole 4.6. Středńı kvadratická

chyba pr̊uměru je rovna σ = 0, 00161. Pro pravděpodobnost P = 95 % a počet měřeńı

n = 8 je student̊uv součinitel roven k = 2, 42 [20]. Absolutńı chyba tohoto postupu

určováńı periody je tedy rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 0039 s. Z hlediska vztahu 7.12 a

porovnáńım možnost́ı daľśıch d́ılč́ıch měřeńı se ukázalo, že tato metoda měřeńı může

vyhovovat velkým těles̊um, u kterých milisekundová chyba nehraje roli. Pro potřeby této

práce však bylo nutné přistoupit k daľśım, přesněǰśım postup̊um.

7.4.2. Měřeńı úhlové výchylky a prokládáńı sinusovkou

Tato metoda měřeńı periody kyvu byla inspirována diplomovou praćı M. Volejńıka [26].

Volejńık měř́ı periodu kyvu torzńıho kyvadla (pošiny určené k měřeńı momentu setrvač-

nosti automobilu). Zaznamenává sńımačem M-Box úhlové zrychleńı a pr̊uběhem změřené

hodnoty prokládá tlumenou sinusovku, jej́ıž periodu považuje za hledanou periodu vlast-

ńıch kmit̊u kyvadla.

Pro potřeby této práce tento postup vyhovuje jen částečně – sńımač úhlového zrych-

leńı M-Box nelze vhodně spojit s rámem kv̊uli hmotnosti, kterou by ovlivňoval měřeńı,

nav́ıc by bylo obt́ıžné zajistit datové spojeńı sńımače s poč́ıtačem. Proto bylo nutné zvolit

jinou měřenou veličinu a jiný druh sńımače. Též existuje d̊uležitý rozd́ıl mezi kýváńım

torzńıho a fyzikálńıho kyvadla. Všechny tyto detaily budou diskutovány dále v textu.

Volba sńımače

Je nutné zvolit takový sńımač, který neovlivňuje vlastńı kmitáńı kyvadla. Nab́ızej́ı se tři

možnosti – měřeńı sńımačem kapacitńım (pohyb kyvadla zp̊usobuje změnu plochy desek

6Opět předpokládáme, že maj́ı změřené periody studentovo rozděleńı, což samo o sobě neńı zaručeno.
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Obr. 7.7: Sńımač 945-LAY-AD-1C0 firmy Honeywell.

kondenzátoru a t́ım i jeho kapacity, kterou měř́ıme), optickým (sńımač měř́ı rychlost

pohybu na principu, který je podobný jako u optické myši PC) nebo ultrazvukovým.

S ohledem na možnosti vybaveńı laboratoř́ı ÚADI byl vybrán ultrazvukový sńımač

945-LAY-AD-1C0 firmy Honeywell (obr. 7.7). Vyśılá ultrazvukové pulzy v kuželovitém

paprsku, které se odrážej́ı od ćıle a vracej́ı se zpět. Z časové prodlevy mezi vysláńım pulzu

a př́ıjmem jeho odrazu sńımač spoč́ıtá vzdálenost ćıle od sńımače a převede ji na výstupńı

napět́ı, které lze zaznamenávat poč́ıtačem.

K rámu, na kterém je umı́stěno měřené těleso, je připevněna vhodná odrazná plocha,

která kmitá společně s rámem (viz např. obrázek 7.1, pozice 3). Sńımač sńımá měńıćı

se vzdálenost odrazné plochy v pr̊uběhu kýváńı. Je proto vhodné, aby se tato plocha

nacházela na maximálńım možném poloměru od osy kýváńı, což však odporuje požadavku

co nejmenš́ıho momentu setrvačnosti rámu. Výsledné řešeńı je určitým kompromisem –

u třet́ı verze rámu je jako odrazná plocha volena úzká a zároveň lehká dřevěná lǐsta.

Důležité technické parametry sńımače [29]:

měřićı rozsah 100–600 mm

výstupńı napět́ı 1–6 V

přesnost ± 0,5 mm

úhel paprsku 10◦

pracovńı teplota 0–50◦C

Uspořádáńı měřićıho řetězce

Sńımač byl propojen s rozbočovačem, zdrojem napět́ı, sběrnićı měřićı karty a kartou a

přenosným poč́ıtačem – obr. 7.8. Použita byla 12bitová měřićı karta DAQCard-1200 firmy

National Instruments se sběrnićı zabudovanou do sběrné krabice.

Uspořádáńı měřeńı ukazuje obrázek 7.9. Odrazná plocha 1 se kýve spolu s rámem

a sńımač 2 měř́ı měńıćı se vzdálenost. Rozbočovač 3 umožňuje zapojit v́ıce sńımač̊u a

Obr. 7.8: Schéma měřićıho řetězce.
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Obr. 7.9: Uspořádáńı měřeńı.

propojuje sńımač se zdrojem napět́ı 4. Signál je přiváděn do sběrné krabice 5 obsahuj́ıćı

sběrnici měřićı karty, která data převád́ı z analogové podoby do digitálńı podoby a ukládá

je do poč́ıtače 6.

Vzdálenost sńımače 2 od odrazné plochy 1 je vhodné volit s rozmyslem. P. Majerech

v diplomové práci [25] zjistil, že výstup sńımače neńı zcela lineárńı pro všechny vzdálenosti

– při použit́ı 12voltového zdroje napět́ı (mı́sto doporučeného 19–30voltového) se pásmo

lineárńı odezvy nacháźı v rozmeźı 150–550 mm, ve zbytku rozsahu udávaného výrobcem

se objevuje nepřesnost. Linearita odezvy je výhodná předevš́ım proto, aby bylo snazš́ı

proložit signál vhodnou křivkou. Pro potřebu měřeńı periody nemá přepočet hodnot na

vzdálenost význam – zaj́ımá nás výhradně perioda signálu. Z toho d̊uvodu budeme v dal-

š́ıch výpočtech hledat pouze periodu signálu U [V ] = f(t) a nikoli l [mm] = f(t).

Záznam dat poč́ıtačem

K záznamu dat byl vytvořen program v prostřed́ı systému LabView firmy National In-

struments. Vznikl modifikaćı šablony DAQ High-speed Logger z archivu LabView. Předńı

panel výsledné aplikace zobrazuje obrázek 7.10.

Program zaznamenává 100 x za sekundu hodnotu napět́ı na vstupu měřićı karty a

výsledky zapisuje do zvoleného souboru ve formátu .txt. Přednastavenou hodnotu sńımaćı

frekvence lze měnit; 100 Hz se však ukázalo být ideálńı.
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Obr. 7.10: Předńı panel aplikace v prostřed́ı LabView.

Zpracováńı výsledk̊u v programu Mathcad

K zpracováńı výsledk̊u byl vytvořen program v prostřed́ı Mathcad. Jako základ posloužil

program M. Volejńıka [26]. Část pr̊uběhu typického signálu zaznamenaného programem

LabView zobrazeného v Mathcadu ukazuje obrázek 7.11.

T́ımto změřeným signálem potřebujeme proložit vhodnou křivku. Řešeńım dife-

renciálńı rovnice tlumeného kmitáńı dostáváme vztah pro úhlovou výchylku jako funkci

času:

ϕ (t) = ϕm e
−bt sin

(
2π

T
t+ ϕ0

)
+ ϕs (7.21)

kde Am je počátečńı amplituda kmitáńı, b součinitel útlumu, ω = 2π/T vlastńı úhlová

frekvence (tlumeného) oscilátoru, T perioda, ϕ0 počátečńı výchylka a ϕs středńı hodnota

výchylky, o kterou je kmitáńı posunuto v̊uči počátku. Rovnici lze upravit na tvar:

ϕ (t) = ϕm e
−b (t+t0) sin

(
2π

T
(t+ t0)

)
+ ϕs (7.22)

Pokud rám idealizujeme jako fyzikálńı kyvadlo, lze jej považovat za tlumený os-

cilátor, který je vztahem 7.22 vhodně popsán.

Prostřednictv́ım metody nejmenš́ıch čtverc̊u se pokuśıme zjistit parametry ϕm, t0,

b, T a ϕs. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u se snaž́ı nalézt parametry tak, aby součet druhých

mocnin chyb nalezeného řešeńı byl co nejmenš́ı [20]. Tzn.:∑
i

[f(ti, x1, x2, . . .)− yz(ti)]2 = min (7.23)
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Obr. 7.11: Ukázka zaznamenaného signálu – zobrazeńı grafu v programu Mathcad. Na

ose x je č́ıslo zaznamenaného údaje a tedy i čas v setinách sekundy, na ose y je napět́ı

naměřené na sńımači.

kde f(ti, x1, x2, . . .) je funkce s hledanými parametry x1, x2, . . . a yz(ti) je změřená

hodnota hledané veličiny v čase ti. V př́ıpadě použit́ı rovnice 7.22 bude mı́t metoda

nejmenš́ıch čtverc̊u tvar:∑
i

[(
ϕm e

−b (ti+t0) sin

(
2π

T
(ti + t0)

)
+ ϕs

)
− ϕz(ti)

]2

= min (7.24)

V našem př́ıpadě však nemáme změřené hodnoty výchylky ϕz, ale vzdálenosti, kterou

poč́ıtač zaznamenal jako pr̊uběh napět́ı. Změřený signál tedy máme v hodnotách napět́ı

U a namı́sto rovnice 7.24 použijeme vztah:∑
i

[(
Um e

−b (ti+t0) sin

(
2π

T
(ti + t0)

)
+ Us

)
− Uz(ti)

]2

= min (7.25)

ve kterém hledáme parametry Um, t0, b, T a Us prokládáńım křivky změřenými hodnotami

Uz(ti).

V programovém prostřed́ı Mathcad polož́ıme vztah 7.25 roven nule a hledáme para-

metry, které tomuto vztahu nejlépe vyhovuj́ı. Konkrétńı provedeńı je vidět na obr. 7.12.

Obr. 7.12: Výpočet – metoda nejmenš́ıch čtverc̊u v programu Mathcad.
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Obr. 7.13: Část křivky proložené prostřednictv́ım metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Červené

body představuj́ı změřené hodnoty, modrá je proložená sinusovka.

Funkce Mathcadu Minerr pracuje na iteračńım principu. Aby metoda nejmenš́ıch

čtverc̊u fungovala – tzn. aby výsledek 7.25 konvergoval k minimu, je nutné zadat co nej-

přesněǰśı odhady. Ukázka řešeńı tohoto problému je v př́ıloze této práce.

Byla provedena řada měřeńı, která měla za ćıl ověřit, do jaké mı́ry lze použ́ıt ta-

kovýto postup. Na obrázku 7.13 je vidět část změřeného signálu (červeně) a odpov́ıdaj́ıćı

proloženou funkci (modře). Změřené hodnoty ukazuje tabulka 7.2. Jedná se o měřeńı

prázdného rámu7 za pokaždé stejných podmı́nek s použit́ım výpočtového postupu uve-

deného na obr. 7.12.

Z hodnot byla vypoč́ıtána pr̊uměrná hodnota T = 1, 1749 s. Středńı kvadratická

chyba pr̊uměru je rovna σ = 0, 00069. Pro pravděpodobnost P = 95 % a počet měřeńı

n = 8 je absolutńı chyba tohoto postupu rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 0017 s

Č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8

Perioda/s 1,1763 1,1749 1,1772 1,1752 1,1716 1,1736 1,1731 1,1769

Tab. 7.2: Změřené periody pomoćı metody prokládáńı sinusovky.

Diskuse nad źıskanými výsledky

Výsledky v tabulce 7.2 jsou přesněǰśı než v př́ıpadě použit́ı metody optické závory (tabulka

7.1). I zde chyby jednotlivých měřeńı dosahuj́ı několika tiśıcin sekundy.

Bylo zjǐstěno, že je použit́ı této metody do určité mı́ry omezené. Pokud provád́ıme

měřeńı signálu v deľśım časovém úseku – déle než cca 100 sekund, ukáže se, že Mathcad

neńı v takovém př́ıpadě schopen naměřenými hodnotami proložit funkci ze vztahu 7.25

s dostatečnou přesnost́ı. Hodnoty proložené křivky a změřeného signálu se zpravidla

7Měřena byla opět prvńı verze rámu, avšak v jiné modifikaci – namı́sto st́ıńıtka, potřebného pro metodu
optické závory, byla k rámu připevněna odrazná deska kv̊uli ultrazvukovému sńımači. T́ım lze vysvětlit
rozd́ıl v takto změřených periodách oproti měřeńı optickou závorou.
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Obr. 7.14: Nepřesnost proložeńı křivky při dlouhotrvaj́ıćım měřeńı – zde 300 s. Změřené

hodnoty jsou červeně, proložená křivka modře. Výsek vlevo ukazuje hodnoty v počátku

měřeńı (1–4 s), vpravo na konci téhož měřeńı (295–298 s).

začnou s prodlužuj́ıćı se délkou měřeńı rozcházet, a to jak co se týče velikosti amplitudy,

tak periody – viz obr. 7.14.

Existuje proto d̊uvodné podezřeńı, že se při měřeńı projevuje nějaké d̊uležité zkres-

leńı, které je nutné zohlednit, a tedy že výsledky v tabulce 7.2 vzniklé proložeńım tlumené

sinusovky nedávaj́ı smysl. Z tohoto d̊uvodu bylo přikročeno k optimalizaci výpočetńıch

vztah̊u a celé metody s ćılem provést potřebné korekce a doćılit tak požadované přesnosti.

7.4.3. Pr̊uběh funkce τ = f(t)

Séríı měřeńı bylo zjǐstěno, že změřený signál nemá přesně harmonický charakter. Dvě po

sobě následuj́ıćı maximálńı výchylky nejsou v̊uči sobě posunuty pokaždé o stejnou dobu.

Jinak řečeno perioda neńı po celou dobu měřeńı konstantńı. Hovořit o periodě tak zde

již neńı přesné, protože se v pr̊uběhu měřeńı měńı – vhodněǰśı bude použ́ıvat pro časový

interval mezi dvěma maximálńımi výchylkami pojem doba kyvu τ .

Změřená hodnota doby kyvu se měńı podle toho, v kterém úseku zaznamenaných

hodnot ji poč́ıtáme – pokud prolož́ıme tlumenou sinusovku změřenými hodnotami např́ı-

klad v čase 0–10 s, poté 50–60 s a nakonec 100–110 s (ze stejného měřeńı), źıskáme pokaždé

jinou dobu kyvu, přičemž prvńı bude největš́ı a třet́ı nejmenš́ı. Ćılem daľśıho postupu je

zjistit, jakým zp̊usobem se měńı hodnota okamžité doby kyvu τ během měřeńı.

Měřeńı byla prováděna v dlouhém časovém intervalu (300 a v́ıce sekund), přičemž

počátečńı výchylka byla záměrně nastavena tak, aby se rám v počátku kýval s výchylkou

větš́ı než obvykle požadovaných 5◦. Kýváńı poté obvykle pokračovalo až prakticky do

úplného zastaveńı. Typický tvar naměřených hodnot ukazuje graf na obr. 7.15.

Takovýto signál byl rozdělen do samostatných blok̊u. Každý blok má určenou délku

(v programu Mathcad přǐrazujeme parametr delkauseku); obvykle 5, 10 nebo 20 sekund.

Jednotlivé bloky se překrývaj́ı o hodnotu parametru offset (nejčastěji 9 nebo 19 sekund,

př́ıpadně bez překryt́ı). Celkem je takovýchto blok̊u n (parametr pocetuseku), a to podle
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ěř
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Obr. 7.17: Pr̊uběh okamžité doby kyvu τ v závislosti na čase u měřeńı trvaj́ıćıho 300

sekund. Zde delkauseku = 10 s, offset = 9 s a tedy krok = 1 s.

celkové délky měřeńı. Obrázek 7.16 ukazuje př́ıklad takovéhoto rozděleńı s parametry

delkauseku = 10 s, offset = 5 s, pocetuseku = 58.

V každém z takovýchto blok̊u je proložena tlumená sinusovka zvlášt’ podle vztahu

7.25. Źıskáme soubor n hodnot τ = okamžitých dob kyvu odpov́ıdaj́ıćıch n-tému úseku,

které jsou od sebe vzdálené o čas krok = delkauseku – offset.

Záznam obvyklého pr̊uběhu měnićı se hodnoty okamžité doby kyvu τ ukazuje obrázek

7.17. Na svislé ose je vidět hotnota okamžité doby kyvu τ , na vodorovné ose je č́ıslo

měřeného úseku, který pro př́ıpad sekundového kroku odpov́ıdá času v sekundách. Z gra-

fu je vidět, že hodnota τ klesá přibližně exponenciálně.

Je nutné zjistit, co zp̊usobuje takovýto pr̊uběh okamžité doby kyvu τ . Dále je

potřeba na základě těchto poznatk̊u z naměřených dat spoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı periodu kyvu

ideálńıho fyzikálńıho kyvadla T0, př́ıpadně potřebujeme zjistit, jak upravit postup měřeńı,

abychom těchto výsledk̊u dosáhli.

7.4.4. Př́ıčiny nekonstantńıho pr̊uběhu změřeného τ

R. Nelson a M. G. Olsson v [16] předkládaj́ı přehled d̊uležitých korekćı, které je při

měřeńı skutečné periody kyvu (tzn. periody kyvu odpov́ıdaj́ıćı ideálńımu fyzikálńımu

kyvadlu) potřeba uvažovat. Hledáńı přesných matematicko-fyzikálńıch vztah̊u, kterými

se ř́ıd́ı pohyb skutečného kyvadla, je až nečekaně složitý problém. V daľśım textu budou

popsány nejd̊uležitěǰśı faktory, které ovlivňuj́ı měřeńı periody kyvu podstatným zp̊usobem

a které maj́ı za d̊usledek, že doba kyvu źıskaná analýzou změřeného signálu neńı po celou

dobu měřeńı konstantńı, jak by odpov́ıdalo teorii.
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Odchylka zp̊usobená nenulovou amplitudou

Ve vztahu 3.18 jsme položili zjednodušeńı sinϕ = ϕ. To nám umožnilo zlinearizovat pohy-

bovou diferenciálńı rovnici kyvadla 3.16. Ve skutečnosti je doba kyvu skutečného kyvadla

funkćı amplitudy. Chyba zp̊usobená uvedeným zjednodušeńım s klesaj́ıćı amplitudou ϕm

klesá k nule [2].

Přesné řešeńı diferenciálńı rovnice fyzikálńıho kyvadla 3.16 vede na eliptický integrál,

jehož řešeńı rozvinut́ım v řadu určuje vztah mezi okamžitou dobou kyvu τ a okamžitou

amplitudou ϕm: Tento vztah je roven ([2], [24]):

τ(ϕm) = T0

[
1 +

(
1

2

)2

sin2 ϕm
2

+

(
1 · 3
2 · 4

)2

sin4 ϕm
2

+ . . .

]
(7.26)

Jedná se o funkci, která s klesaj́ıćı amplitudou výchylky ϕm konverguje k periodě

T0, což je hodnota, která odpov́ıdá fyzikálńımu kyvadlu (bez uvažováńı daľśıch korekćı).

Odchylka hodnot okamžité periody kyvu τ určené podle vztahu 7.26 od hodnot určených

z obvyklých zjednodušených vztah̊u je pro úhel ϕm = 5◦ rovna 0,05 %, což při periodách

typických pro většinu měřeńı (0,5–2 s) představuje chybu 0,00025–0,001 s. Optimálńı by

bylo amplitudu udržovat v minimálńıch hodnotách; změřený signál je však do určité mı́ry

zat́ıžen šumem, což při př́ılǐs malých amplitudách znemožńı prokládáńı sinusovkou.

Odchylka zp̊usobená nelinearitou tlumeńı

Diferenciálńı rovnice ve tvaru 3.24 (resp. 3.25) a následná korekce ve tvaru rovnice 3.23

předpokládaj́ı, že je tlumeńı př́ımo úměrné okamžité rychlosti; z čehož vyplývá, že ampli-

tuda ϕm bude klesat exponenciálně. Ve skutečnosti se ukazuje, že tomu tak neńı, expo-

nenciálńı změna amplitudy je pouze ideálńı př́ıpad.

Skutečné tlumeńı vzniká jako součet řady vliv̊u (třeńı v závěsu, vzdušný odpor. . . )

Součinitel tlumeńı proto neńı konstantńı, ale má charakter kombinace lineárńı a kvadra-

tické složky okamžité rychlosti, což se projev́ı tak, že pokles amplitudy v pr̊uběhu měřeńı

neńı exponenciálńı ([17], [18]), konstantńı neńı ani součinitel útlumu použ́ıvaný ve vztahu

pro korekci 3.23. Změna amplitudy se bude rovnat [16]:

dϕ0

dt
= −αϕ0 − βϕ2

0 (7.27)

Odsud lze vyjádřit pr̊uběh amplitudy:

ϕ0(t) =
αϕ ϕpoc e

−αϕ(t+t0)

βϕ ϕpoc (1− e−αϕ(t+t0)) + αϕ
(7.28)

kde ϕ0(t) je pr̊uběh okamžité úhlové amplitudy v závislosti na čase t, αϕ a βϕ jsou ko-

eficienty lineárńı a kvadratické složky tlumeńı a ϕpoc je amplituda v čase t0. Vztah lze

přepsat pro změřené hodnoty napět́ı:

Um(t) =
αU Upoc e

−αU (t+t0)

βU Upoc (1− e−αU (t+t0)) + αU
(7.29)
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s analogickými veličinami Um(t), αU , βU a Upoc.

Vliv této chyby na periodu bude malý – méně než 0,0001 sekundy pro typické

hodnoty. Linearita předpokládaná ve vztahu 7.25 však zp̊usob́ı, že se tlumená sinusovka

proložená program Mathcad bude od skutečných změřených hodnot co se týče okamžité

amplitudy poněkud lǐsit.

Odchylka zp̊usobená geometrickými vztahy a charakterem sńımače

Jako hlavńı faktor, kv̊uli kterému má změřená doba kyvu τ obvykle pr̊uběh jako na

obrázku 7.17, se ukázala být chyba zp̊usobená charakterem použitého sńımače a principem

sńımáńı. Při hledáńı periody bylo vycházeno z hodnot napět́ı Uz na sńımači (viz str. 40).

Avšak jak bude vysvětleno ńıže, změřená hodnota napět́ı Uz neńı př́ımo úměrná úhlové

výchylce ϕ. Doba kyvu τU takovéhoto změřeného signálu tak neńı rovna době kyvu τϕ

pr̊uběhu úhlové výchylky. Je proto nezbytné provést př́ıslušné korekce.

Sńımač 945-LAY-AD-1C0 vyśılá paprsek zvuku o vysoké frekvenci a měř́ı čas,

za který se vrát́ı jeho odraz – na základě prodlevy mezi vysláńım a př́ıjmem spoč́ıtá

vzdálenost od sńımače a převede na napět́ı. Zásadńı význam má skutečnost, že sńımač

sńımá odraz v určitém úhlu [29] – vyšle paprsek v kuželu o š́ı̌rce 10◦ a urč́ı vzdálenost

prvńıho předmětu, od kterého se paprsek odraźı.

Na obrázku 7.18 je vidět schéma, jak vypadá situace v našem př́ıpadě. Rám je zde

modelován jako odrazná deska kývaj́ıćı se s amplitudou ϕ0 a s okamžitou výchylkou ϕ.

V ideálńım př́ıpadě by sńımač měřil pr̊uběh vzdálenosti v ose sńımače – tedy výchylku

na úsečce A–A’. Vyslaný paprsek se však od odrazné desky neodraźı v bodě lež́ıćım na

úsečce A–A’, ale v mı́stě, které má v danou chv́ıli od sńımače nejmenš́ı vzdálenost. Takové

mı́sto bude ležet na př́ımce, která procháźı sńımačem a je kolmá na rovinu odrazné desky.

A A'

B

B'

ϕ
0 S

k
t

A A'

B

B'

ϕ

ϕ

O
O

Obr. 7.18: Schéma geometrické korekce. Sńımač nezaznamenává výchylku na úsečce A–

A’, ale vzdálenost bodu O pohybuj́ıćıho se po trajektorii B–B’.
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Obr. 7.19: Schéma geometrické korekce – d̊uležité rozměry.

Tento bod odrazu O se pohybuje po části Thaletovy kružnice kt. Na obr. 7.18 je červenou

barvou zobrazena trajektorie bodu odrazu (z bodu B do bodu B’) v pr̊uběhu jednoho

kmitu s amplitudou ϕ0. Skutečný pr̊uběh výchylky měřený na úsečce A–A’ by měl tvar

modré sinusovky; signál ze sńımače však má (přibližně8) tvar zobrazený červenou křivkou.

Takovýto signál neńı harmonický – nekmitá okolo stále stejné středńı hodnoty a předevš́ım

se doba kyvu tohoto signálu měńı s měńıćı se amplitudou ϕ0.

Podle této úvahy nám sńımač ve skutečnosti určuje vzdálenost, ve které se nacháźı

bod odrazu O od sńımače, a nikoli vzdálenost na př́ımce A–A’. Jak je vidět z obrázku 7.19,

bod O se nacháźı na pr̊useč́ıku Thaletovy kružnice kt (se středem v polovině úsečky spo-

juj́ıćı sńımač a osu kýváńı) a kružnice kL, která má střed v sńımači a poloměr změřenou

hodnotu vzdálenosti Lz. Pokud bychom znali hodnoty h (výška osy kýváńı nad osou

sńımače) a L0 (vzdálenost středńı hodnoty, okolo které bude signál kmitat), bylo by

možné ze změřené hodnoty Lz zjistit polohu bodu O jakožto pr̊useč́ık zmı́něných dvou

kružnic a následně triviálńım zp̊usobem dopoč́ıtat úhlovou výchylku ϕ. Hledaná peri-

oda by v takovém př́ıpadě byla zjǐstěna prokládáńım sinuovky přepoč́ıtatným pr̊uběhem

ϕ(t) = f(Uz(t)). Jak bude vysvětleno dále, skutečnost je poněkud složitěǰśı a takto určené

vztahy neplat́ı zcela přesně9.

Daľśı faktory ovlivňuj́ıćı periodu

Mezi daľśı faktory, které ovlivňuj́ı periodu kyvu, patř́ı korekce odstraňuj́ıćı vliv vztlaku

vzduchu a korekce poč́ıtaj́ıćı s přidanou hmotnost́ı (added mass) odpov́ıdaj́ıćı vzduchu

8V pravoúhlých souřadnićıch neńı možné pr̊uběh znázornit jako záznam pr̊uvodiče; červená křivka na
obrázku 7.18 je proto jen přibližná.

9Pozn.: Bylo skutečně realizováno měřeńı, jehož ćılem bylo ověřit tento postup – k daľśı analýze bylo
přistoupeno poté, co se ukázalo, že takovýto postup k dostatečné přesnosti nevede.
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7.4. MĚŘENÍ PERIODY KYVU

proud́ıćımu spolu s kývaj́ıćı se součást́ı. Tyto a daľśı vlivy, podrobně vysvětlené v [16],

nebyly při měřeńı periody kyvu uvažovány. Daľśı chyba může být zp̊usobená nedokonalou

tuhosti rámu a stojanu. Rám, stojan ani odrazná plocha nejsou zcela tuhé a pohybová

rovnice 3.24 tento vliv nezahrnuje. Je proto vhodné zajistit, aby byly v pr̊uběhu měřeńı

deformace rámu pokud možno co nejmenš́ı – zejméně z hlediska jeho konstrukce.

7.4.5. Optimalizovaná metoda měřeńı periody

Na základě výše uvedených poznatk̊u byla optimalizována metoda měřeńı. Při výpočtech

geomterické korekce prostřednictv́ım hledáńı pr̊uniku kružnice kL a Thaletovy kružnice kT

se však vyskytl daľśı problém. Sńımač 945-LAY-AD-1C0 určitým zp̊usobem zohledňuje

směr, ze kterého přicháźı odraz, resp. preferuje odraz nacházej́ıćı se bĺıže ose sńımače

oproti odrazu pobĺıž okraje vyśılaného paprsku – sńımač vyśılá paprsek ve směru osy a

je proto zřejmé, že i odraz tohoto signálu bude mı́t ve směru osy sńımače větš́ı intenzitu

než v okrajové oblasti. Tato skutečnost zp̊usob́ı, že ani výpočet popsaný v kapitole 7.4.4

nevede k ćıli – periody kyvu źıskané prokládáńım sinusovky přepoč́ıtaným pr̊uběhem ϕ(t)

se při opakovaném měřeńı navzájem lǐsily o několik tiśıcin sekundy; pro naše potřeby je

však nezbytné doćılit přesnosti vyšš́ı.

Požadované přesnosti bylo po sérii experiment̊u doćıleno prostřednictv́ım jedno-

duchého zař́ızeńı – válcového st́ınidla, zobrazeného na obrázku 7.20. Toto st́ınidlo zmenšuje

úhel vyśılaného paprsku – jak je zřejmé z obrázku 7.21, bude mı́t tento nový úhel veli-

kost ψs = arctan(Φm/2Lm). Od učité velikosti vzdálenosti Lm již neńı sńımač schopný

rozpoznat ćıl a měřit vzdálenost, maximálńı hodnota Lm bývá obvykle cca 200 mm. Pro

pr̊uměr Φm = 20 mm a vzdálenost Lm = 200 mm vycháźı úhel ψs = 2, 86◦
.

= 3◦.

Měřeńı bude uspořádáno tak, aby byla osa sńımače orientována v̊uči odrazné desce

rámu (v klidové poloze) s úhlem r̊uzným od 90◦, jak ukazuje obr. 7.22. Pokud by byl

sńımač orientován s úhlem 90◦, měřil by sńımač vzdálenost na křivce B–B’ (ne zcela přesně,

snímač

trubka
pěnový 
materiál

Obr. 7.20: Válcové st́ınidlo – ultrazvukový sńımač je umı́stěn uvnitř. Pěnový materiál

omezuje nežádoućı odrazy ultrazvukového signálu.
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ψ0

ψs

Lm

Φm

Obr. 7.21: Úhel vyśılaného paprsku s použit́ım válcového st́ınidla.

jak bylo vysvětleno výše). Sńımač vychýĺıme o úhel ζ, aby paprsek (omezený válcovým

st́ınidlem) křivku B–B’ mı́jel10. Sńımač bude měřit vzdálenost nejbližš́ıho bodu, na který

paprsek naraźı – v tomto př́ıpadě to bude bod lež́ıćı na př́ımce vzniklé omezeńım paprsku

hranou st́ınidla. Ta je odkloněna o úhel β. Sńımač při takovémto uspořádáńı bude měřit

vzdálenost bodu lež́ıćıho na úsečce C–C’. Tu lze se znalost́ı úhlu β přepoč́ıtat goniomet-

rickými funkcemi tak, abychom źıskali pr̊uběh výchylky na př́ımce A–A’. Přepoč́ıtaným

signálem lze výše uvedeným postupem prokládat sinusovku a určit tak periodu kyvu.

Úhel β nesmı́ být větš́ı než 10◦ – pro větš́ı úhly sńımač již neńı schopen zachytit

odražený paprsek a tedy i měřit vzdálenost, jak je vysvětleno v [29]. Úhel β však zároveň

muśı být natolik velký, aby sńımač měřil vzdálenost skutečně na úsečce C–C’ – tzn. aby

se neprojevila vlastnost sńımače, kv̊uli které preferuje předměty v bĺızkosti osy sńımače.

A A'

B

B'

ϕ
0

ζ

C
C'

ψs

β

Obr. 7.22: Princip optimalizované metody měřeńı periody – odkloněńı osy sńımače.

10Poloha bod̊u B a B’ je určena okamžitou amplitudou ϕ0, je tedy nutné uvažovat počátečńı ampli-
tudu ϕpoc, aby paprsek mı́jel křivku B-B’ po celou dobu měřeńı.
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Přesnost optimalizované metody

Byla provedeno měřeńı periody kyvu součásti s ćılem ověřit přesnost této metody. Tabulka

7.3 ukazuje změřené hodnoty periody při použit́ı této metody. Uspořádáńı měřeńı (tzn.

úhel odkloněńı sńımače ζ, vzdálenost sńımače od odrazné desky L0 a mı́ru zast́ıněńı

š́ı̌rky paprsku danou úhlem ψ) bylo voleno náhodně, aby se ve výsledćıch tento př́ıpadný

náhodný vliv projevil. Jedná se o měřeńı periody kyvu třet́ı verze rámu.

Č. měřeńı 1 2 3 4 5 6 7 8

Perioda/s 1,1651 1,1658 1,1647 1,1659 1,1669 1,1655 1,1647 1,1670

Tab. 7.3: Změřené periody pomoćı optimalizované metody měřeńı ultrazvukovým

sńımačem.

Z těchto hodnot byla spoč́ıtána pr̊uměrná hodnota T = 1, 1657 s. Středńı kvadra-

tická chyba pr̊uměru je rovna σ = 0, 00032 s. Pro pravděpodobnost P = 95 % a počet

měřeńı n = 8 je absolutńı chyba vypočtené hodnoty rovna ∆T = 2, 42 · σ = 0, 00076 s
.

=

0, 0008 s. Takováto přesnost pro účely této práce postačuje.

Prostřednictv́ım postupu popsaného na straně 46 byl zjǐstěno, zda a jak se měńı

okamžitá doba kyvu τ v př́ıpadě, že postupujeme zde uvedeným optimalizovaným postu-

pem. Typický pr̊uběh pr̊uběhu τ(t) v takovém př́ıpadě ukazuje obrázek 7.23. V počátku

signálu je vidět určitý pokles okamžité doby kyvu, od určitého okamžiku (zde cca 60.

sekunda měřeńı) z̊ustává přibližně konstantńı. Ke konci měřeńı (zde cca od 140. sekundy)

se projevuje vliv zašuměńı signálu – Mathcad již neńı schopen proložit signálem tlumenou

sinusovku dostatečně přesně, a tak se projev́ı určité roztřeseńı okamžité doby kyvu. Toto

roztřeseńı je ve středńı části (60–140 s) přijatelně malé, proto je nejvhodněǰśı prokládat

sinusovku právě v této středńı části. Důležitý rozd́ıl pr̊uběhu 7.23 oproti 7.17 spoč́ıvá

v tom, že se hodnota τ u optimalizované metody pohybuje (od určitého okamžiku) okolo

stále stejné hodnoty – a neklesá jako v př́ıpadě 7.17.

Obr. 7.23: Pr̊uběh okamžité doby kyvu τ u optimalizované metody.
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7.5. Měřeńı vzdálenosti těžǐstě od osy kýváńı

Ve vztahu 7.7 figuruj́ı tři délkové veličiny – lr (vzdálenost těžǐstě rámu od osy kýváńı),

lt (vzdálenost těžǐstě měřeného tělesa od osy kýváńı) a lc (vzdálenost těžǐstě dvojice rám

+ měřené těleso od osy kýváńı). Při měřeńı momentu setrvačnosti je nezbytné tyto tři

hodnoty zjistit s dostatečnou přesnost́ı. K tomuto účelu opět poslouž́ı fotogrammetrický

systém Tritop.

Všechny tři použ́ıvané rámy (obr. 7.1, 7.3 a 7.4) obsahuj́ı d̊uležitý společný prvek –

vodorovné rameno, které má na svém povrchu mělké drážky, do kterých zapadaj́ı ostré

hroty stojanu. Postup, který bude uveden dále, se vztahuje ke třet́ı verzi rámu (obr. 7.4),

principiálně by jej však bylo možné s drobnými modifikacemi použ́ıt i u předchoźıch dvou

verźı.

Měřeńı lt i lr je založené na stejném principu. Oproti tomu zjǐst’ováńı lc je odlǐsné –

bude určeno výpočtem.

7.5.1. Vzdálenost těžǐstě rámu od osy kýváńı – lr

S rámem byl spojen souřadný systém – tak, jak je vidět na obrázku 7.24. V tomto př́ıpadě

neńı podstatné, jakým zp̊usobem je souřadný systém s rámem spojen – jde nám výhradně

o relativńı vzdálenosti. Vůči tomuto souřadnému systému byla určena poloha těžǐstě

metodou zavěšeńı popsanou v kapitole 4. Souřadnice polohy těžǐstě rámu v̊uči danému

souřadnému systému se rovnaj́ı:

rx = 140, 234 mm

ry = 19, 363 mm

rz = 5, 813 mm

(7.30)

Odpov́ıdaj́ıćı středńı kvadratická chyba σ = 0, 027 mm. Pro pravděpodobnost P = 95 %

a počet měřeńı n = 5 je poloměr koule přesnosti Rp
.

= 0, 076 mm.

Nyńı je nutné k tomuto souřadnému systému určit rovnici osy kýváńı. Vzhledem

k tomu, že byla drážka ve vodorovném rameni, do ńıž zapadaj́ı ostré hroty stojanu, vyro-

Obr. 7.24: Souřadný systém spojený s rámem a odpov́ıdaj́ıćı poloha těžǐstě.
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boční plocha

spodní plocha

l1

Obr. 7.25: Rameno rámu – pohled ze směru osy kýváńı.

bena tak, aby tvořila po celé délce ramena jednu př́ımku, lze tuto drážku považovat právě

za hledanou osu kýváńı.

Geometrický popis ramena ukazuje obrázek 7.25. Rameno má profil ve tvaru ṕıs-

mene L. Drážka, nacházej́ıćı se ve spodńı ploše, je rovnoběžná s bočńı plochou a lež́ı ve

vzdálenosti l1.

Spodńı i bočńı plocha jsou označeny nekódovanými referenčńımi body. Systémem

Tritop je zjǐstěna jejich poloha a následně je body lež́ıćımi na bočńı ploše proložena bočńı

rovina a body lež́ıćımi na spodńı ploše je proložena spodńı rovina11 – viz obr. 7.26. Ve

vzdálenosti l1 od takto vzniklé bočńı roviny vytvoř́ıme rovnoběžnou osovou rovinu12.

Hledaná osa kýváńı je pr̊usečnićı13 spodńı a osové roviny.

Obr. 7.26: Vysvětleńı postupu hledáńı osy kýváńı – prokládáńı rovin v systému Tritop.

11Př́ıkazem Primitives – Plane – Best-Fit Plane.
12Př́ıkazem Primitives – Plane – Parallel Plane.
13Př́ıkaz Primitives – Line – Intersection Line.
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Nyńı již Tritop zná polohu osy kýváńı i polohu těžǐstě v̊uči souřadnému systému.

V těžǐsti vytvoř́ıme bod Point teziste př́ıkazem Primitives – Point – Point se souřadnicemi

danými rovnicemi 7.30. Vzdálenost tohoto bodu od osy kýváńı urč́ıme př́ıkazem Dimensi-

ons – Distances – Projected-Point Distance.

Vzdálenost osy kýváńı (tzn. drážky ve spodńı ploše vodorovného ramena rámu) od

těžǐstě rámu je pro př́ıpad zde uvažovaného rámu rovna lr
.

= 19, 45 mm.

Pro potřeby určeńı vzdálenosti lc, tzn. vzdálenosti těžǐstě dvojice rám + těleso od

osy kýváńı, potřebujeme ještě určit úhel αr – úhel mezi spodńı rovinou a úsečkou spojuj́ıćı

osu kýváńı s těžǐstěm (bude vysvětleno v kapitole 7.5.3). Schéma ukazuje obrázek 7.27.

V systému Tritop vytvoř́ıme rovinu pohledu, která je kolmá na osu kýváńı a procháźı

těžǐstěm14. Dále vytvoř́ıme úsečku BT 15, která spojuje těžǐstě s pr̊useč́ıkem osy a roviny

pohledu16. Př́ımka p vznikne jako pr̊usečnice roviny pohledu a spodńı roviny. Hledaný úhel

αr zjist́ıme př́ıkazem Dimensions – Angles – Line-Line Angle jakožto úhel mezi př́ımkou

p a úsečkou BT .

Pro př́ıpad třet́ı verze rámu je hodnota αr rovna αr = 94, 9◦.

T

αr

B
p

spodní rovina

rovina pohledu 

Obr. 7.27: Schéma zjǐst’ováńı úhlu αr.

7.5.2. Vzdálenost těžǐstě měřeného tělesa od osy kýváńı – lt

Postup je obdobný jako v předchoźı kapitole. S měřenou součást́ı spoj́ıme souřadný systém

a nejprve v̊uči němu zjist́ıme metodou popsanou v kapitole 4 souřadnice polohy těžǐstě.

Poté těleso umı́st́ıme na rám a měř́ıme periodu kyvu celku rám + těleso (Tc). Sys-

témem Tritop urč́ıme k tomuto souřadnému systému (spojenému se součást́ı) polohu

osy kýváńı – stejným postupem, jako v předchoźı kapitole. A protože známe k tomuto

souřadnému systému polohu těžǐstě součásti, můžeme opět př́ıkazem Dimensions – Distan-

ces – Projected Point Distance zjistit hledanou vzdálenost těžǐstě tělesa od osy kýváńı –

lt.

14Př́ıkaz Primitives – Plane – Point-Normal Plane.
15Př́ıkazem Primitives – Line – Point-Point Line.
16Př́ıkaz Primitives – Point – Intersection Point.
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7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ

Analogicky k minulému př́ıpadu urč́ıme úhel mezi spodńı rovinou rámu (obr. 7.27)

a úsečkou spojuj́ıćı osu kýváńı a těžǐstě tělesa – źıskáme tak úhel αt, který využijeme při

výpočtu vzdálenosti lc.

Pro potřeby výpočtu tenzoru setrvačnosti je nakonec potřeba určit i dva body, které

lež́ı na ose kýváńı, abychom z nich mohli spoč́ıtat směrové kosiny. Učińıme tak př́ıkazem

Primitives – Points – Points From Line. Źıskáme tak souřadnice dvou bod̊u, které definuj́ı

osu kýváńı.

7.5.3. Vzdálenost těžǐstě dvojice rám + měřené těleso od osy

kýváńı – lc

Zjistit polohu těžǐstě rámu, se kterým je spojena měřená součást, lze v principu i po-

stupem popsaným v kapitole 4 a vzdálenost od osy kýváńı lc můžeme zjistit analogicky

k předchoźım dvěma př́ıpad̊um. Takový postup má však několik nedostatk̊u – součást

umist’ujeme na rám při každém měřeńı jinak a bylo by nezbytné pokaždé měřit polohu

těžǐstě znovu, což by velmi výrazně prodloužilo čas potřebný k měřeńı (viz kapitola 7.5.5).

Nav́ıc lze takovýto postup použ́ıt jen v př́ıpadě třet́ı verze rámu, resp. takového rámu,

u kterého je součást s rámem pevně spojena.

Vzdálenost lc proto bude výhodněǰśı určit výpočtem. V předchoźıch dvou kapitolách

jsme zjistili vzdálenosti lt (vzdálenost těžǐstě součásti od osy kýváńı), lr (vzdálenost rámu

od osy kýváńı) a úhly αr a αt, což jsou úhly mezi spodńı rovinou rámu a úsečkou spojuj́ıćı

osu kýváńı a těžǐstě rámu, resp. tělesa. Vzdálenost lc odvod́ıme v pohledu ve směru osy

kýváńı – viz obrázek 7.28. Těžǐstě celku rám + měřené těleso bude ležet na spojnici těžǐst’

obou samostatných část́ı ve vzdálenosti, která bude v opačném poměru hmotnost́ı.

lt

αt αr lr
x

y

mt

mr

Obr. 7.28: Určováńı polohy těžǐstě celku rám + měřené těleso (lc).
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7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ

Polohu těžǐstě a následně vzdálenost od osy jsme určovali pokaždé v jiném souřad-

ném systému (u určováńı lr v souřadném systému spojeném s rámem a lt v souřadném

systému spojeném s tělesem). Zavedeme proto nový souřadný systém (x, y), jehož počátek

lež́ı na ose kýváńı a osa y je kolmá na spodńı rovinu – viz obr. 7.28. Známé vzdálenosti

lr a lt jsou potom vzdálenosti od počátku tohoto souřadného systému, úhly αr a αt se

zobraźı jako úhel od osy x.

Urč́ımě souřadnice těžǐstě rámu i souřadnice těžǐstě tělesa v̊uči tomuto souřadnému

systému:

Tt = [lt cosαt; lt sinαt] (7.31)

Tr = [lr cosαr; lr sinαr] (7.32)

Souřadnice hledaného těžǐstě urč́ıme na základě vztahu pro polohu těžǐstě [10]:

~rt =

∑
imi ~ri

m
(7.33)

Pro náš př́ıpad dostaneme souřadnice polohy těžǐstě celku rám + měřená součást:

~rt =

[
mt lt cosαt +mr lr cosαr

mt +mr

;
mt lt sinαt +mr lr sinαr

mt +mr

]
(7.34)

a odsud hledanou hodnotu lc jako vzdálenost od počátku souřadného systému:

lc =

√(
mt lt cosαt +mr lr cosαr

mt +mr

)2

+

(
mt lt sinαt +mr lr sinαr

mt +mr

)2

(7.35)

7.5.4. Odhad chyby měřeńı vzdálenosti

Abychom mohli určit celkovou chybu měřeńı vztahem 7.12, potřebujeme znát absolutńı

chybu, se kterou jsme zjistili jednotlivé vzdálenosti.

l1

lt,r

αt,r

Rt,r

Obr. 7.29: Určeńı chyby měřeńı vzdálenosti. Pozn. poloměr Rt,r je záměrně několikaná-

sobně zvětšen.
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7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ

Chybu měřeńı lt a lr lze odhadnout v pohledu v normálové rovině osy kýváńı –

obr. 7.29. Koule přesnosti polohy těžǐstě (viz str. 23) se promı́tne jako kruh o poloměru

Rt,r. Pro př́ıpad měřeńı vzdálenosti těžǐstě rámu od osy kýváńı je Rr = 0, 076 mm.

Vzdálenost l1 na obrázku 7.25 byla určena posuvným měřidlem, chyba měřeńı je tedy

∆l1 = 0, 05 mm. Tato vzdálenost se do směru vzdálenosti lt,r projev́ı jako ∆l1 cosαt,r.

Pro velikost úhlu αr v př́ıpadě třet́ı verze rámu je pr̊umět této chyby do směru lr roven

∆l1r = 0, 003 mm.

Celková chyba měřeńı vzdálenosti pro př́ıpad lr tak bude rovna

∆lr = ∆l1r + r = 0, 003 mm + 0, 076 mm

∆lr
.

= 0, 08 mm
(7.36)

Stejným postupem odhadneme chybu měřeńı pro př́ıpad lt. Chyba vypočtené hodnoty lc

byla odhadnuta jako součet chyb ∆lc = ∆lr + ∆lt
17.

Velikost chyb se ukazuje být přijatelně malá pro většinu měřených součást́ı.

7.5.5. Časová náročnost uvedeného postupu

Uvažujme, že je k určeńı polohy těžǐstě v̊uči souřadnému systému při použit́ı metody

popsané v kapitole 4 potřeba provést 4–5 měřeńı18 v systému Tritop. Pokud budeme

určovat hodnoty lr, lt a lc postupem popsaným v této kapitole, je potřeba k zjǐstěńı

momentu setrvačnosti k jedné ose provést:

1. 4–5 měřeńı Tritopem k zjǐstěńı polohy těžǐstě rámu v̊uči souřadnému systému spo-

jenému s rámem a k zjǐstěńı lr (a αr)

2. 4–5 měřeńı k zjǐstěńı polohy těžǐstě součásti v̊uči souřadnému systému spojenému

se součást́ı

3. 1 měřeńı k zjǐstěńı lt a αt; ze známých hodnot lze dopoč́ıtat vzdálenost lc

Pokud bychom vzdálenost lc neurčovali výpočtem, ale stejným postupem jako v př́ı-

padě lt a lr, potřebovali bychom i v třet́ım bodě namı́sto jednoho provést 4–5 měřeńı –

kv̊uli hledáńı polohy těžǐstě celku rám + měřená součást.

Jak bude popsáno v kapitole 9, budeme u jedné součásti provádět měřeńı k několika

osám (6 a v́ıce). Body 1 a 2 tak provedeme jen jednou, opakovat se bude pouze bod 3.

Zjǐst’ováńı polohy lc výpočtem namı́sto měřeńım v takovém př́ıpadě velmi zkrát́ı čas

potřebný k uskutečněńı celého měřeńı. Pro př́ıpad měřeńı tenzoru setrvačnosti těhlice

(kapitola 10) potřebujeme zde uvedeným postupem provést cca 4 + 4 + 9 · 1 = 17

měřeńı v Tritopu. Pokud bychom vzdálenost lc nepoč́ıtali, ale př́ımo měřili, bylo by to

4 + 4 + 9 · 4 = 44. Zvolený postup je tedy výrazně rychleǰśı.

17Pozn. Tento odhad neńı zcela přesný, pro prvotńı odhad chyby však dostačuje.
18T́ım je mı́něno nafotit jednu sadu fotografíı a provést výpočet v software Tritop.
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7.6. MĚŘENÍ HMOTNOSTI SOUČÁSTÍ

7.6. Měřeńı hmotnosti součást́ı

Posledńımi veličinami, které je nutné zadat do vztahu 7.7, jsou hmotnosti rámu mr a

hmotnost měřeného tělesa mt. K jejich určeńı byly použity laboratorńı váhy.

Hmotnost, kterou bylo potřeba určit, se pohybovala v rozmeźı cca 0,2–8 kg. K dis-

pozici byly váhy s r̊uznou přesnost́ı a zejména r̊uzným měřićım rozsahem. Proto bylo pro

každou součást vždy vybrána nejpřesněǰśı dostupná váha, která svým měřićım rozsahem

dostačovala.

Byly použ́ıvány dvě váhy – pro hmotnosti 0–5 kg digitálńı váha Eta 1770 a pro

vyšš́ı hmotnosti (5–10 kg) váha Transporta 5567/II.

Opět je nezbytné určit absolutńı chybu měřeńı, a to na základě manuálu a výrobńıch

št́ıtk̊u vah. Manuál váhy Eta 1770 uvád́ı přesnost měřeńı (tedy chybu měřeńı) ∆m =

0, 001 g. Výrobńı št́ıtek váhy Transporta 5567/II. uvád́ı přesnost ∆m = 0, 002 g. Tyto

hodnoty byly dosazovány do vztah̊u 7.15 a 7.16 jakožto hodnoty ∆mt a ∆mr.
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8. Ověřeńı přesnosti metody měřeńı

momentu setrvačnosti
Byla provedena měřeńı, jejichž ćılem bylo ověřit, do jaké mı́ry se změřené hodnoty

momentu setrvačnosti shoduj́ı s teoríı, aby bylo možné odpovědět na otázku, zda me-

toda neńı zat́ıžená d̊uležitou systematickou chybou. Pro tyto potřeby byla vybrána dvě

modelová tělesa – ocelový kroužek a ocelová koule.

8.1. Měřeńı momentu setrvačnosti ocelového kroužku

Jedná se o dutý válec (obr. 8.1) s vněǰśım pr̊uměrem D = 75, 8mm, vnitřńım pr̊uměrem

d = 32mm a výškou v = 29, 5mm. Kroužek byl umı́stěn na rám tak, aby jeho osa byla

rovnoběžná s osou kýváńı.

Byly změřeny všechny hodnoty potřebné k tomu, abychom mohli vypoč́ıtat moment

setrvačnosti – viz tabulka 8.11.

Obr. 8.1: Ocelový kroužek slouž́ıćı k ověřeńı přesnosti metody měřeńı momentu se-

trvačnosti.

Měřená veličina Symbol Hodnota Absolutńı chyba

Hmotnost rámu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg

Hmotnost tělesa mt 0,843 kg ∆mt = 0,001 kg

Vzdálenost těžǐstě rámu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm

Vzdálenost těžǐstě tělesa od osy kyvu lt 47,75 mm ∆lt = 0,05 mm

Perioda kyvu samotného rámu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s

Perioda kyvu dvojice rám + těleso Tc 0,7330 s ∆Tc = 0,0005 s

Tab. 8.1: Změřené hodnoty ocelového kroužku.

1Těžǐstě kroužku bylo uvažováno v jeho středu; chyba ∆lt byla odhadnuta na základě přesnosti měřeńı
Tritopem [28].
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8.1. MĚŘENÍ MOMENTU SETRVAČNOSTI OCELOVÉHO KROUŽKU

Dále byla změřena velikost αt – úhlu mezi spodńı rovinou a úsečkou spojuj́ıćı

těžǐstě součásti (kroužku) s osou kýváńı: αt = 89, 2◦. Z předchoźıch měřeńı známe αr =

94, 8◦. Vztahem 7.35 byla určena vzdálenost lc = 34, 95 mm a odpov́ıdaj́ıćı chyba ∆lc =

0, 13 mm.

Prostřednictv́ım vztahu 7.7 byla z hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt a lr a lc spoč́ıtána velikost

momentu setrvačnosti v̊uči ose rovnoběžné s osou kýváńı, procházej́ıćı těžǐstěm:

Its = 692, 87 · 10−6 kg m2 (8.1)

Důležité bude porovnáńı s teoretickými hodnotami. Pro moment setrvačnosti dutého

válce v̊uči ose válce plat́ı vztah:

Iteor =
1

2
mt

(
R2 + r2

)
(8.2)

Dosazeńım R = 75, 8/2 mm a r = 32/2 mm źıskáme:

Iteor = 713, 35 · 10−6 kg m2

Rozd́ıl teoretické a změřené hodnoty:

∆teor = |Iteor − Its| = 20, 48 · 10−6 kg m2

Procentuálńı pod́ıl ∆teor/Iteor je roven

∆teor

Iteor
= 2, 87 %

Jak je vidět, teoretická a změřená hodnota momentu setrvačnosti se do značné mı́ry

shoduj́ı. Rozd́ıl mezi změřenou a teoretickou hodnotou momentu setrvačnosti může být

mimo jiné zp̊usoben skutečnost́ı, že osa válce nebyla při měřeńı zcela přesně rovnoběžná

s osou kýváńı – toho nelze doćılit. I tak můžeme výsledek považovat za přijatelně přesný.

Prostřednictv́ım vztah̊u 7.12–7.19 byla stanovena absolutńı a relativńı chyba měřeńı:

∆Its = 33, 87 · 10−6 kg m2 (8.3)

δIts = 4, 61 % (8.4)

Relativńı chyba měřeńı δIts je větš́ı než obvykle požadovaná 3 %. Jak však bylo

zmı́něno, tento postup odhadu chyby měřeńı je konzervativńı. U těles s větš́ım momentem

setrvačnosti se absolutńı chyba projev́ı menš́ı relativńı chybou – většina běžných součást́ı

podvozk̊u má moment setrvačnosti dostatečně velký, takže se relativńı chyba měřeńı bude

pohybovat pod požadovanými třemi procenty, jak bude ukázáno dále.
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8.2. Měřeńı momentu setrvačnosti ocelové koule

V předchoźım př́ıpadě byl kroužek spojen s rámem tak, aby jeho osa byla rovnoběžná

s osou kýváńı – to však neńı možné zcela přesně zaručit, mezi osou válce a osou kýváńı

bude ve skutečnosti vždy nenulový úhel. Pro druhé kontrolńı měřeńı proto byla vybrána

součást, u které na orientaci v̊uči ose kýváńı nezálež́ı; tento požadavek splňuje pouze

koule – moment setrvačnosti koule je v̊uči všem osám procházej́ıćım středem stejný. Byla

použita ocelová koule zobrazená na obr. 8.2. Jednotlivé d́ılč́ı změřené hodnoty shrnuje

tabulka 8.2.

Obr. 8.2: Ocelová koule slouž́ıćı k ověřeńı přesnosti metody měřeńı momentu setrvačnosti.

Měřená veličina Symbol Hodnota Absolutńı chyba

Hmotnost rámu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg

Hmotnost tělesa mt 0,443 kg ∆mt = 0,001 kg

Vzdálenost těžǐstě rámu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm

Vzdálenost těžǐstě tělesa od osy kyvu lt 30,89 mm ∆lt = 0,05 mm

Perioda kyvu samotného rámu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s

Perioda kyvu dvojice rám + těleso Tc 0,8685 s ∆Tc = 0,0003 s

Tab. 8.2: Změřené hodnoty ocelové koule.

Velikost úhlu αt je rovna αt = 88, 2◦, úhel αr známe z předchoźıch měřeńı – αr =

94, 8◦. Odpov́ıdaj́ıćı vzdálenost lc zjǐstěná vztahem 7.35 je lc = 23, 87 mm.

Vztahem 7.7 byla spoč́ıtána velikost momentu setrvačnosti v̊uči ose procházej́ıćı

středem:

Its = 108, 41 · 10−6 kg m2 (8.5)

Pro moment setrvačnosti koule plat́ı vztah:

Iteor =
2

5
mtr

2 (8.6)

Dosazeńım poloměru r = 24, 5 mm źıskáme:

Iteor = 106, 36 · 10−6 kg m2
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8.2. MĚŘENÍ MOMENTU SETRVAČNOSTI OCELOVÉ KOULE

Rozd́ıl teoretické a změřené hodnoty je roven:

∆teor = |Iteor − Its| = 2, 04 · 10−6 kg m2

Procentuálńı pod́ıl ∆teor/Iteor je roven

∆teor

Iteor
= 1, 92 %

Je vidět, že přesnost, se kterou umı́me měřit periodu kyvu, vzdálenost těžǐstě od osy

kýváńı a hmotnost, vyhovuje sṕı̌se větš́ım těles̊um. Určitý pod́ıl na chybě měřeńı může

mı́t i skutečnost, že vztah 8.6 plat́ı pro přesnou kouli; skutečná koule se od modelového

ideálu bude vždy poněkud lǐsit.

Na základě výsledk̊u a srovnáńım s teoretickými hodnotami můžeme vyslovit závěr,

že metoda neńı zat́ıžená relevantńı systematickou chybou a že přináš́ı dostatečně

přesné výsledky.
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9. Výpočet tenzoru setrvačnosti

z naměřených hodnot
Jak bylo zmı́něno v kapitole 7.1, tenzor setrvačnosti ve tvaru 2.3 obsahuje šest

nezávislých složek – tři momenty setrvačnosti k osám daného kartézského souřadného

systému Ix, Iy a Iz a tři deviačńı momenty Dxy, Dxz a Dyz. K určeńı tenzoru setrvačnosti

jednoho tělesa proto potřebujeme provést šest měřeńı a zjistit tak moment setrvačnosti

k šesti r̊uzným osám. Z těchto šesti hodnot je poté nutné jednotlivé složky tenzoru se-

trvačnosti dopoč́ıtat – v této kapitole bude popsáno jak1.

Vztahem 7.7 je vypoč́ıtán Itt – moment setrvačnosti v̊uči ose, která procháźı těžǐstěm,

přičemž toto těžǐstě obecně neńı totožné s počátkem souřadného systému. Zavedeme proto

nový souřadný systém (xt, yt, zt), jehož počátek se nacháźı v těžǐsti tělesa a jehož osy jsou

rovnoběžné k osám p̊uvodńıho souřadného systému (x, y, z), který jsme použ́ıvali při jed-

notlivých měřeńıch – viz obr. 9.1.

Tenzor setrvačnosti budeme určovat k osám tohoto souřadného systému (xt, yt, zt).

Osy tohoto systému jsou centrálńımi osami setrvačnosti [13].

x

y

z

xt

yt

zt
Obr. 9.1: Souřadný systém (xt, yt, zt), v̊uči němuž je určován tenzor setvačnosti. Počátek

se nacháźı v těžǐsti.

9.1. Odvozeńı vztahu pro výpočet složek tenzoru se-

trvačnosti

Na obrázku 9.2 je obecné těleso s obecně orientovaným souřadným systémem (x, y, z) a

osou rotace určenou jednotkovým vektorem ~n:

~n =~i cosα +~j cos β + ~k cos γ = (cosα, cos β, cos γ)T (9.1)

1Původńı myšlenka výpočt̊u čerpá z [15].
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9.1. ODVOZENÍ VZTAHU PRO VÝPOČET SLOŽEK TENZORU SETRVAČNOSTI

xz

y
r

R

θ
n

Obr. 9.2: Výpočet tenzoru setrvačnosti z naměřených hodnot.

kde cosα, cos β a cos γ jsou směrové kosiny osy rotace v̊uči osám souřadného systému.

Hodnoty α, β a γ lze triviálńım zp̊usobem dopoč́ıtat ze souřadnic bod̊u definuj́ıćıch osu

kýváńı – viz strana 56.

Moment setrvačnosti tělesa v̊uči této ose (Ito) můžeme vyjádřit jako integrál přes

hmotnost tělesa podle vztahu:

Ito =

∫
R2 dm

=

∫
(~r sinφ)2 dm

=

∫
|~r× ~n|2 dm (9.2)

přičemž ~r je polohový vektor elementu o hmotnosti dm. Takový element má souřadnice:

~r = (x, y, z)T (9.3)

Dosazeńım 9.1 a 9.3 do 9.2 a poté vektorovým a skalárńım součinem lze źıskat:

Ito =

∫
(y cos γ − z cos β, z cosα− x cos γ, x cos β − y cosα)2 dm

=

∫ [
(y cos γ − z cos β)2 + (z cosα− x cos γ)2 + (x cos β − y cosα)2] dm

Tuto rovnici lze upravit na vztah:

Ito = Ix cos2 α+Iy cos2 β+Iz cos2 γ −2Dxy cosα cos β −2Dyz cos β cos γ −2Dxz cosα cos γ

(9.4)

kde Ix, Iy a Iz jsou hlavńı momenty setrvačnosti ve tvaru definovaném vztahem 2.4 a Dxy,

Dyz a Dxz jsou deviačńı momenty ve tvaru 2.5. Rovnice 9.4 udává vztah mezi jednot-

livými složkami tenzoru setrvačnosti, momentem setrvačnosti v̊uči ose rotace

procházej́ıćı počátkem souřadného systému a směrovými kosiny této osy.

K rovnici 9.4 lze dospět i na základě vztah̊u pro transformaci tenzoru setrvačnosti

do souřadného systému s pootočenými osami (viz např. [12]).
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9.2. POSTUP MĚŘENÍ A VÝPOČTŮ

9.2. Postup měřeńı a výpočt̊u

Při měřeńı tenzoru setrvačnosti změř́ıme momenty setrvačnosti tělesa v̊uči šesti r̊uzným

osám prostřednictv́ım výše uvedeného postupu. Orientace těchto os je do určité mı́ry

náhodná – jsme omezeni tvarem tělesa, protože potřebujeme součást vhodně (tzn. do-

statečně pevně) upevnit do svorky rámu. Je však nezbytné se snažit zohlednit požadavky

na vhodnou orientaci os – šest změřených moment̊u setrvačnosti by mělo co nejkom-

plexněji popisovat setrvačné vlastnosti součásti, resp. setrvačné vlastnosti za rotace ve

všech směrech. Osy by měly proto být v̊uči sobě orientovány s pokud možno co největš́ım

úhlem2.

V našem př́ıpadě źıskáme měřeńım šest moment̊u setrvačnosti k šesti osám prochá-

zej́ıćımi těžǐstěm It1–It6 a směrové kosiny těchto os cosα1–cosα6, cos β1–cos β6 a cos γ1–

cos γ6. Pro každou osu a odpov́ıdaj́ıćı moment setrvačnosti plat́ı rovnice 9.4. Źıskáme tak

šest rovnic ve tvaru 9.4:

It1 = Ix cos2 α1 + Iy cos2 β1 + Iz cos2 γ1 − 2Dxy cosα1 cosβ1 − 2Dyz cosβ1 cos γ1 − 2Dxz cosα1 cos γ1

It2 = Ix cos2 α2 + Iy cos2 β2 + Iz cos2 γ2 − 2Dxy cosα2 cosβ2 − 2Dyz cosβ2 cos γ2 − 2Dxz cosα2 cos γ2

It3 = Ix cos2 α3 + Iy cos2 β3 + Iz cos2 γ3 − 2Dxy cosα3 cosβ3 − 2Dyz cosβ3 cos γ3 − 2Dxz cosα3 cos γ3

It4 = Ix cos2 α4 + Iy cos2 β4 + Iz cos2 γ4 − 2Dxy cosα4 cosβ4 − 2Dyz cosβ4 cos γ4 − 2Dxz cosα4 cos γ4

It5 = Ix cos2 α5 + Iy cos2 β5 + Iz cos2 γ5 − 2Dxy cosα5 cosβ5 − 2Dyz cosβ5 cos γ5 − 2Dxz cosα5 cos γ5

It6 = Ix cos2 α6 + Iy cos2 β6 + Iz cos2 γ6 − 2Dxy cosα6 cosβ6 − 2Dyz cosβ6 cos γ6 − 2Dxz cosα6 cos γ6

(9.5)

Vystupuje zde šest neznámých – Ix, Iy, Iz, Dxy, Dyz a Dxz, což je šest nezávislých

složek tenzoru setrvačnosti. Řešeńım lze tyto neznámé dopoč́ıtat, č́ımž źıskáme všech

devět hledaných složek tenzoru setrvačnosti ve vztahu 2.3.

9.3. Odhad chyby při určováńı tenzoru setrvačnosti

Měřeńı samotné je náročné na přesnost a náchylné k chybě – ve vztaźıch vystupuje

množstv́ı měřených veličin a chyba v jediné z nich znehodnot́ı výsledky. Potřebujeme

ověřit, zda jsme se této (hrubé) chyby nedopustili.

Do určité mı́ry lze přesnost ověřit tak, že změř́ıme moment setrvačnosti k daľśı

(kontrolńı) ose. Źıskáme tak hodnotu Ik a směrové kosiny cosαk, cos βk a cos γk. Vztahem

9.4 urč́ıme, kolik by se měl moment setrvačnosti k této kontrolńı ose rovnat podle tenzoru

2Můžeme ilustrovat na př́ıkladu: Mějme změřený moment k pěti osám setrvačnosti a nyńı řešme, jak
orientovat osu šestou. Pokud bude úhel mezi šestou osou a jednou z pěti předchoźıch os např́ıklad 5◦, bude
množstv́ı nové informace, které źıskáme měřeńım momentu setrvačnosti k této šesté ose, poměrně malé.
Jestliže však bude úhel v̊uči kterékoli daľśı ose roven např. nejméně 45◦, bude množstv́ı nové informace
źıskané t́ımto šestým měřeńım výrazně větš́ı. Pokud bychom byli schopni změřit moment setrvačnosti
zcela přesně, nehrálo by to roli. V reálném měřeńı však vhodná orientace os omeźı vliv nepřesnost́ı a t́ım
i chyb.
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9.4. TRANSFORMACE TENZORU SETRVAČNOSTI

setrvačnosti (který jsme źıskali výpočtem z předchoźıch šesti měřeńı) – źıskáme hodnotu

Iteor. Porovnáme ji se změřeným momentem setrvačnosti Ik:

δ =
Ik − Iteor
Iteor

· 100 [%] (9.6)

Snaž́ıme se, aby měla kontolńı osa co největš́ı úhel v̊uči osám souřadného systému

(xt, yt, zt). Výsledná chyba je do určité mı́ry ovlivněna náhodou, proto kontrolu obvykle

provedeme ve v́ıce než jednom př́ıpadě a odhadneme procentuálńı chybu jako největš́ı ze

vzniklých δi.

Tento postup odhadu chyby dává základńı představu o tom, zda jsme se nedopus-

tili hrubé chyby v jednotlivých měřeńıch. Procentuálńı odchylka δ je částečně zp̊usobena

chybou konkrétńıho kontrolńıho měřeńı a jen částečně chybou vypočteného tenzoru se-

trvačnosti, která nás ve skutečnosti zaj́ımá. Postup též neumožňuje odhalit systematické

chyby, které by se projevily stejným d́ılem ve všech měřeńıch a ovlivnily tak celý tenzor

setrvačnosti.

9.4. Transformace tenzoru setrvačnosti

Výše popsaným postupem jsme źıskali tenzor setrvačnosti k souřadnému systému (xt, yt, zt).

Pokud bychom potřebovali přepoč́ıtat tenzor do jiného souřadného systému, je potřeba

použ́ıt transformačńıch vztah̊u. Postup výpočt̊u čerpá z [12] a [13], kde je také provedeno

odvozeńı.

Tenzor setrvačnosti v̊uči posunutým osám

Máme tenzor setrvačnosti It v̊uči souřadnému systému s počátkem v těžǐsti. Pro tenzor

setrvačnosti I2 nacházej́ıćı se v souřadném systému (x2, y2, z2), jehož osy jsou posunuty

oproti souřadnému systému v těžǐsti (xt, yt, zt) o vektor (dx, dy, dz), plat́ı:

I2 = It + Im (9.7)

kde Im je tenzor setrvačnosti hmotného bodu umı́stěného v těžǐsti, ve kterém je soustředěna

celá hmotnost tělesa [12]:

Im =

 m(d2
y + d2

z) −m dx dy −m dx dz

−m dx dy m(d2
x + d2

z) −m dy dz

−m dx dz −m dy dz m(d2
x + d2

y)

 (9.8)
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9.4. TRANSFORMACE TENZORU SETRVAČNOSTI

Tenzor setrvačnosti v̊uči pootočeným osám

Máme tenzor setrvačnosti I1 v̊uči souřadnému systému (x1, y1, z1) a druhý souřadný

systém (x2, y2, z2) s počátkem ve stejném bodě, ale jinou orientaćı os. Pro tyto dva

souřadné systémy vytvoř́ıme transformačńı matici složenou ze směrových kosin̊u:

T =

 cosαx cosαy cosαz

cos βx cos βy cos βz

cos γx cos γy cos γz

 (9.9)

kde cosαx, cos βx a cos γx jsou směrové kosiny osy x2 v̊uči souřadnému systému (x1, y1, z1),

dále analogicky.

Tenzor setrvačnosti I2 v̊uči souřadnému systému (x2, y2, z2) je roven [12]:

I2 = TT · I1 ·T (9.10)

Hlavńı osy setrvačnosti

Hlavńı osy setrvačnosti jsou takové osy, ke kterým jsou nulové deviačńı momenty – viz

rovnice 2.6. S použit́ım vztahu 9.10 můžeme psát: I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

 = TT · I1 ·T (9.11)

což je v podstatě problém hledáńı vlastńıch hodnot a vlastńıho vektoru tenzoru se-

trvačnosti ([12], [15]). Podmı́nka řešeńı:∣∣∣∣∣∣∣
(Ix − λ) −Dxy −Dxz

−Dxy (Iy − λ) −Dyz

−Dxz −Dyz (Iz − λ)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (9.12)

vede na rovnici ve tvaru

λ3 + aλ2 + bλ+ c = 0 (9.13)

kde a, b a c jsou konstanty3. Reálné kořeny rovnice 9.13 jsou hledanými hlavńımi momenty

setrvačnosti, směrové kosiny os źıskáme jako vlastńı vektory tenzoru setrvačnosti.

V programovém prostřed́ı Mathcad výpočet vlastńıch hodnot provedeme př́ıkazem

eigenvals(I). Směrové kosiny hlavńıch os lze źıskat př́ıkazem eigenvecs(I).

3Lze je źıskat vyjádřeńım determinantu 9.12 a úpravou.
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10. Realizace měřeńı tenzoru

setrvačnosti součásti
V této kapitole bude popsána praktická aplikace výše uvedeného postupu měřeńı

(a výpočtu) tenzoru setrvačnosti součásti – měřena byla těhlice formule Ford zobrazená

na obrázku 5.3. Jako souřadný systém, ke kterému byl tenzor setrvačnosti určován, byl

zvolen systém rovnoběžný se souřadným systémem zobrazeném na obr. 5.3 nacházej́ıćı se

v těžǐsti tělesa (tzn. počátek nového systému (xt, yt, zt) lež́ı v souřadnićıch (−4, 414 mm;

−63, 112 mm; −28, 151 mm) p̊uvodńıho souřadného systému – viz kapitola 5.3).

K určeńı tenzoru setrvačnosti je potřeba určit momenty setrvačnosti k šesti osám.

Ve všech př́ıpadech budeme použ́ıvat stejný rám (verze 3), proto i hodnoty vztahuj́ıćı se

k rámu jsou pro všech šest měřeńı stejné. Společné hodnoty shrnuje tabulka 10.1.

Měřená veličina Symbol Hodnota Absolutńı chyba

Hmotnost rámu mr 0,693 kg ∆mr = 0,001 kg

Hmotnost těhlice mt 2,149 kg ∆mt = 0,001 kg

Vzdálenost těžǐstě rámu od osy kyvu lr 19,45 mm ∆lr = 0,08 mm

Perioda kyvu samotného rámu Tr 1,1657 s ∆Tr = 0,0008 s

Úhel úsečky BT αr 94,9◦ ∆αr = 0,1◦

Tab. 10.1: Společné hodnoty při měřeńı tenzoru setrvačnosti těhlice formule Ford.

Těhlici budeme spojovat s rámem tak, abychom zohlednili požadavky popsané v ka-

pitole 9.2. Změř́ıme momenty setrvačnosti v̊uči šesti r̊uzným osám. V každém jednotlivém

měřeńı zjist́ıme tyto d́ılč́ı hodnoty: vzdálenost těžǐstě těhlice od osy kýváńı při dané

orientaci těhlice (lt1–lt6), úhel mezi spodńı rovinou a úsečkou spojuj́ıćı těžǐstě

těhlice s osou (αt1–αt6), periodu kyvu dvojice rám + těhlice při dané orientaci

těhlice (Tc1–Tc6) a směrové kosiny i-té osy kýváńı (cosαi, cos βi a cos γi).

Obr. 10.1: Program Výpočet směrových kosin̊u.
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Osa lti/mm αti/
◦ Tci/s cosαi cos βi cos γi

1 170,701 81,3 0,9273 0,05394 -0,99800 -0,03290

2 172,470 84,5 0,9310 0,63102 0,77399 0,05231

3 80,135 88,0 0,7142 0,02431 0,04138 -0,99885

4 86,524 80,7 0,7512 0,44288 -0,01578 0,89644

5 93,822 108,8 0,7686 0,08041 0,81478 0,57317

6 79,298 100,3 0,8470 -0,67317 -0,73652 0,06619

Tab. 10.2: Vzdálenosti těžǐstě těhlice od osy kýváńı, úhly úseček BT spojuj́ıćı těžǐstě

těhlice s osou kýváńı, priody kyvu dvojice rám + těhlice a směrové kosiny os.

K výpočtu směrových kosin̊u z dvojic bod̊u určuj́ıćıch osu kýváńı (źıskáme je z mě-

řeńı Tritopem) byl vytvořen jednoduchý program v prostřed́ı Delphi, který tento výpočet

značně zrychluje – viz obr. 10.1.

Hodnoty źıskané z šesti měřeńı ukazuje tabulka 10.2. Na základě znalosti jednot-

livých úhl̊u αti byla vztahem 7.35 zjǐstěna vzdálenost těžǐstě dvojice rám + těhlice při

jednotlivých měřeńıch – viz tabulka 10.3.

lc1/ mm lc2 / mm lc3/ mm lc4 / mm lc5 / mm lc6 / mm

133,692 135,083 65,307 70,034 75,558 64,686

Tab. 10.3: Jednotlivé vzdálenosti lc.

Z souboru źıskaných hodnot spoč́ıtáme vztahem 7.7 momenty setrvačnosti It1–It6

odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým osám – viz tabulka 10.4.

It1 It2 It3 It4 It5 It6

[10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2] [10−3kg m2]

14,012 14,212 5,170 7,271 8,057 14,707

Tab. 10.4: Jednotlivé momenty setrvačnosti.

Z hodnot It1–It6 a směrových kosin̊u os źıskáme šest rovnic o šesti neznámých ve

tvaru 9.5, ve kterých figuruje šest neznámých – Ix, Iy, Iz, Dxy, Dyz a Dxz. Řešeńım

dostaneme všech devět složek tenzoru setrvačnosti. Vypočtený tenzor je roven:

I =

 14, 030 0, 301 0, 618

0, 301 14, 284 −3, 448

0, 618 −3, 448 4, 893

 · 10−3 kg m2 (10.1)

Pro potřeby ověřeńı přesnosti byla provedena daľśı tři d́ılč́ı měřeńı momentu se-

trvačnosti. Těhlice byla umı́stěna na rám v daľśıch třech (tentokrát náhodných) orien-

taćıch – kontrolńı osy k1–k3. Byly opět změřeny všechny potřebné hodnoty v̊uči těmto

osám – viz tabulka 10.5.
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Osa ltk/mm αtk/
◦ Tck/s cosαk cos βk cos γk

k1 168,318 91,5 0,9206 0,46652 -0,88009 -0,08827

k2 175,414 96,6 0,9311 -0,99315 0,11379 0,02653

k3 59,124 73,5 0,8520 -0,38876 0,91520 0,10618

Tab. 10.5: Jednotlivé hodnoty při kontrolńıch měřeńıch.

Odpov́ıdaj́ıćı vzdálenosti lck shrnuje tabulka 10.6

lck1/ mm lck2 / mm lck3/ mm

132,011 137,382 49,154

Tab. 10.6: Jednotlivé vzdálenosti lck.

Z těchto hodnot byly zjǐstěny momenty setrvačnosti vztahem 7.7 – źıskáme tak hod-

noty Ik1–Ik3. Ke stejným osám byly spoč́ıtané i teoretické hodnoty na základě výsledného

tenzoru 10.1 prostřednictv́ım vztahu 9.4 – źıskáme tak hodnoty Iteor1–Iteor3. Pokud bychom

se při měřeńı nedopustili žádné chyby, tyto hodnoty by se shodovaly. A naopak, chyba

v některé z hodnot v tabulkách 10.2 a 10.5 se projev́ı tak, že se hodnoty změřené v̊uči

náhodným osám a odpov́ıdaj́ıćı spoč́ıtané z tenzoru setrvačnosti shodovat nebudou. Byly

spoč́ıtány procentuálńı odchylky δ1–δ3 vztahem 9.6. Hodnoty shrnuje tabulka 10.7.

Osa Ik [10−3kg m2] Iteor [10−3kg m2] δ [%]

k1 13,580 13,322 -1,93

k2 13,435 13,905 3,38

k3 13,134 13,205 0,54

Tab. 10.7: Kontrolńı měřeńı. Ik – změřené hodnoty momentu setrvačnosti, Iteor – hodnoty

źıskané z vypočteného tenzoru setrvačnosti 10.1, δ – procentuálńı odchylka.

Jak je vidět, procentuálńı odchylky δ všech tř́ı kontrolńıch měřeńı jsou malé; to dává

předpoklad, že jsme se nedopustili d̊uležité náhodné (hrubé) chyby. Procentuálńı odchylka

druhého kontrolńıho měřeńı nicméně přesahuje obvykle požadovaná 3 %.

Vhodné by bylo změřit tenzor setrvačnosti v́ıcekrát, a to včetně všech d́ılč́ıch měřeńı

(tzn. znovu zvážit rám i těleso, určit polohu těžǐstě rámu i tělesa, provést jednotlivá

měřeńı period kyvu při r̊uzných polohách a změřit odpov́ıdaj́ıćı vzdálenosti těžǐstě od

osy kýváńı a následně znovu vypoč́ıtat tenzor setrvačnosti). Takto bychom źıskali několik

tenzor̊u setrvačnosti, které bychom mohli vzájemně porovnat a př́ıpadně i statisticky zpra-

covat. Vzhledem k rozsáhlosti nebylo toto několikanásobné měřeńı v této práci realizováno.

Optimalizace postupu, kterým lze odhadnout přesnost změřeného tenzoru setrvačnosti,

z̊ustává otevřená daľśımu výzkumu.
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11. Zhodnoceńı metody měřeńı

momentu setrvačnosti
Navržená metoda slouž́ı k zjǐst’ováńı momentu setrvačnosti a umožňuje i výpočet

všech šesti nezávislých složek tenzoru setrvačnosti. Vzhledem k tomu, že se jedná o kom-

plexńı problém, je vhodné zhodnotit zvlášt’ každou d̊uležitou část.

11.1. Koncepce měřeńı

Metoda vycháźı z principu měřeńı periody kyvu fyzikálńıho kyvadla a následného výpočtu

momentu setrvačnosti z pohybové rovnice. Z metod popsaných v kapitole 3.2 je tato me-

toda nejsnáze realizovatelná v laboratorńıch podmı́nkách – většinu potřebných pomůcek

bylo možné zhotovit v běžně vybaveném d́ılenském prostřed́ı. Např. u metody torzńıho

kyvadla by bylo potřeba složitě řešit, jak zaručit, aby při měřeńı z̊ustávala stále stejná

osa kýváńı.

Tvar těles obvykle neumožňuje př́ımé měřeńı – součást proto muśıme spojovat s rá-

mem a moment setrvačnosti součásti řešit jako rozd́ıl Ico−Iro. Při návrhu vhodného rámu

byl kladen d̊uraz předevš́ım na univerzálnost, aby mohl být rám použit v co největš́ım

množstv́ı př́ıpad̊u. Ukázalo se, že univerzálńı rám prakticky zhotovit nejde; č́ım uni-

verzálněǰśı rám totiž navrhneme, t́ım větš́ı bude mı́t vlastńı moment setrvačnosti a t́ım

v́ıce se ve výsledné periodě Tc projev́ı jeho vliv, což znepřesńı výsledky. Rám č. 3 (obr.

7.4) je tak kompromisem, který se však nehod́ı pro rozměrněǰśı součásti.

Pokud by tato metoda byla použita pro rozměrněǰśı součásti, zřejmě by bylo ne-

zbytné zhotovit v́ıce rámů, které by umožňovaly zavěšeńı součásti v r̊uzných polohách.

U každého rámu zvlášt’ bychom však museli měřit periodu kyvu Tr a zejména určovat

polohu těžǐstě, což výrazně prodlouž́ı celkový čas měřeńı.

11.2. Měřeńı periody kyvu

Tato část práce se ukázala být nejv́ıce problematická. Ultrazvukový sńımač zp̊usobuje

svým charakterem d̊uležitou odchylku, kterou je nutné zohlednit. Navrženým postupem

se podařilo vliv této odchylky eliminovat a doćılit tak dostatečně přesných výsledk̊u.

Postup je nicméně poměrně náročný na správné nastaveńı (zejména úhlu ζ a vzdálenosti

Lm na obrázku 7.22).

V daľśıch experimentech by bylo vhodné vyzkoušet jiný druh bezkontaktńıho sńımače

– takového, kde bychom nemuseli zohledňovat geometrickou korekci (tzn. např́ıklad la-

serový sńımač apod.) Pokud bychom se pokusili optimalizovat metodu optické závory,
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zřejmě bychom nakonec doćılili i zde dostatečně přesných výsledk̊u – zřejmě by pomohla

náhrada žárovky laserovým paprskem.

11.3. Měřeńı vzdálenosti těžǐstě součásti od osy kýváńı

Tato část úzce souviśı s měřeńım polohy těžǐstě součásti – je nezbytné nejprve určit polohu

těžǐstě a teprve poté zjǐst’ovat hledanou vzdálenost těžǐstě od osy. Bylo by pravděpodobně

velmi složité navrhnout postup založený na zcela odlǐsném principu, který by při měřeńı

vzdálenosti těžǐstě od osy kýváńı umožňoval dosáhnout srovnatelné přesnosti.

V práci byla vzdálenost těžǐstě dvojice rám + měřená součást (lc) určována výpočtem

ze známých hodnot lt, lr, αt a αr vztahem 7.35. Teoreticky by bylo možné určovat polohu

těžǐstě př́ımo metodou zavěšeńı a vzdálenost lc určit stejným postupem jako v př́ıpadě lt

a lr. Doćılili bychom tak sice větš́ı přesnosti, avšak za cenu, že by se měřeńı stalo výrazně

zdlouhavěǰśım, jak vysvětluje kapitola 7.5.5. Takovýto postup by byl nav́ıc možný pouze

s třet́ı verźı rámu, resp. s takovými rámy, kde je těleso s rámem pevně spojeno.

11.4. Výpočet tenzoru setrvačnosti

Navržená metoda pracuje s výpočtem tenzoru setrvačnosti ze znalosti moment̊u setrvačnosti

k šesti osám, jejichž poloha je do určité mı́ry volena náhodně. Ukázalo se, že t́ımto po-

stupem skutečně lze tenzor setrvačnosti měřit a že lze doćılit přijatelných výsledk̊u.

Daľśı výzkum by se měl v budoucnu zaměřit na zdokonaleńı postupu odhadu chyby

měřeńı tenzoru setrvačnosti. Celkově se metoda měřeńı tenzoru setrvačnosti potýká s jed-

ńım problémem, kterým je časová náročnost – např. měřeńı tenzoru setrvačnosti těhlice

formule Ford, popsané v kapitole 10, zabralo včetně určováńı poloh těžǐstě rámu a těhlice

v́ıce než 20 hodin práce. I z hlediska trváńı měřeńı tak nab́ıźı tato metoda prostor k daľśı

optimalizaci.
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12. Shrnut́ı a závěr
Ćılem této práce bylo vypracovat pilotńı studii metody, kterou lze u součást́ı pod-

vozk̊u vozidel měřit d̊uležité mechanické veličiny – polohu těžǐstě a momenty setrvačnosti,

resp. tenzor setrvačnosti. Práce ukazuje, jak lze pro tento účel použ́ıt fotogrammetrický

systém Tritop a daľśı specializované vybaveńı laboratoř́ı ÚADI. Řešeńı bylo uvažováno

pro př́ıpady, kdy nemáme k dispozici poč́ıtačový model měřené součásti a nemůžeme tedy

tyto hledané mechanické veličiny źıskat výpočtem.

Prvńı část práce předkládá přehled metod, kterými se obvykle poloha těžǐstě a mo-

menty setrvačnosti měř́ı. Je poukázáno na typické problémy, které se při použit́ı jednot-

livých postup̊u mohou naskytnout.

V daľśı části práce je navržena metoda měřeńı polohy těžǐstě součást́ı. Vycháźı

z předpokladu, že se těleso volně zavěšené na pružném vlákně ustáĺı v poloze, ve které se

bude těžǐstě nacházet na svislé př́ımce vedené bodem zavěšeńı. Systém Tritop umožňuje

vyřešit problém, jak určit dostatečně přesně polohu součásti, aniž by toto měřeńı ovlivňo-

valo polohu zavěšeného tělesa. Navrženou metodou lze dosáhnout velmi dobré přesnosti

– při několikanásobném měřeńı jsme schopni určit polohu těžǐstě s přesnost́ı na desetinu

milimetru, i lépe.

Druhou stěžejńı část́ı této práce je návrh metody slouž́ıćı k měřeńı moment̊u se-

trvačnosti, a to na základě měřeńı periody kyvu fyzikálńıho kyvadla. Byly odvozeny

potřebné výpočetńı vztahy, proveden odhad výsledné chyby měřeńı a poté navrženy po-

stupy, jimiž lze měřit periodu kyvu a vzdálenost těžǐstě od osy kýváńı. K měřeńı peri-

ody byl použit ultrazvukový sńımač vzdálenosti a k měřeńı vzdálenosti těžǐstě od osy

kýváńı opět systém Tritop. Následovalo měřeńı součást́ı, které ukázalo, že se u mode-

lových součást́ı výsledky źıskané touto metodou dostatečně přesně shoduj́ı s teoretickými

předpoklady.

V daľśı části bylo ukázáno, jak lze měřeńı moment̊u setrvačnosti k jednotlivým osám

využ́ıt k určováńı tenzoru setrvačnosti. Bylo provedeno měřeńı skutečné součásti (těhlice

formule Ford) a následně byla odhadnuta chyba měřeńı. V závěru byly shrnuty přednosti a

nedostatky jednotlivých postup̊u a bylo navrženo, jakým směrem by se mohly experimenty

ub́ırat dále.

? ? ?

Na tomto mı́stě se můžeme vrátit k myšlence z úvodu. Poč́ıtače se skutečně prosa-

zuj́ı prakticky ve všech oblastech lidské činnosti, automobilový pr̊umysl nevyj́ımaje. Tato

práce ukazuje, jak lze vyřešit jeden z problémů, na který může inženýr při matematickém

modelováńı dynamiky vozidel narazit. I přes obdivuhodné schopnosti poč́ıtač̊u totiž plat́ı,

že pokud neznaj́ı 3D model součásti, polohu těžǐstě a momenty setrvačnosti samy od sebe

spoč́ıtat neuměj́ı.
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Seznam použité literatury a zdroj̊u

Internetové stránky
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[6] Space Electronics [online]. Posledńı revize: 19. 4. 2008. URL: <http://www.

space-electronics.com>
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revize 18. 4. 2008. URL: <http://arxiv.org/html/physics/0207001>.
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2007.
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Manuály, katalogy, dokumentace
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