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Abstrakt 

Tato práce se zabývá n á v r h e m metody, kterou lze měř i t u součást í podvozků au tomobi lů 

důležité mechanické veličiny - souřadnice polohy těžiště a tenzor m o m e n t ů setrvačnost i , 

a to v př ípadě , kdy inženýr n e m á k dispozici počí tačový model dané součást i . P ráce 

problém rozděluje do několika dílčích podprob lémů , př ičemž u každého je navržen po

stup, jak jej lze s dos ta tečnou přesnost í a zároveň s př i ja te lnou náročnos t í vyřeši t . B y l y 

zhotoveny po t ř ebné pomůcky a bylo provedeno měřen í součást í . V závěru jsou porovnány 

změřené hodnoty s teore t ickými a je odhadnuta přesnost , k teré lze touto metodou měření 

docílit . 

Summary 

The aim of the diploma thesis is to create a concept of methods that can be used for 

measurement of important mechanical inertia properties of bodies - the coordinates of 

center of gravity and the the moment of inertia tensor, in case we don't have 3D model 

of these bodies. The thesis divides this problem into several sub-problems and suggests 

the solutions for each of them. Required equipment was created and measurement was 

carried out. A t the end the measured values are compared wi th the teoretical ones and 

accuracy of this method is determined. 
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1. Úvod 
Počí tače se za posledních několik deseti let í dokázaly prosadit prakticky ve všech 

oborech lidské činnosti . Svým vlivem výrazně změnily i au tomobi lový průmys l - auto. 

které dnes sjede z výrobního pásu , je doslova nabité in tegrovanými obvody, tranzistory 

a procesory. Počí tače se prosadily i ve vývoji au tomobi lů . Pomoc í důmyslných p r o g r a m ů 

může inženýr odhadnout, jak se bude auto chovat, ješ tě než bude vůbec vyrobeno. 

I přes veškerou svou dokonalost však počí tače pouze modelují realitu. Podle toho, jak 

přesná data počí tači poskytneme, dostaneme obraz více či méně odpovídaj ící skutečnost i . 

Bez dos ta tečně přesně zadaných vs tupních dat počí tač nemůže nikdy dospět ke smyslu

p lným výsledkům; výpoč ty se vždy vztahuj í k ú d a j ů m , k teré obdrží . 

V mnoha př ípadech m á inženýr k dispozici p ř ímo výrobní výkresy, p ř ípadně i troj

rozměrný model dané součást i . V t akovém př ípadě může počí tač geometrické informace, 

které pot řebuje , zjistit p rávě na základě tohoto modelu. P rob l ém však n a s t á v á v okamžiku, 

kdy po t řebu jeme ve výpočtech použí t těleso, u k te rého jeho t ro j rozměrný model n e m á m e . 

V t akovém př ípadě musí přijít na ř a d u exper imentá ln í metody, k te rými tyto veličiny 

zjistíme. 

Pokud chceme analyzovat pohyb tělesa z hlediska dynamiky, po t řebu jeme zná t 

především jeho důležité mechanické veličiny. A p rávě metodami, k te rými lze u různých 

součást í automobilu zjišťovat mechanické veličiny po t ř ebné pro počí tačové modelování , 

se zabývá tato práce . 

Těleso je z hlediska analýzy pohybových v las tnos t í charakter izováno: 

• polohou těžiště vůči definovanému souřadnému sys tému 

• tenzorem m o m e n t ů setrvačnost i 

• hmotnos t í 

Simulačním p r o g r a m ů m stačí, aby o tělese znaly polohu těžiště , momenty setrvačnost i 

k h lavním osám a hmotnost - tyto veličiny dos ta tečně reprezentuj í těleso pro po t řeby 

výpoč tů vzájemného silového působen í s okolím, kinetické energie tělesa apod. Pokud 

n e m á m e k dispozici počí tačový model tělesa, odkud bychom mohli tyto veličiny dopočí ta t , 

musí přijít na ř a d u měření . 

Tato práce si klade za cíl navrhnout metodu, kterou lze měř i t polohu těžiště a mo

menty setrvačnost i (resp. tenzor setrvačnost i) tak, aby výsledky měření bylo možné využí t 

v programech sloužících k m a t e m a t i c k é m u modelování . Metoda by měla bý t optimali

zována na měřen í součást í podvozků vozidel. Záměrem je zohlednit možnost i l abora toř í 

Ús tavu au tomobi ln ího a dopravního inženýrs tví - zejména zjistit, zda lze pro daný záměr 

využí t specializované vybavení (např. sys tém Tritop). 
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2. Definice hledaných veličin 
2.1. Těžiště 
Těžiště předs tavuje charakter is t ický bod tělesa. Znalost jeho polohy je nezby tná pro 

větš inu dalších výpoč tů . V nehomogenn ím grav i tačn ím poli se s t řed setrvačnost i nenachází 

v působiš t i gravi tační síly (v těžiš t i ) . Grav i tačn í pole Země však lze na naší rozlišovací 

úrovni pok láda t za homogenní , a proto lze oba body z to tožni t - při výpočtech setrvačných 

sil t rans lačn ího pohybu považujeme těleso za h m o t n ý bod, u k te rého se veškerá hmotnost 

nachází p rávě v těžišti . 

Je to bod, jehož souřadnice jsou pro spoj i té těleso definovány [10] jako: 

f r dm 
rt = 1 2.1 

m 
kde m značí celkovou hmotnost tělesa a r polohový vektor elementu dm. 

2.2. Moment setrvačnosti 
Moment setrvačnost i popisuje rozložení hmoty okolo osy o táčení a charakterizuje tak 

setrvačnost tělesa při rotaci. Pro př ípad , kdy známe osu otáčení , je moment setrvačnost i 

definován [13] jakožto integrál přes objem tělesa: 

I r2p (x, y, z) dx dy dz (2.2) 

kde r značí vzdálenost elementu od osy rotace a p (x, y, z) jeho hustotu. 

Pro ro tačn í pohyb tělesa s obecnou osou otáčení lze setrvačné vlastnosti tělesa za 

rotace popsat [19] pomoc í tenzoru setrvačnosti: 

/ h DXy DXz 
I = DXy — Dyz 

v DXz — Dyz h 1 

(2.3) 

Pro jeho jednot l ivé složky p la t í 

/ (y2 + z2) dm 

J (x2 + z2) dm 

J (x2 + y2) dm 

(2.4) 

D. •ni J xy dm 

Dxz — J xz dm (2.5) 

Dyz = Jyz dm 

přičemž x, y a z předs tavuj í souřadnice elementu vůči kar tézskému souřadnému systému. 
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2.2. MOMENT SETRVAČNOSTI 

Složky tenzoru ležící na diagonále (rovnice 2.4) se nazývaj í [3] momenty setrvačnosti 

k osám daného kartézského souřadného systému. O s t a t n í složky tenzoru (rovnice 2.5) se 

nazývaj í deviační momenty. Pro každé těleso lze nalézt t ř i vzájemně kolmé osy (tzv. hlavní 

osy), vůči k t e r ý m m á tenzor setrvačnost i nulové všechny deviační momenty - nenulové 

tak jsou pouze složky nacházející se na hlavní diagonále, k te ré se v tomto př ípadě nazývaj í 

hlavní momenty setrvačnosti. Tenzor setrvačnost i m á potom takovýto tvar: 

(2.6) 
( h 0 0 \ 

1 = 0 J 2 0 

V o o h ) 

Hlavní momenty setrvačnost i plně určují tenzor setrvačnost i . P ro popis ro tačních 

v las tnos t í tělesa n á m stačí zná t pouze hlavní momenty setrvačnost i , orientaci hlavních os 

a polohu těžiště tělesa [22]. 
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3. Přehled základních metod měření 
Pro exper imentá ln í zjišťování polohy těžiště a určování m o m e n t ů set rvačnost i exis

tuje ř a d a pos tupů . Každý z nich m á své přednos t i a nevýhody. Z obecného pohledu 

klademe na všechny metody několik základních požadavků . P ředevš ím pot řebujeme, aby 

jednot l ivé postupy byly: 

• dos ta tečně přesné 

• př i jatelně levné 

• snadno proveditelné (rychlé, bez po t ř eby provádět složité výpoč ty apod.) 

Všechny uváděné metody využívají urč i tých projevů dané veličiny - pomoc í různých me

chanismů převád íme h ledané veličiny na j iné, k te ré můžeme měř i t p ř ímo, p ř ípadně z nich 

můžeme hledané hodnoty dopočí ta t . 

3.1. Metody měření polohy těžiště 

Metody, k te rými lze zjišťovat polohu těžiště součást i , lze rozdělit do dvou skupin - na 

metody statické a dynamické. Dynamické metody, na rozdíl od s ta t ických, vyžadují , aby se 

těleso pohybovalo; z toho důvodu jsou považovány za méně p ř e s n é 1 . Mez i s ta t ické metody 

pa t ř í vyvažovači metoda, metoda více vah a metoda zavěšení tělesa. Mez i dynamické 

potom metoda setrvačných sil a metoda využívající měření momentu setrvačnost i . 

3.1.1. Vyvažovači metoda 

Součást , u k te ré chceme zjistit polohu těžiště, podep řeme na j edné s t raně tak, aby se 

těleso mohlo otáčet podél t é to podpě ry - vznikne tak p e v n á osa otáčení , k t e rá omezuje 

pět ze š test i s t u p ň ů volnosti (viz obr. 3.1). N a d ruhé s t raně změř íme sílu, kterou je n u t n é 

těleso udržovat ve vodorovné poloze. Těleso uvolníme (obr. 3.2 2) a ze znalosti hmotnosti 

tělesa získáme rovnice momentové rovnováhy. N a základě t é t o rovnice můžeme vypoč í ta t 

vzdálenost polohy těžiště od osy otáčení : 

F . 1 — F • r = 0 
1 m h ± g X U (3 1) 

X — . . . 
Jedno měřen í n á m určí jednu rovinu, ve k teré se těžiště nachází . Měření proto pro

vedeme pro t ř i různé polohy tělesa - polohu těžiště pak zjistíme jakožto průsečík t ř í rovin. 

1 Přehled metod mj. čerpá z [7] 
2Cerveně jsou značeny veličiny, které neznáme, černě veličiny, které lze změřit či dopočítat. 
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3.1. METODY MĚŘENÍ POLOHY TĚŽIŠTĚ 

Je zapo t řeb í minimalizovat t ř en í v mís tě podepřen í tělesa. Těleso nejlépe podep řeme 

dvěma os t rými hroty, čímž vytvoř íme požadovanou osu otáčení; v některých př ípadech se 

používají speciální bezdotyková ložiska. 

Obr. 3.1: Nákres vyvažovači metody 

\ 
í 

f \ 
í 

i 
m 

t i 

* í . 
i 

F0 

Obr. 3.2: Schéma uvolnění vyvažovači metody 

3.1.2. Metoda několika vah 

Tato metoda využívá p o d o b n é h o principu jako předchozí . Zkoumané těleso je ve t řech 

bodech podepřeno váhami , p ř ípadně ve dvou bodech v á h a m i a v jednom b o d ě os t rým 

hrotem. Analolgickými výpoč ty jako v p ř ípadě rovnice 3.1 zjistíme dvě souřadnice těžiště 

jakožto průsečík dvou rovin. 

Pro výpočet t ř e t í souřadnice je n u t n é provést další měřen í - zkoumané těleso můžeme 

v h o d n ý m způsobem otočit nebo můžeme naklonit o u rč i tý úhel celou měřící soustavu 

a ze znalosti silových p o m ě r ů a na základě nové silové rovnováhy dopočí ta t chybějící 

souřadnici . 

3.1.3. Metoda zavěšení tělesa 

Tato metoda nevyužívá žádné pevně dané osy otáčení a sys témů vah. Zkoumané těleso 

je volně zavěšeno v jednom bodě - tak, aby byla umožněna rotace okolo vodorovných os. 
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI 

Těleso se us tá l í v poloze, ve k te ré se jeho těžiště bude nacházet na svislici vedené z bodu 

zavěšení. 

Takovéto měření provedeme nejméně dvakrá t , př ičemž pokaždé změníme bod zavěšení 

tak, aby mělo těleso po us tá lení j inou orientaci. Za těžiště považujeme bod, k t e rý se 

nachází v průsečíku př ímek (svislic) vzniklých při jednot l ivých zavěšeních. 

Pro úchyt tělesa se nejčastěji používají n i tě př ipevněné k r ů z n ý m kons t rukčn ím 

p r v k ů m tělesa. U těles některých tva rů lze použí t i j iný postup: těleso nezavěšujeme pod 

urči tý bod, ale naopak těleso p o d e p ř e m e jen v jednom b o d ě a necháme ustá l i t v rov

novážné poloze - h ledané těžiště se pak bude nacházet na svislici nad bodem podepření . 

Tento způsob však lze použí t jen tehdy, pokud lze podporu (ostrý hrot) umís t i t tak, aby 

se nacházela nad těž iš těm tělesa. 

3.1.4. Metoda měřen í sil při rotaci 

Zkoumané těleso je roztočeno okolo svislé osy, a to tak, aby p ředpok ládaná poloha těžiště 

neležela na ose otáčení . Siloměry měř í reakce, k teré toto otáčení vyvolává ve dvou ložiscích 

v různé výšce. Vzniklé síly způsobují dvě veličiny - posun polohy těžiště mimo osu otáčení 

a nevy váženost tělesa vůči t é t o ose. 

Reakce jsou měřeny za různých otáček. Analýzou záznamu naměřených sil z obou 

ložisek urč íme, jak velká část reakce pocház í ze k teré složky - složka způsobená posunu t ím 

osy rotace mimo těžiště se projeví v obou ložiscích se stejnou fází, projev složky způsobené 

nevyváženost í bude mí t na každém ložisku fázi opačnou. Tato metoda je v h o d n á jen pro 

menší tělesa, k t e rá nepoškodí vzniklé ods t řed ivé síly. 

3.1.5. Metoda využívající měřen í momentu setrvačnosti 

Zjistit polohu těžiště lze i p ros t ředn ic tv ím torzního kyvadla používaného pro zjišťování 

m o m e n t ů setrvačnost i (viz dále) . Pokud moment setrvačnost i změř íme pro t ř i různé polohy 

tělesa, lze z naměřených hodnot zjistit souřadnice těžiště . Využívá se p ř i t om vlastnosti 

momentu setrvačnost i , k t e rý je nejmenší , pokud osa o táčení prochází těžiš těm. 

3.2. Metody měření momentů setrvačnosti 

Moment setrvačnost i je veličina charakterizující chování tělesa při rotaci - pro jeho měření 

proto neexistují s ta t ické metody, vždy mus íme měřené těleso nechat rotovat. To lze 

v principu dvěma způsoby - těleso b u ď necháme rotovat okolo urči té osy a nás ledně 

měř íme silové účinky vyvolané momentem setrvačnost i , nebo těleso necháme v h o d n ý m 

způsobem kývat a měř íme projevy momentu setrvačnost i na tomto kyvadle. K základním 

p o s t u p ů m p a t ř í metoda torzního kyvadla, metoda fyzikálního kyvadla spolu s variantami 

vícevláknových závěsů a metoda rotace. 
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3.2. METODY MERENI MOMENTU SETRVAČNOSTI 

3.2.1. Metoda torzního kyvadla 

Metoda je založena na měření periody vlastních k m i t ů torzního kyvadla. Zkoumané těleso 

pevně spoj íme s to rzn ím kyvadlem (tyčí, strunou či v h o d n ý m d r á t e m ) , necháme je volme 

kmitat a měř íme periodu v las tn ího kmi tán í . 

Drá t , k t e rý je vychýlený z rovnovážné polohy o úhel tp, působí proti deformaci 

momentem [11]: 

M = - D V (3.2) 

kde D je direkční moment to rzn ího kyvadla (drá tu) charakterizující dané torzní kyvadlo 3 . 

Závisí na délce krouceného vlákna, jeho poloměru a modulu pružnos t i ve smyku mater iá lu , 

ze k te rého je to rzn í kyvadlo vyrobeno 4 . Pohybová rovnice (net lumených) torzních k m i t ů 

m á tvar: 

Ia=-D(p —> p + j(p = 0 (3.3) 

kde I p ředs tavuje moment setrvačnost i vzhledem k ose torzního kmi tán í . V z t a h 3.3 od

povídá diferenciální rovnici harmonického kmi t án í [13] ve tvaru 

q + - q = 0 (3.4) 
m 

Vlas tn í frekvence ne t lumeného kmi t án í torzního kyvadla Q 0 J e rovna 

Q ° = \/t ( 3 ' 5 ) 

Dosazením vztahu Q 0 — 27r/T, kde T je perioda vlastních k m i t ů torzního kyvadla, a 

úpravou d o s t á v á m e 

T = 2 T T ^ (3.6) 

Nyní můžeme vyjádři t vztah pro výpočet momentu setrvačnost i ze známé periody (netlu

meného) kmi tán í : 
D 

4 V 2 

Pokud měř íme periodu skutečného kyvadla, je n u t n é provést korekci na nulový 

ú t lum. Pohybová rovnice 3.3 neuvažuje t lumení , tedy předpokládá , že se veškerá ener

gie kyvadla plynule mění z kinetické v potenciá ln í a zpět . U skutečného kyvadla však 

dochází k disipaci energie vlivem vni t řn ího t ření , vzdušného odporu a nedokonalé tuhosti 

součást í . V pohybové rovnici t l umeného kyvadla se obvykle p ředpokládá , že je t l umen í 

př ímo úměrné okamži té rychlosti [22]. Pohybová rovnice t lumeného kmi t án í potom vy

padá : 

p + 2b(p + j(p = 0 (3.8) 

T 2 — (3.7) 

3Vztah 3.2 platí, pokud není překročena mez úměrnosti (tzn. platí Hookův zákon). 
4Direkční moment se obvykle zjišťuje experimentálně - použitím vztahů 3.7 a 3.12 a srovnáním s re

ferenčním tělesem, u kterého je moment setrvačnosti známý např. z výpočtů. 
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI 

kde b je součinitel ú t lumu; je považován za konstantu. Dále se zavádí veličina logaritmický 

dekrement ů: 

{> = bTs = ln(—— J (3.9) 
\At+T3J 

kde At a A í + t s jsou dvě amplitudy t l umeného kmi t án í vzdálené o sebe o periodu t lu

meného kmi t án í Ts. 

Součinitel ú t l u m u b lze vyjádři t z rovnice 3.9. Pro úhlovou frekvenci skutečného 

t l umeného kmi t án í se součinitelem ú t l u m u b p la t í [22]: 

n i - b 2 (3.10) 

Odsud lze vyjádři t vztah pro výpočet periody odpovídaj íc í ne t l umenému v las tn ímu kmi tán í , 

neboli vztah pro korekci periody kyvu na nulové t lumení : 

T 2 4TT 2 

4TT 2 + T? b2 

(3.11) 

Př i realizaci měřen í umís t íme obvykle těleso tak, aby osa torzního kyvadla procházela 

těžiš těm. Měříme periodu t lumeného kmi t án í Ts a součinitel ú t l u m u b. P ros t ř edn ic tv ím 

vztahu 3.11 provedeme korekci a periodu ne t lumeného kmi t án í To dosadíme do vztahu 

3.7. Analogicky lze měř i t moment setrvačnost i nikoli zavěšením samotného tělesa, ale 

umís těn ím tělesa na v h o d n ý torzně kmitaj íc í r ám. V takovém př ípadě p la t í vztah: 

Ir + h (3.12) 

kde Ic je moment setrvačnost i soustavy těleso + r ám, Ir moment setrvačnost i r á m u a 

It moment setrvačnost i měřeného tělesa. F i rma Space Eletronics k měřen í m o m e n t ů se

t rvačnos t i touto metodou používá [7] zvláš tního zařízení (viz obr. 3.3). Součást je zde 

Osa oscilace 

Těžiště 
Zkoumané těleso 
Oscilující stůl (podložka) 

Vzduchové bezkontaktní 
ložisko 

Fotoelektrický VIIL. 
čjsovv senzor J\ 

Torzní tyč 

Obr. 3.3: Schéma měřiče momentu setrvačnost i firmy Space Electronics 
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI 

umís těna na podložce, k t e r á osciluje spolu s tělesem. Periodu měř í fotoelektrický časový 

senzor, bezkon tak tn í vzduchové ložisko minimalizuje t řen í a udržuje osu oscilace ve stálé 

poloze. 

3.2.2. Metoda kývání fyzikálního kyvadla 

Metoda je založena na p o d o b n é m principu, těleso však neosciluje torzně , ale okolo vo

dorovné osy. Těleso kývající se okolo vodorovné osy díky vlas tn í tíze se nazývá fyzikální 

kyvadlo. N a obr. 3.4 jsou znázorněny síly, k teré na kyvadlo působí . Těleso uvolníme vůči 

osám ve směru normály a tečny pohybu. 

Obr. 3.4: Odvození pohybových rovnic fyzikálního kyvadla 

n : m an = Fi — Fg cos (p (3.13) 

t : m at = —Fgsmip (3-14) 

M : I a = —Fg sinip • l (3.15) 

Po dosazení za Fg dostaneme [8] pohybovou rovnici fyzikálního kyvadla: 

m gl 
(p H —sm</? = 0 (3.16) 

kde I je moment setrvačnost i tělesa vůči ose kýván í a (p okamži tá úhlová výchylka kyvadla. 

J e d n á se o nel ineární obyčejnou diferenciální rovnici druhého řádu, kterou mus íme řešit 

numericky [9] - a toto řešení je poměrně náročné. 

Řešení takovéto rovnice se proto obvykle u d á v á pro malé hodnoty amplitudy kyvu, 

kdy lze kmi t án í považovat za harmonické . P ro tože pla t í 

l im í ^ £ ) = l (3.17) 

pok ládá se pro úhly ip < 5° 

sin 99 = ip (3.18) 
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI 

V takovém př ípadě rovnice 3.15 přejde na tvar 

mol , . 
+ — p ^ = 0 (3.19) 

Takovýto tvar je analogický k rovnici 3.3, př ičemž i zde se zavádí pojem direkčni moment 

D = mgl. Opět se j e d n á o rovnici ne t lumených harmonických k m i t ů (rovnice 3.4). Vlas tn í 

frekvence k m i t á n í Q0 je rovna 

íi„ = sj^f- (3.20) 

Pro periodu vlas tn ího (net lumeného) k m i t á n í T z ískáváme 

T = 2TTJ (3.21) 
V mgl 

kde m je hmotnost zkoumaného tělesa a / vzdálenost těžiště od osy otáčení . Úpravou pak 

dostaneme: 

/ = T 2 ^ 4 - (3.22) 
4 n2 

V z t a h se používá pro úhly tp < 5°. Analogicky se zavádí logari tmický dekrement a provádí 

se korekce na nulové t l umen í jako v př ípadě torzního kyvadla 5 : 

T2 4 ? r 2 

4ir*'+T*V> (3-23) 

Ze změřené periody t l umeného kyvadla TS a součinitele ú t l u m u b spoč í táme odpovídaj ící 

periodu ne t lumeného k m i t á n í To, kterou dosadíme do vztahu 3.22. Diferenciální rovnice 

fyzikálního t l umeného kyvadla m á tvar: 

Til O l 

íp + 2bLp + — j - s i n ^ = 0 (3.24) 

resp. v p ř ípadě uvažování z jednodušení sin ip = ip: 
Til Q l 

(p + 2bLp + — j - (p = 0 (3.25) 

Ampl i tuda kyvu ipm je tedy funkcí času. Ve skutečnost i není kons tan tn í ani perioda 

kmi tu T; je funkcí p rávě amplitudy tpm. K m i t á n í fyzikálního kyvadla není harmonické, 

za harmonické se obvykle považuje jen oblast pro malé amplitudy. Z l imity 3.17 je vidět , 

že s klesající amplitudou ipm pohybová rovnice fyzikálního kyvadla 3.16 přechází ve zjed

nodušený tvar 3.19, tzn. zvětšuje se přesnost z jednodušených vz tahů . Můžeme proto psá t 

/ = l im [ T ( V m ) f ^ (3.26) 

Př i měřen í je proto nezbytné udržovat amplitudu kyvu pokud možno co nej menší . Na 

druhou stranu tento požadavek činí obt ížnějším měřen í periody. 

m g l 

5 I u této redukce se předpokládá, že je součinitel útlumu konstantní - tento předpoklad bude dále 
rozebrán v kapitole 7.4.4. 
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3.2. METODY MĚŘENÍ MOMENTŮ SETRVAČNOSTI 

3.2.3. Metoda vícevláknových závěsů 

Tato metoda (resp. skupina metod) t ak též využívá kýván í tělesa působen ím gravitace. 

Těleso je zavěšeno ve více než jednom bodě . 

V př ípadě dvouvláknového závěsu se stejnou délkou vláken těleso nevykonává ro tač

ní, ale pouze t rans lační pohyb - t ra jektor i í tvoř í část kružnice. V pohybové rovnici proto 

nefiguruje člen sin tp, k te rý zapříčinil nelinearitu pohybové rovnice u fyzikálního kyvadla. 

Řešení je proto jednodušš í . O b d o b n ě se používají vícevláknové závěsy k to rzn ím k m i t ů m . 

Obvykle u těch to metod bývá problemat ická p rak t ická realizace. Je obt ížné zajistit, 

aby těleso vykonávalo výh radně ten pohyb, k te rý uvažujeme v pohybových rovnicích. 

3.2.4. Metoda rotace 

U t é t o metody se měřené těleso nenechá kývat , ale roztáčí se působen ím kons tan tn ího 

momentu. Jako základ se užívá j ednoduchá pohybová rovnice: 

Mt = la (3.27) 

Možné u spo řádán í měření [1] ukazuje obrázek 3.5. Závaží hmotnosti m působí přes 

strunu na cívku na poloměru r a roztáčí tak měřené těleso (včetně p ř ípadného r ámu) 

kons t an tn ím momentem Mt = mg r. Je měřeno úhlové zrychlení a 6 . Ze vztahu 3.27 pak 

lze dopočí ta t moment setrvačnost i / vůči ose rotace. V z t a h neuvažuje z t r á t y způsobené 

t řen ím, vzdušným odporem atd., je proto nezbytné provádě t korekce. 

Obr. 3.5: Uspořádán í měřen í metodou rotace. 

K měření zrychlení se používá například optická závora. Její princip je včetně ukázky popsán v ka
pitole 7.4.1 
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4. Měření polohy těžiště 
Metoda zavěšení p o p s a n á v kapitole 3.1.3 se p o t ý k á se zásadn ím p rob lémem -

je obt ížné při každém zavěšení určovat souřadný systém, pokud je spojený s měřeným 

tělesem, p ř ípadně zjišťovat polohu tělesa vůči souřadnému sys tému spojenému se zemí. 

Proto se př i měření polohy těžiště součást í nejčastěji používá něk te rá z metod, kde po

lohu těžiště určuje silová rovnováha (obr. 3.2). V t é to kapitole bude ukázáno , jak lze tento 

problém metody zavěšení vyřešit . 

Měřit polohu tělesa lze kon tak tně či bezkon tak tně . Pokud však chceme těleso zavěsit 

v jednom b o d ě a měři t jeho polohu vůči svislici procházející bodem zavěšení, kontakt 

měř id la s takto zavěšeným tělesem znehodno t í požadovaný výsledek. Z tohoto důvodu je 

nezbytné použí t t akový způsob určení polohy, k te rý polohu zavěšeného tělesa neovlivňuje. 

Bezkon tak tn ím měřen ím polohy se zabývá obor fotogrammetrie. 

4.1. Základní principy fotogrammetrie 

Fotogrammetrie1 je technika měřen í dvourozměrných či t ř í rozměrných objek tů , k t e r á 

využívá jako svůj základ fotografie 2. Měřený objekt je nejprve v h o d n ý m způsobem nafocen 

a posléze z tohoto souboru fotografií u rč i tý algoritmus vypoč í tá polohu b o d ů tělesa, 3D 

mapu apod. Fotogrammetrie se používá zejména pro tvorbu topografických map, v tech

nice se pomocí ní měř í např ík lad deformace karoserie při crash testech. Za její hlavní 

přednos t i lze považovat předevš ím vysokou přesnost a skutečnost , že se j e d n á o bezkon

taktní metodu. 

Fo togrammet r ický sys tém se obvykle skládá z dvou klíčových p rvků - kval i tního 

fo toapará tu a počí tače s př í s lušným softwarem. Dále sys tém doplňují p ř edmě ty přesných 

rozměrů sloužící ke kalibraci sys tému (kalibrační tyče), soubor referenčních b o d ů a další 

p ř ípadné přís lušenství . 

Základní princip, k te rého fotogrammetrie využívá, se nazývá triangulace. Samo

s t a t n á fotografie obsahuje pouze dvourozměrnou informaci o měřeném objektu, proto je 

k měřen í n u t n é získat nejméně dvě fotografie z různých pozic. Sys tém z nich u m í spočí ta t 

tzv. paprsky spojující body na objektu s fo toapará tem a nás ledně i 3D souřadnice těchto 

b o d ů 3 . Sys tém zároveň pot řebuje provést tzv. resekci, neboli zjistit p řesnou polohu fotoa

p a r á t u a jeho orientaci v okamžiku focení. Z tohoto důvodu a kvůli redukci nepřesnos t í se 

obvykle využívá více než dvou fotografií. Zpravidla se při výpočtech neuvažují rozměrové 

1 Obecné informace o fotogrammetrii čerpají z [4] a [5]. 
2Principiálně se však může jednat i například o skeny apod. 
3 Jedná se o podobný princip, na jakém pracuje lidský zrak. Mozek z dvou různých pohledů ("fotografií" 

očí) dokáže určit nejen 2D rozměry, ale i vzdálenost předmětů. 
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4.2. FOTOGRAMMETRICKÝ SYSTÉM TRITOP 

jednotky. Sys tém proto pot řebuje zná t přesnou vzdálenost min imálně dvou bodů , k teré 

mu pomohou urči t měř í tko výpočtů ; k tomu slouží kal ibrační tyče známých rozměrů. 

4.2. Fotogrammetr ický systém Tritop 

Fotogrammet r ický sys tém Tritop vyvíjí firma G O M - Gesellschaft für Optische Mess

technik. Slouží k přesnému měřen í prostorových souřadnic b o d ů na objektu. Bude použi t 

v t é t o práci jako hlavní pros t ředek k určení polohy těžiště součást í . 

Sys tém Tr i top 4 tvoř í několik část í (viz obr. 4.1): digi tální fo toapará t s pevnou oh

niskovou vzdálenost í , prs tencový blesk, sada kódovaných referenčních bodů , sada nekódo

vaných referenčních bodů , certifikované kal ibrační tyče a počí tač s na ins ta lovaným soft

warem, k te rý provádí výpočty. 

Samotné měřen í p rob íhá ve čtyřech základních krocích. Nejprve mus íme těleso při

pravit k měření - označit je tzv. nekódovanými referenčními body a vhodně do jeho 

blízkosti umís t i t kódované referenční body a kal ibrační tyče. Po té je nu tné vyfotit do

s ta tečné množs tv í fotografií podle urč i tých pravidel, nás ledně nafocená data převést do 

P C , k te ré provede výpočty. Pos ledním krokem je postprocessing, tedy zpracování namě

řených souřadnic podle potřeby. Typický postup práce popisuje kapitola 4.4. 

Obr. 4.1: Sys tém Tritop. Počí tač , fo toapará t s bleskem, kal ibrační tyče, sady kódovaných 

a nekódovaných bodů , paměťové méd ium. 

4Veškeré informace o systému Tritop čerpají z [27] a [28]. 
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4.3. FORMULACE DÍLČÍCH PROBLÉMŮ A JEJICH ŘEŠENÍ 

4.3. Formulace dílčích problémů a jejich řešení 

Základní myšlenka je j ednoduchá - po t řebu jeme několikrát zavěsit měřenou součást a 

pokaždé zjistit orientaci součást i a svislice procházející bodem zavěšení. Problematiku 

lze rozdělit do t ř í částí: po t řebu jeme v h o d n ě zvolit s o u ř a d n ý s y s t é m a nás ledně po

psat v z á j e m n o u polohu s o u č á s t i a svislice z bodu zavěšení vůči tomuto sou řadnému 

systému. Poté , co uskutečn íme a změř íme jednot l ivá zavěšení, po t řebu jeme z rovnic jed

notl ivých svislic v y p o č í t a t polohu t ě ž i š t ě . 

4.3.1. Volba souřadného systému 

Jako nejvýhodnějš í se ukazuje spojit souřadný sys tém př ímo s m ě ř e n ý m tělesem. Základní 

metoda, kterou používá Tritop pro definování souřadného systému, je tzv. 3-2-1 transfor

mace, u k teré z adáváme pos tupně t ř i , dva a jeden bod ležící ve t řech rovinách tvořených 

osami. Čas to je nezbytné tyto body nejprve vytvoř i t - např ík lad u válcového tělesa 

p rok ládán ím nalézt dva body ležící na jeho ose apod. 

4.3.2. Určení rovnice svislice 

Pot řebu jeme urči t rovnici svislice, tedy rovnici p ř ímky vedoucí ve směru působen í gra

vi tační síly a procházející bodem závěsu. Sys tém Tritop nabízí vedle měření polohy 

kódovaných a nekódovaných b o d ů i zjišťování polohy tzv. features. U m í nalézt např . ručně 

kreslenou čáru nebo hranu. Pro naše po t ř eby m á v ý z n a m možnos t rozpoznat Pipe or Con-

trast Line - neboli "trubky" (a kon t ras tn í čáry) . Pokud těleso zavěsíme na dos ta tečně 

dlouhé vlákno (niť nebo ohebný d r á t ) , bude mí t toto vlákno svislý směr a p ř ímka j ím 

procházející bude procházet i h l e d a n ý m těžiš těm. Z pohledu Tri topu není v lákno ničím 

j iným než velmi tenkou trubkou, u k teré souřadnice polohy u m í urči t . 

Každé těleso zavěsíme na niť nebo dos ta tečně pevný a zároveň ohebný drá t . Pomocí 

příkazu Pipe or Contrast Line Tritop toto v lákno rozpozná - vytvoř í soubor mnoha bodů , 

které leží ve s t ředech průřezů po celé délce ni tě . Vzniklými body lze proložit p ř ímku, k te rá 

odpovídá h ledané svislici. 

4.3.3. Výpočet polohy těžiště z rovnic př ímek 

Jako výsledek každého zavěšení tělesa dostaneme p ř ímku - svislici procházející ve svislém 

směru bodem závěsu, resp. získáme dvojici b o d ů , k teré tuto svislici definují (viz dále) . 

Všechny svislice by se teoreticky měly p ro t ína t v jednom bodě - těžišt i . Stačily by n á m 

tak jen svislice ze dvou zavěšení a polohu těžiště bychom určili jako průsečík různoběžek. 

Ve skutečnost i tomu tak však není - kvůli nepřesnos tem měřen í se ne jedná o různoběžky, 

ale o mimoběžky. Za těžiště proto označíme bod, k te rý m á od obou př ímek nejmenší 

vzdálenost - takový bod bude ležet upros t řed příčky těchto mimoběžek. 
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4.4. POSTUP MĚŘENÍ JEDNOHO ZAVĚŠENÍ SYSTÉMEM TRITOP 

Nechť maj í pa ramet r i cké rovnice př ímek (svislic) tvary 

P i = [Ax,Ay,Az] + í i (slx,sly,slz) (4.1) 

P 2 = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z), (4.2) 

kde A = (Ax, Ay, Az) je souřadnice jednoho bodu dané p ř ímky a (s\x, siy, siz) její směrnice 

a B = (Bx, By, Bz) a (s2x, s2y, s2z) to též pro druhou svislici. 

Potom bude mí t příčka směrový vektor (spx, spy, spz) kolmý na obě přímky. Získáme 

jej vektorovým součinem směrových vektorů přímek: 

(spx, Spy, spz) = (slx, sly, slz) x (s2x, s2y, s2z) (4.3) 

Př íčka bude mí t pa ramet r i cký tvar 

[AX, Ay, Az~\ + t\ (SlX, S\y, S\Z 

) = [Bx, By, Bz] + t2 (s2x, s2y, s2z) + tp ( 
) (4-4) 

Což je v p o d s t a t ě soustava t ř í rovnic s neznámými parametry t\ a t2 a tp. Řešením 

soustavy a dosazením p a r a m e t r ů t\ a t2 do rovnic 4.1 a 4.2 získáme dva kra jn í body 

příčky. Hledané těžiště , neboli bod ležící v nejmenší vzdálenost i od obou př ímek, se bude 

nacházet ve s t ředu mezi t ěmi to body. 

Pokud provedeme více než dvě zavěšení, bude každé dvojici p ř ímek odpovída t jedna 

vypoč tená dílčí poloha těžiště. Pro n zavěšení dos t áváme n-(n — 1) /2 vypoč tených dílčích 

poloh těžiště. Jako celkový výsledek označíme p r ů m ě r n o u hodnotu z těch to dílčích poloh. 

Vzhledem k rozsáhlost i výpoč tů , k teré je t ř e b a provést p řed vypoč ten ím polohy 

těžiště , byl vy tvořen program Těžiště 2.0 v p rogramovacím jazyce Delphi. Podrobnosti 

o jeho funkci se nalézají v kapitole 4.5. 

4 . 4 . Postup měření jednoho zavěšení sys témem Tritop 

4.4.1. Př íp rava měření 
A b y bylo možné měřenou součást vhodně zavěsit , byl vyroben výškově s tavi te lný sto

jan (obr. 4.2). Jako vlákno zavěšení lze zvolit např . černou režnou nit; pokud je těleso 

hmotnějš í , použi jeme dos ta tečně p ružný d rá t . D r á t nesmí na sobě mí t zlomy - pokud jej 

napneme, musí mí t tvar přímky. Osvědčilo se použí t obyčejnou kytarovou strunu; hodí 

se její kovové poutko na konci, díky k te rému můžeme snadno vytvoř i t smyčku vhodnou 

k uchycení tělesa. 

Samotnou součást nás ledně označíme nekódovanými referenčními body. Důležité 

jsou předevš ím plochy, k teré budou později definovat souřadný sys tém (viz dále) . U velmi 

malých p ř e d m ě t ů by teoreticky mohla hmotnost těch to papírových nálepek ovlivnit i po

lohu těžiště tělesa. U součást í podvozků vozidel, na které se zaměřuje tato práce , však 

můžeme jejich vl iv zanedbat. 
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4.4. POSTUP MĚŘENÍ JEDNOHO ZAVĚŠENÍ SYSTÉMEM TRITOP 

Nyní těleso zavěsíme pomoc í v lákna na stojan. P ro tože těleso takto budeme zavěšovat 

několikrát , je vhodné dodržovat u rč i tá pravidla. Pot řebujeme, aby jednot l ivé svislice, k teré 

vzniknou jednot l ivými zavěšeními, nebyly vzájemně rovnoběžné, resp. aby se úhel mezi 

libovolnou dvojicí pokud možno co nejvíce blížil 90°. Body na tělese, ve k terých těleso 

zavěšujeme, volíme s ohledem na tento požadavek. 

V tomto okamžiku se p r avděpodobně objeví další dílčí problém. Součást zavěšená 

na v lákně je velmi nestabi lní , a to z hlediska rotace okolo svislice zavěšení. Sys tém Tritop 

vyžaduje, aby se poloha jednot l ivých b o d ů b ě h e m měření neměni la - volně zavěšené těleso 

však více či méně rotuje; a pokud se ustál í , s tačí slabý proud vzduchu, aby se vychýlilo 

- což měřen í znemožní . Z toho důvodu po t řebu jeme jeden s tupeň volnosti (rotaci okolo 

svislé osy) odebrat. Lze tak učinit zapřen ím tělesa o oporu spojenou se zemí, ovšem jen 

za podmínky , že tato opora zamezuje výh radně rotaci a nevychyluje součást z rovnovážné 

polohy. Opora by se měla tělesa dotýkat na pokud možno co největš ím rameni od svis

lice zavěšení. Možné řešení ukazuje obr. 4.2. Výsledky měřen í na součástech ukázaly, že 

p ř ípadné zkreslení vzniklé touto oporou lze zanedbat. 

Kromě toho je vhodné volit bod zavěšení tak, aby se nacházel pokud možno co 

nejdále od p řepok ládané polohy těžiště - pokud se nachází příliš blízko, je moment gra

vi tační síly, k t e rý udržuje těleso v rovnovážné poloze, příliš ma lý a zavěšené těleso se 

Obr. 4.2: Stojan, k t e rý slouží k zavěšení tělesa pro po t ř eby měření polohy těžiště součásti . 

Za v láknem (nití) je na flexibilním rameni upevněno bílé pozadí . 
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4.4. POSTUP MĚŘENÍ JEDNOHO ZAVĚŠENÍ SYSTÉMEM TRITOP 

Obr. 4.3: Detai l závěsu stojanu. 

stane nes tabi ln ím, což způsobí obdobné problémy jako v předchozím př ípadě . Vhodnou 

volbou bodu zavěšení lze tyto problémy omezit. 

Dále po t řebu jeme zajistit takové podmínky , aby sys tém Tritop dokázal s dos ta tečnou 

přesnost í rozpoznat polohu vlákna. Tritop v lákno (resp. Pipe or Contrast Line) rozeznává 

na základě kontrastu oproti okolí. Vyžaduje , aby vlákno mělo černou barvu a pozad í bílou 

(nebo naopak). Samotné vlákno je tedy vhodné na t ř í t na černo a v těsné blízkosti za ně 

umís t i t bílé pozadí . Jedno z možných řešení, jak toho docílit , ukazuje obr. 4.2; bílé pozadí 

- pap í r - je upevněn na rameni, k te ré umožňuje měni t jeho polohu. 

Nakonec je nezbytné rozmíst i t do okolí stojanu kal ibrační tyče a kódované referenční 

body. Tritop pot řebuje , aby se na každé fotografii nacházelo min imálně pět kódovaných 

b o d ů a zároveň aby se každý kódovaný bod nacházel nejméně na t řech fotografiích [28]. 

Proto je t ř e b a body rozmíst i t tak, aby se objevily na co nejvíce fotografiích a zároveň aby 

neexistoval pohled, ve k t e r ém by j ich byl nedostatek. Možné řešení zobrazuje obr. 4.2. 

4.4.2. Fotografování zavěšené součásti 

Př i fotografování zavěšené součást i je n u t n é dodržovat pravidla uvedená v [27] a [28]. Nej

prve provedeme kal ibrační sn ímky - čtyři sn ímky otočené vždy o 90 s tupňů . Po té vyfotíme 

sérii sn ímků stojanu i součást i . Pozornost se musí zaměřovat předevš ím na body, k teré 

budou definovat souřadný systém, a na v lákno zavěšení. Fotografie by měly měřený ob-
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jekt pokud možno rovnoměrně obklopovat - výrobce doporučuje , aby fotografující měřený 

objekt obcházel a fotil sn ímky ve t řech různých výškových rovinách. 

V t é to práci bylo fotografováno digi tální zrcadlovkou Fuji S2 Pro s objektivem Nik-

kor s pevnou ohniskovou vzdálenost í f — 24 mm při citlivosti ISO 400, cloně 11 a času 

závěrky 1/125 s. 

4.4.3. Zpracování výsledků v počítači 

Zpracování fotografií p rob íhá v software dodávaném spolu se sys témem Tr i top 5 . Nejprve 

je n u t n é vytvoř i t nový projekt - definujeme použi té kal ibrační tyče, sadu kódovaných 

referenčních b o d ů a parametry použi tého fo toapará tu . Po té , pokud kvalita nafocených 

fotografií dostačuje, na jejich základě Tritop vypoč í t á polohu jednot l ivých referenčních 

b o d ů a zobrazí výsledek ve 3D pohledu. 

V dalším kroku po t řebu jeme definovat souřadný systém. Obvykle použijeme již 

zmíněnou 3-2-1 transformaci Zde se postup pokaždé liší v závislosti na tvaru součást i 

a na tom, jak požadujeme zorientovat souřadný systém. P ros t ř edn ic tv ím nab ídky Primi-

tives a výběrem vhodných b o d ů vytvoř íme na součást i po t ř ebné body definující souřadný 

sys tém - po t řebu jeme t ř i body ležící v rovině tvořené osami x a y, dva body ležící v rovině 

tvořené osami x a z a jeden bod ležící v rovině tvořené osami y a, z. 

V nabídce Operations - Transformations - 3-2-1 Transformation tyto body vybe

reme a Tritop souřadný sys tém podle těch to b o d ů zorientuje. J e d n á se o velmi důleži tou 

část měření , ve k te ré čas to dochází k chybě - je nezbytné ověřit , že ve všech zavěšeních 

souřadný sys tém definujeme stejně, v opačném př ípadě dostaneme nesmyslné výsledky. 

Dále je n u t n é zjistit polohu svislice. V nabídce Features - Line - Pipe or Contrast 

Line urč íme, j aký druh čáry použ íváme (hodnotu color nas t av íme na black). Vybereme 

fotografii, na k teré je v lákno dobře vidět a t ažen ím označíme oblast, ve k te ré se m á Tritop 

snažit v lákno nalézt - vznikne tak d louhý úzký obdélník. Po tv rd íme stiskem pravého 

t lač í tka myši. Vybereme j inou fotografii, na k teré je v lákno vidět pod j i n ý m úhlem, a se 

stisknutou klávesou C t r l označíme v d ruhé fotografii bod vlákna. Pokud kvalita fotografií 

dostačuje, Tritop vlákno rozpozná a proloží j í m množs tv í bodů . 

V pos ledním kroku body vybereme 6 . V nabídce Primitives - Lines zvolíme možnost 

Best Fit Line, k t e rá n á m t ěmi to body proloží p ř ímku - tato p ř ímka odpov ídá h ledané 

svislici. Program Těžiště 2.0 po t řebuje zná t souřadnice dvou (libovolných) b o d ů , k teré 

na t é to př ímce leží. Body definujeme př íkazem Primitives - Points - Points from line. 

Souřadnice těch to dvou b o d ů jsou souřadnice , k teré vk ládáme do programu Těžiště 2.0 

jako body definující j ednot l ivá zavěšení. 

5Pozn. Tato práce předkládá pouze základní postup měření - podrobný návod, jak s Tritopem pracovat, 
obsahuje [27] a [28] 

6 V obrázku stiskneme pravé tlačítko a volbu Select area, poté body ohraničíme čarou a potvrdíme 
pravým tlačítkem. 
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4.5. Popis funkce programu Těžiště 2.0 

Součást í t é t o diplomové práce je program Těžiště 2.0 vy tvořený v programovacím ja

zyce Borland Delphi . Slouží k výpoč tu samotné polohy těžiště ze souřadnic bodů , k teré 

určují jednot l ivé svislice zavěšení, zároveň umožňuje odhadnout chybu měření . Program 

se nachází na při loženém C D , a to včetně zdrojových kódů. 

Obrázek 4.4 ukazuje základní obrazovku programu. V rolovacím menu (pozice 4) se 

volí počet provedených zavěšení. V pravé části obrazovky se do jednot l ivých políček (5) 

zadávaj í souřadnice dvojic bodů , k te ré určují přís lušné svislice zavěšení získané z Tritopu. 

Program pracuje bezrozměrově, tzn. výpoč ty provádí jen číselně, bez použi t í jednotek. 

Souřadnice lze zadáva t p ř ímo nebo načíst ze souboru, jehož adresa se zadává do pole 1. 

Po stisku t lač í tka N a č t i s o u ř a d n i c e ze souboru — 3 program nač te souřadnice b o d ů 

do přís lušných polí. K výběru souboru lze využí t t lačí tko P r o c h á z e t — 2. V okamžiku, 

kdy jsou všechna data správně zadána , zahájí výpočet stisk t lač í tka S p o č í t e j polohu 

t ě ž i š t ě — 6. 

Postup, k t e r ý m program provádí výpočet , p rob íhá v těchto krocích: 

1. Program do vhodných p roměnných nač te souřadnice b o d ů definujících jednot l ivé 

svislice zavěšení (obr. 4.4, pozice 5). 

|gBStart|| £g ^ ^ II ^Ac roba t Reader . | QCiVSkolaVVUT F. .| [Ť] TeXmcCenler • [ ||ľjŕ Pipjectl Q ä ! 15:46 

Obr. 4.4: Program Těžiště 2.0 - z adáván í vs tupních dat. 
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2. N a základě informace o poč tu provedených zavěšení z rolovacího menu 4 program 

určí, kolika způsoby lze vytvoř i t dvojice z těchto svislic (a tedy kolik z ískáme dílčích 

poloh těžiště) a určí pořad í , ve k t e r ém bude výpočet těchto dílčích poloh p o č í t a t 7 . 

3. Program ze vs tupních dat určí rovnice svislic zavěšení ve tvaru 

Pí [^zi; Ayi, Az^ -\- íj Axi, Byi Ayij B zi AZjj (4.5) 

kde Axi, Ayi, Azi, Bxi, Byi a Bzi jsou souřadnice b o d ů určujících svislici i-tého 

zavěšení z pole 5 a čj je parametr t é t o svislice. J e d n á se o tvar odpovídaj ící rovnicím 

4.1 a 4.2. 

4. V pořad í u rčeném v b o d ě 2 program na základě v z t a h ů 4.3 a 4.4 vypoč í t á pro každou 

dvojici svislic odpovídaj ící polohu krajních b o d ů příčky a z ní i dílčí polohu těžiště. 

5. Výslednou polohu těžiště program spočí tá jako p r ů m ě r dílčích poloh těžišť získaných 

jednot l ivými kombinacemi svislic zavěšení. 

6. Výsledky vypíše na obrazovku. 

JťTěžišlě 2.0 

Počet naměřených zavěšení: |5 TJ  

Spocílej polohu těžiště 

T = (-10,008; -24,926; -15) 

T(1.2] = 
T[V3] = 
T(2.3] = 
T[V4] = 
T(2.4] = 
T[34] = 
T(1.5] = 
T[25] = 
T(3.5] = 
T[45] = 

•9,97933161835899; 
1,97296861121836; 
1.98576612649113; 
1,99091014731423; 
1.99078974265076; 
0,0111336411308; 
1.93126929159449; 
0,0217087780911; 
0.1043111303161; 
0,0958126723095; 

-24.9911990413773; 
-24.898038598908; 
-24.9047941959437; 
•24.8485885485348; 
-24.997199591511; 
•24.8844745841818; 
-24.9959927599579; 
•24.8802880521858; 
-25.0059794335914; 
•24.8733003488818; 

•15.0107591005997] 
5.0042881737474] 
•14.9959913999355] 
•15.012013848188] 
5.0009529057999] 
•14.8855008880531] 
•15.0357549497914] 
•15.018015723448] 
•14.9939977325219] 
•14.8378485588848] 

Odchylky dílčích bodů od těžiště 

Odchylka leaste 1:2= 0.055 
Odchylka leziste 1:3= 0,045 
Odchylka leaste 2:3 = 0.031 
Odchylka leľ iste 1:4= 0,08 
Odchylka leaste 2:4 = 0.061 
Odchylka leľ iste 3:4= 0,035 
Odchylka leziste 1:5 = 0,11 
Odchylka leaste 2:5= 0.068 
Odchylka leziste 3:5= 0,125 
Odchylka leaste 4:5= 0.117 

Odchylky přímek 

Odchylka přímky 1: 0,058 
Odchylka primky 2: 0.025 
Odchylka přímky 3: 0,008 
Odchylka primky 4: 0.062 
Odchylka přímky 5: 0,094 
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Z a v ě š e n í č. 1 

Z a v ě š e n í č. 2 

Z a v ě š e n í č. 3 

Z a v ě š e n í č. A 

Z a v ě š e n í č. 5 

|CA9kola\VUTFSI\!!Dipbmka\Delphi\ Načti souřadnice ze souboru 

11 

i<5larl| # M C 33 II E|Aciobal Reader - [dipl. .| Q C:\SkolaWUT FSIMI... | [T] TrinicCenler - [tBje. | ̂ Projedl ' 

Obr. 4.5: Program Těžiště 2.0 - výsledek výpoč tů . 

7Např. pokud jsme provedli tři zavěšení, máme tři způsoby, jak vytvořit dvojice svislic a získáme 
tak tři dílčí polohy těžiště. Program určí, že nejprve spočítáme "průsečík" 1. svislice s 2., poté 1. s 3. a 
nakonec 2. s 3. Podobně u čtyř zavěšení získáme 6 možných "průsečíků" - 1. s 2., 1. se 3., 2. se 3., 1. se 
4., 2. se 4. a 3. se 4. U pěti zavěšení analogicky. 

22 

file://C:/SkolaWUT


4.6. ODHAD CHYBY MĚŘENÍ POLOHY TĚŽIŠTĚ 

N a obrázku 4.5 je zobrazena výs tupn í obrazovka programu Těžiště 2.0. N a pozici 7 

se zobrazí vypoč tené souřadnice těžiště rx, ry a rz. Následuje výpis mezivýsledků. N a 

pozici 8 program ukáže souřadnice vypoč tených dílčích poloh těžišť; úda j v závorce říká. 

které kombinaci svislic zavěšení odpovídá d a n á dílčí poloha těžiště . Program dále spočí tá 

vzdálenost jednot l ivých dílčích poloh těžišť od výsledné hodnoty a zobrazí je na pozici 9. 

Vypoč tené výsledky lze uložit do souboru po kl iknut í na t lačí tko 11. 

4.6. Odhad chyby měření polohy těžiště 
Důleži tou informaci ve výs tupu programu Těžiště 2.0 dává úda j na pozici 10. J e d n á 

se o vzdálenost jednot l ivých svislic zavěšení definovaných vs tupn ími body od vypoč tené 

polohy těžiště zobrazené na pozici 8. P la t í , že čím nižší čísla se zde objeví, t í m přesnějších 

výsledků měřen í dosáhlo. Pro po t ř eby určení přesnost i , j aké jsme měřen ím dosáhli , je 

p o t ř e b a použí t vztah pro střední kvadratickou chybu vypočtené hodnoty <ř [21]: 

\ n(n 

1 n 

- n ^ 1 
(4.6) 

Hodnota a určuje, s jakou přesnost í odpovídá vypoč tená poloha skutečné poloze těžiště. 

Těžiš tě součást i se bude nacházet v prostoru tvaru koule - tzv. koule přesnosti se s t ředem 

ve vypoč tené poloze (rx, r u- a s po loměrem RP. Hodnotu RP zjistíme jako násobek 

s t řední kvadrat ické chyby a tzv. studentova součinitele k [23]: 

R„ k • a (4.7) 

Koeficient k je určen p ravděpodobnos t í , s jakou požadujeme, aby se skutečná poloha 

těžiště nacházela uvn i t ř t é to koule, a p o č t e m měřen í (resp. zavěšení). Typické hodnoty 

pro počet zavěšení n a požadovanou p ravděpodobnos t P ukazuje tabulka 4.1 [20]. Je vidět , 

že s ros toucím p o č t e m zavěšení se poloměr koule přesnost i zmenšuje. 

Uvedený postup odhadu chyby měřen í poč í tá se skutečnost í , že odchylky př ímek 

zavěšení A j maj í studentovo rozdělení. Tento p ředpoklad není s ám o sobě zaručen; pro 

po t řeby t é t o práce však t akový to postup odhadu přesnost i postačuje . 

n P = 90 % P = 95 % P = 99 % 

2 6,31 13,82 63,66 

3 2,92 4,50 9,92 

4 2,35 3,29 5,84 

5 2,13 2,86 4,6 

Tab. 4.1: Tabulka s tudentových součinitelů. 
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5. Realizace měření polohy těžiště 
součástí popsanou metodou 

Bylo provedeno měření polohy těžiště popsanou metodou u několika součást í . V prv

n ím kroku bylo p o t ř e b a ověřit přesnost metody - k tomu slouží součást o b d é l n í k o v ý 

profil v kapitole 5.1. Následuje ukázka aplikace t é to metody při měření polohy těžiště 

součást í podvozků au tomobi lů , a to u p ř e d n í a z a d n í t ě h l i c e formule Ford (kapitoly 

5.2 a 5.3). 

Pro měření , k teré mělo sloužit předevš ím k o tes tování použi té metody, byl zvolen obdél

níkový profil (obrázek 5.1). Souřadný sys tém byl definován pros t ředn ic tv ím 3-2-1 trans

formace dle obrázku. 

Obr. 5.1: Měřený obdélníkový profil. Souřadný sys tém definuje horn í rovina (označená 

p í smenem Z), levá boční rovina a bod, k t e r ý m prochází z ápo rná část osy y). 

Bylo provedeno pět zavěšení. Podle postupu popsaného v kapitole 4.4 byly sys témem 

Tritop získány souřadnice deseti bodů , k te ré definují pět svislic vzniklých při pě t i měřeních 

(tabulka 5.1). 

Program Těžiště 2.0 na základě dat naměřených sys t émem Tritop spočí tá polohu 

těžiště . Vypoč tené souřadnice polohy těžiště měřené součást i vůči souřadnému sys tému 

zobrazenému na obrázku 5.1 jsou rovny: 

5.1. Obdélníkový profil 

rx = —10, 008 mm 

ry = —24, 926 mm 

rz = —15, 000 mm 
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5.2. PŘEDNÍ TĚHLICE A LOŽISKOVÁ SKUPINA FORMULE FORD 

Č í s l o z a v ě š e n í B o d x / m m y / m m z / m m Odchylka /mm 

Zavěšení č. 1 bod A 

bod B 

-88,4548 

-34,3025 

195,759 

43,7667 

88,0637 

17,0502 

0,058 

Zavěšení č. 2 bod A 

bod B 

29,7763 

114,695 

33,6267 

158,605 

26,3995 

114,826 

0,025 

Zavěšení č. 3 bod A 

bod B 

78,5926 

231,566 

21,1227 

100,629 

7,5137 

46,3692 

0,008 

Zavěšení č. 4 bod A 

bod B 

-59,3384 

-168,009 

-57,3538 

-128,942 

38,9577 

157,826 

0,062 

Zavěšení č. 5 bod A 

bod B 

-285,988 

-116,794 

-59,9731 

-38,5446 

33,2192 

3,6661 

0,094 

Tab. 5.1: Obdélníkový profil - souřadnice b o d ů naměřené sys témem Tritop, k te ré určují 

svislice vedené bodem zavěšení. 

Vzdálenost i p ř ímek zavěšení od vypoč tené polohy těžiště se nacházejí v pos ledním 

sloupci tabulky 5.1. Z těchto hodnot byla na základě vztahu 4.6 spoč í tána s t řední kvad

ra t ická chyba čř = 0, 029 mm. P ros t ř edn ic tv ím vztahu 4.7 lze stanovit poloměr koule, ve 

které se s danou p ravděpodobnos t í bude těžiště skutečně nacházet . Pro P = 9 5 % a n = 5 

je Rp = 2, 86 • čf = 0, 083 mm a po zaokrouhlení směrem nahoru Rp = 0, 09 mm. 

Jednot l ivé odchylky od vypočtené hodnoty se pohybuj í v ř á d u setin milimetru; stejně 

tak i s t řední kvadra t ická chyba a poloměr koule přesnost i Rp. Tloušťka obdélníkového 

profilu je 30 m m a šířka 50 m m (měřeno p o s u v n ý m měř id lem) . Teoreticky se těžiště 

nachází přesně upros t řed těch to vzdá lenos t í 1 ; vypoč tené hodnoty ry a rz se nacházejí 

velmi blízko teore t ickému očekávání . Souřadnice osy x v tomto př ípadě nelze uvažovat -

bod, k t e rý definuje počá tek osy x, je volen víceméně n á h o d n ě . 

V y p o č t e n á poloha těžiště tedy odpovídá teore t ickým p ř e d p o k l a d ů m a jednot l ivé 

př ímkové odchylky zavěšení jsou ve všech pět i p ř ípadech velmi malé . Lze proto vyslovit 

závěr, že zvolená metoda není za t ížena re levantní systematickou chybou. 

5.2. P ředn í těhlice a ložisková skupina formule Ford 

Dále byla měřena přední těhlice formule Ford. Souřadný sys tém byl zor ientován pomocí 

ploch ležících na těhlici - viz obr. 5.2. Počá tek souřadného sys tému leží v průsečíku rovin 

xy, xz a y z, osa y je kolmá na rovinu xz (tzn. je rovnoběžná s osou ložiska těhlice), směr 

osy z určuje průsečík rovin xz a yz. 

Opět bylo provedeno pět zavěšení a p ros t ředn ic tv ím programu Těžiště 2.0 byla 

u rčena poloha těžiště. Souřadnice b o d ů vzniklé při t ěch to zavěšení ukazuje tabulka 5.2. 

1Pozn.: Ve skutečnosti to samozřejmě neplatí zcela přesně kvůli výrobním nedokonalostem - zejména 
švu na vnitřní straně profilu. 
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5.2. PŘEDNÍ TĚHLICE A LOŽISKOVÁ SKUPINA FORMULE FORD 

Vypoč tené souřadnice polohy těžiš tě jsou 

rx = 96, 993 mm 

ry = —43,456 mm (5.2) 

rz = —35, 534 mm 

N a základě př ímkových odchylek A j jednot l ivých zavěšení (poslední sloupec v ta

bulce 5.2) byla spoč í tána s t řední kvadra t ická chyba čř = 0,087 mm a z ní poloměr koule 

Obr. 5.2: P ř edn í těhlice formule Ford. Směr osy y určuje rovina xz, průsečík t é t o roviny 

s rovinou y z určuje polohu osy z. 

Č í s l o z a v ě š e n í B o d x / m m y / m m z / m m Odchylka /mm 

Zavěšení č. 1 bod A 

bod B 

22,0658 

70,5929 

-58,096 

-48,6148 

296,121 

81,2242 

0,034 

Zavěšení č. 2 bod A 

bod B 

-49,4364 

-137,797 

-129,171 

-180,911 

73,7947 

139,539 

0,327 

Zavěšení č. 3 bod A 

bod B 

333,092 

38,8545 

-56,9237 

-40,0681 

187,916 

-90,7257 

0,112 

Zavěšení č. 4 bod A 

bod B 

116,539 

94,0753 

-78,5437 

-38,1866 

320,105 

-89,0333 

0,022 

Zavěšení č. 5 bod A 

bod B 

-158,813 

46,8126 

24,504 

-30,2298 

-200,377 

-67,9707 

0,177 

Tab. 5.2: Těhlice formule Ford - souřadnice b o d ů naměřené sys témem Tritop, k teré 

určují svislice vedené bodem zavěšení. 
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5.3. ZADNÍ TĚHLICE FORMULE FORD 

přesnost i . Pro p ravděpodobnos t P = 95 % a počet zavěšení n = 5 je Rp = 2, 86 • ä = 

0,248 mm a po zaokrouhlení Rp = 0,25 mm. 

Je vidět , že p ř ímka číslo 2 m á poměrně velkou odchylku; dvojnásobnou oproti další 

v pořadí . Pokud polohu těžiště spoč í táme jen z př ímek 1 a 3-5, z ískáme polohu těžiště: 

rx = 96, 931 mm 

ry = -43 ,462 mm (5.3) 

rz = —35, 724 mm 

Souřadnice b o d ů určujících jednot l ivé p ř ímky zůs t anou stejné, změní se však jednot l ivé 

přímkové odchylky: 

A i A 3 A 4 A 5 

0,07 0,066 0,073 0,105 

Tab. 5.3: Těhlice formule Ford - př ímkové odchylky poč í tané jen ze čtyř zavěšení. 

S t řední kvadra t ická chyba z těchto odchylek m á hodnotu ä — 0, 046 mm a odpoví

dající koule přesnost i m á pro p ravděpodobnos t P = 95 % a počet zavěšení n = 4 poloměr 

Rp = 3, 29 • čř = 0,15 mm. 

Můžeme usuzovat, že byla hodnota d ruhé p ř ímky zavěšení z tabulky 5.2 ovlivněna 

(hrubou) chybou. Jak je vidět , vhodnou eliminací takovýchto hodnot výrazně se lišících 

od os ta tn ích lze docílit vyšší přesnost i . 

5.3. Zadní těhlice formule Ford 

V tomto př ípadě bylo měřeno pouze samotné těleso těhlice a nikoli celá skupina těhlice 

s ložiskem a diskem jako v předchozím př ípadě . Souřadný sys tém byl též volen poněkud 

vhodněj i - osu y tvoř í osa o táčení (náboj ložiska); počá tek leží v průsečíku s rovinou 

Obr. 5.3: Zadní těhlice formule Ford a souřadný systém. 
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5.3. ZADNÍ TĚHLICE FORMULE FORD 

Č í s l o z a v e s e n í B o d x / m m y / m m z / m m Odchylka /mm 

Zavesení č. 1 bod A 

bod B 

-5,586 

-252,985 

-62,524 

42,823 

-26,650 

250,877 

0,133 

Zavesení č. 2 bod A 

bod B 

-8,760 

-14,745 

-104,392 

-161,100 

141,690 

375,143 

0,024 

Zavesení č. 3 bod A 

bod B 

24,287 

71,577 

62,091 

267,451 

-0,749 

44,266 

0,132 

Zavesení č. 4 bod A 

bod B 

116,741 

297,684 

10,527 

120,578 

-55,208 

-95,571 

0,054 

Tab. 5.4: Zadní těhlice formule Ford - souřadnice b o d ů naměřené sys témem Tritop, k teré 

určují svislice vedené bodem zavěšení. 

osazení otvoru pro ložisko, osa z směřuje se směru š robu ve vrchní části těhlice, jak 

ukazuje obrázek 5.3. 

Stejně jako v předchozích dvou př ípadech byly změřeny rovnice př ímek zavěšení 2 -

viz tab. 5.4. N a základě těch to dat byla spoč í tána poloha těžiště: 

rx = —4,414 mm 

ry = —63,112 mm (5.4) 

r z = —28,151 mm 

Střední kvadra t ická chyba vypoč tená z jednot l ivých př ímkových odchylek A 1 - A 4 

je rovna ä = 0, 057 mm. P ř i požadované p ravděpodobnos t i P = 95 % a poč tu měření 

n = 4 je potom poloměr koule přesnost i Rp = 3, 29 • čř = 0,186 mm a po zaokrouhlení 

Rp = 0, 2 mm. 

2Pozn. bylo provedeno pět zavěšení, z nichž jedno bylo zatíženo velkou chybou - jeho odchylka se 
výrazně odlišovala od ostatních; v tabulce 5.4 jsou proto ponechána jen ostatní čtyři. 
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6. Celkové zhodnocení navržené 
metody měření polohy těžiště 

Navržená metoda měřen í polohy těžiště součást í m á své výhody i nedostatky. Za 

hlavní p řednos t lze označit její p ř e s n o s t . I u re la t ivně malých těles, j akými často bývají 

součást i podvozků, lze opakovaným měřen ím docílit přesnost i i pod 0,1 mm (tzn. koule 

přesnosti m á pro danou p ravděpodobnos t poloměr menší než 0,1 mm). Jen velmi obt ížně 

by šlo urči t takto přesně polohu těžiště j inou metodou, pokud by to vůbec bylo možné . 

Za další důleži tou výhodu t é to metody můžeme považovat poměrně snadný způsob, 

k t e rým lze ověřit , do jaké míry jsou výsledky zat íženy hrubou chybou. Pokud provedeme 

5 zavěšení, z ískáme 10 dílčích poloh těžišť; pokud se něk te ré z nich nachází výrazně mimo 

os ta tn í , lze rozborem kombinací jednot l ivých př ímek urči t , ve k t e r ém př ípadě se stala 

chyba. Stejně to p la t í opačně - pokud všechny p ř ímky zavěšení procházejí velmi blízko 

vypoč tené výsledné polohy těžiště , lze usoudit, že jsme se h rubé chyby nedopustili. 

Naopak největší nedostatek t é t o metody je její pracnost. P ř íp rava jednot l ivého 

zavěšení zabere poměrně velké množs tv í času - je n u t n é vybrat vhodné vlákno, stojan, 

rozmíst i t kódované a nekódované body Tritopu, umís t i t za v lákno vhodné bílé pozadí , 

př ičemž neus tá le mus íme zohledňovat požadavky popsané v kapitole 4.4. Následuje foto

grafování součást i a výpočet v software Tritop. Celkový čas p o t ř e b n ý k změření polohy 

těžiště součást i se odvíjí od přesnost i , k te ré požadujeme docílit , a tedy i od p o č t u zavěšení, 

k te rá mus íme provést . Obvykle lze poč í t a t s časem 3-5 hodin na součást . S a m o t n ý konečný 

výpočet polohy těžiště z jednot l ivých př ímek zavěšení výrazně zrychluje program Těžiště 

2.0, k te rý byl vy tvořen pro po t ř eby t é t o práce . 

Tato metoda se omezuje jen na tělesa, k t e rá při r ůzném natočení nemění svůj tvar 

nebo vn i t řn í rozložení hmotnosti. Tento požadavek vylučuje, abychom touto metodou 

měřili např ík lad polohu těžiště motoru i s olejem nebo součást i p o d s t a t n ě se deformující 

vl ivem gravi tační síly. 

S ohledem na zde uvedené nedostatky lze vyslovit závěr, že je metoda dobře pou

ži telná v praxi, a to zejména pro případy, kdy požadujeme zná t polohu těžiště s velkou 

přesnost í . 
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7. Měření momentu setrvačnosti 
K měření m o m e n t ů setrvačnost i se nejčastěji používá metoda torzního kyvadla (ka

pitola 3.2.1) a metoda fyzikálního kyvadla (kapitola 3.2.2). P r v n í metodu p o d r o b n ě roz

pracovala firma Space Electronic [6]. Tato práce se zaměřuje na druhou z nich. 

7.1. Rozbor metody fyzikálního kyvadla 
Tenzor setrvačnost i obsahuje šest nezávislých složek. K jeho výpoč tu po t řebu jeme spočí ta t 

momenty setrvačnost i k šesti r ů z n ý m (nerovnoběžným) osám. Pro každé těleso tedy bude 

p o t ř e b a uskutečni t šest měření . 

Metoda fyzikálního kyvadla vychází z klíčového vztahu 3.22 pro výpočet momentu 

setrvačnost i I. Ve vztahu figuruje v las tn í perioda ne t lumeného kmi t án í (perioda kyvu) T , 

hmotnost m a vzdálenost těžiště měřeného tělesa od osy kývání Z. 

Jen v některých př ípadech umožňuje tvar těleso vhodně podepř í t a nechat kývat sa

motné . Pokud tvar tělesa p ř ímé měření neumožňuje , umís t í se těleso na v h o d n ý r á m 

umožňující volné kývání a měř í se perioda kyvu celku těleso + r á m a po té perioda 

kyvu samotného r ámu . Hledaný moment setrvačnost i bude roven rozdílu odpovídaj ících 

vypoč tených m o m e n t ů setrvačnost i - p la t í vztah analogický k rovnici 3.12. V takovém 

př ípadě po t řebu jeme při měření zjistit tyto veličiny: 

• hmotnost r á m u 

• hmotnost dvojice měřené těleso + r á m 

• vzdálenost těžiště r á m u od osy kývání 

• vzdálenost těžiště dvojice měřené těleso + r á m od osy kývání 

• periodu kyvu r á m u 

• periodu kyvu dvojice měřené těleso + r á m 

K určení momentu setrvačnost i s amotného r á m u a posléze momentu setrvačnost i 

dvojice r á m + těleso použi jeme upravený vztah 3.22: 

_ T2 (mt + mr) g lc ( 7 

l,, = T ? ^ (7.2) 

kde Ico a Iro jsou momenty setrvačnost i dvojice těleso + r á m a samotného r á m u k ose 

kývání , mr a mt jsou hmotnosti r á m u a tělesa, lr vzdálenost těžiště r á m u od osy kývání 

a lc vzdálenost těžiště dvojice r á m + těleso od osy kývání . 
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7.1. ROZBOR METODY FYZIKÁLNÍHO KYVADLA 

Hledaný moment setrvačnost i tělesa k ose kývání Ito bude roven rozdílu hodnot 7.1 

a 7.2: 

Po dosazení: 

a úpravou 

lto 

L to 

2 (mt + mr) g lc 

4 T T 2 

(7.3) 

- ( T 2 ^ ) (7-4) 

9 
t 0 4 7T2 

[ T 2 (m ť + m r ) / C - T 2 m r / r] (7.5) 

Z momentu setrvačnost i J ť o vůči ose kývání můžeme podle Steinerovy věty [13] 

vyjádři t la, neboli moment setrvačnost i tělesa vůči ose rovnoběžné s osou kývání a pro

cházející těžiš těm: 

ht = ho ~ mtlt (7-6) 

lt je vzdálenost těžiště měřeného tělesa od osy kývání . Po dosazení: 

ht = {Ti* mt lc + T C
2 mr lc - T R

2 mrlr) - mtl\ (7.7) 

Tato rovnice, kterou lze zjistit moment setrvačnost i k ose rovnoběžné s osou kývání a 

procházející těžiš těm, je zák ladn ím vztahem, ze k te rého bude vycházeno v t é t o práci . 

Obsahuje sedm veličin, jež po t řebu jeme zjistit: mt - hmotnost měřené součást i , mr -

hmotnost r ámu , Tr periodu kyvu samotného rámu, T C - periodu kyvu r á m u spojeného 

s měřenou součástí , lr - vzdálenost těžiště r á m u od osy kývání , lc - vzdálenost těžiště 

celku r á m + měřené těleso od osy kývání a lt - vzdálenost těžiště tělesa od osy kývání . 

P rob l ém měření momentu setrvačnost i lze na základě předchozích úvah rozdělit do 

těchto základních kroků: Je n u t n é 

• vytvoř i t v h o d n ý r ám, na k t e r ém lze nechat součást kývat 

• vypracovat metodu, kterou lze přesně měř i t periodu kyvu 

• vypracovat metodu, kterou lze přesně měř i t vzdálenost těžiště od osy kývání 

• zjistit, j a k ý m způsobem lze přesně měři t hmotnost součásti 

• optimalizovat měřicí metody s ohledem na výslednou chybu měření 

• provést j ednot l ivá měřen í a spočí ta t moment setrvačnost i 

• na základě dat z měřen í vypoč í ta t tenzor setrvačnost i (rovnice 2.3) 
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7.2. Analýza chyb měření 

Ve vztahu 7.7 figuruje sedm veličin, k te ré je p o t ř e b a změři t , aby bylo možné spočí ta t mo

ment setrvačnost i - Tc, Tr, mt, mr, lt a lr a lc. Ana lýza chyb měření m á za cíl urči t , s jakou 

přesnost í po t řebu jeme jednot l ivé vs tupn í veličiny změři t , abychom dosáhli požadované 

přesnost i výsledku. 

J e d n á se o prob lém určeni chyby nepřímo měřené veličiny. Hledaná veličina je funkcí 

měřených (vstupních) veličin, neboli 

V = f(x1,x2,...) 

přičemž jednot l ivé veličiny x\, x2, . . . známe jako 

X\ = X~í ± Ax\, X2 = X2±Ax2, 

(7-

(7.9) 

kde Axi, Ax2, • • • jsou (absolutní) chyby měření jednot l ivých vs tupních veličin od změ

řených hodnot Xi, X2, ... 

Celkovou (absolutní) chybu měření lze pro malé hodnoty Axi, Ax2, . . . dos ta tečně 

přesně aproximovat t o t á ln ím diferenicálem ([23], [14]) funkce y1: 

Ay 
d y(x1,x2,...) 

d x\ 

Rela t ivní chyba je po t é rovna 

AXl + 
d y(x1,x2,...) 

Ay 

d x2 

100 

Ax2 + (7.10) 

(7.11) 
y y{xl,x2,...) 

Obvykle se uvád í požadavek rela t ivní chyby výsledku do 3 procent. 

Chybu vztahu 7.7 lze urči t analogicky. Moment setrvačnost i k ose procházející tě

žiš těm rovnoběžné s osou kyvu je funkcí Itt = f (Tc, Tr, mt, mr, lt, lr, / c ) . Celková chyba je 

d á n a souč tem jednot l ivých parciálních diferenciálů: 

AItt 

dTc. 
ATr 

din 
dTr 

ATr 

din 
dmt 

Amt-
dltt 
dmr 

Amr 

dltt 
dk 

Alt-
dlu 
OL 

AI 
dltt 

AL 
dlc 

(7.12) 

Tyto diferenciály urč íme z parciálních derivací vztahu 7.7 podle jednot l ivých veličin: 

dít, 

dTr. 
ATľ 

Tc g lc (mt + mr) 

dltt 
dTr 

dltt 
dmt 

ATr 

Amt -

2ir2 
ATr 

2 TI2 
ATr 

T2

C g lc 

4 T T 2 

- ŕ Amt 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

1 Absolutní hodnoty ve vztahu 7.10 slouží k tomu, aby se sčítaly "méně příznivé" případy - tedy aby 
všechny chyby od jednotlivých parciálních derivací posouvaly výsledek stejným směrem. 
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dlu 
dmr 

Amr 

dlu 

(T?lc-T?lr) g 

dlt 

dlu 
OL 

AI 

4 T T 2 

Alt = | - 2 m ť / ť | Alt  

T 2 g m. 

Arrir 

dlu 
dl. 

AI, 

4 T T 2 

T 2 g (mt + mr 

AI r 

4 T T 2 

AI, 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

Dosazením v z t a h ů 7.13-7.19 do 7.12 získáme vztah pro výpočet abso lu tn í chyby 

vypoč teného momentu setrvačnost i z naměřených hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt, lr a lc s chy

bami měřen í ATC, ATr, Arrit, Amr, Alt, Alr a Alc. Rela t ivní chyba je rovna 

5 = á f c • 100 
Itt 

(7.20) 

kde Itt je moment set rvačnost i vypoč tený z naměřených hodnot podle vztahu 7.7. 

Cílem dalšího postupu bude vypracovat takové metody měřen í periody kyvu, vzdá

lenosti těžiště od osy kyvu a hmotnosti, k te ré budou dos ta tečně přesné - tak, aby při 

naměřených hodno tách typických pro součást i podvozků au tomobi lů , na k te ré se tato 

práce zaměřuje , zůs ta la re la t ivní chyba menší než 3 %. Zároveň by bylo vhodné , aby 

všechny parc iá lní diferenciály 7.13-7.19 měly podobnou velikost, resp. stejný řád . Důsledek 

nepřesnost í jednot l ivých měření m á bý t blízký, abychom někte rou veličinu neměřil i zby

tečně přesně ve srovnání s chybou j iného měření . Výpoč ty chyby měřen í byly prováděny 

pomocí programu Mathcad. Výpoč tové soubory ve formátu .med lze nalézt na při loženém 

C D . 

Tento způsob určení přesnost i měřen í je konzervativní; poč í tá s nejhorší možnou 

si tuací , kdy by se sečetly projevy chyb ze všech sedmi měření . Ve skutečnost i se tyto 

chyby do uči té míry vzájemně vyruší . Pokud bychom znali rozdělení naměřených hodnot, 

bylo by možné spočí ta t interval, ve k t e r ém se s určenou p ravděpodobnos t í bude výsledný 

moment setrvačnost i nacházet . 

7.3. Návrh r ámu umožňujícího kmi tání vlastními kmity 

Pro po t ř eby měřen í m o m e n t ů setrvačnost i byl vyroben stojan a t ř i různé r á m y sloužící ke 

kývání měřené součásti . 

N a obrázku 7.1 je vidět stojan a p rvn í verze r á m u 2 . R á m je podep řen ve dvou bodech 

na ost rých hrotech - pozice 1. Osu, okolo které se r á m kýve, tvoř í spojnice těch to dvou 

hro tů . Hroty zapada j í do mělké drážky ve vodorovném rameni r á m u (obr. 7.2). Polohu 

2 Rám prošel v průběhu měření několika drobnými modifikacemi v konstrukci, především z důvodu 
optimalizace metody měření periody kyvu (kapitola 7.4). 
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Obr. 7.2: Detai l - os t rý hrot stojanu z a p a d á do drážky ve vodorovném rameni r ámu . 

t é t o drážky lze zjistit sys t émem Tritop, což umožňuje spočí ta t vzdálenost osy kýván í od 

těžiště (viz dále) . Měřená součást je umís t ěna na vodorovnou část r á m u (pozice 2). Svislá 

od razná plocha 3 slouží k měřen í periody kyvu u l t r azvukovým měř ičem - viz kapitola 7.4. 

P o k u s n á měřen í ukázala , že se tento r á m hod í jen k měřen í těles s velkým momentem 

setrvačnost i . Moment setrvačnost i s amotného r á m u vůči ose kývání je velký - u menších 

měřených těles tak tvoř í h lavní složku, k t e r á ovlivňuje periodu kyvu dvojice těleso + r á m 
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Obr. 7.3: Stojan, d r u h á verze r á m u a pokusné měřené těleso - ocelové kolečko. 

Obr. 7.4: Stojan a t ř e t í verze rámu. Ve svorce je upevněno měřené těleso, zde ocelové 

kolečko. 
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a vl iv s amotného měřeného tělesa zůs t ává malý. Navíc vzdálenost těžiště od osy kývání 

tělesa umís těného na tomto r á m u obvykle dosahuje vysokých hodnot, takže se ve vztahu 

7.6 projevuje více člen mtl2 než s amo tný změřený moment setrvačnost i It0-

Př i n á v r h u d ruhé verze r á m u (obrázek 7.3) byl proto kladen důraz zejména na 

snížení hmotnosti r á m u (a t í m i jeho momentu setrvačnost i) a na co největší zkrácení 

p ředpok ládané vzdálenost i těžiště měřeného tělesa od osy kývání . Jako mate r iá l byly 

použi ty tenkos tenné mosazné trubky. 

R á m se hodí předevš ím k měření malých součást í - je n u t n é zajistit, aby se těžiště 

měřeného tělesa nacházelo pod osou kývání; to lze v tomto př ípadě zaruči t jen u málo 

rozměrných těles. 

Jako univerzální řešení, k te ré vyhovuje většině součást í uvažovaných v t é t o práci , 

se proto ukáza la t ř e t í verze rámu. By lo p ř i s toupeno k poněkud odlišné koncepci (obr. 

7.4). Měřené těleso není na r á m pokládáno . Základ tvoř í rameno s profilem ve tvaru 

písmene L , na k teré je u p e v n ě n a svorka a opět svislá plocha sloužící k měřen í periody. 

Toto řešení m á jednu zásadní výhodu - je zaj iš těno, že se těžiště měřeného tělesa bude 

nacházet re la t ivně blízko osy kývání , navíc m á t akový to r á m malý moment setrvačnost i . 

Jako mate r iá l pro vodorovné rameno byla zvolena ocel a pro svislou odraznou desku dřevo 

kvůli nízké hmotnosti. 

7.4. Měření periody kyvu 

Určit přesně periodu kyvu p a t ř í mezi problémy, jejichž řešení bylo pro tuto práci klíčové. 

V labora torn ích p o d m í n k á c h se nejčastěji perioda kyvu měř í pomocí stopek - změř íme 

dobu t rván í několika kyvů a nás ledně tuto dobu poděl íme jejich poč tem. Přesnos t t é to 

metody je t í m vyšší, čím více kyvů takto změř íme. Pokud však budeme měři t moment 

setrvačnost i jako rozdíl momentu měřeného tělesa a setrvačnost i r ámu, po t řebu jeme zná t 

periodu kyvu s přesnost í nejméně na tisícinu sekundy; a stopkami t é t o přesnost i obvykle 

docílit nelze (z hlediska reprodukovatelnosti výsledků) , protože se v měření projeví chyba 

lidského faktoru - prodleva reakce měřiče apod. 

Pro po t ř eby t é t o práce byly pos tupně vypracovány tř i metody sloužící k p řesnému 

měření periody kyvu. P r v n í využívá principu optické závory. D r u h á vychází z měření 

p růběhu výchylky kyvadla a p rok ládán í záznamu sinusovkou. T ře t í vznikla jako optima

lizace metody druhé , zohledňujíc p ř i t om různé příčiny způsobující nepřesnost i . 

7.4.1. Optická závora 

Princip p rvn í navržené metody měření periody kyvu vychází ze změny odporu fotore-

zistoru při změně osvětlení. Konkré tn í řešení ukazuje obrázek 7.5. K r á m u 3 je p ř ipevněno 

3Tato metoda byla zkoušena jen s první verzí rámu. 
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Obr. 7.5: Zařízení sloužící k měřen í periody kyvu - opt ická závora (1), žárovka (2) a 

fotorezistor (3). 

0 24,0 25,0 26,0 27,0 20,0 29,0 I 30,0 31,0 32,0 33,0 34,0 35,0 36,0 37,0 30,0 39,0 
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Obr. 7.6: Záznam signálu z fotorezistoru v programu Audacity. 

s t íní tko (pozice 1) na max imá ln ím m o ž n é m rameni od osy kývání , a to tak, aby normála 

jeho plochy byla s touto osou rovnoběžná. V mís tě nulové úhlové výchylky r á m u je 

umís t ěna žárovka (pozice 2) a fotorezistor 4 (pozice 3). St íní tko svým pohybem při kývání 

r á m u fotorezistor zakrývá a odkrývá; signál se změní vždy při p růchodu hrany st íní tka 

prostorem mezi fotorezistorem a žárovkou. 

Signál z fotorezistoru z a z n a m e n á v á počí tač . K záznamu byla použ i t a snadno do

s t u p n á měřicí karta - zvuková karta notebooku pracující s vzorkovací frekvencí 44,1 kHz 

- a program Audacity5. Typický p r ůběh naměřeného signálu z fotorezistoru ukazuje graf 

na obrázku 7.6. N a vstupu zvukové karty bývá umís těn kondenzátor , k te rý eliminuje stej

nosměrnou část signálu - karta tak zaznamenává jen změnu na vstupu, nikoli ak tuá ln í 

4Pozn. byl použit fotorezistor z kuličkové myši. 
5Program Audacity je určen k editaci zvuku. Počítač skutečně považuje signál přicházející do zvukové 

karty za zvuk a jako s takovým s ním i pracuje. 

37 



7.4. MĚŘENÍ PERIODY KYVU 

hodnotu; pro naši p o t ř e b u to však nevadí. Signál zůs t ává na kons t an tn í hodno tě , pokud je 

fotorezistor zas t íněný nebo osvícený. V okamžiku přechodu signál prudce stoupne (resp. 

poklesne), což se projeví jako os t rý ex t r ém p růběhu signálu. Program Audacity u m í nalézt 

časy ex t r émů př íkazem Beat Finder - viz červené praporky ve spodní část i grafu 7.6. Čas 

mezi jednot l ivými ex t rémy předs tavuje periodu kyvu. Obvykle je odečten čas mezi více 

ex t rémy a podělen p o č t e m odpovídaj ících kyvů. 

Bylo provedeno měřen í s cílem ověřit spolehlivost metody. V tabulce 7.1 jsou hodnoty 

změřené periody samotného r á m u (první verze). 

Č. m ě ř e n í 1 2 3 4 5 6 7 8 

Perioda /s 1,1684 1,17000 1,1673 1,1691 1,1595 1,1724 1,1681 1,1605 

Tab. 7.1: Změřené periody pomoc í optické závory. 

Z hodnot byla vypoč í t ána p r ů m ě r n á hodnota T — 1,1669 s. Abso lu tn í chybu měření 

můžeme odhadnout 6 postupem, k te rý je analogický ke kapitole 4.6. S t řední kvadra t ická 

chyba p r ů m ě r u je rovna čř = 0,00161. Pro p ravděpodobnos t P = 95 % a počet měření 

n = 8 je s t uden tův součinitel roven k = 2,42 [20]. Abso lu tn í chyba tohoto postupu 

určování periody je tedy rovna A T = 2,42 • ä = 0,0039 s. Z hlediska vztahu 7.12 a 

po rovnán ím možnos t í dalších dílčích měřen í se ukázalo, že tato metoda měřen í může 

vyhovovat velkým tělesům, u k terých mil isekundová chyba nehraje roli . Pro po t ř eby té to 

práce však bylo n u t n é př i s toupi t k dalším, přesnějším p o s t u p ů m . 

7.4.2. Měřen í úhlové výchylky a prokládání sinusovkou 

Tato metoda měřen í periody kyvu byla inspirována diplomovou prac í M . Volejníka [26]. 

Volejník měř í periodu kyvu torzního kyvadla (pošiny určené k měřen í momentu setrvač

nosti automobilu). Zaznamenává sn ímačem M - B o x úhlové zrychlení a p r ů b ě h e m změřené 

hodnoty p rok ládá tlumenou sinusovku, jejíž periodu považuje za hledanou periodu vlast

ních k m i t ů kyvadla. 

Pro po t ř eby t é to práce tento postup vyhovuje jen částečně - snímač úhlového zrych

lení M - B o x nelze vhodně spojit s r á m e m kvůli hmotnosti, kterou by ovlivňoval měření , 

navíc by bylo obt ížné zajistit da tové spojení snímače s počí tačem. Proto bylo n u t n é zvolit 

j inou měřenou veličinu a j iný druh snímače. Též existuje důleži tý rozdíl mezi kýván ím 

torzního a fyzikálního kyvadla. Všechny tyto detaily budou d iskutovány dále v textu. 

Volba s n í m a č e 

Je nu tné zvolit t akový snímač, k te rý neovlivňuje v las tn í kmi t án í kyvadla. Nabízejí se t ř i 

možnost i - měřen í sn ímačem kapac i tn ím (pohyb kyvadla způsobuje změnu plochy desek 

6Opět předpokládáme, že mají změřené periody studentovo rozdělení, což samo o sobě není zaručeno. 
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Obr. 7.7: Snímač 945-LAY-AD-1C0 firmy Honeywell. 

kondenzá toru a t í m i jeho kapacity, kterou měř íme) , op t ickým (snímač měř í rychlost 

pohybu na principu, k t e rý je p o d o b n ý jako u optické myši P C ) nebo u l t razvukovým. 

S ohledem na možnost i vybavení l abora toř í Ú A D I byl vyb rán u l t razvukový snímač 

945-LAY-AD-lCO firmy Honeywell (obr. 7.7). Vysílá u l t razvukové pulzy v kuželovitém 

paprsku, k teré se odrážejí od cíle a vracejí se zpět . Z časové prodlevy mezi vys láním pulzu 

a p ř í jmem jeho odrazu snímač spočí tá vzdálenost cíle od snímače a převede j i na výs tupn í 

napět í , k teré lze zaznamenáva t poč í tačem. 

K r ámu , na k t e r ém je umís těno měřené těleso, je p ř ipevněna v h o d n á od razná plocha, 

k te rá k m i t á společně s r á m e m (viz např . obrázek 7.1, pozice 3). Snímač sn ímá měnící 

se vzdálenost odrazné plochy v p růběhu kývání . Je proto vhodné , aby se tato plocha 

nacházela na max imá ln ím možném poloměru od osy kývání , což však odporuje požadavku 

co nejmenšího momentu setrvačnost i r ámu . Výsledné řešení je u r č i t ým kompromisem -

u t ř e t í verze r á m u je jako od razná plocha volena úzká a zároveň lehká dřevěná lišta. 

Důleži té technické parametry snímače [29]: 

měřicí rozsah 100-600 mm 

výs tupn í napě t í 1-6 V 

přesnost ± 0 , 5 m m 

úhel paprsku 10° 

pracovní teplota 0-50°C 

U s p o ř á d á n í m ě ř í c í h o ř e t ě z c e 

Snímač byl propojen s rozbočovačem, zdrojem napě t í , sběrnicí měřicí karty a kartou a 

p řenosným poč í tačem - obr. 7.8. Použ i t a byla 12bitová měřicí karta DAQCard-1200 firmy 

National Instruments se sběrnicí zabudovanou do sběrné krabice. 

Uspořádán í měřen í ukazuje obrázek 7.9. O d r a z n á plocha 1 se kýve spolu s r á m e m 

a sn ímač 2 měř í měnící se vzdálenost . Rozbočovač 3 umožňuje zapojit více sn ímačů a 

napájeni 

i 
ultrazvukový 

snímač 
rozbočovač sběrná krabice 

a měřicí karta 
PC 

ultrazvukový 
snímač 

rozbočovač sběrná krabice 
a měřicí karta 

PC 

Obr. 7.8: Schéma měřícího řetězce. 
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Obr. 7.9: Uspořádán í měření . 

propojuje snímač se zdrojem napě t í 4. Signál je p ř iváděn do sběrné krabice 5 obsahující 

sběrnici měřicí karty, k t e rá data p řevád í z analogové podoby do digi tální podoby a uk ládá 

je do počí tače 6. 

Vzdálenost snímače 2 od odrazné plochy 1 je vhodné volit s rozmyslem. P. Majerech 

v diplomové práci [25] zjistil, že výs tup snímače není zcela l ineární pro všechny vzdálenost i 

- při použi t í 12voltového zdroje napě t í (místo doporučeného 19-30voltového) se pásmo 

l ineární odezvy nachází v rozmezí 150-550 mm, ve zbytku rozsahu udávaného výrobcem 

se objevuje nepřesnost . Lineari ta odezvy je v ý h o d n á předevš ím proto, aby bylo snazší 

proložit signál vhodnou křivkou. Pro p o t ř e b u měření periody n e m á přepočet hodnot na 

vzdálenost v ý z n a m - zaj ímá nás výh radně perioda signálu. Z toho důvodu budeme v dal

ších výpočtech hledat pouze periodu signálu U [V] = fit) a nikoli Z [mm] = f(t). 

Z á z n a m dat p o č í t a č e m 

K záznamu dat byl vy tvořen program v pros t řed í sys tému Lab View firmy National In

struments. V z n i k l modifikací šablony DAQ High-speed Logger z archivu Lab View. P ředn í 

panel výsledné aplikace zobrazuje obrázek 7.10. 

Program zaznamenává 100 x za sekundu hodnotu napě t í na vstupu měřicí karty a 

výsledky zapisuje do zvoleného souboru ve formátu .txt. P ř ednas t avenou hodnotu snímací 

frekvence lze měni t ; 100 Hz se však ukázalo být ideální. 
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channel (0) Ain 2 

hardware settings 

s can rate 
(100 scans/sec) 
00.00 

buffer s ize 
[2500 scans) 

number of scans 
to write at 
a time [50] 
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to 

interchannel delay [sees) 
(-1: hardware default) 

äl-I.OOE+0 

Press the S T O P 
button to stop 

writing data to file. 

scan backlog 

P I 

STOP 

number of scans written to file 

|2ÔŠĎ 

Obr. 7.10: P ř edn í panel aplikace v pros t řed í LabView. 

Z p r a c o v á n í v ý s l e d k ů v programu Mathcad 

K zpracování výsledků byl vy tvořen program v pros t řed í Mathcad. Jako základ posloužil 

program M . Volejníka [26]. Čás t p růběhu typického signálu zaznamenaného programem 

LabView zobrazeného v Mathcadu ukazuje obrázek 7.11. 

T í m t o změřeným signálem pot řebujeme proložit vhodnou křivku. Řešením dife

renciální rovnice t lumeného kmi t án í dos t áváme vztah pro úhlovou výchylku jako funkci 

času: 

<f (t) = (pm e b t sin I ^ t + CA) ) + tp. (7.21) 

kde Am je počá tečn í amplituda kmi tán í , b součinitel ú t l umu , u = 2n/T v las tn í úhlová 

frekvence ( t lumeného) oscilátoru, T perioda, (p0 počá tečn í výchylka a ips s t řední hodnota 

výchylky, o kterou je kmi t án í posunuto vůči počá tku . Rovnici lze upravit na tvar: 

(í) = pm e-^'+'o) sin ( — (t + t0) ) + j* 
2TI 

(7.22) 

Pokud r á m idealizujeme jako fyzikální kyvadlo, lze jej považovat za t l u m e n ý os

cilátor, k t e rý je vztahem 7.22 vhodně popsán . 

P ros t ř edn ic tv ím metody nejmenšich čtverců se pokus íme zjistit parametry ipm, t0, 

b, T a ips. Metoda nejmenšich čtverců se snaží nalézt parametry tak, aby součet d ruhých 

mocnin chyb nalezeného řešení byl co nej menší [20]. Tzn . : 

Xi,X2, yz{U)Y mm (7.23) 
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DATAii 

O 30 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 SOO S50 900 950 1000 

Obr. 7.11: Ukázka zaznamenaného signálu - zobrazení grafu v programu Mathcad. N a 

ose x je číslo zaznamenaného údaje a tedy i čas v set inách sekundy, na ose y je napě t í 

naměřené na snímači . 

kde f (U, xi, X2, • •.) je funkce s h ledanými parametry x\, x<i, • • • a yz(U) je změřená 

hodnota h ledané veličiny v čase čj. V př ípadě použi t í rovnice 7.22 bude mí t metoda 

nejmenších čtverců tvar: 

S,,, e b { t i + t o ) sin [ y (U + t0) ) + ^ ) - -pÁt,) mm (7.24) 

V našem př ípadě však n e m á m e změřené hodnoty výchylky tpz, ale vzdálenost i , kterou 

počí tač zaznamenal jako p růběh napě t í . Změřený signál tedy m á m e v hodno tách napě t í 

U a namís to rovnice 7.24 použijeme vztah: 

2tt 
Um e - b { u + t o ) sin — (U + t0) )+ Us - Uz(t mm (7.25) 

ve k t e r ém h ledáme parametry Um, to, b, T a Us p rok ládán ím křivky změřenými hodnotami 

Uz(ti). 

V programovém pros t řed í Mathcad položíme vztah 7.25 roven nule a h ledáme para

metry, k teré tomuto vztahu nejlépe vyhovují . Konkré tn í provedení je vidět na obr. 7.12. 

o d e z v a ( t , A , b , T , t O , Y t ) ) := j ^ A e x p [ b ( t + t O ) ] - s k j ^ - ( t + tO)jj + Y0 R o v n i c e , k t e rou p r o k l á d á m e . 

Given 

^ ( o d e z v a ( D A T A i 0 , A , b , T , t O , Y 0 | - D A T A ^ j = 0 

1 = 1 

teg(A,b , T , t 0 , Y D , n ) := M i n e n ( A , Í j J . t O . Y D ) 

T 

to 
V Y 0 y 

: r e g ( o ( ä h A , o ( ä h b , o ( ä h T , o ( ä h T O , o ( J h y o ) 

V z t a h p r o m e t o d u n e j m e n š í c h č tve rců 

D e f i n i c e f u n k c e reg . P r o s t ř e d n i c t v í m f u n k c e M i n e r r 
h ledá n e j m e n š í o d c h y l k u pa ramet rů 

D o mat i ce zapíše v ý s l e d k y n a zák ladě o d h a d ů 

Obr. 7.12: Výpočet - metoda nejmenších čtverců v programu Mathcad. 
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_ l I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I L _ 
154.3 1544 154.fi 1548 155 1553 155 4 155í 155.8 15a 156 2 1564 156í J5áX 151 1572 1514 157 6 157X 158 I5S2 158.4 1586 

O b r . 7.13: Čás t kř ivky proložené p ros t ředn ic tv ím metody nejmenších čtverců. Červené 

body předs tavuj í změřené hodnoty, m o d r á je proložená sinusovka. 

Funkce Mathcadu M i n e r r pracuje na i te račním principu. A b y metoda nejmenších 

čtverců fungovala - tzn. aby výsledek 7.25 konvergoval k minimu, je n u t n é zadat co nej-

přesnější odhady. Ukázka řešení tohoto problému je v příloze t é t o práce. 

B y l a provedena ř a d a měření , k t e rá měla za cíl ověřit , do jaké míry lze použí t ta

kovýto postup. N a obrázku 7.13 je vidět část změřeného signálu (červeně) a odpovídaj ící 

proloženou funkci (modře) . Změřené hodnoty ukazuje tabulka 7.2. J e d n á se o měření 

p rázdného r á m u 7 za pokaždé stejných podmínek s použ i t ím výpočtového postupu uve

deného na obr. 7.12. 

Z hodnot byla vypoč í t ána p r ů m ě r n á hodnota T — 1,1749 s. S t řední kvadra t ická 

chyba p r ů m ě r u je rovna čř = 0, 00069. Pro p ravděpodobnos t P = 95 % a počet měření 

n = 8 je abso lu tn í chyba tohoto postupu rovna A T = 2,42 • čř = 0,0017 s 

Č. m ě ř e n í 1 2 3 4 5 6 7 8 

P e r i o d a / s 1,1763 1,1749 1,1772 1,1752 1,1716 1,1736 1,1731 1,1769 

T a b . 7.2: Změřené periody pomoc í metody prok ládán í sinusovky. 

D i s k u s e n a d z í s k a n ý m i v ý s l e d k y 

Výsledky v tabulce 7.2 jsou přesnější než v př ípadě použi t í metody optické závory (tabulka 

7.1). I zde chyby jednot l ivých měřen í dosahují několika tisícin sekundy. 

Bylo zjištěno, že je použi t í t é to metody do urči té míry omezené. Pokud provádíme 

měření signálu v delším časovém úseku - déle než cca 100 sekund, ukáže se, že Mathcad 

není v t akovém př ípadě schopen naměřenými hodnotami proložit funkci ze vztahu 7.25 

s dos ta t ečnou přesnost í . Hodnoty proložené kř ivky a změřeného signálu se zpravidla 

7 Měřena byla opět první verze rámu, avšak v jiné modifikaci - namísto stínítka, potřebného pro metodu 
optické závory, byla k rámu připevněna odrazná deska kvůli ultrazvukovému snímači. Tím lze vysvětlit 
rozdíl v takto změřených periodách oproti měření optickou závorou. 
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Obr. 7.14: Nepřesnost proložení kř ivky při d louhotrvaj íc ím měřen í - zde 300 s. Změřené 

hodnoty jsou červeně, proložená křivka modře . Výsek vlevo ukazuje hodnoty v p o č á t k u 

měření (1-4 s), vpravo na konci téhož měřen í (295-298 s). 

začnou s prodlužující se délkou měření rozcházet , a to jak co se týče velikosti amplitudy, 

tak periody - viz obr. 7.14. 

Existuje proto důvodné podezření , že se při měřen í projevuje nějaké důleži té zkres

lení, k teré je n u t n é zohlednit, a tedy že výsledky v tabulce 7.2 vzniklé proložením t lumené 

sinusovky nedávaj í smysl. Z tohoto důvodu bylo př ikročeno k optimalizaci výpočetn ích 

v z t a h ů a celé metody s cílem provést po t ř ebné korekce a docílit tak požadované přesnost i . 

7.4.3. P r ů b ě h funkce r = f (i) 

Sérií měřen í bylo zjištěno, že změřený signál n e m á přesně harmonický charakter. Dvě po 

sobě následující max imá ln í výchylky nejsou vůči sobě posunuty pokaždé o stejnou dobu. 

Jinak řečeno perioda není po celou dobu měřen í kons tan tn í . Hovořit o periodě tak zde 

již není přesné, protože se v p růběhu měřen í měn í - vhodnějš í bude používat pro časový 

interval mezi dvěma maximáln ími výchylkami pojem doba kyvu r . 

Změřená hodnota doby kyvu se měn í podle toho, v k t e r ém úseku zaznamenaných 

hodnot j i poč í t áme - pokud proložíme tlumenou sinusovku změřenými hodnotami např í 

klad v čase 0-10 s, po té 50-60 s a nakonec 100-110 s (ze s tejného měření ) , z ískáme pokaždé 

j inou dobu kyvu, př ičemž p rvn í bude největší a t ř e t í nejmenší . Cílem dalšího postupu je 

zjistit, j a k ý m způsobem se měn í hodnota okamži té doby kyvu r b ě h e m měření . 

Měření byla p rováděna v d louhém časovém intervalu (300 a více sekund), přičemž 

počá teční výchylka byla záměrně nastavena tak, aby se r á m v p o č á t k u kýval s výchylkou 

větší než obvykle požadovaných 5°. Kýván í po té obvykle pokračovalo až prakticky do 

úplného zastavení . Typický tvar naměřených hodnot ukazuje graf na obr. 7.15. 

Takovýto signál byl rozdělen do samos ta tných bloků. Každý blok m á určenou délku 

(v programu Mathcad př i řazujeme parametr delkauseku); obvykle 5, 10 nebo 20 sekund. 

Jednot l ivé bloky se překrývaj í o hodnotu parametru offset (nejčastěji 9 nebo 19 sekund, 

p ř ípadně bez překry t í ) . Celkem je takovýchto bloků n (parametr pocetuseku), a to podle 
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Obr. 7.15: Ukázka záznamu signálu u dlouhotrvaj íc ího měřen í - zde 300 s. 



7.4. MĚŘENÍ PERIODY KYVU 

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 

Obr. 7.17: P r ů b ě h okamžité doby kyvu r v závislosti na čase u měřen í t rvaj ícího 300 

sekund. Zde delkauseku = 10 s, offset = 9 s a tedy krok = 1 s. 

celkové délky měření . Obrázek 7.16 ukazuje př ík lad takovéhoto rozdělení s parametry 

delkauseku = 10 s, offset = 5 s, pocetuseku = 58. 

V každém z takovýchto bloků je proložena t l u m e n á sinusovka zvlášť podle vztahu 

7.25. Získáme soubor n hodnot r = okamži tých dob kyvu odpovídajících n - t é m u úseku, 

které jsou od sebe vzdálené o čas krok = delkauseku - offset. 

Záznam obvyklého p růběhu měniči se hodnoty okamži té doby kyvu r ukazuje obrázek 

7.17. N a svislé ose je vidět hotnota okamžité doby kyvu r , na vodorovné ose je číslo 

měřeného úseku, k te rý pro p ř ípad sekundového kroku odpovídá času v sekundách. Z gra

fu je vidět , že hodnota r klesá přibl ižně exponenciálně. 

Je n u t n é zjistit, co způsobuje t akový to p r ůběh okamžité doby kyvu r. Dále je 

p o t ř e b a na základě těchto p o z n a t k ů z naměřených dat spočí ta t odpovídaj ící periodu kyvu 

ideálního fyzikálního kyvadla T 0 , p ř ípadně po t řebu jeme zjistit, jak upravit postup měření , 

abychom těchto výsledků dosáhli . 

7.4.4. Příčiny nekonstantn ího p růběhu změřeného r 

R. Nelson a M . G . Olsson v [16] předkláda j í přehled důleži tých korekcí, k te ré je při 

měření skutečné periody kyvu (tzn. periody kyvu odpovídaj ící ideálnímu fyzikálnímu 

kyvadlu) p o t ř e b a uvažovat . Hledání přesných matematicko-fyzikálních vz tahů , k te rými 

se řídí pohyb skutečného kyvadla, je až nečekaně složitý problém. V dalš ím textu budou 

popsány nej důležitější faktory, k te ré ovlivňují měřen í periody kyvu p o d s t a t n ý m způsobem 

a k teré ma j í za důsledek, že doba kyvu získaná analýzou změřeného signálu není po celou 

dobu měřen í kons tan tn í , jak by odpovídalo teorii. 
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Odchylka z p ů s o b e n á nenulovou amplitudou 

Ve vztahu 3.18 jsme položili z jednodušení sirup = <p. To n á m umožni lo zlinearizovat pohy

bovou diferenciální rovnici kyvadla 3.16. Ve skutečnost i je doba kyvu skutečného kyvadla 

funkcí amplitudy. Chyba způsobená uvedeným zjednodušením s klesající amplitudou ipm 

klesá k nule [2]. 

Přesné řešení diferenciální rovnice fyzikálního kyvadla 3.16 vede na eliptický integrál, 

jehož řešení rozv inut ím v ř a d u určuje vztah mezi okamži tou dobou kyvu r a okamži tou 

amplitudou ipm: Tento vztah je roven ([2], [24]): 

-, . , 1 V • 2 . fl • 3 \ 2 . 4 pm 

1 + - srn h sin \ - . . . 
1 2 / 2 V 2 - 4 / 2 

(7.26) 

J e d n á se o funkci, k t e rá s klesající amplitudou výchylky ipm konverguje k per iodě 

To, což je hodnota, k t e r á odpov ídá fyzikálnímu kyvadlu (bez uvažování dalších korekcí). 

Odchylka hodnot okamžité periody kyvu r určené podle vztahu 7.26 od hodnot určených 

z obvyklých z jednodušených v z t a h ů je pro úhel ipm = 5° rovna 0,05 %, což při per iodách 

typických pro větš inu měření (0,5-2 s) představuje chybu 0,00025-0,001 s. Op t imá ln í by 

bylo amplitudu udržovat v minimálních hodnotách ; změřený signál je však do urči té míry 

zat ížen šumem, což při příliš malých ampl i tudách znemožní p rok ládán í sinusovkou. 

Odchylka z p ů s o b e n á nelinearitou t l u m e n í 

Diferenciální rovnice ve tvaru 3.24 (resp. 3.25) a nás ledná korekce ve tvaru rovnice 3.23 

předpokládaj í , že je t l umen í p ř ímo úměrné okamži té rychlosti; z čehož vyplývá, že ampli

tuda ipm bude klesat exponenciálně. Ve skutečnost i se ukazuje, že tomu tak není, expo

nenciální změna amplitudy je pouze ideální př ípad . 

Skutečné t l umen í vzniká jako součet ř ady vlivů ( t ření v závěsu, vzdušný odpor . . . ) 

Součinitel t l umen í proto není kons tan tn í , ale m á charakter kombinace l ineární a kvadra

tické složky okamžité rychlosti, což se projeví tak, že pokles amplitudy v p růběhu měření 

není exponenciá lní ([17], [18]), kons t an tn í není ani součinitel ú t l u m u používaný ve vztahu 

pro korekci 3.23. Změna amplitudy se bude rovnat [16]: 

^ = -a<p0 - P<pl (7.27) 

Odsud lze vyjádři t p růběh amplitudy: 

kde (po(ť) je p růběh okamži té úhlové amplitudy v závislosti na čase t, av a j3v jsou ko

eficienty l ineární a kvadrat ické složky t lumen í a <ppoc je amplituda v čase to- V z t a h lze 

přepsa t pro změřené hodnoty napět í : 

OLU UpOC e~au{t+to)  

U m [ t ) = Pu Upoc (1 ~ e - ^ y ) + au ( 7 ' 2 9 ) 
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s analogickými veličinami Um(t), au, f3jj a Upoc. 

V l i v t é to chyby na periodu bude malý - méně než 0,0001 sekundy pro typické 

hodnoty. Lineari ta p ř edpok ládaná ve vztahu 7.25 však způsobí , že se t l u m e n á sinusovka 

proložená program Mathcad bude od skutečných změřených hodnot co se týče okamžité 

amplitudy poněkud lišit. 

Odchylka z p ů s o b e n á g e o m e t r i c k ý m i vztahy a charakterem s n í m a č e 

Jako hlavní faktor, kvůli k t e rému m á změřená doba kyvu r obvykle p r ůběh jako na 

obrázku 7.17, se ukáza la být chyba způsobená charakterem použ i tého snímače a principem 

snímání . P ř i h ledání periody bylo vycházeno z hodnot napě t í Uz na snímači (viz str. 40). 

Avšak jak bude vysvět leno níže, změřená hodnota napě t í Uz není p ř ímo ú m ě r n á úhlové 

výchylce (p. Doba kyvu Ty t akovéhoto změřeného signálu tak není rovna době kyvu TV 

průběhu úhlové výchylky. Je proto nezbytné provést přís lušné korekce. 

Snímač 945-LAY-AD-1C0 vysílá paprsek zvuku o vysoké frekvenci a měř í čas, 

za k te rý se v rá t í jeho odraz - na základě prodlevy mezi vys láním a př í jmem spočí tá 

vzdálenost od snímače a převede na napě t í . Zásadní v ý z n a m m á skutečnost , že snímač 

sn ímá odraz v u rč i t ém úh lu [29] - vyšle paprsek v kuželu o šířce 10° a určí vzdálenost 

p rvn ího p ředmě tu , od k te rého se paprsek odrazí . 

N a obrázku 7.18 je vidět schéma, jak v y p a d á situace v našem př ípadě . R á m je zde 

modelován jako od razná deska kývající se s amplitudou (po a s okamži tou výchylkou (p. 

V ideálním př ípadě by snímač měřil p r ůběh vzdálenost i v ose snímače - tedy výchylku 

na úsečce A - A ' . Vys laný paprsek se však od odrazné desky neodraz í v bodě ležícím na 

úsečce A - A ' , ale v mís tě , k te ré m á v danou chvíli od snímače nejmenší vzdálenost . Takové 

mís to bude ležet na př ímce, k t e rá prochází sn ímačem a je kolmá na rovinu odrazné desky. 

Obr. 7.18: Schéma geometrické korekce. Snímač nezaznamenáva výchylku na úsečce A -

A ' , ale vzdálenost bodu O pohybujícího se po trajektorii B - B ' . 
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h 

Obr. 7.19: Schéma geometrické korekce - důležité rozměry. 

Tento bod odrazu O se pohybuje po části Thaletovy kružnice kt. N a obr. 7.18 je červenou 

barvou zobrazena trajektorie bodu odrazu (z bodu B do bodu B ' ) v p růběhu jednoho 

kmitu s amplitudou tpo. Skutečný p r ůběh výchylky měřený na úsečce A - A ' by měl tvar 

modré sinusovky; signál ze snímače však m á (př ibl ižně 8 ) tvar zobrazený červenou křivkou. 

Takovýto signál není harmonický - nekmi t á okolo stále stejné s t řední hodnoty a především 

se doba kyvu tohoto signálu mění s měnící se amplitudou ip0. 

Podle t é to úvahy n á m snímač ve skutečnost i určuje vzdálenost , ve k teré se nachází 

bod odrazu O od snímače, a nikoli vzdálenost na př ímce A - A ' . Jak je vidět z obrázku 7.19, 

bod O se nachází na průsečíku Thaletovy kružnice kt (se s t ř edem v polovině úsečky spo

jující sn ímač a osu kývání) a kružnice k^, k t e r á m á s t řed v snímači a poloměr změřenou 

hodnotu vzdálenost i Lz. Pokud bychom znali hodnoty h (výška osy kývání nad osou 

snímače) a L 0 (vzdálenost s t řední hodnoty, okolo které bude signál kmitat) , bylo by 

možné ze změřené hodnoty Lz zjistit polohu bodu O jakožto průsečík zmíněných dvou 

kružnic a nás ledně t r iv iá ln ím způsobem dopočí ta t úhlovou výchylku tp. Hledaná peri

oda by v t akovém př ípadě byla zjištěna p rok ládán ím sinuovky p ř e p o č í t a t n ý m p růběhem 

ip(t) = f(Uz(t)). Jak bude vysvět leno dále, skutečnost je poněkud složitější a takto určené 

vztahy nepla t í zcela p ř e s n ě 9 . 

D a l š í faktory o v l i v ň u j í c í periodu 

Mezi další faktory, k teré ovlivňují periodu kyvu, p a t ř í korekce odst raňuj íc í v l iv vzt laku 

vzduchu a korekce počítaj ící s přidanou hmotností (added mass) odpovídaj ící vzduchu 

8 V pravoúhlých souřadnicích není možné průběh znázornit jako záznam průvodiče; červená křivka na 
obrázku 7.18 je proto jen přibližná. 

9Pozn.: Bylo skutečně realizováno měření, jehož cílem bylo ověřit tento postup - k další analýze bylo 
přistoupeno poté, co se ukázalo, že takovýto postup k dostatečné přesnosti nevede. 
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proudíc ímu spolu s kývající se součást í . Tyto a další vlivy, p o d r o b n ě vysvět lené v [16], 

nebyly při měřen í periody kyvu uvažovány. Další chyba může bý t způsobená nedokonalou 

tuhosti r á m u a stojanu. R á m , stojan ani od razná plocha nejsou zcela t u h é a pohybová 

rovnice 3.24 tento vl iv nezahrnuje. Je proto vhodné zajistit, aby byly v p růběhu měření 

deformace r á m u pokud možno co nej menší - zej méně z hlediska jeho konstrukce. 

7.4.5. Optimalizovaná metoda měřen í periody 

N a základě výše uvedených p o z n a t k ů byla opt imal izována metoda měření . P ř i výpočtech 

geomterické korekce pros t ředn ic tv ím h ledání p růn iku kružnice ki a Thaletovy kružnice kx 

se však vyskyt l další problém. Snímač 945-LAY-AD-1C0 u r č i t ým způsobem zohledňuje 

směr, ze k te rého přichází odraz, resp. preferuje odraz nacházející se blíže ose snímače 

oproti odrazu poblíž okraje vysí laného paprsku - snímač vysílá paprsek ve směru osy a 

je proto zřejmé, že i odraz tohoto signálu bude mí t ve směru osy snímače větší intenzitu 

než v okrajové oblasti. Tato skutečnost způsobí , že ani výpočet popsaný v kapitole 7.4.4 

nevede k cíli - periody kyvu získané p rok ládán ím sinusovky p řepoč í t aným p r ů b ě h e m tp(t) 

se při opakovaném měření navzájem lišily o několik tisícin sekundy; pro naše po t ř eby je 

však nezbytné docílit přesnost i vyšší. 

Požadované přesnost i bylo po sérii exper imen tů docíleno pros t ředn ic tv ím jedno

duchého zařízení - válcového stínidla, zobrazeného na obrázku 7.20. Toto st ínidlo zmenšuje 

úhel vysí laného paprsku - jak je zřejmé z obrázku 7.21, bude mí t tento nový úhel veli

kost ipB = a r c t a n ( $ m / 2 L m ) . O d uči té velikosti vzdálenost i Lm již není snímač schopný 

rozpoznat cíl a měř i t vzdálenost , max imá ln í hodnota Lm bývá obvykle cca 200 mm. Pro 

p růměr $ m = 20 mm a vzdálenost Lm = 200 mm vychází úhel ips = 2, 86° = 3°. 

Měření bude u s p o ř á d á n o tak, aby byla osa snímače or ientována vůči odrazné desce 

r á m u (v klidové poloze) s úh lem r ů z n ý m od 90°, jak ukazuje obr. 7.22. Pokud by byl 

snímač or ientován s úh lem 90°, měřil by snímač vzdálenost na křivce B - B ' (ne zcela přesně, 

Obr. 7.20: Válcové st ínidlo - u l t razvukový snímač je umís těn uvni t ř . Pěnový mater iá l 

omezuje nežádoucí odrazy u l t razvukového signálu. 

t rubka 
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m 
v. 

A 

Lm 

Obr. 7.21: Úhel vysí laného paprsku s použ i t ím válcového st ínidla. 

jak bylo vysvět leno výše). Snímač vychýl íme o úhel (, aby paprsek (omezený válcovým 

st ínidlem) kř ivku B - B ' m í j e l 1 0 . Snímač bude měř i t vzdálenost nejbližšího bodu, na k terý 

paprsek naraz í - v tomto př ípadě to bude bod ležící na př ímce vzniklé omezením paprsku 

hranou stínidla. Ta je odkloněna o úhel (3. Snímač při t akovémto u spo řádán í bude měř i t 

vzdálenost bodu ležícího na úsečce C - C . T u lze se znalost í úhlu j3 p řepoč í ta t goniomet

rickými funkcemi tak, abychom získali p r ůběh výchylky na př ímce A - A ' . P ř e p o č í t a n ý m 

signálem lze výše uvedeným postupem prok láda t sinusovku a urči t tak periodu kyvu. 

Uhel (3 nesmí bý t větší než 10° - pro větš í úh ly snímač již není schopen zachytit 

odražený paprsek a tedy i měři t vzdálenost , jak je vysvět leno v [29]. Uhel j3 však zároveň 

musí bý t natolik velký, aby snímač měřil vzdálenost skutečně na úsečce C - C - tzn. aby 

se neprojevila vlastnost snímače, kvůli k teré preferuje p ř e d m ě t y v blízkosti osy snímače. 

Obr. 7.22: Pr incip opt imal izované metody měřen í periody - odklonění osy snímače. 

1 0Poloha bodů B a B ' je určena okamžitou amplitudou tpo, je tedy nutné uvažovat počáteční ampli
tudu ifipoc, aby paprsek míjel křivku B-B' po celou dobu měření. 

0 
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P ř e s n o s t o p t i m a l i z o v a n é metody 

B y l a provedeno měření periody kyvu součást i s cílem ověřit přesnost t é to metody. Tabulka 

7.3 ukazuje změřené hodnoty periody při použi t í t é to metody. Uspořádán í měřen í (tzn. 

úhel odklonění snímače (, vzdálenost snímače od odrazné desky L 0 a mí ru zast ínění 

šířky paprsku danou úh lem ip) bylo voleno náhodně , aby se ve výsledcích tento p ř ípadný 

n á h o d n ý vl iv projevil. J e d n á se o měření periody kyvu t ř e t í verze r ámu . 

Č . m ě ř e n í 1 2 3 4 5 6 7 8 

Perioda /s 1,1651 1,1658 1,1647 1,1659 1,1669 1,1655 1,1647 1,1670 

Tab. 7.3: Změřené periody pomoc í opt imal izované metody měřen í u l t razvukovým 

snímačem. 

Z těchto hodnot byla spoč í tána p r ů m ě r n á hodnota T — 1,1657 s. S t řední kvadra

t ická chyba p r ů m ě r u je rovna čř = 0, 00032 s. Pro p ravděpodobnos t P = 95 % a počet 

měření n = 8 je absolu tn í chyba vypoč tené hodnoty rovna A T = 2,42 • čf = 0, 00076 s = 

0,0008 s. Takováto přesnost pro účely t é to práce postačuje . 

P ros t ř edn ic tv ím postupu popsaného na s t raně 46 byl zjištěno, zda a jak se mění 

okamži tá doba kyvu r v př ípadě , že postupujeme zde uvedeným opt imal izovaným postu

pem. Typický p růběh p růběhu r(t) v t akovém př ípadě ukazuje obrázek 7.23. V p o č á t k u 

signálu je vidět urč i tý pokles okamži té doby kyvu, od urč i tého okamžiku (zde cca 60. 

sekunda měření) zůs t ává přibližně kons tan tn í . K e konci měřen í (zde cca od 140. sekundy) 

se projevuje vl iv zašumění signálu - Mathcad již není schopen proložit s ignálem tlumenou 

sinusovku dos ta tečně přesně, a tak se projeví urč i té roztřesení okamžité doby kyvu. Toto 

roztřesení je ve s t řední část i (60-140 s) př i jatelně malé , proto je nejvhodnější p rok láda t 

sinusovku právě v t é to s t řední části . Důleži tý rozdíl p růběhu 7.23 oproti 7.17 spočívá 

v tom, že se hodnota r u opt imal izované metody pohybuje (od urč i tého okamžiku) okolo 

stále stejné hodnoty - a neklesá jako v př ípadě 7.17. 

1.26-

' skorckci 
1.25 

1.24-

0 20 40 SO 80 100 120 140 160 

Obr. 7.23: P r ů b ě h okamžité doby kyvu r u opt imal izované metody. 
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7.5. Měření vzdálenosti těžiště od osy kývání 

Ve vztahu 7.7 figurují t ř i délkové veličiny - lr (vzdálenost těžiště r á m u od osy kývání) , 

lt (vzdálenost těžiště měřeného tělesa od osy kývání) a lc (vzdálenost těžiště dvojice r á m 

+ měřené těleso od osy kývání ) . P ř i měřen í momentu setrvačnost i je nezbytné tyto t ř i 

hodnoty zjistit s dos ta tečnou přesnost í . K tomuto účelu opět poslouží fo togrammetr ický 

sys tém Tritop. 

Všechny t ř i používané r á m y (obr. 7.1, 7.3 a 7.4) obsahují důleži tý společný prvek -

vodorovné rameno, k te ré m á na svém povrchu mělké drážky, do k terých zapada j í ostré 

hroty stojanu. Postup, k te rý bude uveden dále, se vztahuje ke t ř e t í verzi r á m u (obr. 7.4), 

pr incipiálně by jej však bylo možné s d robnými modifikacemi použí t i u předchozích dvou 

verzí. 

Měření lt i lr je založené na s te jném principu. Oproti tomu zjišťování lc je odlišné -

bude určeno výpoč tem. 

7.5.1. Vzdálenost těžiště r ámu od osy kývání — lr 

S r á m e m byl spojen souřadný sys tém - tak, jak je vidět na obrázku 7.24. V tomto př ípadě 

není p o d s t a t n é , j a k ý m způsobem je souřadný sys tém s r á m e m spojen - jde n á m výhradně 

o re la t ivní vzdálenost i . Vůči tomuto souřadnému sys tému byla u rčena poloha těžiště 

metodou zavěšení popsanou v kapitole 4. Souřadnice polohy těžiště r á m u vůči d a n é m u 

souřadnému sys tému se rovnají: 

rx = 140, 234 mm 

ry = 19, 363 mm (7.30) 

rz = 5, 813 mm 

Odpovídaj íc í s t řední kvadra t ická chyba čř = 0, 027 mm. Pro p ravděpodobnos t P = 95 % 

a počet měřen í n = 5 je poloměr koule přesnost i Rp = 0, 076 mm. 

Nyní je n u t n é k tomuto souřadnému sys tému určit rovnici osy kývání . Vzhledem 

k tomu, že byla drážka ve vodorovném rameni, do níž zapada j í ostré hroty stojanu, vyro-

x 

Obr. 7.24: Souřadný sys tém spojený s r á m e m a odpovídaj ící poloha těžiště . 
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spodní plocha 

Obr. 7.25: Rameno r á m u - pohled ze směru osy kývání . 

boční plocha 

bena tak, aby tvoři la po celé délce ramena jednu př ímku, lze tuto drážku považovat p rávě 

za hledanou osu kývání . 

Geometr ický popis ramena ukazuje obrázek 7.25. Rameno m á profil ve tvaru pís

mene L . Drážka, nacházející se ve spodní ploše, je rovnoběžná s boční plochou a leží ve 

vzdálenost i l\. 

Spodní i boční plocha jsou označeny nekódovanými referenčními body. Sys témem 

Tritop je zjištěna jejich poloha a následně je body ležícími na boční ploše proložena boční 

rovina a body ležícími na spodní ploše je proložena spodní rovina11 - viz obr. 7.26. Ve 

vzdálenost i l\ od takto vzniklé boční roviny vy tvoř íme rovnoběžnou osovou rovinu12. 

Hledaná osa kýván í je p růsečn ic í 1 3 spodní a osové roviny. 

Obr. 7.26: Vysvět lení postupu hledání osy kývání - p rok ládán í rovin v sys tému Tritop. 

1 1Příkazem Primitives - Plane - Best-Fit Plane. 
1 2Příkazem Primitives - Plane - Parallel Plane. 
1 3Příkaz Primitives - Line - Intersection Line. 

spodní rovina 

-osa kývání 

54 



7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ 

Nyní již Tritop zná polohu osy kývání i polohu těžiště vůči sou řadnému systému. 

V těžišt i vy tvoř íme bod Point teziste př íkazem Primitives - Point - Point se souřadnicemi 

danými rovnicemi 7.30. Vzdálenost tohoto bodu od osy kýván í urč íme př íkazem Dimensi

ons - Distances - Projected-Point Distance. 

Vzdálenost osy kývání (tzn. d rážky ve spodní ploše vodorovného ramena r ámu) od 

těžiště r á m u je pro p ř ípad zde uvažovaného r á m u rovna lr = 19,45 mm. 

Pro po t ř eby určení vzdálenost i lc, tzn. vzdálenost i těžiště dvojice r á m + těleso od 

osy kývání , po t řebu jeme ješ tě urči t úhel ar - úhel mezi spodní rovinou a úsečkou spojující 

osu kývání s těž iš těm (bude vysvět leno v kapitole 7.5.3). Schéma ukazuje obrázek 7.27. 

V sys tému Tritop vytvoř íme rovinu pohledu, k t e rá je kolmá na osu kýván í a prochází 

t ě ž i š t ě m 1 4 . Dále vytvoř íme úsečku BT15, k t e rá spojuje těžiště s průsečíkem osy a roviny 

pohledu 1 6 . P ř ímka p vznikne jako průsečnice roviny pohledu a spodní roviny. Hledaný úhel 

ar zjistíme př íkazem Dimensions - Angles - Line-Line Angle j akožto úhel mezi p ř ímkou 

p a úsečkou BT. 

Pro p ř ípad t ř e t í verze r á m u je hodnota ar rovna ar = 94, 9°. 

Obr. 7.27: Schéma zjišťování úh lu ar. 

7.5.2. Vzdálenost těžiště měřeného tělesa od osy kývání — lt 

Postup je obdobný jako v předchozí kapitole. S měřenou součást í spoj íme souřadný sys tém 

a nejprve vůči němu zjistíme metodou popsanou v kapitole 4 souřadnice polohy těžiště . 

Po té těleso umís t íme na r á m a měř íme periodu kyvu celku r á m + těleso ( T C ) . Sys

t é m e m Tritop určíme k tomuto souřadnému sys tému (spojenému se součástí) polohu 

osy kýván í - s te jným postupem, jako v předchozí kapitole. A protože známe k tomuto 

souřadnému sys tému polohu těžiště součásti , můžeme opět př íkazem Dimensions - Distan

ces - Projected Point Distance zjistit hledanou vzdálenost těžiště tělesa od osy kýván í -

lt-
1 4Pfikaz Primitives - Plane - Point-Normal Plane. 
1 5Pfikazem Primitives - Line - Point-Point Line. 
1 6Pfikaz Primitives - Point - Intersection Point. 

55 



7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ 

Analogicky k minu lému p ř ípadu urč íme úhel mezi spodní rovinou r á m u (obr. 7.27) 

a úsečkou spojující osu kýván í a těžiště tělesa - z ískáme tak úhel at, k te rý využijeme při 

výpoč tu vzdálenost i lc. 

Pro po t ř eby výpoč tu tenzoru setrvačnost i je nakonec p o t ř e b a urči t i dva body, k teré 

leží na ose kývání , abychom z nich mohli spočí ta t směrové kosiny. Učiníme tak př íkazem 

Primitives - Points - Points From Line. Získáme tak souřadnice dvou b o d ů , k teré definují 

osu kývání . 

7.5.3. Vzdálenost těžiště dvojice r á m + měřené těleso od osy 
kývání — lc 

Zjistit polohu těžiště r ámu , se k t e r ý m je spojena měřená součást , lze v principu i po

stupem p o p s a n ý m v kapitole 4 a vzdálenost od osy kývání lc můžeme zjistit analogicky 

k předchozím dvěma p ř ípadům. Takový postup m á však několik nedos t a tků - součást 

umisťujeme na r á m při každém měření j inak a bylo by nezbytné pokaždé měř i t polohu 

těžiš tě znovu, což by velmi výrazně prodloužilo čas p o t ř e b n ý k měřen í (viz kapitola 7.5.5). 

Navíc lze t akový to postup použí t jen v p ř ípadě t ř e t í verze r ámu , resp. takového rámu, 

u k te rého je součást s r á m e m pevně spojena. 

Vzdálenost lc proto bude výhodnějš í urči t výpoč tem. V předchozích dvou kapi tolách 

jsme zjistili vzdálenost i lt (vzdálenost těžiš tě součást i od osy kývání ) , lr (vzdálenost r á m u 

od osy kývání) a úhly ar a at, což jsou úhly mezi spodní rovinou r á m u a úsečkou spojující 

osu kývání a těžiště r ámu , resp. tělesa. Vzdálenost lc odvodíme v pohledu ve směru osy 

kývání - viz obrázek 7.28. Těžiš tě celku r á m + měřené těleso bude ležet na spojnici těžišť 

obou samos ta tných část í ve vzdálenost i , k t e rá bude v opačném p o m ě r u hmotnos t í . 

Obr. 7.28: Určování polohy těžiště celku r á m + měřené těleso (Zc). 
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Polohu těžiště a nás ledně vzdálenost od osy jsme určovali pokaždé v j iném souřad

ném sys tému (u určování lr v sou řadném sys tému spojeném s r á m e m a k v souřadném 

sys tému spojeném s tě lesem). Zavedeme proto nový souřadný sys tém (x, y), jehož počá tek 

leží na ose kývání a osa y je kolmá na spodní rovinu - viz obr. 7.28. Známé vzdálenost i 

lr a lt jsou potom vzdálenost i od počá tku tohoto souřadného systému, úhly ar a at se 

zobrazí jako úhel od osy x. 

Určíme souřadnice těžiště r á m u i souřadnice těžiště tělesa vůči tomuto souřadnému 

systému: 

Tt = [lt cos at; k sin at] (7-31) 

Tr = [lr cos ar; lr sin ar] (7.32) 

Souřadnice h ledaného těžiště urč íme na základě vztahu pro polohu těžiště [10]: 

m 
(7.33) 

Pro náš p ř ípad dostaneme souřadnice polohy těžiště celku r á m + měřená součást: 

mt lt cos at + mr lr cos ar mt k sin at + mr lr sin ar 

mt + mr mt + mr 

a odsud hledanou hodnotu lc jako vzdálenost od počá tku souřadného systému: 

(7.34) 

lr. 
2 / \ 2 

mt h cos at + mr lr cos ar \ ( mt k sin at + mr lr sin ar 

mt + mr 

(7.35) 

7.5.4. Odhad chyby měřen í vzdálenosti 

Abychom mohli urči t celkovou chybu měřen í vztahem 7.12, po t řebu jeme zná t absolutn í 

chybu, se kterou jsme zjistili jednot l ivé vzdálenost i . 

l l 
< S 5 » 

Obr. 7.29: Určení chyby měření vzdálenost i . Pozn. poloměr i ? í r je záměrně několikaná

sobně zvětšen. 
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7.5. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ OD OSY KÝVÁNÍ 

Chybu měřen í lt a lr lze odhadnout v pohledu v normálové rovině osy kýván í -

obr. 7.29. Koule přesnosti polohy těžiště (viz str. 23) se p romí tne jako kruh o po loměru 

Rt,r- Pro p ř ípad měření vzdálenost i těžiš tě r á m u od osy kýván í je Rr = 0, 076 mm. 

Vzdálenost l\ na obrázku 7.25 byla u rčena p o s u v n ý m měřidlem, chyba měřen í je tedy 

A / i = 0,05 mm. Tato vzdálenost se do směru vzdálenost i lt<r projeví jako A / i cos atjr. 

Pro velikost úh lu ar v p ř ípadě t ř e t í verze r á m u je p r ů m ě t t é to chyby do směru lr roven 

A Z i r = 0, 003 mm. 

Celková chyba měření vzdálenost i pro p ř ípad lr tak bude rovna 

A / r = Allr + r = 0, 003 mm + 0, 076 mm 
(7.36) 

A / r = 0,08 mm 

Ste jným postupem odhadneme chybu měřen í pro p ř ípad lt. Chyba vypoč tené hodnoty lc 

byla odhadnuta jako součet chyb A / c = Alr + A / ť

1 7 . 

Velikost chyb se ukazuje bý t př i jatelně ma lá pro větš inu měřených součást í . 

7.5.5. Časová náročnost uvedeného postupu 

Uvažujme, že je k určení polohy těžiště vůči souřadnému sys tému při použi t í metody 

popsané v kapitole 4 p o t ř e b a provést 4-5 m ě ř e n í 1 8 v sys tému Tritop. Pokud budeme 

určovat hodnoty lr, lt a lc postupem p o p s a n ý m v t é to kapitole, je p o t ř e b a k zjištění 

momentu setrvačnost i k j edné ose provést : 

1. 4-5 měřen í Tritopem k zjištění polohy těžiště r á m u vůči souřadnému sys tému spo

jenému s r á m e m a k zjištění lr (a ar) 

2. 4-5 měření k zjištění polohy těžiště součást i vůči souřadnému sys tému spojenému 

se součást í 

3. 1 měření k zjištění lt a ať, ze známých hodnot lze dopočí ta t vzdálenost Zc 

Pokud bychom vzdálenost lc neurčovali výpoč tem, ale s te jným postupem jako v pří

padě U a lr, potřeboval i bychom i v t ř e t í m b o d ě namís to jednoho provést 4-5 měřen í -

kvůli h ledání polohy těžiště celku r á m + měřená součást . 

Jak bude popsáno v kapitole 9, budeme u j edné součást i p rovádě t měřen í k několika 

osám (6 a více). Body 1 a 2 tak provedeme jen jednou, opakovat se bude pouze bod 3. 

Zjišťování polohy lc v ý p o č t e m namís to měřen ím v t akovém př ípadě velmi zkrá t í čas 

p o t ř e b n ý k uskutečnění celého měření . Pro p ř ípad měření tenzoru set rvačnost i těhlice 

(kapitola 10) po t řebu jeme zde uvedeným postupem provést cca 4 + 4 + 9 - 1 = 17 

měření v Tritopu. Pokud bychom vzdálenost lc nepočí tal i , ale p ř ímo měřili , bylo by to 

4 + 4 + 9 • 4 = 44. Zvolený postup je tedy výrazně rychlejší. 

1 7Pozn. Tento odhad není zcela přesný, pro prvotní odhad chyby však dostačuje. 
1 8 Tím je míněno nafotit jednu sadu fotografií a provést výpočet v software Tritop. 
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7.6. MĚŘENÍ HMOTNOSTI SOUČÁSTÍ 

7.6. Měření hmotnosti součástí 

Posledními veličinami, k te ré je n u t n é zadat do vztahu 7.7, jsou hmotnosti r á m u mr a 

hmotnost měřeného tělesa mt. K jejich určení byly použi ty l abora to rn í váhy. 

Hmotnost, kterou bylo p o t ř e b a urči t , se pohybovala v rozmezí cca 0,2-8 kg. K dis

pozici byly váhy s různou přesnos t í a ze jména r ů z n ý m měřic ím rozsahem. Proto bylo pro 

každou součást vždy v y b r á n a nej přesnější d o s t u p n á váha , k t e rá svým měřic ím rozsahem 

dostačovala. 

B y l y použ ívány dvě váhy - pro hmotnosti 0-5 kg digi tální v á h a Eta 1770 a pro 

vyšší hmotnosti (5-10 kg) v á h a Transporta 5567/11. 

Opět je nezbytné urči t absolu tn í chybu měření , a to na základě m a n u á l u a výrobních 

š t í tků vah. Manuá l váhy Eta 1770 uvád í přesnost měřen í (tedy chybu měření) A m = 

0,001 g. Výrobn í š t í tek váhy Transporta 5567/11. uvád í přesnost Am = 0,002 g. Tyto 

hodnoty byly dosazovány do v z t a h ů 7.15 a 7.16 jakož to hodnoty Amt a Amr. 
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8. Ověření přesnosti metody měření 
momentu setrvačnosti 

B y l a provedena měření , jejichž cílem bylo ověřit , do jaké míry se změřené hodnoty 

momentu setrvačnost i shodují s teorií , aby bylo možné odpovědět na o tázku, zda me

toda není za t ížená důleži tou systematickou chybou. Pro tyto po t ř eby byla v y b r á n a dvě 

modelová tělesa - ocelový kroužek a ocelová koule. 

8.1. Měření momentu setrvačnosti ocelového kroužku 

J e d n á se o d u t ý válec (obr. 8.1) s vnějším p r ů m ě r e m D = 75, 8 mm, vn i t řn ím p r ů m ě r e m 

d = 32 mm a výškou v = 29, 5 mm. Kroužek byl umís těn na r á m tak, aby jeho osa byla 

rovnoběžná s osou kývání . 

B y l y změřeny všechny hodnoty po t ř ebné k tomu, abychom mohli vypoč í ta t moment 

setrvačnost i - viz tabulka 8.1 1 . 

Obr. 8.1: Ocelový kroužek sloužící k ověření přesnost i metody měření momentu se

t rvačnost i . 

M ě ř e n á v e l i č i n a Symbol Hodnota A b s o l u t n í chyba 

Hmotnost r á m u mr 0,693 kg Amr = 0,001 kg 

Hmotnost tělesa mt 0,843 kg Amt = 0,001 kg 

Vzdálenost těžiště r á m u od osy kyvu lr 19,45 m m Alr = 0,08 m m 

Vzdálenost těžiště tělesa od osy kyvu k 47,75 m m Alt = 0,05 m m 

Perioda kyvu samotného r á m u 1,1657 s ATr = 0,0008 s 

Perioda kyvu dvojice r á m + těleso / : 0,7330 s ATC = 0,0005 s 

Tab. 8.1: Změřené hodnoty ocelového kroužku. 

1 Těžiště kroužku bylo uvažováno v jeho středu; chyba Alt byla odhadnuta na základě přesnosti měření 
Tritopem [28]. 
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8.1. MĚŘENÍ MOMENTU SETRVAČNOSTI OCELOVÉHO KROUŽKU 

Dále byla změřena velikost at - úh lu mezi spodní rovinou a úsečkou spojující 

těžiště součást i (kroužku) s osou kývání : a ť = 89 ,2° . Z předchozích měřen í známe ar = 

94, 8°. Vztahem 7.35 byla u rčena vzdálenost lc = 34, 95 mm a odpovídaj íc í chyba Alc = 

0,13 mm. 

Pros t ř edn ic tv ím vztahu 7.7 byla z hodnot Tc, Tr, mt, mr, lt alr a lc spoč í tána velikost 

momentu setrvačnost i vůči ose rovnoběžné s osou kývání , procházející těžiš těm: 

'ř.s 692, 87 • 10" 6 kg m2 (8.1) 

Důleži té bude porovnán í s teore t ickými hodnotami. Pro moment setrvačnost i du tého 

válce vůči ose válce p la t í vztah: 

heor = \ m t (R2 + r2) (8.2) 

Dosazením R = 75, 8/2 mm a r = 32/2 mm z ískáme: 

heor = 713, 35 • 10" 6 kg m2 

Rozdíl teoret ické a změřené hodnoty: 

A t e o r = \Iteor ~Its\= 20,48 • 10" 6 kg m2 

Procen tuá ln í podí l Ateor/Iteor je roven 

4 ^ = 2 , 8 7 % 
Lteor 

Jak je vidět , teoret ická a změřená hodnota momentu setrvačnost i se do značné míry 

shodují . Rozdíl mezi změřenou a teoretickou hodnotou momentu setrvačnost i může bý t 

mimo j iné způsoben skutečnost í , že osa válce nebyla při měřen í zcela přesně rovnoběžná 

s osou kývání - toho nelze docílit. I tak můžeme výsledek považovat za při jatelně přesný. 

P ros t ř edn ic tv ím v z t a h ů 7.12-7.19 byla stanovena absolu tn í a re la t ivní chyba měření: 

A J ť s = 33, 87 • 10" 6 kg m2 (8.3) 

5Its = 4, 61 % (8.4) 

Rela t ivní chyba měření SIts je větší než obvykle požadovaná 3 %. Jak však bylo 

zmíněno, tento postup odhadu chyby měření je konzervat ivní . U těles s vě tš ím momentem 

setrvačnost i se absolu tn í chyba projeví menší re la t ivní chybou - vě tš ina běžných součást í 

podvozků m á moment set rvačnost i dos ta tečně velký, t akže se rela t ivní chyba měřen í bude 

pohybovat pod požadovanými t ř emi procenty, jak bude ukázáno dále. 
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8.2. MĚŘENÍ MOMENTU SETRVAČNOSTI OCELOVÉ KOULE 

8.2. Měření momentu setrvačnosti ocelové koule 

V předchozím př ípadě byl kroužek spojen s r á m e m tak, aby jeho osa byla rovnoběžná 

s osou kývání - to však není možné zcela přesně zaruči t , mezi osou válce a osou kývání 

bude ve skutečnost i vždy nenulový úhel. Pro d ruhé kontrolní měření proto byla vyb rána 

součást , u k te ré na orientaci vůči ose kývání nezáleží; tento požadavek splňuje pouze 

koule - moment setrvačnost i koule je vůči všem osám procházej ícím s t ředem stejný. B y l a 

použ i ta ocelová koule zobrazená na obr. 8.2. Jednot l ivé dílčí změřené hodnoty shrnuje 

tabulka 8.2. 

Obr. 8.2: Ocelová koule sloužící k ověření přesnost i metody měřen í momentu setrvačnost i . 

M ě ř e n á v e l i č i n a Symbol Hodnota A b s o l u t n í chyba 

Hmotnost r á m u mr 0,693 kg Amr = 0,001 kg 

Hmotnost tělesa mt 0,443 kg Amt = 0,001 kg 

Vzdálenost těžiště r á m u od osy kyvu lr 19,45 m m Alr = 0,08 m m 

Vzdálenost těžiště tělesa od osy kyvu k 30,89 m m Alt = 0,05 m m 

Perioda kyvu samotného r á m u 1,1657 s ATr = 0,0008 s 

Perioda kyvu dvojice r á m + těleso Tc 0,8685 s ATC = 0,0003 s 

Tab. 8.2: Změřené hodnoty ocelové koule. 

Velikost úh lu ctt je rovna at = 88 ,2° , úhel ar známe z předchozích měření - ar — 

94, 8°. Odpovídaj íc í vzdálenost lc zj ištěná vztahem 7.35 je lc = 23,87 mm. 

Vztahem 7.7 byla spoč í tána velikost momentu setrvačnost i vůči ose procházející 

s t ředem: 

Its = 108,41 • 10" 6 kgm2 (8.5) 

Pro moment setrvačnost i koule p la t í vztah: 

Lteor = \ mtr2 (8.6) 
5 

Dosazením poloměru r = 24, 5 mm z ískáme: 

lteor = 106, 36 • 1 0 - 6 kg m2 
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8.2. MĚŘENÍ MOMENTU SETRVAČNOSTI OCELOVÉ KOULE 

Rozdíl teoret ické a změřené hodnoty je roven: 

A teor li teor - l i ts\ — 2,04- 10" 6 kg w2 

Procen tuá ln í podí l Ateor/Iteor je roven 

A •teor 1,92 % 
li teor 

Je vidět , že přesnost , se kterou umíme měř i t periodu kyvu, vzdálenost těžiště od osy 

kývání a hmotnost, vyhovuje spíše vě t š ím tě lesům. Urči tý podí l na chybě měřen í může 

mí t i skutečnost , že vztah 8.6 p la t í pro přesnou kouli; sku tečná koule se od modelového 

ideálu bude vždy poněkud lišit. 

N a základě výsledků a s rovnáním s teore t ickými hodnotami můžeme vyslovit závěr, 

že metoda n e n í z a t í ž e n á r e l e v a n t n í systematickou chybou a že př ináš í dos ta tečně 

přesné výsledky. 
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9. Výpočet tenzoru setrvačnosti 
z naměřených hodnot 

Jak bylo zmíněno v kapitole 7.1, tenzor setrvačnost i ve tvaru 2.3 obsahuje šest 

nezávislých složek - t ř i momenty setrvačnost i k osám daného kar tézského souřadného 

sys tému Ix, Iy a Iz a t ř i deviační momenty Dxy, Dxz a Dyz. K určení tenzoru setrvačnost i 

jednoho tělesa proto po t řebu jeme provést šest měřen í a zjistit tak moment setrvačnost i 

k šesti r ů z n ý m osám. Z těchto šesti hodnot je po t é n u t n é jednot l ivé složky tenzoru se

t rvačnost i dopoč í ta t - v t é t o kapitole bude popsáno jak 1 . 

Vztahem 7.7 je vypoč í tán Itt - moment setrvačnost i vůči ose, k t e rá prochází těžiš těm, 

přičemž toto těžiště obecně není to tožné s počá tkem souřadného systému. Zavedeme proto 

nový souřadný sys tém (xt, yt, zt), jehož počá tek se nachází v těžišt i tělesa a jehož osy jsou 

rovnoběžné k osám původn ího souřadného sys tému (x, y, z), k te rý jsme používali při jed

notl ivých měřeních - viz obr. 9.1. 

Tenzor setrvačnost i budeme určovat k osám tohoto souřadného sys tému (xt,yt,zt). 

Osy tohoto sys tému jsou centrálními osami setrvačnosti [13]. 

Obr. 9.1: Souřadný sys tém (xt, yt, zt), vůči němuž je určován tenzor setvačnosti . Počá tek 

se nachází v těžišt i . 

9.1. Odvození vztahu pro výpočet složek tenzoru se
trvačnosti 

N a obrázku 9.2 je obecné těleso s obecně or ientovaným s o u ř a d n ý m sys témem (x,y,z) a 

osou rotace určenou j edno tkovým vektorem n: 

A 

A 
y 

n = i cos a + j cos (3 + k cos 7 = (cos a, cos f3, cos 7) 

Původní myšlenka výpočtů čerpá z [15]. 
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9.1. ODVOZENI VZTAHU PRO VYPOČET SLOŽEK TENZORU SETRVAČNOSTI 

Obr. 9.2: Výpočet tenzoru setrvačnost i z naměřených hodnot. 

kde cos a, cos/5 a cos7 jsou směrové kosiny osy rotace vůči osám souřadného systému. 

Hodnoty a, j3 a 7 lze t r iv iá ln ím způsobem dopočí ta t ze souřadnic b o d ů definujících osu 

kývání - viz strana 56. 

Moment setrvačnost i tělesa vůči t é to ose (J ť o ) můžeme vyjádři t jako integrál přes 

hmotnost tělesa podle vztahu: 

L to R dm 

r sm< )2 dm 

= J |r x n f dm (9.2) 

přičemž r je polohový vektor elementu o hmotnosti dm. Takový element m á souřadnice: 

r = (x,y,z)T (9.3) 

Dosazením 9.1 a 9.3 do 9.2 a po t é vek torovým a skalárním součinem lze získat: 

Ito = J (y cos 7 — z cos P, z cos a — x cos 7, xcos/3 — y c o s a ) 2 dm 

= J [(y cos 7 — z cos j3)2 + (z cos a — XCOS7)2 + (xcosfi — y c o s a ) 2 ] dm 

Tuto rovnici lze upravit na vztah: 

ho = Ix cos 2 a + Iy cos 2 P + Iz cos 2 7 — 2Dxy cos a cos /3 — 2Dyz cos /3 cos 7 — 2 D Z Z cos a cos 7 

(9.4) 

kde J z , Iy a jsou hlavní momenty setrvačnost i ve tvaru definovaném vztahem 2.4 a Dxy, 

Dyz a Dxz jsou deviační momenty ve tvaru 2.5. Rovnice 9.4 u d á v á vztah mezi jednot

l i v ý m i s l o ž k a m i tenzoru s e t r v a č n o s t i , momentem s e t r v a č n o s t i v ů č i ose rotace 

p r o c h á z e j í c í p o č á t k e m s o u ř a d n é h o s y s t é m u a s m ě r o v ý m i kosiny t é t o osy. 

K rovnici 9.4 lze dospět i na základě v z t a h ů pro transformaci tenzoru setrvačnost i 

do souřadného sys tému s poo točenými osami (viz např . [12]). 
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9.2. POSTUP MĚŘENI A VYPOČTU 

9.2. Postup měření a výpočtů 

Př i měřen í tenzoru setrvačnost i změř íme momenty setrvačnost i tělesa vůči šesti r ůzným 

osám pros t ředn ic tv ím výše uvedeného postupu. Orientace těch to os je do urči té míry 

n á h o d n á - jsme omezeni tvarem tělesa, protože po t řebu jeme součást vhodně (tzn. do

s ta tečně pevně) upevnit do svorky rámu. Je však nezbytné se snažit zohlednit požadavky 

na vhodnou orientaci os - šest změřených m o m e n t ů setrvačnost i by mělo co nejkom-

plexněji popisovat setrvačné vlastnosti součást i , resp. setrvačné vlastnosti za rotace ve 

všech směrech. Osy by měly proto být vůči sobě or ientovány s pokud možno co největš ím 

ú h l e m 2 . 

V našem př ípadě z ískáme měřen ím šest m o m e n t ů setrvačnost i k šesti osám prochá

zejícími těž iš těm It\-Ite a směrové kosiny těchto os cos a i -cos ae, cos /3i-cos fa a cos 71-

COS76. Pro každou osu a odpovídaj íc í moment setrvačnost i p la t í rovnice 9.4. Získáme tak 

šest rovnic ve tvaru 9.4: 

hl = Ix COS2 Cti + ly COS2 /?i + Iz C O S 2 71 — 2DXy COS Cti COS /?i — 21^2 COS/3i COS 71 — 21^2 cos a 1 cos 71 

It2 = Ix COS2 Ct2 + Iy COS2 /?2 + Iz cos2 72 — 2Dxy COS C*2 COS /?2 — 2Dyz cos P2 cos 72 — 2DXZ COS Ct2 cos 72 

It3 = Ix cos2 ct3 + Iy cos2 /33 + Iz cos2 73 - 2Dxy cos ct3 cos /33 - 2Dyz cos /33 cos 73 - 2DXZ cos ct3 cos 73 

It4 = Ix cos2 Ct4 + Iy C O S 2 /?4 + Iz cos2
 74 — 2Dxy COS C*4 COS /?4 — 2Dyz COS /?4 cos 74 — 2DXZ cos ct4 cos 74 

Itb = Ix COS2
 CH5 + Tj, C O S 2 /?5 + Iz C O S 2 75 — 2Dxy COS CI5 COS /?5 — 2Dyz COS /?5 cos 75 — 2DXZ cos 0:5 cos 75 

It6 = Ix COS2 C«6 + i j / COS2 /?6 + -fz COS2 76 — 2^^^ COS Oi6 COS 06 — 2Dyz COS /?6 COS 76 — 2DXZ COS Ct6 COS 76 

(9.5) 

Vystupuje zde šest neznámých - Ix, Iy, Iz, Dxy, Dyz a Dxz, což je šest nezávislých 

složek tenzoru setrvačnost i . Řešením lze tyto neznámé dopočí ta t , čímž získáme všech 

devět h ledaných složek tenzoru setrvačnost i ve vztahu 2.3. 

9.3. Odhad chyby při určování tenzoru setrvačnosti 
Měření s amotné je náročné na přesnost a náchylné k chybě - ve vztazích vystupuje 

množs tv í měřených veličin a chyba v jediné z nich znehodno t í výsledky. Po t řebu jeme 

ověřit, zda jsme se t é t o (hrubé) chyby nedopustili. 

Do urči té míry lze přesnost ověřit tak, že změř íme moment setrvačnost i k další 

{kontrolní) ose. Získáme tak hodnotu Ik a směrové kosiny cosa^, cos j3k a cos7fc. Vztahem 

9.4 urč íme, kolik by se měl moment setrvačnost i k t é t o kontrolní ose rovnat podle tenzoru 

2Můžeme ilustrovat na příkladu: Mějme změřený moment k pěti osám setrvačnosti a nyní řešme, jak 
orientovat osu šestou. Pokud bude úhel mezi šestou osou a jednou z pěti předchozích os například 5°, bude 
množství nové informace, které získáme měřením momentu setrvačnosti k této šesté ose, poměrně malé. 
Jestliže však bude úhel vůči kterékoli další ose roven např. nejméně 45°, bude množství nové informace 
získané tímto šestým měřením výrazně větší. Pokud bychom byli schopni změřit moment setrvačnosti 
zcela přesně, nehrálo by to roli. V reálném měření však vhodná orientace os omezí vliv nepřesností a tím 
i chyb. 
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9.4. TRANSFORMACE TENZORU SETRVAČNOSTI 

setrvačnost i (který jsme získali v ý p o č t e m z předchozích šesti měření) - z ískáme hodnotu 

Iteor- Po rovnáme j i se změřeným momentem setrvačnost i 

Snažíme se, aby měla kontolní osa co největší úhel vůči osám souřadného sys tému 

(xt,yt,zt). Výs ledná chyba je do urči té míry ovlivněna náhodou , proto kontrolu obvykle 

provedeme ve více než jednom př ípadě a odhadneme procen tuá ln í chybu jako největší ze 

vzniklých Si. 

Tento postup odhadu chyby dává základní p ředs t avu o tom, zda jsme se nedopus

t i l i h rubé chyby v jednot l ivých měřeních. P rocen tuá ln í odchylka ô je částečně způsobena 

chybou konkré tn ího kontrolního měření a jen částečně chybou vypoč teného tenzoru se

t rvačnost i , k t e rá nás ve skutečnost i zaj ímá. Postup též neumožňuje odhalit sys temat ické 

chyby, k te ré by se projevily s te jným dílem ve všech měřeních a ovlivnily tak celý tenzor 

setrvačnost i . 

9.4. Transformace tenzoru setrvačnosti 

Výše p o p s a n ý m postupem jsme získali tenzor set rvačnost i k souřadnému sys tému (xt, yt, zt) 

Pokud bychom potřeboval i p řepoč í ta t tenzor do j iného souřadného systému, je po t ř eba 

použí t t ransformačních vz tahů . Postup výpoč tů čerpá z [12] a [13], kde je t aké provedeno 

odvození. 

Tenzor s e t r v a č n o s t i v ů č i p o s u n u t ý m o s á m 

M á m e tenzor setrvačnost i It vůči souřadnému sys tému s počá tkem v těžišt i . P ro tenzor 

setrvačnost i I 2 nacházející se v sou řadném sys tému ( £ 2 , 2 / 2 , - 2 2 ) , jehož osy jsou posunuty 

oproti sou řadnému sys tému v těžišt i (xt,yt,zt) o vektor (dx,dy,dz), plat í : 

kde I m je tenzor setrvačnost i h m o t n é h o bodu umís těného v těžišti , ve k t e r ém je sous t ředěna 

celá hmotnost tělesa [12]: 

teor 
(9.6) 

I 2 = It + I m (9.7) 

(9.8) 
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9.4. TRANSFORMACE TENZORU SETRVAČNOSTI 

Tenzor s e t r v a č n o s t i v ů č i p o o t o č e n ý m o s á m 

M á m e tenzor setrvačnost i l i vůči souřadnému sys tému (xi,yi,zi) a d ruhý souřadný 

sys tém (x2,1/2,22) s počá tkem ve s te jném bodě , ale j inou orientací os. Pro tyto dva 

souřadné sys témy vytvoř íme transformační matici složenou ze směrových kosinů: 

/ cosai x cosa^ cosa:z \ 

cos f3x cos (3y cos j3z 

\ cos7 z cos 7,, cos7 z / 

(9.9) 

kde cos ax, cos(3X a cos jx jsou směrové kosiny osy x<i vůči souřadnému sys tému (xi, yi, z\). 

dále analogicky. 

Tenzor setrvačnost i I 2 vůči sou řadnému sys tému ( £ 2 , 2 / 2 , 2 2 ) je roven [12]: 

T T l i T (9.10) 

H l a v n í osy s e t r v a č n o s t i 

Hlavní osy setrvačnost i jsou takové osy, ke k t e r ý m jsou nulové deviační momenty - viz 

rovnice 2.6. S použ i t ím vztahu 9.10 můžeme psá t : 

( h 0 0 \ 

0 I2 o 

V o 0 h ) 
l i T (9.11) 

což je v p o d s t a t ě p rob lém hledání vlas tních hodnot a v las tn ího vektoru tenzoru se

t rvačnost i ([12], [15]). P o d m í n k a řešení: 

(4 - A) 

-Der.?. 

-D 

(Iy ~ A) 
- A 
-D. 

—D {h - A) 

vede na rovnici ve tvaru 

A + aX +b\ + c = 0 

(9.12) 

(9.13) 

kde a, b a c jsou konstanty 3 . Reálné kořeny rovnice 9.13 jsou h ledanými hlavními momenty 

setrvačnost i , směrové kosiny os získáme jako vlas tn í vektory tenzoru setrvačnost i . 

V p rogramovém pros t řed í Mathcad výpočet vlas tních hodnot provedeme příkazem 

eigenvals(I). Směrové kosiny hlavních os lze získat př íkazem eigenvecs(I). 

3Lze je získat vyjádřením determinantu 9.12 a úpravou. 
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10. Realizace měření tenzoru 
setrvačnosti součásti 

V t é t o kapitole bude p o p s á n a prak t ická aplikace výše uvedeného postupu měření 

(a výpoč tu ) tenzoru setrvačnost i součást i - měřena byla těhlice formule Ford zobrazená 

na obrázku 5.3. Jako souřadný systém, ke k te rému byl tenzor setrvačnost i určován, byl 

zvolen sys tém rovnoběžný se s o u ř a d n ý m sys témem zobrazeném na obr. 5.3 nacházející se 

v těžišt i tělesa (tzn. počá tek nového sys tému (xt,yt,zt) leží v souřadnicích (—4,414 mm; 

—63,112 mm; —28,151 mm) původn ího souřadného sys tému - viz kapitola 5.3). 

K určení tenzoru setrvačnost i je p o t ř e b a urč i t momenty setrvačnost i k šesti osám. 

Ve všech př ípadech budeme používat s tejný r á m (verze 3), proto i hodnoty vztahující se 

k r á m u jsou pro všech šest měřen í stejné. Společné hodnoty shrnuje tabulka 10.1. 

M ě ř e n á v e l i č i n a Symbol Hodnota A b s o l u t n í chyba 

Hmotnost r á m u mr 0,693 kg Amr = 0,001 kg 

Hmotnost těhlice mt 2,149 kg Amt = 0,001 kg 

Vzdálenost těžiště r á m u od osy kyvu lr 19,45 m m Alr = 0,08 m m 

Perioda kyvu samotného r á m u T 1,1657 s ATr = 0,0008 s 

Uhel úsečky BT ar 94,9° Aar = 0,1° 

Tab. 10.1: Společné hodnoty při měřen í tenzoru setrvačnost i těhlice formule Ford. 

Těhlici budeme spojovat s r á m e m tak, abychom zohlednili požadavky popsané v ka

pitole 9.2. Změříme momenty setrvačnost i vůči šesti r ů z n ý m osám. V každém jednot l ivém 

měření zjistíme tyto dílčí hodnoty: v z d á l e n o s t t ě ž i š t ě t ě h l i c e od osy k ý v á n í při dané 

orientaci těhlice (ki-lm), ú h e l mezi spodní rovinou a ú s e č k o u s p o j u j í c í t ě ž i š t ě 

t ě h l i c e s osou ( a ť i o^ ) , periodu kyvu dvojice r á m + t ě h l i c e při d a n é orientaci 

těhlice ( T c l - T c 6 ) a s m ě r o v é kosiny i - t é osy k ý v á n í (cos ojj, COS(3Í a C O S 7 J ) . 

1$ V ý p o č e t s m ě r o v ý c h cosinu 

10,265 |12,78 511,2 

-265,65 66,7 222,6 

Spočítej směrové cosny | 
Cos alfa |-0JGS4&2G747749214 

Cos bela ]0.133830557376865 

Cos gamma ]-O,71631118061S753 

Obr. 10.1: Program Výpočet směrových kosinů. 
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Osa l t i /mm Otl/° T V * COS Cti cos j3i cos7i 

1 170,701 81,3 0,9273 0,05394 -0,99800 -0,03290 

2 172,470 84,5 0,9310 0,63102 0,77399 0,05231 

3 80,135 88,0 0,7142 0,02431 0,04138 -0,99885 

4 86,524 80,7 0,7512 0,44288 -0,01578 0,89644 

5 93,822 108,8 0,7686 0,08041 0,81478 0,57317 

6 79,298 100,3 0,8470 -0,67317 -0,73652 0,06619 

Tab. 10.2: Vzdálenost i těžiště těhlice od osy kývání , úh ly úseček BT spojující těžiště 

těhlice s osou kývání , priody kyvu dvojice r á m + těhlice a směrové kosiny os. 

K výpoč tu směrových kosinů z dvojic b o d ů určujících osu kývání (získáme je z mě

ření Tritopem) by l vytvořen j ednoduchý program v pros t řed í Delphi, k t e rý tento výpočet 

značně zrychluje - viz obr. 10.1. 

Hodnoty získané z šesti měření ukazuje tabulka 10.2. N a základě znalosti jednot

livých úh lů au byla vztahem 7.35 zjištěna vzdálenost těžiště dvojice r á m + těhlice při 

jednot l ivých měřeních - viz tabulka 10.3. 

lcl/ m m lc2 / m m / c 3 / m m / c 4 / m m / c 5 / m m lc6 / m m 

133,692 135,083 65,307 70,034 75,558 64,686 

Tab. 10.3: Jednot l ivé vzdálenost i lc. 

Z souboru získaných hodnot spoč í táme vztahem 7.7 momenty setrvačnost i In-Im 

odpovídaj ící j edno t l ivým osám - viz tabulka 10.4. 

[10~ 3 % m2\ 
It2 

[10~3kg m2} 
In 

[10~3kg m2} 
Iu 

[10~3kg m2\ 
It5 

[10~3kg m2\ 
Ite 

[10~3kg m2\ 

14,012 14,212 5,170 1,211 8,057 14,707 

Tab. 10.4: Jednot l ivé momenty setrvačnost i . 

Z hodnot Iti-Im a směrových kosinů os z ískáme šest rovnic o šesti neznámých ve 

Řešením tvaru 9.5, ve k terých figuruje šest neznámých Ixi lyi Izi Dxyi D y z & D x 
dostaneme všech devět složek tenzoru setrvačnost i . Vypoč t ený tenzor je roven: 

/ 14,030 0,301 0,618 \ 

1 = 0,301 14,284 - 3 , 4 4 8 • 1 0 - 3 kg m2 

\ 0,618 - 3 , 4 4 8 4,893 / 

'10.1} 

Pro po t ř eby ověření přesnost i byla provedena další t ř i dílčí měřen í momentu se

t rvačnost i . Těhlice byla umí s t ěna na r á m v dalších t řech ( ten tokrá t náhodných) orien

tacích - kontrolní osy k i - k 3 . B y l y opět změřeny všechny po t ř ebné hodnoty vůči t ě m t o 

osám - viz tabulka 10.5. 
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Osa l t k / m m o W ° T c k / s C O S ttk C O S c o s 7 k 

k i 168,318 91,5 0,9206 0,46652 -0,88009 -0,08827 

k 2 
175,414 96,6 0,9311 -0,99315 0,11379 0,02653 

k 3 
59,124 73,5 0,8520 -0,38876 0,91520 0,10618 

Tab. 10.5: Jednot l ivé hodnoty při kontrolních měřeních. 

Odpovídaj íc í vzdálenost i lck shrnuje tabulka 10.6 

lcki/ m m lck2 / m m lck3/ m m 

132,011 137,382 49,154 

Tab. 10.6: Jednot l ivé vzdálenost i lck-

Z těchto hodnot byly zjištěny momenty setrvačnost i vztahem 7.7 - získáme tak hod

noty Jfci-Jfc3. K e s te jným osám byly spočí tané i teoret ické hodnoty na základě výsledného 

tenzoru 10.1 p ros t ředn ic tv ím vztahu 9.4 - získáme tak hodnoty heori-heorz- Pokud bychom 

se při měřen í nedopustili žádné chyby, tyto hodnoty by se shodovaly. A naopak, chyba 

v některé z hodnot v t abu lkách 10.2 a 10.5 se projeví tak, že se hodnoty změřené vůči 

n á h o d n ý m osám a odpovídaj íc í spočí tané z tenzoru setrvačnost i shodovat nebudou. B y l y 

spočí tány p rocen tuá ln í odchylky ó~i-ó3 vztahem 9.6. Hodnoty shrnuje tabulka 10.7. 

Osa Jfc [10 3kgm2} Iteor [10 - 3kg m2] ô [%} 

k i 13,580 13,322 -1,93 

k 2 13,435 13,905 3,38 

k 3 
13,134 13,205 0,54 

Tab. 10.7: Kont ro ln í měření . - změřené hodnoty momentu setrvačnost i , Iteor ~ hodnoty 

získané z vypoč teného tenzoru setrvačnost i 10.1, ó - p rocen tuá ln í odchylka. 

Jak je vidět , p rocen tuá ln í odchylky ô všech t ř í kontrolních měřen í jsou malé; to dává 

předpoklad , že jsme se nedopustili důležité n á h o d n é (hrubé) chyby. P rocen tuá ln í odchylka 

d ruhého kontrolního měřen í n icméně přesahuje obvykle požadovaná 3 %. 

V h o d n é by bylo změři t tenzor set rvačnost i vícekrát , a to včetně všech dílčích měření 

(tzn. znovu zvážit r á m i těleso, urči t polohu těžiště r á m u i tělesa, provést jednot l ivá 

měření period kyvu při různých polohách a změři t odpovídaj ící vzdálenost i těžiště od 

osy kývání a následně znovu vypoč í ta t tenzor setrvačnost i ) . Takto bychom získali několik 

t enzorů setrvačnost i , k teré bychom mohli vzájemně porovnat a p ř ípadně i statisticky zpra

covat. Vzhledem k rozsáhlost i nebylo toto několikanásobné měření v t é to práci realizováno. 

Optimalizace postupu, k t e r ý m lze odhadnout přesnost změřeného tenzoru setrvačnost i , 

zůs tává o tevřená dalš ímu výzkumu. 
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11. Zhodnocení metody měření 
momentu setrvačnosti 

Navržená metoda slouží k zjišťování momentu setrvačnost i a umožňuje i výpočet 

všech šesti nezávislých složek tenzoru setrvačnost i . Vzhledem k tomu, že se j e d n á o kom

plexní problém, je vhodné zhodnotit zvlášť každou důleži tou část . 

11.1. Koncepce měření 

Metoda vychází z principu měřen í periody kyvu fyzikálního kyvadla a nás ledného výpoč tu 

momentu setrvačnost i z pohybové rovnice. Z metod popsaných v kapitole 3.2 je tato me

toda nejsnáze real izovatelná v labora torn ích p o d m í n k á c h - větš inu po t ř ebných pomůcek 

bylo možné zhotovit v běžně vybaveném dílenském prost ředí . Např . u metody torzního 

kyvadla by bylo p o t ř e b a složitě řešit , jak zaruči t , aby při měřen í zůs távala stále stejná 

osa kývání . 

Tvar těles obvykle neumožňuje př ímé měření - součást proto mus íme spojovat s rá

mem a moment setrvačnost i součást i řešit jako rozdíl Ico — Iro. P ř i n á v r h u vhodného r á m u 

byl kladen důraz předevš ím na univerzálnost , aby mohl bý t r á m použi t v co největš ím 

množs tv í p ř ípadů . Ukázalo se, že univerzální r á m prakticky zhotovit nejde; čím uni

verzálnější r á m tot iž navrhneme, t í m větš í bude mí t v las tn í moment setrvačnost i a t ím 

více se ve výsledné per iodě T C projeví jeho vl iv , což znepřesní výsledky. R á m č. 3 (obr. 

7.4) je tak kompromisem, k te rý se však nehodí pro rozměrnější součásti . 

Pokud by tato metoda byla použ i t a pro rozměrnější součást i , zřejmě by bylo ne

zbytné zhotovit více r á m ů , k te ré by umožňovaly zavěšení součást i v různých polohách. 

U každého r á m u zvlášť bychom však museli měři t periodu kyvu Tr a ze jména určovat 

polohu těžiště , což výrazně prodlouží celkový čas měření . 

11.2. Měření periody kyvu 

Tato část práce se ukáza la být nejvíce problemat ická . Ul t razvukový snímač způsobuje 

svým charakterem důleži tou odchylku, kterou je nu tné zohlednit. Navrženým postupem 

se podař i lo vl iv t é t o odchylky eliminovat a docílit tak dos ta tečně přesných výsledků. 

Postup je n icméně poměrně ná ročný na správné nas tavení (zejména úhlu ( a vzdálenost i 

Lm na obrázku 7.22). 

V dalších experimentech by bylo vhodné vyzkoušet j iný druh bezkon tak tn ího snímače 

- takového, kde bychom nemuseli zohledňovat geometrickou korekci (tzn. např ík lad la

serový snímač apod.) Pokud bychom se pokusili optimalizovat metodu optické závory, 
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11.3. MĚŘENÍ VZDÁLENOSTI TĚŽIŠTĚ SOUČÁSTI OD OSY KÝVÁNÍ 

zřejmě bychom nakonec docílili i zde dos ta tečně přesných výsledků - zřejmě by pomohla 

n á h r a d a žárovky laserovým paprskem. 

11.3. Měření vzdálenosti těžiště součásti od osy kývání 

Tato část úzce souvisí s měřen ím polohy těžiště součást i - je nezbytné nejprve urči t polohu 

těžiště a teprve po t é zjišťovat hledanou vzdálenost těžiště od osy. By lo by p ravděpodobně 

velmi složité navrhnout postup založený na zcela odl išném principu, k t e rý by při měření 

vzdálenost i těžiště od osy kývání umožňoval dosáhnou t srovnate lné přesnost i . 

V práci byla vzdálenost těžiště dvojice r á m + měřená součást (lc) u rčována výpoč tem 

ze známých hodnot lt, lr, at a ar vztahem 7.35. Teoreticky by bylo možné určovat polohu 

těžiště p ř ímo metodou zavěšení a vzdálenost lc urči t s te jným postupem jako v p ř ípadě lt 

a lr. Docílili bychom tak sice větší přesnost i , avšak za cenu, že by se měřen í stalo výrazně 

zdlouhavějším, jak vysvětluje kapitola 7.5.5. Takovýto postup by byl navíc možný pouze 

s t ř e t í verzí r ámu , resp. s t akovými rámy, kde je těleso s r á m e m pevně spojeno. 

11.4. Výpočet tenzoru setrvačnosti 

Navržená metoda pracuje s výpoč t em tenzoru setrvačnost i ze znalosti m o m e n t ů setrvačnost i 

k šesti osám, jejichž poloha je do urč i té míry volena náhodně . Ukázalo se, že t í m t o po

stupem skutečně lze tenzor setrvačnost i měř i t a že lze docílit př i ja te lných výsledků. 

Další výzkum by se měl v budoucnu zaměř i t na zdokonalení postupu odhadu chyby 

měření tenzoru setrvačnost i . Celkově se metoda měřen í tenzoru setrvačnost i p o t ý k á s jed

n ím prob lémem, k t e r ý m je časová náročnost - např . měřen í tenzoru setrvačnost i těhlice 

formule Ford, popsané v kapitole 10, zabralo vče tně určování poloh těžiště r á m u a těhlice 

více než 20 hodin práce . I z hlediska t r v á n í měření tak nabízí tato metoda prostor k další 

optimalizaci. 
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12. Shrnutí a závěr 
Cílem t é to práce bylo vypracovat pi lo tní studii metody, kterou lze u součást í pod

vozků vozidel měř i t důležité mechanické veličiny - polohu těžiště a momenty setrvačnost i , 

resp. tenzor setrvačnost i . P ráce ukazuje, jak lze pro tento účel použí t fo togrammetr ický 

sys tém Tritop a další specializované vybavení l abora toř í U A D I . Řešení bylo uvažováno 

pro př ípady, kdy n e m á m e k dispozici počí tačový model měřené součást i a nemůžeme tedy 

tyto h ledané mechanické veličiny získat výpoč tem. 

P r v n í část práce p ředk ládá přehled metod, k te rými se obvykle poloha těžiště a mo

menty setrvačnost i měří . Je poukázáno na typické problémy, k te ré se při použi t í jednot

livých p o s t u p ů mohou naskytnout. 

V další části práce je navržena metoda měření polohy těžiště součást í . Vychází 

z p ředpok ladu , že se těleso volně zavěšené na p r u ž n é m vlákně us tá l í v poloze, ve k te ré se 

bude těžiště nacházet na svislé př ímce vedené bodem zavěšení. Sys tém Tritop umožňuje 

vyřešit problém, jak urči t dos ta tečně přesně polohu součásti , aniž by toto měřen í ovlivňo

valo polohu zavěšeného tělesa. Navrženou metodou lze dosáhnou t velmi dobré přesnost i 

- při někol ikanásobném měřen í jsme schopni urči t polohu těžiště s přesnost í na desetinu 

milimetru, i lépe. 

Druhou stěžejní část í t é t o práce je n á v r h metody sloužící k měření m o m e n t ů se

t rvačnost i , a to na základě měření periody kyvu fyzikálního kyvadla. B y l y odvozeny 

po t ř ebné výpoče tn í vztahy, proveden odhad výsledné chyby měřen í a p o t é navrženy po

stupy, j imiž lze měř i t periodu kyvu a vzdálenost těžiště od osy kývání . K měření peri

ody byl použi t u l t razvukový snímač vzdálenost i a k měření vzdálenost i těžiště od osy 

kývání opět sys tém Tritop. Následovalo měření součást í , k teré ukázalo, že se u mode

lových součást í výsledky získané touto metodou dos ta tečně přesně shodují s teoret ickými 

předpoklady. 

V další části bylo ukázáno , jak lze měření m o m e n t ů setrvačnost i k j edno t l ivým osám 

využí t k určování tenzoru setrvačnost i . By lo provedeno měřen í skutečné součást i (těhlice 

formule Ford) a nás ledně byla odhadnuta chyba měření . V závěru byly shrnuty přednos t i a 

nedostatky jednot l ivých p o s t u p ů a bylo navrženo, j a k ý m směrem by se mohly experimenty 

ubí ra t dále. 

•k -k -k 

N a tomto mís tě se můžeme vrá t i t k myšlence z úvodu. Počí tače se skutečně prosa

zují prakticky ve všech oblastech lidské činnosti , au tomobi lový průmysl nevyjímaje. Tato 

práce ukazuje, jak lze vyřešit jeden z problémů, na k te rý může inženýr při m a t e m a t i c k é m 

modelování dynamiky vozidel narazit. I přes obd ivuhodné schopnosti poč í tačů to t iž plat í , 

že pokud neznaj í 3D model součást i , polohu těžiště a momenty setrvačnost i samy od sebe 

spočí ta t neumějí . 
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