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Abstrakt 
Ve své d i s e r t ačn í p rác i se z a b ý v á m n á v r h e m , i m p l e m e n t a c í a t e s t o v á n í m pokroč i l ého para
lelního algori tmu E D A (Est imat ion of Dis t r ibu t ion Algor i thm) využívaj íc ího teorii kopul í 
pro tvorbu p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu. Nová populace se vy tvá ř í v procesu vzorkování 
sd ružené d i s t r i bučn í funkce, k t e r á modeluje a k t u á l n í rozložení subpopulace s l ibných je
d inců . P o u ž i t í kopul í umožňu je zefektivnit proces učen í a vzorkování p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o 
modelu. Lze jej separovat na v z á j e m n ě nezávis lá m a r g i n á l n í rozdělení a kopuli , k t e r á re
prezentuje korelace mezi p r o m ě n n ý m i řešeného p r o b l é m u . Tato koncepce iniciovala použ i t í 
pa ra le ln í o s t rovn í struktury, v níž bylo p o u ž i t o m í s t o migrace j ed inců migrace p r a v d ě p o d o b 
nos tn ích m o d e l ů příslušejících j e d n o t l i v ý m o s t r o v n í m s u b p o p u l a c í m . S ta t i s t i cké testy pou
ži té př i komparaci n a v r ž e n é h o algori tmu ( m C E D A = migrat ing Copula-based Es t ima t ion of 
Dis t r ibu t ion Algor i thm) a a l g o r i t m ů j iných a u t o r ů potvrd i ly efektivnost n a v r ž e n é koncepce. 

Abstract 
In my thesis I deal w i th the design, implementat ion and testing of the advanced parallel 
Es t imat ion of Dis t r ibu t ion A l g o r i t h m ( E D A ) u t i l iz ing copula theory to create a probabi
listic model . A new populat ion is created by the process of sampling the joint dis t r ibut ion 
function, which models the current dis t r ibut ion of the subpopulat ion of promising ind iv i 
duals. The usage of copulas increases the efficiency of the learning process and sampling 
the probabil ist ic model . It can be separated into mutual ly independent marginal distr ibu
tions and the copula, which represents the correlations between the variables of the solved 
problem. This concept ini t ia ted the usage of the parallel is land architecture, in which the 
migrat ion of probabil ist ic models belonging to ind iv idua l islands' subpopulations was used 
instead of the migrat ion of individuals . The statist ical tests used i n the comparison of the 
proposed algori thm ( m C E D A = migrat ing Copula-based Es t imat ion of Dis t r ibu t ion A l 
gorithm) and the algorithms of other authors confirmed the effectiveness of the proposed 
concept. 
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K a p i t o l a 1 

Úvod 

V t é t o d i s e r t ačn í p rác i se z a b ý v á m n á v r h e m , i m p l e m e n t a c í a t e s t o v á n í m pa ra l e ln ího algo
r i tmu E D A s kopulemi s v y u ž i t í m migrace p a r a m e t r ů p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu mezi 
d i s t r i buovanými subpopulacemi tvoř íc ími celkovou populaci . Tento algoritmus by dle p řed
pokladu mě l v ý r a z n ě profitovat z už i t í kopul í . 

A lgor i tmy E D A (Est imat ion of Dis t r ibu t ion Algor i thms) p a t ř í do skupiny evolučních 
a lgo r i tmů pro na lezen í o p t i m á l n í c h či s u b o p t i m á l n í c h řešení různých m a t e m a t i c k ý c h či in 
ženýrských ú loh . Jsou n a v r ž e n y ze jména pro řešení kompl ikovaných ú loh se s i lným s t u p n ě m 
závislost í mezi parametry ( p r o m ě n n ý m i ) . 

Evolučn í algori tmy obecně jsou v ý p o č e t n í m mechanismem insp i rovaným p ř í r o d n í m i pro
cesy. P o d o b n ě jako u p ř i rozeného v ý b ě r u v živé p ř í rodě , i v evolučních algoritmech vývoj 
h l e d a n é h o řešení p r o b í h á opakovaně b ě h e m velkého p o č t u generac í . V k a ž d é generaci jsou 
v y b r á n i jedinci , k t e ř í svojí kval i tou splňuj í výbě rové kr i ter ium, a t i to jedinci jsou použ i t i 
k v y t v o ř e n í da lš í generace, typicky p o m o c í v z á j e m n é h o kř ížení a mutace. 

V algoritmech E D A je k vy tvo řen í nové populace p o u ž i t modif ikovaný p ř í s t u p : z vybra
ných j ed inců je odvozen p r a v d ě p o d o b n o s t n í model a nová populace je v y t v á ř e n a vzorko
v á n í m j ed inců ze z í skaného rozložení p r a v d ě p o d o b n o s t i . V procesu evoluce je model zpřes
ňován z a k t u á l n ě navzorkované populace. Existuje ř a d a r ů z n ě sofist ikovaných metod pro 
tvorbu p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů , od ne j jednodušš ích , k t e r é neuvažuj í ž á d n é závislost i 
mezi p r o m ě n n ý m i , p řes r ů z n é formy j e d n o d u c h ý c h závislost í , až po složité, jako jsou na
p ř ík lad Bayesovské grafové modely. Tato problematika je p r o p r a c o v á n a ze jména pro řešení 
celočíselných a kombina to r i ckých ú loh . Problemat ika op t ima l i začn ích ú loh v reá lné d o m é n ě 
je p r o p r a c o v á n a m é n ě . 

V pos ledn ích letech došlo k vě t š ímu rozpracován í koncepce tvorby p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h 
m o d e l ů p o m o c í m a t e m a t i c k é h o p r o s t ř e d k u zvaného kopule, k t e r ý b y l p o p r v é p ř e d s t a v e n 
A . S k l á ř e m v roce 1959 [67]. V t é t o p rác i pů jde p ř e d e v š í m o ap l ikačn í rozpracován í t é t o 
koncepce pro využ i t í v op t ima l i začn ích ú lohách reá lné d o m é n y s v y u ž i t í m a lg o r i tmů E D A . 
Kopule jsou už dlouho využ ívané ve f inančnic tv í ze jména pro mode lován í inves t ičních r izik. 
P ř í n o s koncepce kopul í spočívá v tom, že v í ce rozměrnou s d r u ž e n o u d i s t r i bučn í funkci lze 
reprezentovat s e p a r á t n ě nezávis lými j e d n o r o z m ě r n ý m i m a r g i n á l n í m i d i s t r i bučn ími funkcemi 
a kopul í , k t e r á reprezentuje závislost i mezi p r o m ě n n ý m i . 

Da l š ím aspektem z k o u m a n ý m v t é t o p rác i je použ i t í paralelizace př i n á v r h u E D A al
goritmu. P ř í m o č a r o u ap l ikac í paralelismu (kterou se ale v t é t o p rác i n e z a b ý v á m ) je použ í t 
pa ra le ln í v y h o d n o c o v á n í k a n d i d á t n í c h j e d i n c ů za úče lem snížení v ý p o č e t n í h o času . Pokroč i 
lou variantou je použ i t í tzv. „os t rovn ího modelu" - celková populace je rozdě lena na několik 
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čás t í (tzv. ostrovy), na nichž evoluce p r o b í h á nezávis le . V ý m ě n a informací mezi ostrovy pro
b íhá p r o s t ř e d n i c t v í m migrace - pos í lán í j ed inců mezi sousedn ími ostrovy. C í l em je p r i m á r n ě 
zlepšit konvergenci a celkovou dobu v ý p o č t u . 

M é n ě prozkoumanou koncepc í je migrace p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů - tedy mezi 
ostrovy je n a m í s t o j ed inců p ř e n á š e n p r a v d ě p o d o b n o s t n í model . K l í čovým p r o b l é m e m je, jak 
na k a ž d é m os t rově efekt ivně zkombinovat r ez iden tn í a př íchozí p r a v d ě p o d o b n o s t n í model. 
U klas ických a l g o r i t m ů E D A využívaj íc ích grafové modely je to ne t r iv iá ln í ú loha . Využ i t ím 
kopul í m ů ž e bý t tato ú l o h a v ý r a z n ě z j ednodušena . 

1.1 Cíle diser tační práce 

Definuji nás leduj íc í cíle v ý z k u m u : 

C í l 1 Navrhnout koncept pa ra l e ln ího algori tmu E D A za loženého na teorii kopul í a migraci 
p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů ( m C E D A = migrat ing Copula-based Es t ima t ion of Dis t r ibu
t ion Algor i thm) . 

C í l 1.1 Navrhnout sekvenční čás t tohoto algori tmu. 

C í l 1.2 Navrhnout pa ra le ln í čás t tohoto algori tmu se specifikací komunikace mezi 
ostrovy. Navrhnout techniku kombinace migruj íc ích a r ez iden tn ích m o d e l ů . 

C í l 2 Implementovat n a v r ž e n ý algoritmus m C E D A a vyhodnot i t jeho efektivitu. 

C í l 2.1 Navrhnout a u s k u t e č n i t soubor e x p e r i m e n t ů pro vybranou sadu ř ídicích para
m e t r ů , zahrnuj íc í klasické parametry sekvenčn ího kopulového algori tmu E D A a parametry 
jeho pa ra l e ln ího verze. 

C í l 2.2 E x p e r i m e n t á l n ě porovnat finální podobu m C E D A vůči a l g o r i t m ů m publiko
vaných j i nými autory. 

1.2 Struktura diser tační práce 

Text p r á c e je rozdě len do sedmi kapi to l . V kapitole 2 seznamuji č t e n á ř e se z á k l a d n í m i teore
t i ckými východ i sky t é t o p r áce . U v á d í m zák ladn í pojmy z oblasti teorie p r a v d ě p o d o b n o s t i , 
popisuji metody vzorkování n á h o d n ý c h čísel a p ředs t avu j i teorii kopul í . 

K a p i t o l a 3 se zaměřu je na p řeh led a l g o r i t m ů E D A . Jsou zde s t r u č n ě p o p s á n y klasické 
varianty a lgo r i tmů E D A , dá le algori tmy E D A užívající migraci d i sk ré tn ích m o d e l ů a t aké 
existující varianty a lgo r i tmů E D A využívaj ící kopule. 

V kapitole 4 se z a b ý v á m v l a s t n í m n á v r h e m pa ra l e ln ího algori tmu m C E D A využívaj íc ího 
kopule a migraci p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů . 

K a p i t o l a 5 popisuje e x p e r i m e n t á l n í výsledky. V p rvé ř a d ě popisuje v l i v j edno t l i vých 
řídicích p a r a m e t r ů na kval i tu konvergence t e s tovaných variant algori tmu m C E D A pro stan
d a r d n í sadu tes tovac ích ú loh a sadu C E C 2013. F i n á l n í algoritmus m C E D A je pak porov
n á v á n s E D A algoritmy j iných a u t o r ů na s t a n d a r d n í s adě ú loh a s algori tmy využívaj ící j i n á 
evoluční paradigmata na s adě C E C 2013. 

Závěrečná kapi tola 6 shrnuje nejdůleži tě jš í p ř ínosy t é t o p ráce . 

9 



K a p i t o l a 2 

Úvod do teorie kopulí 

V p r v n í čás t i t é t o kapi toly shrnuji z á k l a d n í poznatky o teorii p r a v d ě p o d o b n o s t i a statistice, 
k t e r é budou použ ívány v da l š ím textu. J á d r o t é t o kapi toly tvoř í popis teorie kopul í , což je 
m a t e m a t i c k ý n á s t r o j umožňuj íc í efekt ivně reprezentovat v í ce rozměrná rozdělení p r a v d ě p o 
dobnosti. P r o jedno t l ivé rodiny kopul í je t a k é p o p s á n a metodika vzorkování kopul í , k t e r á 
bude v y u ž í v á n a v navazuj íc ích kap i to l ách . 

2.1 Rozdělení spojité náhodné veličiny 

Pro text d i s e r t ačn í p r á c e jsou dů lež i t é pojmy distribuční funkce, hustota pravděpodobnosti 
a marginální distribuční funkce, k t e r é budou nyn í definovány. 

Definice 2.1. Nechť X je n á h o d n á veličina. Funkc i F(x) definovanou vztahem F(x) = 
p ( X < x) n a z ý v á m e distribuční funkcí n á h o d n é veličiny X . P ro všechna x G M p la t í 

1. 0 < F (x) < 1, 

2. F(x) je neklesaj ící funkce, 

3. F (x) je zleva spo j i t á , 

4. l i m ^ - o o F (x) = 0 l i m ^ + o o F (x) = 1, 

5. p ( X = x) = lirm í_ 5 > 0+ F (x + h) — F (x), 

6. p(xl < X < x2) = F{x2) - F(Xl). 

Definice 2.2. Nechť X je spo j i t á n á h o d n á veličina s d i s t r i bučn í funkcí F (x). R e á l n o u funkci 
f (x), pro kterou p la t í 

1. f (x) > 0 V i G l , 

2. JZQf(x)dx = l, 

3. F(x) = f (t) d í , 

n a z ý v á m e funkcí hustoty pravděpodobnosti n á h o d n é veličiny X . 
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hustota rovnomerného rozdělení U(a,b) hustota normálního rozdělení N(]i,o) 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 
x x 

distribuční funkce rozdělení U(a,b) distribuční funkce rozdělení N(]i,o) 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 
x x 

O b r á z e k 2.1: P ř í k l a d d i s t r i bučn í funkce a funkce hustoty p r a v d ě p o d o b n o s t i pro r o v n o m ě r n é 
a n o r m á l n í rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i . 

P ř í k l a d e m velmi čas to už ívaných rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i jsou r o v n o m ě r n é rozlo
žení a n o r m á l n í rozložení , viz ob rázek 2.1. Hus to ta r o v n o m ě r n é h o rozdělení U (a, b) n a b ý v á 
v d a n é m intervalu k o n s t a n t n í hodnoty, j inde je jeho hustota nulová 

b~h pro x £ (a; 6), 

N o r m á l n í rozdě len í M{(x, cr) je definováno vztahem 

1 Qc-m)2 

f{x) = — = e " T . (2.2) 
<7V Z7T 

N o r m á l n í rozdělení se s t ř e d n í hodnotou \x = 0 a s m ě r o d a t n o u odchylkou cr = 1 se nazývá 
n o r m o v a n é a jeho d i s t r i bučn í funkce se označuje $ ( x ) . 

Definice 2.3. M ě j m e L - r o z m ě r n o u n á h o d n o u veličinu ( X i , . . . , X £ > ) se s d r u ž e n o u distr i
bučn í funkcí F{x\,... ,XD)- K a ž d á vel ičina X ^ m á svojí d i s t r i bučn í funkci Fd{xd). P a k p la t í 

1. p(Xd < xd) = p(Xd< xd,VXj £ ( - o o ; + o o ) , j / d), 

2. Fd(xd) = l i m v x ^ + o o j V d F ( x i , x D ) . 

Dis t r i bučn í funkce Fd(xd) se nazýva j í marginální distribuční funkce. 
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2.1.1 V z o r k o v á n í n á h o d n ý c h č í s e l 

Vzorkováním n á h o d n ý c h čísel r o z u m í m e t a k o v ý proces, kdy jsou generována 
( p s e u d o ) n á h o d n á čísla t a k o v ý m z p ů s o b e m , aby sp lňovala z a d a n é rozdě len í p r a v d ě p o 
dobnosti. D v a z á k l a d n í p ř í s t u p y jsou inverzní transformace a vylučovací metoda. 

M e t o d a i n v e r z n í transformace 

M e t o d a inverzní transformace je v ý p o č e t n ě j e d n o d u c h á metoda, ale pro její použ i t í je n u t n é 
zná t inverzní funkci F_1(u) k d i s t r i bučn í funkci p o ž a d o v a n é h o rozdělení . 

P ř i použ i t í metody je vygene rováno n á h o d n é číslo u z r o v n o m ě r n é h o rozdě len í u ~ 
Č7(0,1). Z n á h o d n é hodnoty u je v y p o č í t á n a hodnota p o ž a d o v a n é h o rozdělení 

V y l u č o v a c í metoda 

Vylučovací metoda, též z n á m á jako acceptance-rejection sampling, je metoda za ložená na 
p ř í s t u p u Monte Car lo . J e j ím z á k l a d e m je i t e r a t i v n í generování n á h o d n ý c h čísel, dokud nen í 
sp lněno ž á d a n é rozdělení . 

P ř e d p o k l a d e m pro její použ i t í je omezen í rozdě len í na u rč i tý interval {MIN; MAX), 
znalost funkce hustoty f(x) tohoto rozdělení a znalost m a x i m á l n í hodnoty m, k t e r é funkce 
f(x) na intervalu (MIN; MAX) n a b ý v á . Z a t ě c h t o p o d m í n e k je metoda p o p s á n a následuj í 
c ím algori tmem, viz alg. 2.1. 

Algori tmus 2.1 P s e u d o k ó d algori tmu pro vylučovací metodu. 

1. R E P E A T 

2. generuj n á h o d n é x ~ U (MIN, MAX) 

3. generuj n á h o d n é u ~ [7(0,1) 

5. výs ledek je x 

V ý z n a m n o u v ý h o d o u oproti p ředeš lé m e t o d ě je sku t ečnos t , že nen í p o t ř e b a inverzní 
funkce. Z á s a d n í n e v ý h o d o u t é t o metody je její v ý p o č e t n í n á r o č n o s t z p ů s o b e n á o p a k o v a n ý m 
cyklem. 

S p e c i f i c k é p ř í s t u p y 

N ě k t e r á rozložení lze generovat p ř í s t u p e m specif ickým pouze pro toto k o n k r é t n í rozdělení . 
Z n á m ý m p ř í k l a d e m je z ískávání n o r m á l n ě rozdě lených čísel p o m o c í s o u č t u a l e spoň dva
nác t i r o v n o m ě r n ě rozdě lených n á h o d n ý c h čísel. J inou u k á z k o u specifického p ř í s t u p u bude 
vzorkování kopule, u k á z a n é v kapitole 2.4.1 

(2.3) 

4. U N T I L u < ^ 
— m 

12 



2.2 Kopule 

V t é t o kapitole bude uvedena m a t e m a t i c k á dennice kopule, vysvě t len v ý z n a m Sklářova 
t e o r é m u a p o p s á n y zák l adn í typy kopul í . 

2.2.1 Def inice kopule 

Existuje několik ekviva len tn ích definic kopule. N a tomto m í s t ě uvedu dvě definice, k t e ré 
jsou pro tento text nejvíce re levantn í . P r v n í zde u v e d e n á definice výs lovně definuje kopul i 
jako d i s t r i bučn í funkci [36, 55]: 

Definice 2.4. Kopule je t aková v í ce rozměrná d i s t r i bučn í funkce, jejíž v šechna m a r g i n á l n í 
rozdělení jsou r o v n o m ě r n á rozdělení na intervalu (0; 1). 

D r u h á zde u v e d e n á definice n á z o r n ě popisuje k o n k r é t n í vlastnosti kopule [68, 49]: 

Definice 2.5. Kopule je funkce C : (0; 1 ) D —> (0; 1), k t e r é splňuje tyto vlastnosti: 

1. C(ui,U2, • • • ,UD) = 0 pro a lespoň jedno Ud = 0, 

2. C ( l , 1 , . . . , 1, Ud, 1, • • •, 1) = Ud pro v šechna d = 1 , 2 , . . . , D, 

3. V ( i t i , . . .,uD), (vi, ...,vD) e (0; l)D,ud < vd : 
£ (-l)\id\wd=u^\C(Wl,...,wD) > 0 . 

{wi,...,wD)tEYld=l{ud,vd} 

M i m o to existuj í i definice kopule p o m o c í funkce p řež i t í či Laplaceovy transformace 
(viz [49, 55]). Ať už kopuli definujeme k t e rýmko l iv u v e d e n ý m z p ů s o b e m , v ž d y p l a t í to, 
že kopule je distribuční funkce. P r o kopul i tedy m u s í plat i t všechny vlastnosti (např ík l ad 
metody pro vzorkování nebo vztah mezi hustotou p r a v d ě p o d o b n o s t i a d i s t r i bučn í funkcí) , 
jako pro k a ž d o u d i s t r i bučn í funkci. 

N a o b r á z k u 2.2 je u k á z k a zák l adn ích kopul í , k t e r é mode lu j í p ř ípady , kdy p r o m ě n n é jsou: 
zcela n e g a t i v n ě závislé - nezávis lé - zcela poz i t i vně závislé. 

2.2.2 S k l á ř ů v t e o r é m 

Sklá řův t e o r é m [67] m á v teorii kopul í velký v ý z n a m . Popisuje vztah mezi s d r u ž e n o u dis
t r i b u č n í funkcí a mezi kopul í spolu s m a r g i n á l n í m i rozdě len ími . Lze říci, že př i reprezentaci 
sd ružené d i s t r i bučn í funkce lze oddě l i t efekt m a r g i n á l n í c h rozdě len í od efektu závislost i mezi 
p r o m ě n n ý m i . P r á v ě důs l edky Sklářova t e o r é m u jsou d ů v o d e m , p r o č teorie kopul í s t á le více 
nacház í u p l a t n ě n í př i mode lován í sd ružených p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h rozložení . 

T e o r é m 2.1 (Sk lá řův t e o r é m ) . Nechť F je D-rozměrná sdružená distribuční funkce s mar
ginálními distribučními funkcemi F\,..., FJJ. Pak existuje taková D-rozměrná kopule C, že 
pro V ( x i , . . . , X D ) £ K D platí 

F{xi, X2,..., xD) = C(F1(x1),F2(x2),.. •, FD(xD)). (2.4) 

Pokud jsou funkce Fi,..., FJJ spojité, pak je kopule C určena jednoznačně. 
Je-li C D-rozměrná kopule a Fi,..., Fo jsou jednorozměrné distribuční funkce, pak F 

je D-rozměrná sdružená distribuční funkce. 
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O b r á z e k 2.2: P ř í k l a d kopul í , W(u, v) = m a x ( i i + u - 1 , 0), Ií(u, v) = uv, M(u,v) = min(tt, v). 

Hustota p r a v d ě p o d o b n o s t i v í ce rozměrného rozdě len í je za využ i t í kopule p o p s á n a vzta-

kde c(-) je hustota kopule a fd(-) je hustota m a r g i n á l n í h o rozdělení . 

D ů s l e d k e m Sklářova t e o r é m u je, že kopule nab íz í cestu, jak transformovat n á h o d n ý 
vektor ( X i , . . . , XJJ) na j iný n á h o d n ý vektor ( U i , . . . , UD) = ( F i ( X i ) , . . . , FD (XD ) ) maj íc í 
un i fo rmní m a r g i n á l n í rozdělení na intervalu (0; 1) a p ř i t o m zachovat závislost (korelace) 
mezi jeho komponentami [36]. 

N icméně Sk l á řův t e o r é m nijak nepopisuje, jak z ískat kopuli pro k o n k r é t n í rozdělení . 
Č a s t o použ ívaný p ř í s t u p je proto ten, že p e v n ě zvol íme typ kopule ( takový, o n ě m ž se do
m n í v á m e , že vyhov í n a š i m p o t ř e b á m ) a z d a n ý c h dat pouze odvozujeme parametry zvolené 
kopule. 

2.2.3 V i z u a l i z a c e k o p u l í 

J e d n í m z nej názornějš ích způsobů , jak u k á z a t vlastnosti rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i , je 
p o m o c í grafů; toto p l a t í i pro kopule. Obvykle se zobrazuj í d v o j r o z m ě r n é kopule [49, 55]. 

P r o s t o r o v ý graf 

P r o s t o r o v ý graf d v o j r o z m ě r n é kopule C(u,v) m á na vodorovných osách vyneseny hodnoty 
u, v a na svislé ose je v y n á š e n a funkční hodnota C(u,v). Všechny osy nabýva j í rozsahu 
(0; 1). P r o p ř ík l ad p ros to rového grafu viz obr. 2.3a. 

V r s t e v n i c o v ý graf 

Vrs tevn icový graf s n vrstevnicemi zachycuje body o s te jné funkční h o d n o t ě , t j . m n o ž i n y 
LkjJl, kde 

hem 
D 

f(x1,x2, • • -,xD) = c ( F i ( x i ) , . . . ,FD(xD)) Y\ fd(xd) (2.5) 
d=l 

k = 0 , 1 , . . . , n. (2.6) 

P ro p ř ík l ad v r s t evn icového grafu viz obr. 2.3b. 
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(a) Prostorový graf. (b) Vrstevnicový graf. (c) Bodový graf. 

O b r á z e k 2.3: P ř í k l a d y grafů pro vizual izaci kopul í (kopule typu C u a d r a s - A u g é , 9 = 0.5). 

B o d o v ý graf 

B o d o v ý graf je velmi ča s to použ íván pro n á z o r n é zob razen í závislost i mezi p r o m ě n n ý m i 
n á h o d n é h o vektoru. V p ř í p a d ě kopule body z í skáme vzorkován ím realizace n á h o d n é h o vek
toru asoc iovaného s kopul í C. B o d o v ý graf v n í m á m e i jako reprezentaci hustoty ([49]). P r o 
p ř ík lad b o d o v é h o grafu viz obr. 2.3c. 

2.2.4 T y p y k o p u l í 

T y p ů kopul í existuje velké množs tv í , čas to použ ívané kopule se dělí do dvou rodin (archi-
médovské a el ipt ické kopule), ale exis tuj í i kopule, k t e r á n e p a t ř í do ž á d n é z t ě c h t o rodin 
(např . Marsha l l -Olk inovy kopule). 

A r c h i m é d o v s k é kopule 

Arch imédovské kopule jsou p o p s á n y p o m o c í svého g e n e r á t o r u a jeho inverze, podrobnosti 
viz [49]. 

Definice 2.6. G e n e r á t o r je funkce tp: (0;oo) —> (0; 1) s t ě m i t o vlastnostmi: 

1. ip(0) = 1 a l i n x ^ o o <p(x) = 0, 

2. íp je spo j i t á , 

3. íp je klesající na (0; co) a os t ř e klesající na (0; inf{x > 0 : <p(x) = 0}), p ř i čemž bud 
inf(0) := 0. 1 

Definice 2.7. Arch imédovské kopule jsou definovány touto rovnicí 

Cv = cpicp-^m) + ^ _ 1 ( u 2 ) + . . . + < / ? " V D ) ) , (2.7) 

kde <p(x) je gene rá to rová funkce. 

Arch imédovských kopul í existuje velké množs tv í , p ř ík l ad ne jznámějš ích viz tabulka 2.1 
a p ř ík l ad na o b r á z k u 2.4. Uvedené kopule jsou dvo j rozměrné , v t akové to si tuaci se ča s to 
mí s to o b e c n é h o označen í C(ui,U2) použ ívá zápis C(u,v). 

x Na tom intervalu, kde nabývá kladné hodnoty, je generátor ip(x) ostře klesající funkce. 
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Tabulka 2.1: P ř í k l a d a r ch imédovských kopul í a jejich g e n e r á t o r ů . 

kopule C(u,v) = V{V-1{ti) + V-1{v)) 

součinová 

Claytonova 

Gumbelova 

Frankova 

C(u, v) = uv 

C(u,v) = (max{u-d + v-d - l ; 0 } ) ~ 1 / e 

C(u,v) = e x p ( - ( ( - l o g ( n ) ) * + ( - l o g ^ ) ) " ) 1 7 " ) 

C(u,v) - j l o g f l + ^ y ^ ) 

gene rá to r 

součinová 

Claytonova 

Gumbelova 

Frankova 

<p(t) = e" ť 

= ( i + ety1/e 

<p(ť) = e x p ( - r V * ) 

= - \ l og ( l + e x p ( - í ) ( e x p ( - 0 ) - 1)) 

^ - ^ í ) = - l o g ( í ) 

^ - i ( í ) = l(t-°-l) 

<p~\t) = ( - l o g ( í ) ) e 

¥ ' - 1 ( í ) = - i o g ( ^ E ^ ) 

V n ě k t e r é l i t e r a t u ř e (př . [55]) je z a m ě n ě n g e n e r á t o r a inverze g e n e r á t o r u . Definiční 
rovnice m á pak tvar Cv = </?_1(</?(tti) + <p(v,2) + . . . + <P(UD))- Je ale t a k é z a m ě n ě n a definice 
g e n e r á t o r u a jeho inverze a t a k é je z a m ě n ě n a dvojice k o n k r é t n í c h rovnic g e n e r á t o r - inverze 
g e n e r á t o r u pro k o n k r é t n í kopul i . D a n á kopule je tedy p o p s á n a v ž d y stejnou rovnicí , bez 
ohledu na variantu p o u ž i t é definice. 

Arch imédovské kopule ma j í č a s to jen jeden parametr 9 (bez ohledu na poče t d imenz í ) , 
jejich schopnosti popisovat v íce rozměrné závislost i jsou proto v t a k o v ý c h p ř í p a d e c h ome
zené. 

J edno t l i vé dimenze a r ch imédovských kopul í jsou tzv. z aměn i t e lné , p ř . Cv(u,v) = 
Ctpiy^u). A r c h . kopule je m o ž n é a soc ia t ivně s k l á d a t . T y t o vlastnosti maj í d íky tomu, že 
jsou definovány p o m o c í s o u č t u (a sč í t án í je k o m u t a t i v n í i a soc ia t ivn í ) . V důs l edku t ě c h t o 
v l a s t n o s t í je m o ž n é je použ í t jako s t a v e b n í b loky ve v í ce rozměrných modelech, což vede na 
tzv. C-vine a D-vine kopule či h ierarchické modely. 

E l i p t i c k é kopule 

Elipt ické kopule jsou definovány p o m o c í e l ip t ických rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i . 

Definice 2.8. E l ip t ické kopule jsou u rčeny rovnicí ve tvaru 

C R ( U l , ...,ud) = F£

R{F^{Ul),..., Ff\ud)), (2.8) 

kde . . . , X D ) je el ipt ické rozdělení s kore lační m a t i c í R a Fgl(u) je jeho kvant i lová 
funkce. 

P ř í k l a d e m elipt ické kopule je Gaussova kopule odvozená od n o r m á l n í h o rozdělení nebo 
ř-kopule odvozená od Studentova í -rozdělení : 

cGauss = $ Ä ( $ - l ( U l ) j . . . j $ - > , ) ) , (2.9) 

C R , » = M ( V V i ) , • • •, t~Hud))- (2-10) 
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Gauss, p = -0.5 Gauss, p = 0.3 Gauss, p = 0.9 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Student, p =-0.5 Student, p = 0.3 Student, p = 0.9 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 

O b r á z e k 2.5: Vzorky z í skané z dvo j rozměrných e l ip t ických kopul í s korelací p. 
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Elipt ické kopule jsou vždy symet r ické . 
N a rozdí l od s t a n d a r d n í c h a r ch imédovských kopul í nejsou možnos t i použ i t í e l ip t ických 

kopul í omezeny m a l ý m p o č t e m p a r a m e t r ů , e l ipt ické kopule j e d n o d u š e mode lu j í víceroz
m ě r n á rozdělení . Kore lačn í matice R je t v o ř e n á dí lčími parametry mezi dvojicemi p r o m ě n 
ných ve tvaru 

/ 1 Pl,2 • • • PI,D \ 
P2,l 1 • • • P2,D 

R (2.11) 

\ PD,I • • • PD,D-I 1 j 

(korelační matice je syme t r i cká , p rvky na h l avn í d i agoná le ma j í hodnotu jedna). 
El ip t ické kopule dokáž í postihnout všechny hodnoty korelace, k l a d n é i z á p o r n é , p ř ík lad 

e l ip t ických kopul í s r ů z n ý m i korelacemi je uveden na o b r á z k u 2.5. 

2.3 Vzorkování sdruženého rozdělení pomocí kopulí 

Vzorkování p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu je s t ěže jn ím krokem a l g o r i t m ů E D A , b ě h e m něhož 
docház í k v y t v á ř e n í nové populace pro dalš í generaci. 

Postup pro vzorkování s d r u ž e n é h o rozdě len í p r a v d ě p o d o b n o s t i F(xi,..., xp) = 
C ( F i ( x i ) , . . . , FD(XD)) p o p s a n é h o p o m o c í kopule a m a r g i n á l n í c h funkcí m á dva s a m o s t a t n é 
kroky, viz algoritmus 2.2. Nejprve s a m o s t a t n ě navzorkujeme kopuli (vhodnou metodou 
podle t y p u kopule, viz následuj íc í kapitola) . Vzorkem kopule je n á h o d n ý vektor vzá j emně 
závislých hodnot (ui,..., u p ) , kde k a ž d ý prvek vektoru Ud je hodnota z intervalu (0; 1). Ve 
d r u h é m kroku pak inverzní t r a n s f o r m a c í navzorkujeme j edno t l i vá m a r g i n á l n í rozdělení . 

Algori tmus 2.2 Vzorkování s d r u ž e n é h o rozdělení p o p s a n é h o p o m o c í kopule a m a r g i n á l n í c h 
rozdělení .  

1. získej vzorek kopule (ui,..., « o ) ~ C , £ (0; 1) 

2. inverzí m a r g i n á l n í c h rozdě len í vypoč í t e j hodnoty x^ := i ?

( 7 1 ( t i á ) , x d G IR 

3. výs ledek je D-tice (x\,..., XD) ~ F 

H l a v n í m p ř í n o s e m tohoto postupu je to, že vzorkování s d r u ž e n é d i s t r i bučn í funkce je 
rozděleno na dva j e d n o d u š š í kroky. A dá le , p ř i vo lbě m a r g i n á l n í h o rozdělení p o u ž í v á m e 
pouze j e d n o r o z m ě r n á rozdělení , to je velké z j ednodušen í celého procesu v y t v á ř e n í modelu 
a vzorkování . Také m ů ž e m e pro k a ž d o u dimenzi použ í t m a r g i n á l n í rozdělení j i ného typu, 
toto by př i použ i t í k las ických v íce rozměrných rozdě len í bylo jen těžko rea l izovate lné . 

U r č i t ý m p r o b l é m e m t é t o metody je to, že m u s í m e bý t schopni v y p o č í t a t hodnotu in
verzní d i s t r i bučn í funkce p o ž a d o v a n é h o m a r g i n á l n í h o rozdělení . 
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2.4 Vzorkování kopulí 

V t é t o kapitole se budu zabýva t algori tmy na z ískání n á h o d n é h o vzorku z rozdělení popsa
ného kopul í . Nejprve p ř e d s t a v í m obecnou metodologii pro dvě dimenze a u k á ž u její apl ikaci 
na p ř í k l a d u Gaussovy kopule. P o t é o d v o d í m algoritmus pro vzorkování v í ce rozměrné Gaus-
sovy kopule p o m o c í vylučovací metody. Ve t ř e t í čás t i t é t o kapi toly pop í šu algori tmy pro 
efekt ivní vzorkování kopul í . 

2.4.1 V y u ž i t í p o d m í n ě n é p r a v d ě p o d o b n o s t i 

V knize [49] je p o p s á n a o b e c n á metodologie pro vzorkování kopul í s m a l ý m p o č t e m d i 
menz í za ložená na p o d m í n ě n é p r a v d ě p o d o b n o s t i . Podle t é t o metodologie je jedna p r o m ě n n á 
navzorkována nezávisle , u ~ U(0;1). Dá le je n u t n é s p o č í t a t p o d m í n ě n o u p r a v d ě p o d o b 
nost Fy\u=u(v) = J^C(u,v) a stanovit inverzní funkci tohoto rozdělení Fy^u=u(uj). Ná
sledně je vygene rována nezávis lá hodnota UJ ~ U(0; 1) a p r o m ě n n á v je d o p o č í t á n a p o m o c í 
v = F~}u=u(uj). Dvojice (u,v) pak tvoř í p o ž a d o v a n ý vzorek z kopule C. 

N a zák l adě t é t o metodologie jsem odvodi l postup a výs ledné rovnice pro vzorkování 
d v o u r o z m ě r n é Gaussovy kopule. 

P ř í k l a d v z o r k o v á n í Gaussovy kopule 

D v o j r o z m ě r n á G a u s s o v s k á kopule je def inována jako C(u, v; p) = $ p ( $ _ 1 ( t t ) , ^~1(v)), kde 
s2+t2-2pst 

$p(x,y) = P(K < x,Y < y) = f*^ f*^ - * = e~ 2 ( 1 ~ ^ ) dtds je d i s t r i bučn í funkce 

d v o j r o z m ě r n é h o n o r m o v a n é h o n o r m á l n í h o rozložení s ko re lačn ím koeficientem p a = 
ň 

—j=e~ 2 d í je d i s t r i bučn í funkce n o r m o v a n é h o n o r m á l n í h o rozložení , je její 

kvant i lová funkce. 
/•fc-^u) z.*" 1^) -i _s2+t2-2pst 

C(u,v;p)= / . e 2 ^ - P 2 ) dtds. (2.12) 
oo J-oo 2lí^f\ — p2 

Derivací podle z á k l a d n í vě ty in t eg rá ln ího p o č t u ^x [j'9

c

(x) f{t)dt) = f{g{x))g'{ 

k á m e : 
x) zis-

0 
* - ! ( « ) i ( # - 1 W ) 2 + ŕ 2 - 2 p ( l > - 1 ( M ) ) ŕ 

u = — C(u,v;p)= / = = e 2(1-,*) ( Í" 1 ) ' \ u )d t . (2.13) 
du ' ' 2-ir^/í-p2 

V h o d n ý m i ú p r a v a m i (úp rava na č tverec v č i ta te l i z lomku, n á s l e d n ý m z j e d n o d u š e n í m 
a p ř e s u n u t í m k o n s t a n t n í čás t i p ř e d in tegrá l ) p o s t u p n ě z í skáme: 

, ( r -p($- 1 ( U ) ) ) 2 + ( $ - 1 M ) 2 - p 2 ( $ - 1 ( u ) ) 2 

UJ = ( O T 1 ) ' (u) / - e" ^ ) d í , (2.14) 

w = ( í " 1 ) («) / — = = e V / d í , (2.15) 
27TV1 - p2 

oo 

Co' 
i (t-H r 'w)) 2 (^-iw)2(i-P

2) 
( í " 1 ) ' ^ ) / .= e ^-P2) e ^ - P 2 ) d í , (2.16) 

J-oo 2lTy/l-p2 
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OJ 
( * - i ( u ) ) 2 i^-Hv) , (t-P($-1w))2 

(<š>-l)'(u)e-^-^- / - e" 2(i-p^) d r . ( 2 . i 7 ) 

Nyní v y p o č í t á m e derivaci ( $ P r o derivaci inverzní funkce existuje vztah 

( Z - 1 ) ' (y) = fi(f-í(y))> t e d y v n a š e m p ř í p a d ě 

( • " ' ) ' w = i ^ W ) - ( 2 ' 1 8 ) 

Derivaci $ ' u r č íme p o m o c í zák l adn í vě ty in teg rá ln ího p o č t u 

d. Z'3' 1 í 2 1 2 

&(x) = — ^ = e - V d í = ^ = e _ : V (2.19) 
dx . / „ a / 2 ^ V^TT 

a po dosazen í do vztahu pro derivaci inverze dostaneme 

( O T 1 ) ' («) = T = / 2 7 r

 2 . (2.20) 
e 2 

Po dosazen í do p ů v o d n í rovnice pro OJ (2.17) z í skáme 

W = r— : , e 2 

e 2 

i e ~ 2 ľ f = ^ ) d í (2.21) 
-oo 2 7 T V / W 2 

LO = V2^ I . e 2 ^ - P 2 ) d í , (2.22) 
27TV1 - p2 

0 0 

2 

w = / — , e 2 ( 1 - / ' 2 ) d í . (2.23) 

Nyn í in tegrá l o d p o v í d á d i s t r i bučn í funkci n o r m á l n í h o rozdělení F(x) = 
_(t-y)2 

$-oo aVŤňe 2 f j 2 d í = $ ( ^ ^ ) s parametry a = y/l — p2 a p = p ( $ _ 1 ( u ) ) , př i 

čemž za x je dosazeno $ _ 1 ( w ) ; m ů ž e m e tedy rovnici p ř e p s a t do tvaru 

Inverzí a nás l ednou ekviva len tn í ú p r a v o u rovnice z í skáme v: 

= (2.25) 

V 7 ! - p 2 (OJ) + = $ _ 1 ( v ) , (2.26) 

$ V / 1 - P 2 $ " 1 ( w ) + P $ " 1 ( w ) ) . (2.27) 

Jedna p r o m ě n n á je navzo rkována nezávisle , d r u h á je d o p o č í t á n a tak, aby byla u p l a t n ě n a 
existující korelace p mezi p r o m ě n n ý m i , v iz alg. 2.3. 

Tento postup jsem ve zkrácené p o d o b ě publikoval jako součás t č l á n k u [G] a čás tečně 
i [F]. 
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Algori tmus 2.3 Vzorkování d v o u r o z m ě r n é Gaussovy kopule. 

1. vygeneruj nezávis lou n á h o d n o u hodnotu u ~ Í7(0; 1) 

2. vygeneruj pomocnou n á h o d n o u p r o m ě n n o u OJ ~ Í7(0; 1) 

3. dopoč í t e j hodnotu v := $ ( y/l — p2 $ 1 (w) + p $ 

4. výs ledek je dvojice (it, v) 

2.4.2 V z o r k o v á n í G a u s s o v y kopule p o m o c í v y l u č o v a c í m e t o d y 

Jako dalš í jsem odvodi l postup pro vzorkování v í ce rozměrné Gaussovy kopule p o m o c í vy
lučovací metody. 

Cí lem vylučovací metody je z ískat n á h o d n é číslo podle d a n é h o rozdělení p r a v d ě p o d o b 
nosti; toto rozdělení je oh ran i čeno na u r č i t é m intervalu, pro d a n é rozdělení jsme schopni 
stanovit funkci hustoty p r a v d ě p o d o b n o s t i a na onom intervalu z n á m e m a x i m á l n í m o ž n o u 
hodnotu funkce hustoty. Tento postup m ů ž e bý t j e d n o d u š e rozš í řen do více d imenz í . 

Tento algoritmus p o t ř e b u j e popis kopule p o m o c í hustoty p r a v d ě p o d o b n o s t i , z a t í m c o 
kopule jsou b ě ž n ě definovány jako d i s t r i bučn í funkce. Hus to tu z distribuce z í skáme p o m o c í 
derivace, n a p ř . pro Gaussovu kopuli : 

cR(Ul,...,uD) = du2,„duD£-1CR(u1,u2,... ,uD), (2.28) 

CR(UI, ...,UD) 
<) 

du2-..duu dui 
V 

•i( t l *2 ... t^R-1 

VDJ dČD-- dÍ2 d í i . 

(2.29) 

O p a k o v a n ý m u ž i t í m pravidla ^ f ( t ) dt^j = f(g(x))g'(x) p o s t u p n ě z í skáme 

cR(ui, ...,UD) du2-..duo 

( 
•\{<S>-\u-ů t2 ... í D ) f í - 1 

*2 

V ťD / / d í D . . . d í 2 - ( ( $ _ 1 ) ' ( u i ) 

(2.30) 

cR(ui, ...,uD) 

i^-Hui) ... Q-^uo^R-1 

V(^)D\R\ 

D 

n 
d=l 

(2.31) 
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Po dosazen í za vý raz (<ř lY (ud) podle rovnice (2.20) a p o s t u p n ý m v y k r á č e n í m a zjed
n o d u š e n í m 

cR(ui, ...,UD) 
2TT 

V / (2vr ) D | J R| 11 -ICčĎ-l 

(2.32) 

C Ä ( « 1 , . . . , M f l ) v 
lÄI 

C Ä ( « l , . . . , M f l ) 

U-i(«D)y 

/ ^ ( u i ) ' 

- $ - 1 ( « i ) 2 - . . . - $ - 1 ( u 0 ) 2 

- i ( $ - i ( U l ) ... $ - i ( « D ) ) ( H - 1 - / ) 

|Ä| 

(2.33) 

(2.34) 

Zaveďme označen í matice A = ( i ? - 1 — / ) a ř ádkového vektoru v = ( $ - 1 ( t t i ) . . . $ _ 1 ( t t £ ) ) ) . 
P ř i o p a k o v a n é m vzorkování d a n é kopule je matice A k o n s t a n t n í ; m ě n í se pouze hodnoty vek
toru v p o č í t a n é podle a k t u á l n ě vygenerovaných hodnot ui,..., up. P o m o c í takto uvedené 
notace v y j á d ř í m e hustotu Gaussovy kopule jako 

cR(ui, ...,uD) 
R 

(2.35) 

Mat i cové n á s o b e n í vAv'1 m ů ž e bý t efekt ivně s p o č í t á n o jako: vAv'1 = Ylf=i ^2f=i -A-ijViVj. 
Hustotu Gaussovy kopule v y j á d ř í m e - p o m o c í tohoto v ý p o č t u -

cR(ui, ...,uD) 
\R\ 

(2.36) 

M a x i m á l n í m o ž n á hodnota hustoty n a s t á v á tehdy, pokud je výraz v exponentu roven 
a, tedy m = l— e° = 

V í ř í 
algori tmu v y j á d ř e n a jako 

nula, tedy m = i — e° = \—. D í k y tomu m ů ž e bý t vylučovací p o d m í n k a ze vzorkovacího 
\J\R\ \J\R\ 

u < e ( - | E £ i E f = i ^ y « i « i ) . ( 2 . 3 7 ) 

Celý postup pro vzorkování v íce rozměrné Gaussovy kopule p o m o c í vylučovací metody 
je zde uveden jako alg. 2.4. 

Tento algoritmus jsem publikoval v č l ánku [F]. 
V ý h o d o u tohoto algori tmu je jeho p o m ě r n ě s n a d n á modifikace pro j i n á rozdělení . Zá

sadn í n e v ý h o d o u je v ý p o č e t n í n á r o č n o s t , p r o t o ž e algoritmus je i t e r a t i v n í a m ů ž e trvat velmi 
mnoho i terac í , než vzorkování uspěje . 
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Algori tmus 2.4 Vzorkování v í ce rozměrné Gaussovy kopule p o m o c í vylučovací metody. 

1. sestav pomocnou mat ic i A = R 1 — / (R je d a n á kore lační matice, / je j e d n o t k o v á 

2. R E P E A T 

3. generuj n á h o d n á uj, ~ ?7(0,1), d = 1 , . . . , D 

4. vypoč í t e j hodnoty Vd := $ _ 1 ( t t d ) 

5. generuj pomocnou n á h o d n o u hodnotu u ~ Č7(0,1) 

6. U N T I L u < e ( " 5 ^ i E f = i ^ ^ ) 

7. výs ledek je Ľ - t i c e (ui,... ,UD) 

2.4.3 A l g o r i t m y p r o e f e k t i v n í v z o r k o v á n í k o p u l í 

V ý p o č e t n ě mnohem efektivnější , v p o r o v n á n í s algori tmy z p ředeš lé kapitoly, jsou algori tmy 
specificky n a v r ž e n é pro vzorkování kopul í . 

A lgor i tmy uvedené v t é t o kapitole jsem publikoval v č láncích [E] a [D]. 

Algor i tmus pro vzorkování a r c h i m é d o v s k ý c h k o p u l í využ ívá n á h o d n o u hodnotu J , 
k t e r á je obecně z í skána z rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i u r č e n é h o podle inverze Laplaceovy 
transformace £ _ 1 g e n e r á t o r u ip [49, 1, 50, 27], viz alg. 2.5. 

K o n k r é t n ě pro zde uvažované typy a rch imédovských kopul í je hodnota J d á n a [1, 50]: 

• pro Claytonovu kopuli G a m m a rozdě len ím J ~ Gamma (jj,0), 

• pro Gumbelovu kopul i Levyho skew alpha-Stable rozdě len ím 

Vzorkování Gaussovy a Studentovy kopule [49] (viz alg. 2.6, 2.7) je založeno na 
Choleského dekompozici d a n é kore lační matice R, č ímž je z í skána doln í t ro júhe ln íkov i t á 
matice L , t aková že LLT = R. Studentova kopule je dá le specif ikována stupni volnosti v. 

matice) 

J ~ Stable (|, 1, (cos 

• pro Frankovu kopuli l o g a r i t m i c k ý m rozdě len ím J ~ Logarithmic ( l — e ). 
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Algori tmus 2.5 Vzorkování a r ch imédovských kopul í . 

1. vygeneruj n á h o d n o u hodnotu J ~ Ĺ 1 [</?(£)] 

2. vygeneruj hodnoty (z r o v n o m ě r n é h o rozdělení) z& ~ U(0,1) (pro d = 1, . . . ,D) 

3. spočí te j ttd := tp ̂  ~ l os(zrf) ^ ( p r o d = 1 , . . . , D ) 

4. výs ledek je Ľ - t i c e (ui,... ,UD) 

Algori tmus 2.6 Vzorkování Gaussovy kopule. 

1. urč i L — doln í t ro júhe ln íkov i t á matice, LLT = R 

2. vygeneruj n á h o d n á čísla zd ~ A/"(0,1) z n o r m o v a n é h o n o r m á l n í h o rozdělení (pro d = 
1,. . . , £ > ) 

3. vypoč í t e j s d := £ ^ = 1 (pro d = 1 , . . . , Ľ ) 

4. spočí te j u d := $ ( s d ) (pro d = 1 , . . . , D) 

5. výs ledek je Ľ - t i c e (ui,..., u D) 

Algori tmus 2.7 Vzorkování Studentovy kopule. 

1. urč i L — doln í t ro júhe ln íkov i t á matice, LLT = R 

2. vygeneruj V ~ X 2 ( ^ ) 

3. vygeneruj n á h o d n á čísla zd ~ A/"(0,1) z n o r m o v a n é h o n o r m á l n í h o rozdělení (pro d = 
1,. . . , £ > ) 

4. vypoč í t e j s d := ( P r o d = 1 , . . . , Ľ ) 

5. spočí te j u d := í^(s<i) (pro cí = 1 , . . . , D) 

6. výs ledek je Ľ - t i c e (m,... ,UD) 
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K a p i t o l a 3 

Přehled existujících algoritmů 
E D A 

Algor i tmy E D A (Est imat ion of Dis t r ibu t ion Algor i thm) p a t ř í do skupiny evolučních al
g o r i t m ů pro h l edán í o p t i m á l n í c h či s u b o p t i m á l n í c h řešení různých m a t e m a t i c k ý c h či inže
nýr ských ú loh . Jsou n a v r ž e n y ze jména pro řešení kompl ikovaných ú loh se s i lným s t u p n ě m 
závislost í mezi parametry ( p r o m ě n n ý m i ) . 

F o r m á l n ě lze popsat op t ima l i začn í ú lohu ve tvaru 

x 0 pť = a r g m i n / z í n e s s ( x ) . (3.1) 
x e K D 

J e d n á se o evoluční mechanismus, k t e r ý využ ívá teorie p r a v d ě p o d o b n o s t i . Vývoj hle
d a n é h o řešení p r o b í h á opakovaně b ě h e m velkého p o č t u generac í . V k a ž d é generaci jsou 
v y b r á n i jedinci , k t e ř í svojí kval i tou splňuj í výbě rové kr i ter ium, z nich je odvozen p r a v d ě p o 
d o b n o s t n í model a nová populace je v y t v á ř e n a vzorkován ím j ed inců ze z í skaného rozložení 
p r a v d ě p o d o b n o s t i , viz algoritmus 3.1. 

Algori tmus 3.1 P s e u d o k ó d klasického algori tmu E D A . 

1. n á h o d n ě vygeneruj p o č á t e č n í populaci P(0) 

2. W H I L E (nejsou sp lněny ukončovací p o d m í n k y ) D O 

3. vyhodnoť stávaj ící populaci P(g)) 

4. vyber k a n d i d á t n í řešení S(P(g)) 

5. v y t v o ř p r a v d ě p o d o b n o s t n í model M z S(P(g)) 

6. navzorkuj nové jedince 0(g) podle p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu M 

7. v y t v o ř novou populaci P(g + 1), P(g + 1) C O (g) U P (g) 

8. zvyš p o č í t a d l o generac í g 

9. E N D W H I L E 
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3.1 P řeh led sekvenčních algori tmů typu E D A 
Jedno t l i vé varianty E D A se liší ze jména t í m , jak složi tý p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je pou
žit . M n o h o z nich použ ívá model ve formě u rč i t ého typu grafu, jsou proto označovány jako 
metody s g ra fovým modelem. N a o b r á z k u 3.1 je uvedeno schemat i cké z n á z o r n ě n í nej vý
znamnějš ích t y p ů grafových m o d e l ů . 

P o d r o b n ý popis a l g o r i t m ů E D A je d o s t u p n ý ze jména v [41] nebo [34]. 
T y t o algori tmy byly p ů v o d n ě n a v r ž e n y pro řešení p r o b l é m ů s b i n á r n í r eprezen tac í , tj. 

p r o m ě n n é mohou n a b ý v a t pouze b iná rn í ch hodnot 0 nebo 1. Po ložka p{Xd) p r a v d ě p o d o b 
n o s t n í h o modelu tak vy jadřu je p r a v d ě p o d o b n o s t , že se v p r o m ě n n é Xd vyskytne hodnota 1. 

3.1.1 M o d e l y s n e z á v i s l ý m i p r o m ě n n ý m i 

Algor i tmy, ve k t e r ý c h nejsou uvažovány ž á d n é závislost i mezi p r o m ě n n ý m i , jsou ze všech 
a lgo r i tmů typu E D A ty ne j j ednodušš í . Jejich p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je p o p s á n rovnicí 

D 

p(X1,...,XD) = l\p(Xd). (3.2) 
d=i 

Algori tmus U M D A 

Z á k l a d n í m algori tmem bez závis lost í mezi p r o m ě n n ý m i je algoritmus U M D A (Univariate 
M a r g i n a l Dis t r ibu t ion Algor i thm) [53] [58]. Jeho proces učen í modelu je d á n vztahem 

pg+1(Xd) = ^ Yl (Xd)S (3-3) 
xS e s(P( 9 ) ) 

(model je učen pouze z a k t u á l n í v y b r a n é populace S(P(g))). 

Algori tmus P B I L 

Algor i tmus P B I L (Populat ion-Based Incremental Learning) [3] je velmi p o d o b n ý algori tmu 
U M D A , t a k é p ř e d p o k l á d á , že j edno t l ivé p r o m ě n n é řešeného p r o b l é m u jsou n a v z á j e m nezá
vislé. 

Rozdí l spoč ívá v tom, že z a t í m c o U M D A vy tvá ř í model v k a ž d é generaci zcela znovu, 
P B I L svůj p r a v d ě p o d o b n o s t n í model na zák ladě v y b r a n ý c h j e d i n c ů i n k r e m e n t á l n ě m ě n í 

pg+1(Xd) = (l-i)pg(Xd)+ijíl Yl (3-4) 
xseS(P(g)) 

kde 7 označuje učící koeficient pro v y t v á ř e n í nového modelu. 

Algori tmus c G A 

V e l m i m i n i m a l i s t i c k ý m algori tmem je c G A (Compact Genetic Algor i thm) [33]. V každé 
generaci jsou vygenerován i jen dva jedinci a p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je zp řesněn podle 
rozdí lu mezi n imi 

p9+1(Xd) = p9(Xd) + 7 ( x f " x r s t ) , (3-5) 

kde x d

e s t , resp. x ^ o r s ť je hodnota genu Xd z nej lepšího, resp. ne jhorš ího jedince. 
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o o o o o 
M I M I C 

U M D A 

B M D A E B N A , B O A 

C O M I T 

O b r á z e k 3.1: Schemat ické znázo rněn í grafových m o d e l ů už ívaných v E D A . 

3.1.2 P á r o v é z á v i s l o s t i 

V t ě c h t o algoritmech se j iž p ř e d p o k l á d á existence závis lost í mezi dvojicemi p r o m ě n n ý c h . 

Algori tmus M I M I C 

Algor i tmus M I M I C (Mutual - Informat ion-Maximiz ing Input Clustering) [13] zavádí ře tě 
zový model, p r o m ě n n é jsou se řazeny podle m n o ž s t v í v z á j e m n é informace a je u r č e n a m í r a 
v z á j e m n é závislost i sousedních p r o m ě n n ý c h . V l a s t n o s t í tohoto grafového modelu je to, že 
k jeho zakódován í slouží p o u h á permutace TT = 7ri7T2 . . . TTD p o ř a d í p r o m ě n n ý c h : 

p„(X1}...,Xd) = p(X7ri\X7r2)p(X7r2\X7r3).. .p(X7rD_1\X7rD)p(X7rD). (3.6) 

Algori tmus C O M I T 

V algori tmu C O M I T (Combining Optimizers w i t h M u t u a l Information Trees) [4] jsou pro
m ě n n é podle v z á j e m n é závislost i u s p o ř á d á n y do stromu. 

Algori tmus B M D A 

Algor i tmus B M D A (Bivariate Marg ina l Dis t r ibu t ion Algor i thm) [57] je založen na p á r o v ý c h 
závis lostech, k a ž d ý uzel grafu m ů ž e záviset na nejvýše jednom rod ičovském uzlu (grafem je 
les). P r a v d ě p o d o b n o s t n í model je p o p s á n vztahem 

kde V je m n o ž i n a všech uz lů v grafu, R je m n o ž i n a kořenových uzlů, e(i) v rac í rod ičovský 
uzel uz lu i. 

Graf závis lost í je b u d o v á n h l a d o v ý m algori tmem na zák ladě Pearsonovy y 2 statistiky. 

V{x) = Y[pr(Xr) H Pi,e(i){Xi\xe(i)) (3.7) 
rei? i£V\R 
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3.1.3 V í c e n á s o b n é z á v i s l o s t i 

Nej komplexně jš í p r a v d ě p o d o b n o s t n í model ma j í algori tmy E D A s v í cenásobnými závis
lostmi, je p o p s á n o b e c n ý m vztahem 

D 

p(X) = l\p(Xd\nXd), (3.8) 
d=l 

kde Iíxd označuje m n o ž i n u uzlů , na nichž závisí Xd. 

Algori tmus B O A 

V algori tmu B O A (Bayesian Opt imiza t ion Algor i thm) [56] je s t ruktura závis lost í zakódo
v a n á ve formě acykl ické Bayesovy s í tě . K j e j ímu ses tavení je p o u ž i t a Bayes-Dirichletova 
metr ika ( B D ) . P r o t o ž e B D m á tendenci preferovat s loži té modely, obvykle bývá stanoven 
m a x i m á l n í p o č e t rod ičovských uz lů [34]. 

Algori tmus E B N A 

Také algoritmus E B N A (Est imat ion of Bayesian Networks Algor i thm) [22] použ ívá k popisu 
závislost í Bayesovu síť. K je j ímu ses taven í je ale p o u ž i t o Bayesovské in fo rmačn í k r i t é r i u m 
(BIC) a h l a d o v ý algoritmus. V ý h o d o u B I C oproti B D je to, že preferuje j e d n o d u c h é mo
dely [34]. 

3.1.4 A l g o r i t m y E D A p r o s p o j i t é p r o b l é m y 

Algor i tmy E D A byly p r i m á r n ě n a v r ž e n y pro řešení p r o b l é m ů s d i sk ré tn í r ep rezen tac í , ale 
exis tuj í i varianty u r č e n é specificky pro spo j i t é úlohy. 

S p o j i t é varianty p ř e d e š l ý c h a l g o r i t m ů ( p ř . U M D A ^ , M I M I C ^ ) 

Je použ i t algoritmus p ů v o d n ě p o p s a n ý pro b i n á r n í p rob lémy, avšak jako rozdělení prav
d ě p o d o b n o s t i je p o u ž i t o spo j i t é rozdělení , typicky n o r m á l n í [40, 34]. Jako p ř ík l ad uvedu 
p r a v d ě p o d o b n o s t n í model U M D A ^ (indexy udávaj í , že se j e d n á o c = s p o j i t ý (continuous) 
algoritmus s G = n o r m á l n í m (Gaussian) rozdě len ím) 

v 

p(x) = Y\_ n(xď, Vd, o"d)- (3.9) 
d=i 

Algori tmus S H C L V N D 

Také algoritmus S H C L V N D (Stochastic H i l l C l i m b i n g wi th Learning by Vectors of N o r m á l 
Distr ibutions) [61] použ ívá n o r m á l n í rozdělení . S t ř e d n í hodnoty [ £ jsou v k a ž d é generaci 
ak tua l i zovány o rozdí l mezi s t ř e d e m v y b r a n é populace b,, šká lovaný p e v n ě zvo leným ko
eficientem 9 m o v e G (0; 1). S m ě r o d a t n á odchylka a9

d je sn ížena p e v n ě zvo leným koeficientem 

9reduce £ (0, 1). 

ŕ d

+ 1 = ŕd + emove(bg

d-tä), (3.10) 

ad+1 = 6reduceCrd- (3 -H) 
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Algori tmus E G N A 

Algor i tmus E G N A (Est imat ion of Gaussian Network Algor i thm) [40] využ ívá Gaussovské 
sí tě, 

fJ>d = md+ ^2 bjdixj-rrij), (3.12) 

kde md je n e p o d m í n ě n á s t ř e d n í hodnota Xd, bjd je l ineárn í koeficient reflektující sílu vazby 
mezi Xj a Xd. 

Algori tmus I D E A 

Framework I D E A (Iterated Densi ty Es t ima t ion Evolu t ionary Algor i thm) [5] zobecňuje a for-
malizuje popis p ředeš lých a l g o r i t m ů p o m o c í o p e r á t o r ů selekce, obnovy populace, ukončovací 
p o d m í n k y , h l edán í s t ruktury závislost í , h l edán í hustoty rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i a ge
nerování nových vzorků . 

Algori tmus E M N A 

E M N A (Est imat ion Mul t ivar ia te N o r m a l Algor i thm) [42] je algoritmus využívaj ící jako 
model v í ce rozměrné n o r m á l n í rozdělení : 

P ( x ) = A / " ( x ; / / , £ ) , (3.13) 

kde \i je vektor s t ř edn ích hodnot a £ kovar iančn í matice. 

Algori tmus E S T D A 

Alterna t iva k obvykle u ž í v a n é m u n o r m á l n í m u rozdělení - Studentovo t rozdělení - je navr
žena v algori tmu E S T D A (Est imat ion of Student's t Dis t r ibu t ion Algor i thm) [45]. P r o t o ž e 
Studentovo rozdělení u m í vy jád ř i t závislost i pro mezn í hodnoty p r o m ě n n ý c h , p ř edpok láda j í , 
že t a k o v ý algoritmus bude m í t vě tš í diverzi tu. 

3.2 Algori tmy E D A využívající kopule ( C E D A ) 

V algoritmech E D A založených na kopul ích ( C E D A = Copula-based Es t ima t ion of Di s t r i 
but ion Algor i thm) je p r a v d ě p o d o b n o s t n í model rozdě len na dvě čás t i : 

• na j e d n o r o z m ě r n á v z á j e m n ě nezávis lá m a r g i n á l n í rozdělení Fd{xd) (tato čás t je ob
d o b n á p r a v d ě p o d o b n o s t n í m u modelu v algoritmech typu U M D A ) 

• a na kopuli C( - ) , k t e r á definuje s t rukturu závislost í . 

Hustota p r a v d ě p o d o b n o s t i v t a k o v é m modelu je d á n a vztahem 

D 

p(x) = c O F i f c i ) , . . . , FD(xD)) l\ fd(xd), (3.14) 
d=l 

kde c(-) je hustota kopule a fd(-) je hustota m a r g i n á l n í h o rozdělení . 
T é m a t i k o u C E D A se zabývá jen r e l a t i vně m á l o p rac í . Mnoho v ý z n a m n ý c h pub l ikac í lze 

p ř i ř ad i t do jednoho ze t ř í t vů rč í ch kolekt ivů: M a r t a Soto et a l . , Rogelio Sa l inas -Gut ié r rez 
et a l . , L i - F a n g Wang et a l . 
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3.2.1 L i - F a n g W a n g et a l . 

Kolek t iv okolo L i - F a n g Wang se zaměřu je h l avně na r ů z n á použ i t í C E D A s a r ch imédovskou 
kopulí : 

Hojně c i t ovaným č l á n k e m je [74]. Popisu j í zde C E D A algoritmus, zabývaj í se vzorci pro 
vzorkování d v o j r o z m ě r n é Gaussovy kopule. 

V [73] a [75] prezen tu j í C E D A algoritmus s Gumbelovou, resp. s Claytonovou kopul í . 
Nen í zde p o u ž i t o učen í parametru 9 pro kopul i , pro k a ž d o u tes tovac í funkci ho a u t o ř i p e v n ě 
zvol i l i . 

V č l ánku [8] zkoumaj í h y b r i d n í model C E D A s Gumbelovou a Claytonovou kopul í . Celá 
populace je rozdě lena na dvě subpopulace, v k a ž d é subpopulaci je p o u ž i t a j i n á kopule. 
Sdílení informace mezi subpopulacemi je dosaženo p o m o c í migrace j ed inců . 

Ve [32] je t e s továno použ i t í C E D A (využívající Clay tonovu kopul i a Gaussovo margi
ná ln í rozdělení) k vek to rovému kvan tován í d ig i t á ln ího obrazu. P o m o c í evoluce jsou vyví jena 
j edno t l ivá kódová slova. 

V [37] navrhu j í použ i t í s t a t i s t i ckého testu ke zlepšení p ře snos t i p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o 
modelu. V k a ž d é generaci vy tváře j í někol ik p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů a p o m o c í testu 
Sn vybí ra j í ten ne jvhodně jš í . Používaj í a r ch imédovské kopule. 

3.2.2 Roge l io S a l i n a s - G u t i é r r e z et a l . 

Kolek t iv Rogel ia Sa l inas -Gut i é r reze se zaměřu je h l avně na grafové modely využívaj ící dvoj
r o z m ě r n é kopule. 

N a p ř í k l a d v [62] je u k á z á n a p r a k t i c k á aplikace - p r a v d ě p o d o b n o s t n í klasif ikátor založený 
na Gaussově kopuli , k t e r ý je použ i t ke klasifikaci p ixelů v o b r á z k u . Je p o u ž i t o učen í se 
supervizorem. 

V č l ánku [63] je p rezen tován algoritmus C E D A založený na ře tězové s t r u k t u ř e typu 
M I M I C a dvo j rozměrných F rankových a G a u s s o v ý c h kopul ích . Jako m a r g i n á l n í rozdělení 
používaj í be ta - rozdě len í . 

V [64] je jako grafový model v algori tmu C E D A p o u ž i t s t rom závislost í , j ehož uzly 
obsahuj í dvo j rozměrné Gaussovy kopule. 

V [65] popisuj í použ i t í D-vine kopul í pro C E D A . 

3.2.3 M a r t a Soto et a l . 

Také M a r t a Soto a kol . se v oblasti C E D A zabývaj í grafovými p r a v d ě p o d o b n o s t n í m i modely, 
ze jména C-vine (canonical) a D-vine (drawable)} 

Vine jsou závis los tn í modely v í ce rozměrné d i s t r i bučn í funkce za ložené na 
dekompozici f(xi,... dvo j rozměrné kopule a m a r g i n á l n í hustoty. V ine 
n p r o m ě n n ý c h je z a n o ř e n á m n o ž i n a s t r o m ů T i , . . . , T n _ i , kde hrany stromu Tj 
jsou uzly s t romu Tj+\ pro j = 1 , . . . , n — 2. R e g u l á r n í vine tvoř í spec iá ln í t ř í du , 
ve k t e r é jsou dvě hrany stromu j spojeny hranou ve stromu j + 1, pouze když 
tyto hrany sdílejí společný uzel. - [70] 

Článek [70] se zabývá C E D A se s t rukturami C-vine a D-vine, používa j í několik variant 
dvo j rozměrných kopul í (Gaussova, Studentova, Claytonova, Gumbelova) . A u t o ř i toto řešení 
považuj í za flexibilnější, než by bylo použ i t í v í ce rozměrné kopule. 

1 Vine anglicky znamená popínavá rostlina. 
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V technické zprávě [29] je p ř eh l ed dů lež i tých p rac í z a m ě ř e n ý c h na kopulové E D A algo
r i tmy pub l ikovaných v letech 2007 - 2012. Je zde uvedeno, že celé t é m a využ i t í kopul í je 
s tá le velmi m á l o p r o z k o u m á n o a ze jména je t ř e b a k lás t d ů r a z na o t á z k u , jak vlastnosti ko
pule ovlivňují op t ima l i začn í proces, a na reprodukovatelnost pub l ikovaných výs ledků . Také 
se domníva j í , že velmi p ř í n o s n á by byla existence veřejně d o s t u p n é implementace E D A 
založené na kopul ích (pozděj i uveřejni l i ba l íček copu laedas pro jazyk R [30]). 

3.2.4 D a l š í a u t o ř i 

V č lánku [52] je p o u ž i t a E D A za ložená na Bayesovské síti a a r ch imédovských kopul ích . 
P r o t o ž e jejich s t ruktura dokáže zachytit pouze poz i t ivn í závislost i , uchovávaj í pouze k l adné 
hodnoty korelace. Využívaj í kore lační koeficient Kendal lovo r ; aby mohl i parametrizovat 
v í ce rozměrnou a r ch imédovskou kopuli , poč í t a j í p r ů m ě r n é r všech dvojic p r o m ě n n ý c h vy
b r a n ý c h k u t v o ř e n í kopule. K o n k r é t n í typ kopule (Claytonova, Frankova, Gumbelova) je 
v y b r á n a d a p t i v n ě podle a k t u á l n í c h dat. P r o m a r g i n á l n í rozdělení je p o u ž i t o be ta - rozdě len í , 
p ř ičemž jeho parametry ( s t ř edn í hodnotu // a rozptyl a2) ovlivňují i hodnotami z předeš lé 
generace. 

V č l ánku [28] je p o u ž i t algoritmus C E D A s v í ce rozměrnou í -kopul í na mul t ik r i t e r i á ln í 
opt imalizaci . 

Č lánek [51] se zaměřu je na algori tmy C E D A užívající v í ce rozměrné el ipt ické kopule. P r o 
p o d p o ř e n í diverzity v populaci dá le využi l i rebeluj ících j e d i n c ů (cílené generování někol ika 
nových j ed inců , k t e ř í podle a k t u á l n í p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu maj í jen velmi malou 
p r a v d ě p o d o b n o s t v ý s k y t u ) a čá s t ečné restarty algori tmu (za u rč i tých p o d m í n e k je čás t 
populace nahrazena n á h o d n ě vygene rovanými jedinci) . 

V [10] je použ i t algoritmus C E D A k u rych len í v ícekr i te r iá ln í optimalizace. C E D A (ar-
ch imédovské kopule) slouží k mode lován í Pareto fronty, d íky tomu je algoritmus schopen 
navrhovat nové jedince bez dalš ích v ý p o č t ů n á r o č n é h o mu l t i k r i t e r i á ln ího algori tmu. 

V [78] použi l i C E D A (Gaussova kopule) ke z lepšení výkonnos t i algori tmu A E A p o u ž i t é m 
k n á v r h u B u t t e r w o r t h o v ý c h filtrů. Algor i tmus A E A (Alopex-based evolutionary algori thm: 
Alopex = A l g o r i t h m of Pat tern Ex t rac t ion - algoritmus extrakce vzorů) je p r inc ip iá lně 
p o d o b n ý s imulovanému ž íhání . C E D A je použ i t na m a k r o ú r o v n i ke s t a v b ě p r a v d ě p o d o b 
n o s t n í h o modelu, z a t í m c o A E A řídí evoluci na mik roú rovn i p o m o c í extrakce vzorů . 

V č l ánku [23] bylo z k o u m á n o použ i t í někol ika evolučních technik, vče tně C E D A , na 
kal ibraci mikroskop ických d o p r a v n í c h m o d e l ů . Použi l i C E D A založený na e l ip t ických kopu
lích. B y l o zj iš těno, že př i použ i t í C E D A jsou výs ledky kalibrace m é n ě cit l ivé vůč i použ i t í 
různých metrik, celkový proces kalibrace je tak robus tně j š í . 

3.2.5 S h r n u t í a l g o r i t m ů C E D A 

R a d a a l g o r i t m ů C E D A použ ívá klasické el ipt ické nebo a rch imédovské kopule, p o p ř . jejich 
kombinace. Č a s t o se pro v í ce rozměrné modely používaj í h ierarchické modely t y p u C-vine 
či D-vine na báz i dvoud imenz ioná ln í ch a r ch imédovských kopul í . Vzhledem k n a v r ž e n é kon
cepci migrace m o d e l ů se jev í jako př ínosnějš í použ í t pro tuto p rác i v í ce rozměrné kopule. 

Spo lečným p r o b l é m e m publ ikovaných a lg o r i tmů je t e s tován í výkonnos t i jen na m a l é m 
p o č t u ú loh. V j edno t l i vých článcích bývaj í p o u ž i t y odl išné typy tes tovacích ú loh i odl išné 
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řídicí parametry (nap ř . ukončuj íc í p o d m í n k y ) - je proto ob t í žné u s k u t e č n i t ko rek tn í porov
n á n í rozdí lných a lgo r i tmů . P řevažu j í t es tovac í ú lohy s 10 dimenzemi. 

3.3 Paralelní evoluční algoritmy 

Exis tu j í dva zák l adn í p ř í s t u p y k paralelizaci evolučního algoritmu, a to (viz [2, 69]) 

• s t a n d a r d n í pa ra le ln í p ř í s t u p , 

• dekompoz ičn í p ř í s t u p . 

P ř i s t a n d a r d n í m p a r a l e l n í m p ř í s t u p u uvažu jeme pouze jednu běžící instanci evo
lučního algori tmu a cí lem je sníži t v ý p o č e t n í čas s o u b ě ž n ý m v ý p o č t e m n ě k t e r ý c h čás t í 
a lgori tmu (nap ř . v ý p o č e t fitness funkce k a ž d é h o jedince) — toto nen í n á p l n í moj í p ráce . 

Tento text se zaměřu je na d e k o m p o z i č n í p ř í s t u p , k o n k r é t n ě na ostrovní model. Zá
k ladn í charakteristikou dekompoz i čn ího p ř í s t u p u je rozdělení populace mezi více p rocesorů . 
Podle typu rozdělení dá le rozl išujeme 

• j e m n o z r n n ý pa ra le ln í evoluční algoritmus, 

• h r u b o z r n n ý pa ra l e ln í evoluční algoritmus. 

V p ř í p a d ě jemnozrnného algoritmu je na k a ž d ý procesor p ř i ř azen obvykle pouze jeden 
jedinec. Jedinec m ů ž e rekombinovat pouze v r á m c i svého okolí, velikost tohoto okolí spolu 
s topologi í jsou s těže jn ími parametry algori tmu. T y t o algori tmy jsou obzv láš t ě v h o d n é 
pro architektury s ve lkým p o č t e m d o b ř e p ropo j ených p rocesorů a pro řešení ú loh s velmi 
n á r o č n ý m v ý p o č t e m fitness funkce. 

U hrubozrnných algoritmů - obvykle se pro n ě použ ívá označen í ostrovní model [48] -
je g lobáln í superpopulace rozdě lena na několik menš ích čás t í - p o p u l a c í na j edno t l i vých 
ostrovech. K a ž d ý ostrov vykonává sekvenční evoluční algoritmus pouze nad svou popu lac í . 
Populace z různých o s t rovů jsou od sebe izolovány, toto n a p o m á h á u d r ž e n í diverzity v glo
bá ln í superpopulaci. Ve s t a n o v e n é m čase (např . po u s k u t e č n ě n í s t a n o v e n é h o p o č t u generac í 
nebo po zlepšení fitness o danou hodnotu) docház í ke komunikaci mezi ostrovy - něk te ř í 
jedinci z jednoho ostrova jsou zkopírováni na j iný ostrov. Tento proces se označuje jako 
migrace. Z p ů s o b v ý b ě r u a p o č e t migruj íc ích j ed inců , to, jak jsou zapojeni do rez iden tn í 
populace na cí lovém os t rově , z p ů s o b volby cílového ostrova, p o č e t o s t rovů a p o d m í n k a 
u s k u t e č n ě n í migrace - toto vše jsou d o d a t e č n é parametry os t rovn ího evolučního algori tmu, 
k t e r é m á navíc oprot i své sekvenční verzi. 

3.3.1 A l g o r i t m y E D A s m i g r a c í p r a v d ě p o d o b n o s t n í m o d e l ů 

Doposud m á l o testovanou ú p r a v o u a lg o r i tmů E D A je použ i t í migrace čás t i nebo celého 
p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu m í s t o migrace j ed inců . 

P a r a l e l n í d i s k r é t n í U M D A 

Pr inc ip migrace d i sk ré tn ích p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů b y l p o p r v é n a v r ž e n v [14]. Jako 
sekvenční algoritmus na k a ž d é m os t rově b y l použ i t algoritmus U M D A ; nový model by l 
ovl ivněn s o u s e d n í m ostrovem v procesu konvexní kombinace. Tento postup b y l sh l edán 
p ř í n o s n ý m ve s rovnán í s t r a d i č n í mig rac í j ed inců . 
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Pozděj i by l proces kombinace p r a v d ě p o d o b n o s t n í m o d e l ů ze dvou různých os t rovů vy
lepšen o metody loká ln ího p roh l edáván í [15]. Mot ivac í je rozhodnout, k t e r é čás t i p ř íchoz ího 
modelu ma j í v l iv na z lepšení r ez iden tn ího modelu a př i kombinaci použ í t pouze je. 

P a r a l e l n í d i s k r é t n í B M D A 

V č l ánku [66] je n a v r ž e n d i sk ré tn í pa ra le ln í algoritmus B M D A s migrac í m o d e l ů . P r a v d ě 
p o d o b n o s t n í model M se sk l ádá ze dvou čás t í , 

M = ( G , 0 ) , (3.15) 

kde G je graf závis lost í a O m n o ž i n a p a r a m e t r ů . 
Množ iny p a r a m e t r ů Q R (rezident), © / (imigrant) jsou kombinovány konvexní kombinac í 

přes a d a p t a č n í koeficient j3 
e = p e R + ( 1 - / 3 ) 6 , . (3.i6) 

Proces kombinován í grafů závis lost í GR, GI nen í tak p ř ímočarý , je za ložen na kombinaci 
hodnot x2 s tat ist iky 

Xh = Pxl,JR + (1 " P)xl,ól (3.17) 

a podle ak tua l i zovaných hodnot x2 je h l a d o v ý m algori tmem v y t v o ř e n nový graf závislost í . 

V [35] je n a v r ž e n o dalš í z j ednodušen í agregace p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů v paralel
n í m algori tmu B M D A . P ř i migraci je pos í l ána kon t ingenčn í tabulka. N a cí lovém ost rově 
jsou kon t ingenčn í tabulky zkombinovány, ze zkombinované kon t ingenčn í tabulky je spočí
t á n a nová tabulka hodnot x2 • Podle ak tua l i zovaných hodnot x2 J e vygene rován nový model 
závislost í a nová m n o ž i n a p a r a m e t r ů . 

Paralelizace a l g o r i t m ů E D A pro s p o j i t é ú l o h y 

V č lánku [19] je n a v r ž e n h y b r i d n í migruj íc í algoritmus na báz i E D A a P S O (Particle Swarm 
Opt imiza t ion) . A u t o ř i uvažuj í t ř i p ř í s t u p y k migraci : pos í lán í j ed inců ; nebo pos í lán í m o d e l ů 
s kombinac í mode lů ; nebo pos lán í modelu, z něhož jsou po do ručen í navzorkován i jedinci 
nahrazu j íc í ne jhorš í čás t r ez iden tn í populace. 

Studie [54] p o r o v n á v á migraci j e d i n c ů a migraci p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů v algo
ri tmech E D A pro spo j i t é úlohy, k o n k r é t n ě použi l i algori tmy U M D A G a E M N A . 

O b e c n ě lze říci, že kombinován í p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů je ne t r iv iá ln í ú loha 
ze jména př i použ i t í grafových m o d e l ů (k romě p a r a m e t r ů je n u t n é kombinovat i s t rukturu 
grafu). M o ž n á p r á v ě proto se tento p ř í s t u p nedočka l velkého rozšíření . D o m n í v á m se, že 
efektivnější řešení m ů ž e p ř inés t použ i t í kopul í d íky sepa rab i l i t ě p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o mo
delu. 

3.4 Porovnávání variant a lgori tmů 

Všechny evoluční algori tmy p a t ř í mezi s tochas t i cké op t ima l i začn í metody. S p ř i h l é d n u t í m 
k „No free lunch" t e o r é m u [76] je z ř e jmá nutnost př i p o r o v n á v á n í j edno t l i vých a l g o r i t m ů vy
brat vhodnou sadu tes tovacích ú loh a specifikovat d o s t a t e č n ý p o č e t b ě h ů a l g o r i t m ů a ukon
čující p o d m í n k u optimalizace. 

Obvykle se použ ívá a lespoň 30 nebo 50 b ěh ů . 
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Používaj í se ze jména dva typy ukončuj íc ích p o d m í n e k : fixní p o č e t evaluací fitness funkce 
v y k o n a n ý c h b ě h e m j edno t l i vých b ě h ů , nebo dosažen í p o ž a d o v a n é chyby vzhledem ke z n á m é 
h o d n o t ě řešení , p o p ř . jejich kombinace. 

U d i sk ré tn ích op t ima l i začn ích ú loh bývá s ledován p o č e t eva luac í fitness funkce, p o t ř e b n ý 
k dosažen í g lobá ln ího opt ima. 

U op t ima l i začn ích ú loh se s p o j i t ý m definičním oborem je obvykle m ě ř e n a velikost chyby 
fitness funkce na lezeného k a n d i d á t n í h o vůči z n á m é m u o p t i m á l n í m u řešení po dosažen í sta
noveného p o č t u evaluací fitness funkce. 

3.4.1 K l a s i c k é t e s t o v a c í ú l o h y 

Jde o zák l adn í tes tovac í spo j i t é funkce více p r o m ě n n ý c h ča s to použ ívané v l i t e r a tu ř e . Vzhle
dem k d o b ř e z n á m ý m t y p i c k ý m t v a r ů m t ě c h t o funkcí lze snadno posoudit silné a s labé 
s t r á n k y t e s tovaného algori tmu. 

Sphere Ne j j ednodušš í t es tovac í funkce, je t v o ř e n o u hladkou plochou s j e d n í m optimem. 
V i z ob rázek 3.2. 

D 

fSpherei*) = J > d > xd G ( -100; 100). (3.18) 
d=l 

Ackley V e l m i mnoho n e v ý r a z n ý c h lokálních opt im, u p r o s t ř e d v ý r a z n é g lobáln í opt imum. 
V i z ob rázek 3.3. 

f Ackley^) = -20e-°VřŠ^- e ^ L « » W + 2 0 + e, xd G ( -32 ; 32). (3.19) 

Schwefel K l a m n á ú loha , op t imum se nacház í v ý r a z n ě mimo s t ř ed s t a n o v e n é h o prostoru. 
D r u h é nejlepší lokální op t imum se nacház í na zcela o p a č n é s t r a n ě p r o h l e d á v a n é h o prostoru. 
E x t r é m y na okra j ích s t a n o v e n é h o prostoru jsou v ý r a z n é a daleko od sebe, ve s t ř e d u se 
odstup mezi n i m i zmenšu je a jsou s tá le m é n ě v ý r a z n é . V i z ob rázek 3.4. 

D 

fschwefeii*) = 418.982888Z? - ^ x d s i n ^J\x~ď\, xd G ( -500;500) . (3.20) 
d=l 

Rosenbrock V e l m i o b t í ž n á funkce, m á jedno opt imum, k t e r é se ale nacház í v parabolicky 
zak ř iveném ú z k é m údol í . Algor i tmy, k t e r é používaj í pohyb j e d i n c ů ve s m ě r u p ř ímek , mívaj í 
velký p r o b l é m u d r ž e t populaci u v n i t ř údol í . N a svazích údol í se fitness velmi rychle zhoršuje . 
V i z ob rázek 3.5. 

D - l 

fRosenbrock{^) = ^ {^0(xd - Xd+1f + (xd - l ) 2 ) , Xd G ( -10 ; 10). (3.21) 
d=l 
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w 

(a) Prostorový graf (funkce 
dvou proměnných). 

20 0 20 40 

(b) Graf funkce jedné pro
měnné. 

(c) Vrstevnicový graf (funkce 
dvou proměnných). 

O b r á z e k 3.2: Zobrazen í tes tovac í funkce Sphere. 

-30 -20 -10 (a) Prostorový graf (funkce 
dvou proměnných). (b) Graf funkce jedné pro

měnné. 

-20 -10 10 20 

(c) Vrstevnicový graf (funkce 
dvou proměnných). 

O b r á z e k 3.3: Zobrazen í tes tovac í funkce Ackley. 

(a) Prostorový graf (funkce 
dvou proměnných). 

100 0 100 200 300 

(b) Graf funkce jedné pro
měnné. 

-100 0 100 200 300 400 500 

(c) Vrstevnicový graf (funkce 
dvou proměnných). 

O b r á z e k 3.4: Zobrazen í tes tovac í funkce Schwefel. 
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O b r á z e k 3.6: Zobrazen í tes tovac í funkce Rast r ig in . 

7))) 

(a) Prostorový graf (funkce 
dvou proměnných). (b) Graf funkce jedné pro

měnné. 

y" fN, 

í ] 
\ / 
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(c) Vrstevnicový graf (funkce 
dvou proměnných). 

O b r á z e k 3.7: Zobrazen í t es tovac í funkce Griewank. 
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Rastrigin Ú loha t v o ř e n á m n o ž s t v í m lokálních e x t r é m ů , ve s t ř e d u s t anovené definiční 
oblasti p r o m ě n n ý c h obsahuje několik výrazně jš ích op t im a globální e x t r é m . V i z ob rázek 3.6. 

D 

f Rastrigin^) = {x2

d - 10cos(27rx d) + 10) , xd G (-5 .12; 5.12). (3.22) 
d=l 

Griewank R e l a t i v n ě j e d n o d u c h á ú loha , její tvar lze popsat jako sférickou plochu s ve lkým 
p o č t e m m a l ý c h lokálních e x t r é m ů . V i z ob rázek 3.7. 

D D 

/ c ™ n f c ( x ) = l + ^ l > d + n ^ 7 = T ' x d G ( -600; 600). (3.23) 
d=i d=i 

3.4.2 S a d a C E C 2013 

Sada tes tovac ích ú loh C E C 2013 byla p ů v o d n ě u r č e n a pro p o r o v n á n í op t ima l i začn ích algo
r i t m ů v r á m c i konference C E C '13 [43], ale d íky s v ý m vlastnostem bývá ča s to p o u ž í v á n a 
i v dalš ích letech. V je j ím použ i t í spa t řu j i dva benefity - j e d n í m je to, že jde o tes tovací 
funkce s r ů z n o u s loži tos t í ve t ř ech t ř í d á c h komplexity. D r u h ý m benefitem je to, že součás t í 
sady je i p ře sný popis, jak prezentovat z í skané výsledky, je tedy s n a d n é spravedl ivě porov
nat jakékol iv dva algoritmy, k t e r é byly na tuto sadu ú loh p o u ž i t y (oproti tomu u klasických 
tes tovac ích ú loh je situace složitější - i když a u t o ř i použi j í stejnou úlohu, s tá le se n ě k d y 
vysky tu j í rozdí ly v p o č t u eva luac í fitness funkce nebo v definičním oboru ú lohy ) . O b d o b n á 
sada tes tovac ích ú loh byla n a v r ž e n a i v j iných letech, ne jvě tš ího rozš í ření se z nich dočka la 
sada z roku 2005, n i c m é n ě ta už se dnes použ ívá m é n ě čas to . 

Sadu C E C 2013 tvoř í 28 funkcí, rozdě lených do t ř í ka tegor i í : u n i m o d á l n í , z á k l a d n í mul-
t i m o d á l n í a s ložené funkce, viz tabulka 3.1. 

Součás t í pravidel pro tuto sadu tes tovac ích ú loh je i s t anoven í p o č t u nezávis lých op
t ima l i začn ích b ě h ů . K a ž d ý op t ima l i začn í b ě h je l imi tován p o č t e m evaluací fitness funkce, 
k t e r é m ů ž e vykonat . Povolený p o č e t eva luac í závisí na velikosti ř ešeného p r o b l é m u , pro 10 
D to je 100000 evaluací , pro 30 D 300000 evaluací a pro 50 D je l imi tem 500000 evaluací . 

P o č e t b ě h ů je stanoven na 51. D o m n í v á m se, že toto číslo nebylo zvoleno samoúče lně . 
K r o m ě očekávaných v l a s t n o s t í - aby by l p o č e t b ě h ů d o s t a t e č n ý pro statistickou v ý z n a m n o s t 
výs ledků , ale současně aby se nevykonáva lo zby tečně mnoho v ý p o č t ů - m á i jednu p ř í j emnou 
vlastnost nav íc . Je s n a d n é urč i t m e d i á n - je to p ř í m o 26. člen se řazené posloupnosti. P ro to 
(a pro jednotnost postupu) budu tento p o č e t nezávis lých b ě h ů použ íva t ve všech svých 
testech. 

3.5 Testování s tat is t ických hypotéz 

Pro p o r o v n á n í úč innos t i dvou či více evolučních a l g o r i t m ů mezi sebou je a d e k v á t n í pou
žít inferenční statistiky. Jde o techniku, k t e r á umožňu je p rovádě t zobecněné závěry nad 
zák l adn ími soubory (populacemi) dat na zák ladě výbě rových s o u b o r ů , k t e r é jsou k dispo
zic i . Je m o ž n é použ í t dvě metodiky - t e s tován í h y p o t é z a in te rva lový odhad p a r a m e t r ů 
zák ladn ích s o u b o r ů . Nejvíce se použ ívá t e s tován í h y p o t é z - umožňu j í formulovat tv rzen í 
o vlastnostech rozdělení n á h o d n é h o v ý b ě r u . P o k u d je rozdělení z n á m é , je m o ž n é p ř í m o 
pracovat s hodnotami p a r a m e t r ů uvažovaného rozdělení . 
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Tabulka 3.1: Seznam funkcí t es tovac í sady C E C 2013 [43]. 

Funkce 
f l Sphere Funct ion 
f2 Rota ted H i g h Condi t ioned E l l i p t i c Funct ion 
f3 Rota ted Bent Cigar Funct ion 
f4 Rota ted Discus Funct ion 
f5 Different Powers Funct ion 
f6 Rota ted Rosenbrock's Funct ion 
f7 Rota ted Schaffers F 7 Funct ion 
f8 Rota ted Ackley 's Funct ion 
f9 Rota ted Weierstrass Funct ion 

flO Rota ted Griewank's Funct ion 
f l l Rastr igin 's Funct ion 
f l2 Rota ted Rastr igin 's Funct ion 
f l3 Non-Cont inuous Rota ted Rastr igin 's Funct ion 
f l4 Schwefel's Funct ion 
f l5 Rota ted Schwefel's Funct ion 
f l6 Rota ted Ka t suu ra Funct ion 
f l 7 Lunacek b i -Ras t r ig in Funct ion 
f l8 Rota ted Lunacek b i -Ras t r ig in Funct ion 
f l9 Expanded Griewank's plus Rosenbrock's Funct ion 
£20 Expanded Scaffer's F 6 Funct ion 
£21 Compos i t ion Funct ion 1 (n=5,Rotated) 

- (Rosenbrock + Different Powers + Bent Cigar + Discus + Sphere) 
£22 Compos i t ion Funct ion 2 (n=3,Unrotated) 

- (Schwefel + Schwefel + Schwefel) 
£23 Compos i t ion Funct ion 3 (n=3,Rotated) 

- (Schwefel + Schwefel + Schwefel) 
£24 Compos i t ion Funct ion 4 (n=3,Rotated) 

- (Schwefel + Ras t r ig in + Weierstrass) 
£25 Compos i t ion Funct ion 5 (n=3,Rotated) 

- (Schwefel + Ras t r ig in + Weierstrass) 
£26 Compos i t ion Funct ion 6 (n=5,Rotated) 

- (Schwefel + Ras t r ig in + H i g h Condi t ioned E l l i p t i c + Weierstrass + 
Griewank) 

£27 Compos i t ion Funct ion 7 (n=5,Rotated) 
- (Griewank + Ras t r ig in + Schwefel + Weierstrass + Sphere) 

£28 Compos i t ion Funct ion 8 (n=5,Rotated) 
- (Griewank & Rosenbrock + Schaffers F 7 + Schwefel + Expanded 

Scaffer's F 6 + Sphere) 
S tavový prostor: (—100,100) 
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Formulu j í se dvě s ta t i s t i cké h y p o t é z y [18]: 

• nulová h y p o t é z a HQ, k t e r á vy jadřu je shodnost s rovnávaných s o u b o r ů nebo jejich pa
r a m e t r ů (obecně h y p o t é z u , o k t e r é se p ř e d p o k l á d á , že bude o d m í t n u t a ) , 

• a l t e r n a t i v n í h y p o t é z a H\ p ř e d p o k l á d á odl i šnos t s rovnávaných s o u b o r ů nebo jejich 
p a r a m e t r ů (je to tedy h y p o t é z a , jejíž platnost se očekává) . 

P ro r o z h o d n u t í o z a m í t n u t í h y p o t é z se použ ívá různých s t a t i s t i ckých procedur - t e s t ů -
pro něž se m u s í p ř e d e m stanovit tzv. hladina v ý z n a m n o s t i a, na níž je toto z a m í t n u t í p l a t n é . 
Je t ř e b a zvolit v h o d n é tes tové kr i te r ium a z íska t a k t u á l n í hodnotu t e s tového kri ter ia . HQ se 
z a m í t á , pokud hodnota t e s tového kr i ter ia padne do kr i t ické oblasti v y m e z e n é parametrem 
a. Je m o ž n ý i a l t e r n a t i v n í postup, kdy se stanovuje s k u t e č n á p r a v d ě p o d o b n o s t z a m í t n u t í 
HQ (tzv. č is tý test v ý z n a m n o s t i ) : p-hodnota - pokud je menš í jako a, HQ se z a m í t á . 

J inak řečeno s t a t i s t i cká v ý z n a m n o s t je p r a v d ě p o d o b n o s t , s jakou bychom - za p ř e d p o 
kladu pravdivost i nulové h y p o t é z y - mohl i o b d r ž e t data odporu j íc í nulové h y p o t é z e s te jně 
či j e š t ě více než pozo rovaná data [83, 82]. Jde tedy o p o d m í n ě n o u p r a v d ě p o d o b n o s t z ískání 
dat s testovou statist ikou stejnou, jako je naše , nebo „horš í" p ř i platnosti nulové h y p o t é z y 
v z á k l a d n í m souboru P(D\HQ) [11, 46]. Naše uvažování je b ě ž n ě ř ízeno následuj íc í logikou: 
je- l i s t a t i s t i cká v ý z n a m n o s t n ízká (vě tš inou menš í než 5 %), nulová h y p o t é z a pro zák ladn í 
soubor nejspíš n e p l a t í (v praxi př i m a l é h o d n o t ě v y p o č t e n é s t a t i s t i cké v ý z n a m n o s t i , nejčas
těji pod 0.05, ř í k á m e , že výs ledek je statist icky v ý z n a m n ý , a naopak př i větš í nebo rovné 
0.05 ř í k á m e , že je statist icky n e v ý z n a m n ý ) , p ro tože z ískat n á š v ý b ě r z t akového z á k l a d n í h o 
souboru je velmi n e p r a v d ě p o d o b n é (ale ne n e m o ž n é ) . [71] 

Následuje výče t čas to použ ívaných s t a t i s t i ckých t e s t ů (dvouvýbě rové testy maj í pro 
moji p rác i vě tš í v ý z n a m , budou nás l edně p o p s á n y pod robně j i ) : 

P a r a m e t r i c k é testy 

• testy normali ty — zda lze rozdělení dat považova t za no rmá ln í , 

• F-test — testuje v ý z n a m n o s t rozdí lu mezi d v ě m a rozptyly, 

• j e d n o v ý b ě r o v ý t-test — testuje, zda se v ý b ě r o v ý p r ů m ě r liší od z a d a n é hodnoty, 

• p á r o v ý t-test — testuje velikost rozdí lu p á r o v ý c h hodnot ( typicky se p rovád í dvě 
měřen í u jednoho výbě rového souboru - p ř e d p o k u s n ý m z á s a h e m a po n ě m ) , 

• d v o u v ý b ě r o v ý t-test — testuje v ý z n a m n o s t rozdí lu dvou výbě rových p r ů m ě r ů . 

N e p a r a m e t r i c k é testy 

• Wi l coxonův test pro pá rové hodnoty (Wilcoxon signed-rank test) — alternativa pá
rového t-testu pro vzorky nevyhovuj íc í n o r m á l n í m u rozdělení , 

• d v o u v ý b ě r o v ý W i l c o x o n ů v test (Wi lcoxon rank-sum test) - alternativa d v o u v ý b ě r o -
vého t-testu pro vzorky nevyhovuj íc í n o r m á l n í m u rozdělení . 

3.5.1 D v o u v ý b ě r o v ý t-test 

D v o u v ý b ě r o v ý t-test slouží k ověření , zda dvě n o r m á l n í rozdělení , z nichž pocháze j í dva 
z a d a n é nezávis lé n á h o d n é výběry , ma j í s te jné s t ř e d n í hodnoty. Tento test existuje ve dvou 
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va r i an t ách , podle toho, jestl i z k o u m a n á n o r m á l n í rozdě lan í maj í , nebo nema j í s te jný rozptyl . 
Shodnost rozp ty lů bývá obvykle t e s t o v á n a p o m o c í F-testu. Tes tovac ím k r i t é r i em t-testu je 
hodnota í, v p ř í p a d ě s h o d n ý c h rozp ty lů p l a t í rovnice 

(3.24) 
(rei-l)af + (n2-l)s| ni+n2 

« l + « 2 - 2 í i l«2 

kde xi, X2 jsou a r i tme t i cké p r ů m ě r y , sf, s2, výbě rové rozptyly a n i , ri2 p o č e t č lenů obou 
n á h o d n ý c h soubo rů . 

V p ř í p a d ě , že n á h o d n é soubory ma j í r ů z n é rozptyly, je hodnota t es tovac ího k r i t é r i a t 
u d á n a rovnic í 

V « 1 «2 

Plat í - l i , že oba n á h o d n é soubory jsou s te jně velké (n\ = ti2 = n), po tom se vz tah pro 
v ý p o č e t t e s tovac ího kr i ter ia t (v p ř í p a d ě s te jných i nes te jných rozp ty lů ) dá le z jednodušu je 
na 

* = É r f . (3-26) 

Hodnota t es tovac ího kr i ter ia t je ná s l edně p o r o v n á n a s tabelovanou kr i t ickou hodnotou 
na zvolené h l ad ině v ý z n a m n o s t i í i _ Q / 2 ( i / ) - Je-l i 

• t < í i _ Q / 2 ( i / ) j po tom je rozdí l statist icky n e v ý z n a m n ý (p la t í HQ), 

• t > í i _ Q / 2 ( i / ) j po tom se j e d n á o rozdí l statist icky v ý z n a m n ý (p la t í i ř i ) . 

3.5.2 W i l c o x o n ů v d v o u v ý b ě r o v ý test 

W i l c o x o n ů v d v o u v ý b ě r o v ý test (jinak označován též jako M a n n - W h i t n e y U test, M a n n -
W h i t n e y - W i l c o x o n , Wi l coxonův rank-sum test) ověřuje, zda dva n á h o d n é v ý b ě r y maj í 
s h o d n é rozdě len í p r a v d ě p o d o b n o s t i . Je ci t l ivý ze jména vůči posunu, m é n ě vůči r ů z n ý m 
r o z p t y l ů m . Tento test m á p o d o b n é použ i t í jako d v o u v ý b ě r o v ý t-test, ale na rozdí l od n ě h o 
se j e d n á o test n e p a r a m e t r i c k ý , k t e r ý nevyžadu je , aby data pocháze l a z k o n k r é t n í h o typu 
rozdělení . 

Za p ř e d p o k l a d u s te jného tvaru obou rozdělen í je tento test testem shody m e d i á n ů . 
V ý p o č e t tohoto testu je založen na h o d n o t á c h U\ a Ui- T y t o hodnoty jsou v z t a ž e n y ke 

v z á j e m n é m u s rovnán í p o ř a d í hodnot z t e s t o v ý c h soubo rů , viz [80]. 
T e s t o v ý m kri ter iem je hodnota U = min(č7i , U2). Tato hodnota je p o r o v n á n a vůči ta-

be lovaným k r i t i c k ý m h o d n o t á m U^^2 A . 
Pokud 

• U < U^™n2 a , pak je odl i šnos t mezi soubory statist icky v ý z n a m n á (p la t í H\), 

• U > Un"n2 a , pak je odl i šnos t n e v ý z n a m n á a p l a t í HQ. 

3.5.3 V í c e n á s o b n é testy t y p u F r i e d m a n 

F r i e d m a n ů v test [24, 25] je n e p a r a m e t r i c k á s t a t i s t i cká procedura, k t e r á umožňu je detekovat 
v ý z n a m n é rozdí ly mezi d v ě m a a více soubory. D á v á t a k é p ř e d s t a v u v p o ř a d o v é metrice 
o k a n d i d á t u na nejlepší algoritmus. 
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Postup v ý p o č t u Uvažu jme p r ů z n ý c h a lg o r i tmů p o r o v n á v a n ý c h na n ú lohách . P r v n í m 
krokem Friedmanova testu je pro k a ž d o u ú lohu z, 1 < i < n , stanovit p o ř a d í r*- algori tmu j 
(nej lepšímu náleží r* = 1, ne jhor š ímu r* = p, v p ř í p a d ě shody je p o ř a d í dě lené) . Nás l edně 
je pro k a ž d ý algoritmus j v y p o č t e n o p r ů m ě r n é p o ř a d í Rj\ 

^ • = - £ 4 (3.27) 
=i 

Hodnota t e s tové stat is t iky Ff je d á n a rovnicí 

F / = ^ I ) Ž ^ - 3 - ( p + l ) . (3-28) 

Stat is t ika Ff m á rozdě len í % 2 s p — 1 stupni volnosti (pro d o s t a t e č n ě vysoká nap). 
Pokud je Ff vě tš í jak k r i t i cká hodnota, z a m í t á m e h y p o t é z u HQ, že se t e s tované algori tmy 

v z á j e m n ě neliší, a p ř i j í m á m e a l t e r n a t i v n í h y p o t é z u H \ , že se algori tmy v z á j e m n ě liší. Pokud 
je p o u ž i t a hladina v ý z n a m n o s t i o, p l a t í pro tento p ř ípad , že a je ve tš í jak hodnota p-
hodnota. 

Pokud bychom p ř í p a d ě po t ř ebova l i zjistit statist icky v ý z n a m n é diference mezi nejlep-
š ím algori tmem a o s t a t n í m i algoritmy, je t ř e b a použ í t navazuj íc í post-hoc testy, n a p ř í k l a d 
proceduru Bonfer ron i -Dunn nebo proceduru podle Ho lma , viz [17]. 
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K a p i t o l a 4 

Návrh efektivního kopulového 
algoritmu E D A - m C E D A 

V t é t o kapitole se budu zabýva t n á v r h e m pa ra l e ln ího kopulového algori tmu E D A využí
vajícího migraci m o d e l ů ( m C E D A = migrat ing Copula-based Es t imat ion of Dis t r ibu t ion 
Algor i thm) . Algor i tmus podle m é h o n á v r h u je t v o ř e n d v ě m a h l avn ími č á s t m i , sekvenční 
a para le ln í . Sekvenční čás t vycház í z p r inc ipů klas ických a l g o r i t m ů E D A a využ ívá prav
d ě p o d o b n o s t n í model založený na kopul ích . P a r a l e l n í čás t zavádí nový koncept migrace 
p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů v kopu lovém algori tmu E D A . 

4.1 Sekvenční j ád ro navrženého algoritmu 

Sekvenční j á d r o mnou n a v r ž e n é h o algori tmu o d p o v í d á k las ickému s c h é m a t u a lg o r i tmů 
E D A , p ř i čemž fáze v y t v á ř e n í a vzorkování modelu jsou rozdě leny do dvou nezávis lých dílčích 
etap, jak ukazuje alg. 4.1. 

Vy tvá řen í d e k o m p o n o v a n é h o modelu je i lus t rováno na o b r á z k u 4.1. Z populace jsou 
v y b r á n i s l ibní jedinci a pouze t i to jsou použ i t i pro vy tvo řen í modelu. P r o p r v n í čás t modelu 
jsou specif ikována v z á j e m n ě nezávis lá m a r g i n á l n í rozdělení pro k a ž d o u p r o m ě n n o u řešené 
úlohy. P o u ž í v á m n o r m á l n í rozdělení a p ř í s lušné parametry jsou stanoveny s p o u ž i t í m M L E 
odhadu. Druhou čás t í modelu je kopule. Jej í parametry jsou odvozeny pouze z korelací mezi 
p r o m ě n n ý m i , nen í t ř e b a př ih l íže t k vo lbě typu m a r g i n á l n í c h rozdělení . 

Vzorkováním p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu docház í k v y t v á ř e n í nových j ed inců do dalš í 
populace. Vzorkování je dvoufázové, je schematicky z n á z o r n ě n o na o b r á z k u 4.2. P r v n í m 
krokem je navzorkován í kopule, vzorkem kopule je .D-tice (ui,... , IÍD) G (0; 1 ) D , d r u h ý m 
je z ískání hodnot m a r g i n á l n í c h rozdělení p o m o c í inverzní d i s t r i bučn í funkce xd = F^l(u,j), 
čímž p o s t u p n ě z í skáme nové jedince jako D - t i c i ( x i , . . . , XD)-

4.1.1 P a r a m e t r y m a r g i n á l n í c h r o z d ě l e n í 

Jako m a r g i n á l n í rozdělení p o u ž í v á m n o r m á l n í rozdělení (v souladu s d o p o r u č e n í m v lite
r a t u ř e [41]). Toto rozdělení m á pro k a ž d o u dimenzi d = 1,...,D dva parametry, s t ř edn í 
hodnotu Hd a s m ě r o d a t n o u odchylku cr d. T y t o parametry jsou s p o č í t á n y z hodnot j ed inců 
ve v y b r a n é subpopulaci G S (P (g)): 

p=i 
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Algori tmus 4.1 P s e u d o k ó d sekvenčn ího kopulového algori tmu E D A . 

1. n á h o d n ě vygeneruj p o č á t e č n í populaci -P(O) = { x i , . . . , x ^ } , |P (0 ) | = N, 
x p ~ U (MIN, MAX) p = 1 , . . . , N 

2. W H I L E (nejsou sp lněny ukončovací p o d m í n k y ) D O 

3. vyber k a n d i d á t n í řešení S (P (g)), \S(P(g))\ = N' 

// vytvoř pravděpodobnostní model M: 

4. urč i parametry m a r g i n á l n í c h rozdělení 

5. -> urč i parametry kopule C 

// navzorkuj novou populaci O (g) podle pravděpodobnostního modelu M, 
\0(g)\ = N-N": 

6. F O R E A C H nový jedinec D O 

7. získej vzorek kopule (u\,..., u D) ~ C 

8. -> v y t v o ř nového jedince (x\,... ,xp) := ( F 1

_ 1 ( u i ) , . . . , F ^ 1 ( t i £ ) ) ) 

9. E N D F O R E A C H 

10. v y t v o ř novou populaci P (g + 1) s j ednocen ím O (g) s N" ne j lepšími jedinci z P (g) 

11. inkrementuj g 

12. E N D W H I L E 

1 
o-d 

N' 

P=I 
(4-2) 

4.1.2 P a r a m e t r y kopule 

Parametry kopule jsou z v y b r a n ý c h j e d i n c ů G S(P(g)) odvozeny p o m o c í kore lačn ího 
koeficientu Kendal lovo r . 

Kendallovo r 

M ě j m e dvě n á h o d n é veličiny X a Y se vzorky XÍ, m, p o č e t vzo rků je N'. Dvoj ic i pozorován í 
(xi,yi) a (x j, y j) nazveme souhlasný pár, pokud Xi < x j a zá roveň yi < y j nebo Xi > x j 
a yi > y j. P á r je nesouhlasný, pokud Xi < x j a zá roveň yi > y j nebo Xi > x j a yi < y j. 
P o k u d Xi = x j nebo yi = y j, nen í p á r ani souhlasný , ani nesouhlasný . Kendal lovo r je [39]: 

(poče t souh lasných p á r ů ) — (poče t nesouh la sných p á r ů ) 
T = N'(N'-l) - v 4 - 3 ) 

2 
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Xl 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 

F2(x2) 
2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
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o o o 0 

TT 1 1 r 

-0.5 0 0.5 1.5 2 0 0.2 0.4 0.6 0.1 
u2 = F2(x2) 

-
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1 

1 

1 

1 

1 

1 1 

' 1 
'm / 

1 1 1 1 
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i \ 

/ 1 
1 \ 
' \ 

\ 
\ 

1 1 1 1 1 1 

' / 
t y 

^ • ^ ^ ^ ^ 

\ 
\ 

\ 

1 1 1 1 1 1 

O b r á z e k 4.1: Ilustrace mode lován í s d r u ž e n é h o rozdělení p o m o c í m a r g i n á l n í c h rozdělení a ko
pule - v y t v á ř e n í p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu. N a p o č á t k u procesu je populace k a n d i d á t 
ních j ed inců , z níž jsou v y b r á n i s l ibní jedinci (na grafu zvýrazněn i ) - levá h o r n í čás t ob rázku . 
Z t ě c h t o v y b r a n ý c h j ed inců je odvozen p r a v d ě p o d o b n o s t n í model t vo řený parametry pro 
m a r g i n á l n í rozdělení F\{x\) a ^2(^2) (jsou p o u ž i t a n o r m á l n í rozdělení) - schematicky zná
zorněno v p ravé h o r n í a levé doln í čás t i o b r á z k u - a hodnotou korelace, p o m o c í níž je 
u r č e n a hodnota parametru 9 resp. R pro zvolenou kopuli C(u\, U2) - kopule je schematicky 
z n á z o r n ě n a p o m o c í vrstevnic v p ravé doln í čás t i ob rázku . 
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O b r á z e k 4.2: Ilustrace použ i t í m a r g i n á l n í c h rozdělení a kopule v algoritmech E D A - vzor
kování nové populace ( d v o u r o z m ě r n ý p ř ík l ad ) . P r v n í m krokem vzorkování je z í skání n á h o d 
ného vzorku (u\ j U2) ~ C z kopule - vzorky kopule jsou zobrazeny v levé h o r n í čás t i ob rázku . 
Nás l edně jsou p o m o c í inverzí m a r g i n á l n í c h rozdělení d o p o č í t á n y hodnoty x\ = i ?

1

_ 1 ( i t i ) 
a i 2 = F21{u2) - p r a v á h o r n í a levá doln í čás t o b r á z k u . Dvojice (x\,X2) t vo ř í jednoho no
vého jedince - v p ravé doln í čás t i o b r á z k u . Tento postup je opakován , dokud nen í v y t v o ř e n a 
celá nová populace. 
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Pro implementaci se ča s to užívá vz tah p o m o c í funkce signum [12], tento vz tah už uvedu 
p ř í m o ve tvaru pro v ý p o č e t korelace mezi p r o m ě n n ý m i vari, var2 v populaci j e d i n c ů x 
(kde (xdjp je <i-tá p r o m ě n n á v p-tém v y b r a n é m jedinci): 

2 N ' í _ 1 

TVarl,var2 = jyz/jy/ _ ^2 ^2 S g H {(X™rl)f ~ (xvarl)j) ' Sgn ((xvar2)f ~ (xvar2)f) • (4.4) 
v ' i=2j=l 

Parametry a r c h i m é d o v s k ý c h k o p u l í 

Arch imédovské kopule používaj í parametr 9, k t e r ý se odvozuje z korelace ve v s t u p n í c h 
datech. K o n k r é t n ě je v y p o č í t á n kore lační koeficient Kendal lovo r (pro t ř i - a v íce - rozměrné 
kopule jsem použi l p r ů m ě r n o u hodnotu r mezi všemi dvojicemi d imenzí , v souladu s [52]). 

V l i t e r a t u ř e [ 4 9 ] jsou uvedeny vztahy mezi korelací r a parametrem 9: 

pro Claytonovu kopuli : 

pro Gumbelovu kopuli : 

Tdayton = ^ j T ^ ' ( 4 - 5 ) 

9 - 1 
TGumbel ~ —7)—' V^-6) 

pro Frankovu kopuli : 

TFrank = 1 + ~Q t (9 é - 9) 1 d í - 1^ (4.7) 

Z t ě c h t o v z t a h ů lze odvodit následuj íc í vzorce pro v ý p o č e t parametru 9 ze zj ištěné 
korelace r : 

pro Claytonovu kopuli : 

pro Gumbelovu kopuli : 

Ociayton = ^ _ , (4.8) 

1 
'Gumbel (4.9) 

1 - T 

• pro Frankovu kopuli jsem vytvoř i l tuto aproximaci: 

^ a „ f c = ( 1 0 a r c s i n W - l ) e . (4.10) 

Parametry e l i p t i c k ý c h k o p u l í 

Gaussova kopule je p a r a m e t r i z o v á n a p o m o c í kore lační matice R s p rvky pij. Hodnota kaž
dého p rvku pij v mat ic i je odvozena z pá rové korelace mezi k a ž d ý m p á r e m p r o m ě n n ý c h i, j 
za využ i t í Kendal lova r p o m o c í rovnice (podle [16, 6]) 

1 
Pij = SlIÍ-TTTij. (4.11) 

P ro Studentovu kopul i je t a k é p o u ž i t a kore lační matice R, nav íc je j e š t ě p o t ř e b a speci
fikovat poče t s t u p ň ů volnosti v. Hodnota v se s t a n d a r d n ě volí jako v = N' — 1, kde N' je 
poče t vzorků (zde p o č e t j ed inců ve v y b r a n é populaci S(P(g))). 
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4.1.3 V z o r k o v á n í kopule — implementace 

Vzorkem kopule je .D-tice 
( i t i , . . .,uD) G (0; 1) D (4.12) 

K získání tohoto vzorku pro zvolenou kopuli se z n á m ý m i parametry jsou použ i t y techniky 
p o d r o b n ě p o p s a n é v kapitole 2.4.3 — alg. 2.5 (vzorkování a rch imédovských kopul í ) , alg. 2.6 
(vzorkování Gaussovy kopule) a alg. 2.7 (vzorkování Studentovy kopule). 

4.1.4 V z o r k o v á n í m a r g i n á l n í h o r o z d ě l e n í — implementace 

Vzorkování m a r g i n á l n í c h rozdělení je d á n o vztahem 

kde Ud £ (0; 1) je vzorkem kopule. 
V souladu s d o p o r u č e n í m v l i t e r a t u ř e [41] p o u ž í v á m jako m a r g i n á l n í rozdě len í n o r m á l n í 

rozdělení Fd = A/"(/i, a). Dílčí n e v ý h o d o u tohoto rozdě len í je sku tečnos t , je poskytuje vzorky 
z celého r eá lného oboru, z a t í m c o op t ima l i začn í p r o b l é m je z definice omezen na interval 
(MIN; MAX). Jak tedy rozdělení omezit, aby poskytovalo vzorky pouze z tohoto intervalu? 

K o n v e n č n í m ře šen ím tohoto p r o b l é m u by bylo nevyhovuj íc í vzorek zahodit a vzorko
vání opakovat, ale p ro tože jsou v l ivem korelací mezi sebou p rovázané všechny dimenze, 
bylo by n u t n é (aby nedoš lo k po rušen í korelací) opakovat vzorkování celého jedince, ne 
jen t é p r o m ě n n é , kde nastal p r o b l é m . Je ev iden tn í , že t í m t o p ř í s t u p e m by u t r p ě l a efek
t iv i t a algori tmu. Navíc nen í z a ručen ú spěch vzorkování , p ro tože výsky t n e c h t ě n é hodnoty 
v j e d n é p r o m ě n n é z n a m e n á , že se vzorkování opakuje, ovšem v n o v é m vzorku se o p ě t m ů ž e 
vyskytnout n e p l a t n á hodnota. 

D o b r ý m řešen ím nen í ani o ř í znu t í na hran ic ích intervalu (MIN; MAX), t í m by docháze lo 
k n e ž á d o u c í m u h r o m a d ě n í j ed inců na hran ic ích p r o h l e d á v a n é h o prostoru. Nav íc i t í m t o 
z p ů s o b e m by došlo k po rušen í korelací . 

Pro to jsem navrhl postup, k t e r ý př i vzorkování n o r m á l n í h o rozdělení pomocnou hod
notu u G (0; 1) transformuje do t akového podintervalu, aby bylo za ručeno , že po navzor-
kování n o r m á l n í h o rozdě len í bude z í skaná hodnota x ná leže t p r á v ě do z a d a n é h o intervalu 
(MIN; MAX), v iz algoritmus 4.2. 

Algori tmus 4.2 Vzorkování n o r m á l n í h o rozdělení j\í(/J,,a) s o š e t ř e n í m mezí p r o m ě n n ý c h 
x e (MIN; MAX). 

1. vygeneruj n á h o d n é u ~ [7(0,1) 

(4.13) 

4 OJ := u(B - A) + A 

5 urči kvant i l z := $ 1(OJ) z n o r m o v a n é h o n o r m á l n í h o rozdělení 

6 výs ledek je hodnota p r o m ě n n é x := za + \x 
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4.1.5 O š e t ř e n í n e p l a t n ý c h v ý p o č e t n í c h o p e r a c í 

P ř i p rác i na poč í t ač i m á m e pro reprezentaci reá lných čísel k dispozici jen konečný po
čet cifer. Pracujeme proto s p ř ib l i žnými ( zaokrouh lenými ) hodnotami čísel. Zaokrouhlovac í 
chyby vznikaj í už př i z adáván í reá lných čísel, da lš í pak vznikaj í v p r ů b ě h u číselných vý
p o č t ů . N e n í m o ž n é j i m z a b r á n i t , ale m ů ž e m e v ý p o č e t organizovat tak, abychom jejich v l i v 
minimalizoval i . 

U e l ip t ických kopul í je p r v n í m krokem vzorkování p roveden í Choleského dekompozice 
korelační matice R. P o d m í n k o u Choleského dekompozice je to, že r o z k l á d a n á matice mus í 
bý t poz i t i vně defini tní . Bohuže l tato vlastnost nen í u e x p e r i m e n t á l n ě z í skaných kore lačních 
matic zcela z a ručena . A b y mohl v ý p o č e t ú s p ě š n ě pok račova t , je n u t n é toto zajistit . K tomu 
p o u ž í v á m metodu v las tn ích čísel (Eigenvalue Method podle [60]): kore lační matice R je 
roz ložena na v l a s tn í čísla a v l a s tn í vektory, p ř í p a d n á n e k l a d n á v l a s tn í čísla jsou nahrazena 
m a l ý m i k l a d n ý m i hodnotami, tato čísla a vektory jsou z p ě t n ě s loženy do nové matice R. 

B ě h e m v ý p o č t u Choleského dekompozice matice jsou p o u ž i t y i dvě m a t e m a t i c k é ope
race, k t e r é nejsou definovány pro všechny jejich vstupy, a sice dělení (nulou) a v ý p o č e t 
odmocniny (ze z á p o r n é h o čís la) . Po apl ikaci opravy na poz i t ivně defini tní m a t i c i 1 jsou tyto 
dva p rob l ema t i cké stavy z p ů s o b e n y pouze n u m e r i c k ý m i n e p ř e s n o s t m i př i p o č í t á n í s reál
n ý m i čísly. Jako výs ledek odmocniny ze z á p o r n é h o čísla lze p o u ž í t nulu (p ro tože m á m e 
za ručeno , že tento stav by l z p ů s o b e n n u m e r i c k ý m i n e p ř e s n o s t m i a číslo pod odmocni
nou se tak nule velmi bl íží) . P r o dělení nulou ž á d n á t a k o v á t o j e d n o d u c h á oprava nen í 
m o ž n á . D ů s l e d k e m čehož je to, že nelze zaruč i t ú s p ě š n é v y p o č í t á n í Choleského dekompo
zice a tedy ani navzorkován í el ipt ické kopule. A b y ani tehdy algoritmus neuvázl , p o t ř e b n ý 
vzorek (ui,... , IÍD) £ (0; 1}D generuji n á h o d n ě - nezávisle , bez korelací . 

P o d o b n ě jako u vzorkování kopule, i vzorkování m a r g i n á l n í c h rozdělení m ů ž e vl ivem 
n e p l a t n ý c h m a t e m a t i c k ý c h operac í dojí t k se lhán í v ý p o č t u . V t a k o v é m p ř í p a d ě , aby ne
došlo k p ř e ru šen í celého algoritmu, navzorkuji xd podle r o v n o m ě r n é h o rozdělení xd ~ 
U {MIN, MAX). 

1Jedním ze způsobů, jak rozpoznat, že matice není pozitivně definitní, já právě nemožnost provést Cho
leského dekompozici z důvodu nedefinovaných operací. 
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4.2 Paralelní část navrženého algoritmu 

V předchoz í čás t i je popis sekvenčn ího j á d r a , k t e r é je i m p l e m e n t o v a n é na k a ž d é m uzlu 
(ostrově) v pa ra le ln í topologické s t r u k t u ř e . Pa ra l e ln í čás t realizující migraci p r a v d ě p o d o b 
nos tn ích m o d e l ů o d p o v í d á z á k l a d n í os t rovn í topologii: 

1. Celková superpopulace je rozdě lena na několik os t rovů . Populace na k a ž d é m ost rově 
se vě t š inu doby vyvíjejí nezávis le na sobě . 

2. S a m o t n á migrace m o d e l ů z n a m e n á to, že v u r č e n o u chvíli (např . po u s k u t e č n ě n í sta
noveného p o č t u generac í ) dojde ke komunikaci mezi o s t rovn ími populacemi a prav
d ě p o d o b n o s t n í model v y v i n u t ý na jednom os t rově je p ř enesen na j i ný ostrov (volba 
cílového ostrova závisí na topologii k o m u n i k a č n í s í t ě ) . N a cí lovém os t rově je p o t é 
provedena kombinace p ů v o d n í h o ( rez iden tn ího) modelu s p ř í choz ím ( i m i g r a n t s k ý m ) 
modelem. 

Takto u t v o ř e n ý algoritmus m á p o t e n c i á l dosahovat lepší konvergence než sekvenční verze 
algoritmu. 

Celková s t ruktura n a v r ž e n é h o pa ra l e ln ího algori tmu je p o p s á n a v algori tmu 4.3, jeho 
da tové toky jsou z n á z o r n ě n y na na o b r á z k u 4.3. Stěžejní jsou dva procesy: aktualizace mo
delu na k a ž d é m os t rově a komunikace mezi ostrovy tak, aby k a ž d ý ostrov odesí la l a př i j ímal 
modely ve v h o d n ý čas . Je p o u ž i t a a s y n c h r o n n í neblokuj íc í komunikace, kdy nevzn ika j í př i 
pos í lání z p r á v ž á d n á v y n u c e n á čekání . Je-l i p ř i j a to více m o d e l ů n a r á z , jsou cykl icky zpra
covány v r á m c i j e d n é generace. 

K konstrukce \ 
modelu J 

přijmi model 

Vybraná 
subpopulace 

s(P(g)) 

ohodnoť populaci, 
vyber jedince 

Populace 

Pravděpodobnostní 
model MR 

Nový 
pravděpodobnostní 

model 

zkombinuj modely 

vzorkování nové populace podle 
pravděpodobnostního modelu 

odešli model 
na cílový ostrov 

^ inicializace ^ 

O b r á z e k 4.3: S c h é m a algori tmu E D A s migrac í m o d e l ů . 
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Algori tmus 4.3 P s e u d o k ó d algori tmu E D A s migrac í m o d e l ů . 

1. F O R E A C H ostrov D O I N P A R A L L E L 

n á h o d n ě vygeneruj p o č á t e č n í populaci -P(O) 

W H I L E (nejsou sp lněny ukončovací p o d m í n k y ) D O 

vyber k a n d i d á t n í řešení S(P(g)) 

-> v y t v o ř p r a v d ě p o d o b n o s t n í model MR 

I F ( sp lněny p o d m í n k y pro odes lán í ) T H E N 

odešl i model MR 

E N D I F 

W H I L E (obd ržen př íchozí model Mj) D O 

zkombinuj modely M " e w := (1 - /3)MR + j5MI 

MR := M%ew  

E N D W H I L E 

navzorkuj populaci O(g) podle p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu MR 

v y t v o ř novou populaci P(g+Í) s j ednocen ím O(g) s nej lepšími jedinci z P(g) 

inkrementuj g 

E N D W H I L E 

17. E N D I N P A R A L L E L 

4.2.1 K o m b i n a c e p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů 

V souladu s n a v r ž e n o u s t rukturou algori tmu je m i g r a č n í proces d e k o m p o n o v á n na jedno
s m ě r n é interakce dvou os t rovů . Ostrov, k t e r ý p ř i j ímá pos l aný p r a v d ě p o d o b n o s t n í model, 
je označen jako rez iden tn í , jeho p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je r ez iden tn í model MR. Ostrov, 
jehož p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je odes í lán , je označen jako imigran t ský , k n ě m u př í s lušný 
p r a v d ě p o d o b n o s t n í model je M j . (Označen í je provedeno z pohledu rezidenta, tedy Mj je 
př íchozí model.) 

O b e c n ě m ů ž e m e modifikaci r ez iden t ského modelu modelem př íchoz ím formalizovat jako 

M%ew = (1 - /3)MR O /3MI; (4.14) 

kde koeficient (3 £ (0; 1) specifikuje m í r u v l i v u im ig ran t ského modelu. Vzhledem k vlastnos
tem kopul í lze nezávis le aktualizovat parametry m a r g i n á l n í c h d i s t r ibuc í a kore lační koefici
enty kopule. 
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- - iiR = -2.0, a^ = 2.0 
. . . . p' = 5.0, a1 = 1.5 

' — ]inew =-0.95, a n e w = 3.16 

* \ 

x 

O b r á z e k 4.4: P ř í k l a d kombinace m o d e l ů - n o r m á l n í m a r g i n á l n í rozdělení : MR ~ 
N{-2,2), Mi ~ A A ( 5 , 1 . 5 ) , /3 = 0.15. V id íme , že v nově vzn ik lém modelu M " e w docház í 
oproti výchoz ímu MR k m í r n é m u posunu s t ř e d n í hodnoty s m ě r e m k Mj a k a d e k v á t n í m u 
zvětšení rozptylu. 

Podle [26] jsem pro kombinaci m o d e l ů navrhl následuj íc í pravidla: 

• Aktual izace s t ř e d n í hodnoty Hd pro k a ž d é j e d n o r o z m ě r n é m a r g i n á l n í rozdělení Fd(xd): 

^ = ( l - 0 ) ^ + ft4 (4.15) 

Aktual izace s m ě r o d a t n é odchylky a pro k a ž d é j e d n o r o z m ě r n é m a r g i n á l n í rozdělení 

Fd(xd): 

TlďW 

- 7) ( { 7 ř - + w 2 ) + P f > r - ti)2 + (O 2 )- (4-i6) 

• Aktual izace hodnot p r v k ů kore lační matice pij\ 

p%w = (l-P)p?j + táj. (4.17) 

Hodnotu a k t u a l i z a č n í h o koeficientu (3 jsem zvol i l jako 

í fit* f i t i < , ..Ä  

0 = <̂  / i t Ä + / i í J J W - J U ' (4.18) 
I 0.1 j inak, 

kde fitR resp. fit1 r eprezen tu j í kva l i tu subpopulace S(P(g)) ( vy jád řenou s t ř e d n í hodnotou 
fitness hodnot v y b r a n ý c h j ed inců) na r ez iden t ském resp. i m i g r a n t s k é m ost rově. 

N a o b r á z k u 4.4 je uveden p ř ík l ad kombinace dvou n o r m á l n í c h m a r g i n á l n í c h rozdělení 
podle uvedených rovnic. 

4.2.2 K o m u n i k a č n í topologie 

K o m u n i k a č n í topologie určuje , j a k ý m z p ů s o b e m docház í k š í ření informace mezi ostrovy. 
V n a v r ž e n é m s y s t é m u p r o b í h á komunikace vždy od imig ran t ského ostrova k r e z i d e n t n í m u 
- tyto role nejsou t rva lé , k a ž d ý ostrov m ů ž e vstupovat do obou rolí. 

N a p ř í k l a d u topologie j e d n o s m ě r n ý prstenec je ostrov v rol i rezidenta vůči svému před
chůdci na prstenci a současně je v rol i imigranta vůči svému nás ledníkovi . Naopak u obou
s m ě r n é h o prstence je d a n ý ostrov současně v obou rolích vůči k a ž d é m u ze svých sousedů . 
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(a) Obousměrný prstenec. (b) Jednosměrný prstenec. (c) Náhodná topologie. 

(d) Hvězda (od nej lepšího). (e) Bez migrace. 

O b r á z e k 4.5: Ilustrace r ů z n ý c h topologi í . 

Zároveň v id íme , že u o b o u s m ě r n é h o prstence se sousedn í ostrovy ovlivňují navzá j em, za
t í m c o u j e d n o s m ě r n é h o se informace šíří pouze j e d n í m s m ě r e m . 

Pří l iš p o m a l é š í ření informace (úspěšných m o d e l ů ) mezi ostrovy, m ů ž e způsob i t pomalou 
konvergenci algoritmu; ale m o ž n á naopak p r á v ě d íky p o m a l é m u šíření ú spěšných m o d e l ů 
bude u d r ž e n a vysoká diverzi ta a d íky tomuto bude sn ížena šance , že algoritmus uvázne 
v loká ln ím opt imu. 

M n o u z k o u m a n é topologie jsou z n á z o r n ě n y na o b r á z k u 4.5. 

O b o u s m ě r n ý p r s t e n e c ( b i r i n g ) Ostrovy jsou u s p o ř á d á n y do kruhu, k a ž d ý ostrov 
v r á m c i jednoho m i g r a č n í h o k roku odes í lá model svému p ředchůdc i a svému nás ledníkovi 
(viz ob rázek 4.5a). 

J e d n o s m ě r n ý p r s t e n e c ( u n i r i n g ) Ostrovy jsou u s p o ř á d á n y do kruhu, k a ž d ý ostrov 
v r á m c i jednoho m i g r a č n í h o kroku odesí lá model svému nás ledníkovi (viz ob rázek 4.5b). 

N á h o d n á t o p o l o g i e ( r a n d o m ) V čase p roměn l ivá topologie, cílový ostrov je př i každé 
migraci volen n á h o d n ě (viz ob rázek 4.5c). 

H v ě z d a ( s ta r ) V čase a d a p t i v n í topologie, migrace je na všech ostrovech ak t i vována 
současně (na rozdí l od všech o s t a t n í c h uvažovaných topologi í , v tomto p ř í p a d ě je p o u ž i t a 
synch ronn í komunikace): nejprve je v y b r á n a k t u á l n ě nejlepší ostrov (ten, k t e r ý obsahuje 
g lobálně nej lepšího jedince), jeho model je ná s l edně rozes lán na všechny o s t a t n í ostrovy. 
V tomto p ř í p a d ě je tedy topologie obohacena o dalš í informaci ( o s t a t n í z k o u m a n é topologie 
jsou ne in formované) . V i z ob rázek 4.5d. 

B e z m i g r a c e (ze ro) Migrace a tedy ani kombinace m o d e l ů nen í a k t i v o v á n a (viz obrázek 
4.5e). Tato topologie je velmi v ý z n a m n á jako reference př i z k o u m á n í v l i v u o s t a t n í c h topo
logií a kombinace m o d e l ů , neboť p o n e c h á v á pouze z á k l a d n í os t rovn í model bez u p l a t n ě n í 
kombinace. 
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K a p i t o l a 5 

Provedené experimenty a jejich 
vyhodnocení 

V ý z n a m n o u čás t m é h o v ý z k u m u tvoř i ly e x p e r i m e n t á l n í testy s n a v r ž e n ý m algoritmem. 
P r v n í čás t t é t o kapi toly (kap. 5.1) je věnována v h o d n é m u n a s t a v e n í ř ídicích p a r a m e t r ů 
n a v r ž e n é h o algori tmu. 

Výs ledky z ískané z finální verze pa ra l e ln ího algori tmu m C E D A jsem pro dva soubory 
tes tovac ích ú loh porovnal s výs ledky j iných a u t o r ů (kap. 5.2), abych ověřil, že nav ržený 
koncept migrace m o d e l ů p ř ináš í z lepšení konvergence. 

5.1 Nastavení řídicích p a r a m e t r ů 

V t é t o čás t i se blíže z a m ě ř í m na v l i v sedmi p a r a m e t r ů určuj íc ích typ algoritmu: 

• typ kopule, 

• velikost populace na k a ž d é m ost rově, 

• velikost selekce, 

• obnova populace, 

• p o č e t os t rovů , 

• perioda migrac í , 

• k o m u n i k a č n í topologie. 

Vycház ím z e x p e r i m e n t ů , k t e r é jsem p o s t u p n ě publ ikoval v č láncích [D, B , A ] , a ve kte
rých jsem popsal proces z ískání hodnot t ě c h t o p a r a m e t r ů , p ř i k t e r ý c h dosahuje algoritmus 
nejlepších výs ledků . Vzhledem k tomu, že v p rác i [A] nebyl d o s t a t e č n ý prostor pro publ i 
kování konceptu v í cenásobné komparace vyše t řovaných variant a l g o r i t m ů a t a k é vzhledem 
k čás t ečné z m ě n ě konceptu obnovy populace, použ i l jsem a n a l ý z u ci t l ivost i j edno t l i vých 
p a r a m e t r ů . V k a ž d é m experimentu je p o u ž i t o j e d n o t n é výchozí n a s t a v e n í p a r a m e t r ů , měn í 
se v ž d y jen hodnoty d a n é h o z k o u m a n é h o parametru. 
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5.1.1 P o s t u p v y h o d n o c e n í 

Všechny experimenty jsem provádě l na s adě C E C 2013 a t a k é na s adě klas ických ú loh , 
viz kap. 3.4. A b y byly výs ledky d o s t a t e č n ě p r ů k a z n é , vždy jsem využíva l opakované b ě h y 
z k o u m a n é h o algori tmu. P r o k a ž d o u zkoumanou variantu algori tmu a pro k a ž d o u tes tovací 
ú lohu bylo provedeno 51 n á h o d n ý c h b ě h ů . Výs ledkem k a ž d é h o b ě h u je nejlepší na lezený 
jedinec (s ne jmenš í hodnotou fitness funkce, v n a š e m p ř í p a d ě s ne jmenš í odchylkou funkční 
hodnoty od z n á m é hodnoty opt ima označovanou jako chybová funkce). T ě c h t o 51 hodnot 
je p o u ž i t o př i v ý p o č t u s t a t i s t i ckých t e s t ů a pro s t anoven í p ř í s lušných statistik - ze jména 
m e d i á n u , s t ř e d n í hodnoty a rozptylu. 

Algor i tmus s výchoz ím n a s t a v e n í m d a n é h o parametru je označen jako referenční algo
ritmus ( R A ) , k a ž d á a l t e r n a t i v n í varianta (s od l i šnou hodnotou parametru) je p o r o v n á v á n a 
vůči n ě m u . K a ž d ý tento p á r a lgo r i tmů ( R A vs. a l t e r n a t i v n í algoritmus) jsem p o r o v n á v a l pro 
k a ž d o u ú lohu p o m o c í d v o u v ý b ě r o v é h o Wilcoxonova testu na hranici v ý z n a m n o s t i a = 0.05, 
viz s c h é m a na obr. 5.1. S rovnán í je provedeno s a m o s t a t n ě pro k a ž d o u tes tovac í funkci. Jsou 
použ i t y dva soubory tes tovac ích funkcí: s t a n d a r d n í soubor se šesti k las ickými funkcemi 
a soubor C E C 2013 s 28 funkcemi. P r o finální do l aděn í p a r a m e t r ů jsem použi l výs ledky 
z ískané pro soubor C E C 2013. 

Výs ledky s t a t i s t i ckých t e s t ů prezentuji ve dvou formách , v t a b u l k á c h (tab. 5.1 až 
tab. 5.14) a grafech (obr. 5.2 až obr. 5.15). 

Tabulky v k a ž d é b u ň c e obsahuj í (každé tes tovac í funkci o d p o v í d á jeden ř á d e k a každé 
va r i an t ě a lgori tmu jeden sloupec): 

• m e d i á n chybové funkce př í s lušné varianty algori tmu pro p ř í s lušnou ú lohu , 

• výs ledek s t a t i s t i ckého testu - p o r o v n á n í p ř í s lušné verze algori tmu vůči R A získané 
dvou v ý b ě r o v ý m W i l c o x o n o v ý m testem ve t ř ech ka tegor i ích T, o, nebo A: 

T = R A je lepší než a l t e r n a t i v n í varianta, p o č e t t a k o v ý c h ú loh je označen jako B, 

A = R A je horší , p o č e t t akových ú loh je označen jako W, 

o = mezi variantami nen í statist icky v ý z n a m n ý rozdí l , p o č e t t ě c h t o ú loh je označen 

jako / . 

V z á p a t í t abulky jsou uvedeny celkové p o č t y (B, W, I) j edno t l i vých ka tegor i í pro k a ž d o u 
variantu algori tmu. 

Ve s p o d n í (p ř ídavné) čás t i t abulky jsou uvedeny výs ledky Friedmanova testu. P r o kaž
dou variantu algori tmu je uvedeno p r ů m ě r n é p o ř a d í Rj dosažené na t e s tovaných ú lohách 
a hodnota a b s o l u t n í h o p o ř a d í podle d o s a ž e n é h o Rj, nej lepší hodnoty jsou t u č n ě . Pos ledn í 
ř á d e k k a ž d é p ř í d a v n é tabulky obsahuje s p o č t e n o u hodnotu tes tové stat is t iky Ff, p-hodnotu, 
a hodnotu a úda j o platnosti HQ nebo H \ . 

V grafech jsou pro větš í p ř eh l ednos t a rychlou orientaci r ep rezen továny t abe lované vý
sledky B, W, I. T y t o hodnoty jsou odl išeny b a r e v n ě , s loženými histogramy pro k a ž d o u 
variantu algoritmu: 

• ze lená (horní) čás t histogramu - B (poče t ú loh , kdy je referenční algoritmus statisticky 
v ý z n a m n ě lepší) , 
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51 výs ledků R A na úloze 1 51 výsl . A l t A na úloze 1 
d v o u v ý b ě r o v ý test -> RA je lepší - T 

51 výs ledků R A na úloze 2 

51 výs ledků R A na úloze 3 

51 výsl . A l t A na úloze 2 

51 výsl . A l t A na úloze 3 

d v o u v ý b ě r o v ý test 

d v o u v ý b ě r o v ý test 

-> Al tA je lepší - A 

-> bez rozdílu - o 

51 výs ledků R A na úloze 28 51 výsl. A l t A na úloze 28 
d v o u v ý b ě r o v ý test -> R A je lepší - T 

Celkové vyhodnocení (př. 
B = 22 (počet T) 

1 = 3 (počet o) 
W = 3 (počet A ) 

O b r á z e k 5.1: S c h é m a v y h o d n o c e n í výs ledků na j edno t l i vých ú lohách p o m o c í d v o u v ý b ě r o -
vých t e s t ů mezi re fe renčním algori tmem ( R A ) a a l t e r n a t i v n í m algori tmem ( A l t A ) . S c h é m a 
o d p o v í d á s adě C E C 2013 s 28 ú l o h a m i . 

• ž l u t á (p ros t ř edn í ) čás t - / (poče t ú loh bez statisticky v ý z n a m n é h o rozdí lu mezi po
r o v n á v a n ý m i algori tmy), 

• če rvená ( spodní ) čás t histogramu - W (poče t ú loh , kdy je referenční algoritmus sta
t is t icky v ý z n a m n ě horš í ) . 

P řevažu j íc ím typem výs ledku je B > W (zelená čás t histogramu je větš í jak červená) -
v tomto p ř í p a d ě je R A považován lepší, než a l t e r n a t i v n í varianta. 
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5.1.2 P o r o v n a n í v h o d n o s t i u ž i t í r ů z n ý c h t y p ů k o p u l í 

V p r v n í fázi svého v ý z k u m u jsem se zabýva l o t ázkou , j a k ý typ kopule je ne jvhodnějš í 
použ í t . V doposud existuj ících pub l ikac ích si a u t o ř i č a s to zvol i l i (bez dalš í diskuze) jen 
jednu k o n k r é t n í kopul i a t u používal i . V z á s a d ě tento postup c h y b n ý není , ale bylo by 
v h o d n é z d ů v o d n i t , p r o č použ íva t zrovna tento jeden typ kopule. N a v ý b ě r k o n k r é t n í h o 
typu kopule se proto zaměřu j i v t é t o čás t i své p ráce . 

Jak již bylo z m í n ě n o v kapitole 2.2, v šeobecně použ ívané kopule spada j í do dvou rodin 
- a r ch imédovských a e l ip t ických. Arch imédovských kopul í je mnoho různých t y p ů . Typ i cky 
maj í pro vy jád řen í závis lost i jen jeden parametr, z toho n u t n ě plyne, že jejich schopnost 
popsat a d e k v á t n í korelace je v p ř í p a d ě v íce rozměrných ú loh o m e z e n á . ( V praxi se ča s to toto 
omezení řeší p o m o c í sk l ádán í dvo j rozměrných a r ch imédovských kopul í do h ie ra rch ických 
mode lů , tato oblast je p o m ě r n ě d o b ř e p r o z k o u m a n á , avšak pro moj í p rác i z a m ě ř e n o u na 
kombinaci m o d e l ů n e v h o d n á . ) 

Napro t i tomu el ipt ické kopule popisuj í závislost p r o m ě n n ý c h ú p l n ý m v ý č t e m podvoj
ných závislost í . Lze proto p ř e d p o k l á d a t , že u v íce rozměrných p r o b l é m ů poskytnou mnohem 
mnohem adekvá tně j š í model korelace než klasické a rch imédovské kopule s j e d n í m parame
trem. C í l em tohoto experimentu je tedy ověři t tento p ř e d p o k l a d . 

P ro tento pokus jsem zvol i l dvě el ipt ické kopule, Gaussovu a Studentovu (s r ů z n ý m i 
p o č t y s t u p ň ů volnosti v)\ a dá le Clay tonu , Gumbelovu a Frankovu kopul i jako nejčastěj i 
použ ívané z á s t u p c e rodiny a rch imédovských kopul í . Jako referenční algoritmus pro s rovnán í 
v l i v u korelací jsem j e š t ě p ř i d a l i algoritmus U M D A (tedy algoritmus E D A , k t e r ý nevyuž ívá 
ž á d n é korelace - n i c m é n ě z fo rmáln ího hlediska i na n ě h o s tá le m ů ž e m e h ledě t jako na 
algoritmus E D A založený na kopu lovém modelu, neboť situace, kdy neuvažu jeme korelace, 
p r o m ě n n é jsou zcela nezávislé , m ů ž e bý t p o p s á n a součinovou kopulí). 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace na k a ž d é m ost rově: 250 j ed inců , 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, Studentova {y = 49), Studentova (v = 2), Claytonova, Gumbelova, 
Frankova, nebo součinová, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• perioda migrac í : k a ž d ý c h 5 generac í , 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.2 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.3 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.1 a 5.2 jsou uvedeny m e d i á n y 
pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Získané výs ledky potvrd i ly variantu s Gaussovou k o p u l í jako t u nejlepší . N a s adě C E C 
2013 toto p l a t í j e d n o z n a č n ě , na s adě klas ických tes tovacích ú loh je Studentova s v = 49 
m í r n ě lepší . Dá le je p rezen továno , že mezi Gaussovou a Studentovou se stupni volnosti 
u = 49 velmi čas to nen í v ý z n a m n ý rozdí l - toto je z d ů v o d n i t e l n é t í m , že pro vysoké hodnoty 
v je t - rozdě len í velmi bl ízké n o r m á l n í m u rozdělení , lze proto očekáva t , že obě kopule se 
budou podobat a p o d a j í o b d o b n ý výkon . To po tv rzu j í i blízké hodnoty p o ř a d í z ískané 
F r i e d m a n o v ý m testem. 
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(RA) 

Jo-
Gauss Student49 Student2 Clayton Gumbe l 

1 

Frank 

1 

UMDA 

O b r á z e k 5.2: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých t y p ů k o p u l í - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

(RA) 

Gauss Student49 Student2 Clayton G u m b e l Frank UMDA 

O b r á z e k 5.3: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých t y p ů k o p u l í - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í v iz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.1: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých t y p ů k o p u l í - m e d i á n y a po
rovnán í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

Gauss Student49 Student2 Clay ton G u m b e l Frank U M D A 
Sphere 1.17E-30 o 2.45E-31 A 6.88E-06 T 1.69E-28 T 3.13E-28 T 1.14E-26 T 2.32E-29 T 
Ackley 4.00E-15 o 4.00E-15 A 6.99E-04 T 1.11E-14 T 1.11E-14 T 4.00E-15 T 7.55E-15 T 

Schwefel 4.74E+02 o 4.74E+02 o 6.71E+02 T 4.55E-13 A 3.98E-13 A 3.98E-13 A 4.56E-10 A 
Rast r ig in 0.00 o 0.00 o 1.77E-05 T 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 

Rosenbrock 6.65E+00 o 6.59E+00 o 6.77E+00 o 7.30E+00 T 7.67E+00 T 7.53E+00 T 7.45E+00 T 
Griewank 0.00 o 0.00 o 1.05E-02 T 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 

5 = 0 5 = 5 5 = 3 5 = 3 5 = 3 5 = 3 
( R A ) 1 = 4 I = 1 1 = 2 1 = 2 1 = 2 1 = 2 

W = 2 W = 0 W = 1 W = 1 W = 1 W = 1 

Rj 3.1 2.8 6.3 3.9 4.3 3.8 3.8 
P o ř a d í 2 1 7 5 6 3 4 

Ff = 10.36, p-hodnota = 0.11040, (a = 0.05) p la t í HQ 

Tabulka 5.2: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých t y p ů k o p u l í - m e d i á n y a po
rovnán í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

Gauss Student49 Student2 Clay ton Gumbe l Frank U M D A 
f l 3.91E-27 0 3.85E-27 o 4.78E-02 T 2.67E-27 A 2.60E-27 A 2.83E-27 A 2.25E-27 A 
f2 2.09E+03 0 4.05E+03 T 1.45E+06 T 3.87E+06 T 4.51E+06 T 4.28E+06 T 1.61E+06 • 
f3 7.22E+05 0 1.95E+06 o 6.34E+06 T 1.28E+08 T 5.50E+06 T 1.66E+07 T 7.92E+06 • 
f4 2.36E+02 0 2.37E+02 o 6.33E+03 T 9.19E+03 T 6.91E+03 T 7.37E+03 T 5.80E+03 T 
f5 1.98E-07 0 7.32E-04 T 3.17E+00 T 2.80E-15 A 1.94E-15 A 2.44E-15 A 2.19E-15 A 
f6 1.38E-13 0 4.39E-16 o 8.10E+00 T 9.94E+00 T 9.88E+00 T 9.87E+00 T 9.84E+00 T 
f7 1.22E-02 0 2.42E-02 T 3.48E+00 T 1.67E+01 T 8.08E+00 T 1.12E+01 T 3.90E+00 T 
f8 2.04E+01 0 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 
f9 9.84E-01 0 9.84E-01 o 2.48E+00 T 2.58E+00 T 2.25E+00 T 2.35E+00 T 2.15E+00 • 
no 0.00 o 9.99E-16 T 3.93E-01 T 7.02E-01 T 6.43E-01 T 1.08E+00 T 2.22E-01 T 
f l l 9.95E-01 0 9.95E-01 o 8.00E+00 T 9.95E-01 o 5.33E-15 A 9.82E-10 A 1.33E-13 A 
f l 2 9.95E-01 0 1.99E+00 o 1.11E+01 T 2.99E+00 T 2.98E+00 T 2.98E+00 T 1.99E+00 • 
f l 3 1.99E+00 0 1.99E+00 o 1.57E+01 T 4.40E+00 T 3.14E+00 T 3.87E+00 T 1.99E+00 o 
f l 4 6.54E+01 0 1.70E+01 o 2.53E+02 T 9.16E+01 T 3.68E+02 T 3.66E+02 T 6.20E+01 o 
f l 5 1.35E+02 0 1.34E+02 o 1.56E+02 T 4.74E+02 T 3.47E+02 T 4.92E+02 T 1.48E+02 T 
f l 6 1.18E+00 0 1.18E+00 o 1.19E+00 o 1.23E+00 o 1.15E+00 o 1.18E+00 o 1.15E+00 o 
f l 7 2.25E+01 0 2.13E+01 o 1.22E+01 A 1.30E+01 A 1.23E+01 A 1.25E+01 A 2.60E+01 T 
f l 8 2.76E+01 0 2.73E+01 o 2.32E+01 A 1.26E+01 A 1.32E+01 A 1.22E+01 A 2.71E+01 o 
f l 9 9.60E-01 0 8.86E-01 o 9.48E-01 o 4.23E-02 A 9.20E-02 A 1.62E-01 A 1.13E+00 T 
f20 1.87E+00 0 1.95E+00 o 2.48E+00 T 3.49E+00 T 3.38E+00 T 3.47E+00 T 2.47E+00 T 
f21 4.00E+02 0 4.00E+02 o 4.00E+02 T 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 
f22 2.86E+01 0 2.91E+01 o 1.30E+02 T 1.15E+02 T 4.37E+02 T 3.76E+02 T 2.41E+01 A 
f23 3.46E+01 0 4.99E+01 T 3.57E+02 T 3.16E+02 T 3.80E+02 T 3.81E+02 T 2.18E+02 T 
f24 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.05E+02 T 2.02E+02 T 2.02E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 o 
f25 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.03E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 A 
f26 1.00E+02 0 1.01E+02 T 1.04E+02 T 1.06E+02 T 1.07E+02 T 1.07E+02 T 1.02E+02 T 
f27 3.00E+02 0 3.00E+02 T 3.20E+02 T 3.00E+02 A 3.00E+02 o 3.00E+02 A 3.00E+02 A 
f28 3.05E+02 0 3.18E+02 T 3.02E+02 o 3.00E+02 A 3.00E+02 A 3.00E+02 A 3.00E+02 A 

5 = 10 5 = 22 5 = 17 5 = 17 5 = 17 5 = 14 
( R A ) / = 18 1 = 4 1 = 4 1 = 4 / = 3 1 = 7 

W = 0 W = 2 W = 7 W = 7 W = 8 W = 7 

Rj 3.0 3.1 5.0 4.9 4.1 4.6 3.3 
P o ř a d í 1 2 7 6 4 5 3 

= 26.90, p hodnota = 0.00015, (a = 0.05) p l a t í 5 i 
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5.1.3 V l i v p o č t u j e d i n c ů v p o p u l a c i 

Dal š ím v ý z n a m n ý m parametrem evolučního algori tmu je p o č e t j ed inců tvoř íc ích populaci . 
V p ř í p a d ě os t rovn ího modelu tento parametr p r i m á r n ě vy jadřu je velikost populace na ost
rově. Velikost g lobáln í superpopulace je pak odvozeně d á n a souč inem p o č t u os t rovů a veli
kosti populace. 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace na k a ž d é m ost rově: 60, 125, 250, 500, 1000, nebo 2000 j ed inců , 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• perioda migrac í : k a ž d ý c h 5 generac í , 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.4 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.5 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.3 a 5.4 jsou uvedeny m e d i á n y 
pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Nejlepších výs ledků dosahuje populace t v o ř e n á 250 jedinci (resp. 125 pro klasické tes
tovací ú lohy) . Ú m ě r n ě s t í m , jak se hodnota parametru vzdaluje od t é t o hodnoty, se zhoršuje 
kval i ta konvergence d a n é varianty algori tmu. To po tv rzu j í i výs ledky z í skané F r i e d m a n o v ý m 
testem. 

P ř i zvětšování populace je to d á n o h l av n ě t í m , že se vz růs t a j í c ím p o č t e m j ed inců , k t e ré 
je t ř e b a vyhodnot i t v k a ž d é generaci, se snižuje p o č e t generac í , k t e r é algoritmus m ů ž e 
u sku t ečn i t p ř e d t í m , než v y č e r p á povolený p o č e t evaluací fitness funkce. M a l á velikost 
populace sice u m o ž n í využ í t větš í p o č e t generac í , ale už nen í dostatek j ed inců na to, aby 
po selekci byla z í skána kva l i tn í subpopulace, a rychlost konvergence se velmi sníží. 
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O b r á z e k 5.4: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých v e l i k o s t í populace - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 
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O b r á z e k 5.5: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých v e l i k o s t í populace - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í v iz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.3: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých v e l i k o s t í populace - me
d iány a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 

60 125 250 500 1000 2000 
Sphere 2.81E-27 T 6.66E-43 A 1.35E-28 o 5.06E-17 T 2.34E-08 T 2.21E-03 T 
Ackley 1.47E-14 T 4.44E-16 A 4.00E-15 o 3.07E-09 T 6.01E-05 T 2.52E-02 T 

Schwefel 6.71E+02 T 4.74E+02 A 5.92E+02 o 6.32E+02 T 1.24E+03 T 1.56E+03 T 
Rast r ig in 9.95E-01 T 0.00 o 0.00 o 2.23E-09 T 4.09E-01 T 2.03E+01 T 

Rosenbrock 7.50E+00 T 7.13E+00 T 6.69E+00 o 6.19E+00 A 6.13E+00 A 6.44E+00 A 
Griewank 0.00 T 0.00 o 0.00 o 5.05E-14 T 5.58E-04 T 4.04E-01 T 

5 = 6 5 = 1 5 = 5 5 = 5 5 = 5 
/ = 0 1 = 2 ( R A ) / = 0 / = 0 / = 0 
W = 0 W = 3 W = 1 W = 1 W = 1 

Rj 3.8 1.9 2.3 3.3 4.2 5.5 
P o ř a d í 4 1 2 3 5 6 

F{ = 14.83, p-hodnota = 0.01110, (a = 0.05) p la t í Hi 

Tabulka 5.4: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých v e l i k o s t í populace - medi
á n y a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í v iz kap. 5.1.1. 

60 125 250 500 1000 2000 
f l 2.86E-02 T 5.80E+00 T 3.18E-27 0 1.16E-16 T 2.28E-08 T 2.49E-03 T 
f2 9.92E+03 T 3.67E+03 T 2.09E+03 0 4.77E+03 T 1.90E+04 T 6.73E+04 T 
f3 2.31E+06 T 7.11E+06 T 7.86E+05 0 9.31E+04 A 1.78E+05 A 1.05E+07 T 
f4 7.61E+01 A 6.97E+01 A 2.76E+02 0 8.04E+02 T 1.82E+03 T 3.26E+03 • 
f5 4.30E-02 T 2.79E+00 T 6.33E-09 0 2.22E-11 A 6.09E-06 o 3.44E-02 T 

f6 2.25E+00 T 1.92E-02 o 7.02E-04 0 2.04E-09 o 9.19E-04 o 1.19E-01 T 
i7 1.22E+00 T 4.70E-02 T 7.06E-03 0 4.06E-02 T 5.15E-01 T 4.64E+00 T 
f8 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 0 2.04E+01 o 2.04E+01 A 2.04E+01 o 
f9 1.46E+00 T 9.85E-01 T 9.84E-01 0 9.86E-01 T 1.50E+00 T 2.84E+00 T 

n o 3.20E-02 T 2.40E-02 T 0.00 o 9.41E-11 T 5.94E-02 T 5.67E-01 T 
f l l 4.97E+00 T 2.98E+00 T 9.95E-01 0 7.48E-02 o 3.18E+00 T 2.06E+01 T 
f l 2 5.97E+00 T 2.98E+00 T 9.95E-01 0 9.95E-01 o 8.99E+00 T 2.12E+01 T 
f l 3 1.10E+01 T 1.99E+00 T 1.99E+00 0 1.04E+00 o 5.55E+00 T 2.01E+01 T 
f l 4 2.77E+02 T 2.52E+01 o 2.78E+01 0 5.72E+02 T 1.05E+03 T 1.28E+03 • 
f l5 1.54E+02 T 1.36E+02 o 1.34E+02 0 6.23E+02 T 9.22E+02 T 1.11E+03 T 
f l6 1.16E+00 o 1.18E+00 o 1.15E+00 0 1.15E+00 o 1.11E+00 o 1.19E+00 o 
f l 7 2.35E+01 o 1.96E+01 A 2.25E+01 0 2.70E+01 T 2.88E+01 T 3.13E+01 T 
f l8 2.85E+01 T 2.70E+01 o 2.70E+01 0 2.79E+01 o 2.90E+01 T 3.18E+01 T 
f l9 8.15E-01 o 8.95E-01 o 9.03E-01 0 1.17E+00 T 1.59E+00 T 1.80E+00 T 
f20 3.62E+00 T 2.36E+00 T 1.88E+00 0 1.90E+00 o 2.05E+00 T 2.44E+00 T 
f21 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 0 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 
f22 6.10E+01 T 3.19E+01 T 2.40E+01 0 1.39E+02 T 6.93E+02 T 1.16E+03 T 
f23 2.90E+02 T 1.10E+02 T 4.21E+01 0 1.06E+02 T 5.28E+02 T 9.79E+02 T 
f24 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.03E+02 T 
f25 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.02E+02 T 
f26 1.05E+02 T 1.02E+02 T 1.00E+02 0 1.00E+02 o 1.23E+02 T 1.56E+02 T 
f27 4.00E+02 T 3.72E+02 T 3.00E+02 0 3.00E+02 T 3.02E+02 T 3.13E+02 T 
f28 3.00E+02 A 3.21E+02 T 3.08E+02 0 3.00E+02 A 3.00E+02 A 3.04E+02 o 

5 = 21 5 = 18 5 = 15 5 = 21 5 = 24 
1 = 5 / = 8 ( R A ) / = 10 1 = 4 1 = 4 
W = 2 W = 2 W = 3 W = 3 W = 0 

Rj 3.9 3.2 2.0 2.5 3.9 5.5 
P o ř a d í 4 3 1 2 5 6 

= 59.55, p-hodnota = 1.50E-11, ( « = 0.05) p l a t í H1 
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5.1.4 V l i v vel ikost i selekce 

Velikost selekce je parametr, k t e r ý je do u rč i t é m í r y p r o v á z á n s velikostí populace zkouma
nou v předeš lé kapitole. Jsou dva m o ž n é způsoby, jak na tuto hodnotu m ů ž e m e nahl íže t : 
buď jako na p o m ě r (procento) v y b r a n é subpopulace vůči celkové, nebo jako na a b s o l u t n í 
poče t v y b r a n ý c h j ed inců . 

J á v tomto textu p o u ž í v á m d r u h ý způsob , lépe postihuje s t rukturu n a v r ž e n é h o algo
r i tmu. D ů v o d e m je nutnost použ í t d o s t a t e č n ý poče t j ed inců ve v y b r a n é subpopulaci, aby 
mohlo doj í t k vy tvo řen í kva l i tn ího p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu. Ze jména k z ískání ade
kvá tn í ch korelací (naučen í p a r a m e t r ů pro kopuli) je p o t ř e b n ý d o s t a t e č n ě vysoký poče t 
j ed inců ; pro n a u č e n í p a r a m e t r ů m a r g i n á l n í c h rozdělení p o č e t j e d i n c ů až tak kr i t ický není . 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace na k a ž d é m ost rově: 250 j ed inců , 

• velikost selekce: 5, 10, 25, 50, 75, 100, nebo 150 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• perioda migrac í : k a ž d ý c h 5 generac í , 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.6 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.7 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.5 a 5.6 jsou uvedeny m e d i á n y 
pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Jako nejlepší variantu jsem vyhodnot i l t u s velikostí selekce 50 j e d i n c ů (resp. 25 pro 
klasické tes tovac í ú lohy) . Tato varianta p ř ekonává všechny o s t a t n í t e s tované varianty, př i
čemž je z ře te lné , že se z m ě n o u velikosti v ý b ě r u k m e z n í m h o d n o t á m se v ý h o d n o s t t é t o 
varianty s tá le zvyšuje . To po tv rzu j í i p o ř a d í z í skaná F r i e d m a n o v ý m testem. 
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O b r á z e k 5.6: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv r ů z n ý c h v e l i k o s t í selekce - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 
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O b r á z e k 5.7: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv r ů z n ý c h v e l i k o s t í selekce - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.5: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých v e l i k o s t í selekce - medi
á n y a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 

5 10 25 50 75 100 150 
Sphere 4.36E+00 T 2.45E-01 T 1.71E-31 o 2.09E-30 o 4.46E-25 T 6.63E-19 T 1.40E-12 T 
Ackley 2.03E+00 T 5.53E-02 T 4.00E-15 A 4.00E-15 o 8.46E-13 T 2.70E-10 T 7.96E-07 T 

Schwefel 3.55E+02 A 3.56E+02 A 3.56E+02 A 4.74E+02 o 4.74E+02 o 5.26E+02 T 2.02E+03 • 
Ras t r ig in 3.00E+00 T 2.00E+00 T 0.00 T 0.00 o 0.00 T 1.42E-11 T 1.49E-03 T 

Rosenbrock 2.13E+01 T 7.75E+00 T 5.94E+00 A 6.63E+00 o 6.76E+00 T 7.12E+00 T 7.48E+00 • 
Griewank 2.69E-01 T 5.67E-02 T 0.00 T 0.00 o 0.00 o 0.00 o 1.70E-10 T 

5 = 5 5 = 5 5 = 2 5 = 4 5 = 5 5 = 6 
/ = 0 / = 0 I = 1 ( R A ) 1 = 2 I = 1 / = 0 
W = 1 W = 1 W = 3 W = 0 W = 0 W = 0 

Rj 6.0 5.4 1.8 2.4 3.0 4.1 5.3 
P o ř a d í 7 6 1 2 3 4 5 

Ff = 21.04, p-hodnota = 0.00181, (a = 0.05) p la t í Hi 

Tabulka 5.6: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých v e l i k o s t í selekce - m e d i á n y 
a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

5 10 25 50 75 100 150 
f l 2.94E+01 T 4.28E+00 T 4.31E-04 T 4.10E-27 o 5.90E-23 T 3.42E-01 T 3.01E+01 T 
f2 1.65E+06 T 1.52E+05 T 6.99E+03 T 3.10E+03 o 4.78E+03 T 1.12E+04 T 6.21E+04 T 
f3 4.37E+08 T 4.74E+07 T 3.52E+05 o 6.42E+05 o 4.30E+06 T 6.98E+06 T 1.22E+08 • 
f4 5.41E+03 T 2.71E+03 T 1.86E+02 o 2.09E+02 o 5.27E+02 T 1.04E+03 T 1.46E+03 • 
f5 5.93E+01 T 7.98E+00 T 3.32E-01 T 2.58E-07 o 1.81E-13 o 2.98E-09 o 1.30E+00 T 
f6 1.80E+01 T 1.03E+00 T 1.06E-14 o 2.18E-03 o 5.05E-12 o 4.22E-10 o 1.41E-01 T 
f7 1.74E+01 T 3.31E+00 T 4.18E-02 T 1.58E-02 o 2.42E-02 o 8.19E-02 T 1.34E+00 • 
f8 2.03E+01 o 2.04E+01 o 2.03E+01 o 2.04E+01 o 2.03E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 
f9 3.71E+00 T 1.91E+00 T 9.84E-01 o 2.93E-01 o 9.84E-01 T 9.86E-01 T 1.10E+00 T 

n o 8.36E+00 T 4.37E-01 T 7.45E-03 T 0.00 o 0.00 o 4.24E-12 T 5.26E-02 T 
f l l 6.43E+00 T 3.99E+00 T 1.99E+00 T 9.95E-01 o 9.95E-01 o 9.95E-01 o 3.41E+00 • 
f l 2 1.20E+01 T 6.02E+00 T 2.98E+00 T 9.95E-01 o 9.95E-01 o 9.95E-01 o 1.09E+01 T 
f l 3 1.67E+01 T 9.34E+00 T 3.15E+00 T 1.99E+00 o 9.97E-01 o 1.92E+00 o 3.86E+00 T 
f l 4 2.56E+02 T 1.41E+02 T 2.52E+01 A 1.27E+02 o 2.32E+02 T 5.39E+02 T 1.05E+03 T 
f l 5 2.83E+02 T 1.49E+02 T 1.34E+02 o 1.37E+02 o 2.23E+02 T 6.19E+02 T 9.23E+02 T 
f l 6 1.16E+00 o 1.15E+00 o 1.20E+00 o 1.13E+00 o 1.21E+00 T 1.09E+00 o 1.18E+00 o 
f l 7 1.69E+01 A 1.42E+01 A 1.87E+01 A 2.34E+01 o 2.44E+01 o 2.52E+01 T 2.78E+01 T 
f l 8 1.92E+01 A 2.64E+01 o 2.64E+01 o 2.54E+01 o 2.70E+01 o 2.68E+01 o 2.80E+01 T 
f l 9 1.10E+00 T 7.05E-01 A 7.97E-01 A 9.14E-01 o 9.98E-01 T 1.12E+00 T 1.37E+00 • 
f20 2.49E+00 T 1.77E+00 A 1.66E+00 A 2.01E+00 o 2.33E+00 T 2.69E+00 T 3.89E+00 T 
f21 4.01E+02 T 4.00E+02 T 4.00E+02 T 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 
f22 2.64E+02 T 1.57E+02 T 4.55E+01 T 2.52E+01 o 3.19E+01 T 1.35E+02 T 7.78E+02 T 
f23 4.70E+02 T 2.21E+02 T 5.07E+01 T 3.96E+01 o 4.86E+01 T 2.47E+02 T 8.72E+02 T 
f24 2.12E+02 T 2.02E+02 T 2.00E+02 o 2.00E+02 o 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 T 
f25 2.06E+02 T 2.01E+02 T 2.00E+02 o 2.00E+02 o 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.01E+02 T 
f26 1.13E+02 T 1.04E+02 T 1.02E+02 T 1.01E+02 o 1.00E+02 o 1.00E+02 A 1.11E+02 T 
f27 3.85E+02 T 3.12E+02 T 3.00E+02 o 3.00E+02 o 3.00E+02 T 3.00E+02 T 4.00E+02 T 
f28 4.48E+02 T 3.35E+02 T 3.14E+02 T 3.04E+02 o 3.04E+02 o 3.06E+02 o 3.22E+02 T 

5 = 24 5 = 22 5 = 13 5 = 15 5 = 17 5 = 25 
1 = 2 / = 3 / = 11 ( R A ) / = 13 / = 10 / = 3 
W = 2 W = 3 W = 4 W = 0 W = 1 W = 0 

Rj 5.9 4.7 2.8 2.3 2.8 3.7 5.7 
P o ř a d í 7 5 3 1 2 4 6 

= 76.27, p-hodnota = 2.10E-14, (a = 0.05) p l a t í 5 i 
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5.1.5 V l i v o b n o v y populace 

Hodnotu obnovy populace lze u v á d ě t někol ika r ů z n ý m i způsoby. J á v tomto tex tu ( o b d o b n ě 
jako u selekce v předeš lé kapitole) p o u ž í v á m p o č e t nej lepších j ed inců , k te ř í jsou p ř e v z a t i 
do dalš í generace. 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace: 250 j e d i n c ů na k a ž d é m ost rově, 

• selekce: nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováno 0, 1, 3, 5, 7, 10, 15, 20, nebo 50 nej lepších j ed inců , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• perioda migrac í : k a ž d ý c h 5 generac í , 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.8 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.9 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.7 a 5.8 jsou uvedeny m e d i á n y 
pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Z výs ledků je zře jmé, že nej lepších výs ledků dosáh ly varianty, k t e r é zachovávaj í jen 
m a l ý p o č e t j e d i n c ů , 3—7. P ř i v ě t š í m p o č t u zachovaných j ed inců kval i ta konvergence 
v ý r a z n ě klesá. Horš ího výs ledku dosáh l a i varianta, k t e r á zachovávala pouze jednoho (jen 
toho nej lepšího) jedince, v ý r a z n ě horš í výs ledek podala varianta, k t e r á obnovila ú p l n ě celou 
populaci (tzv. koncepce v y m í r á n í rodičovské populace). 

Podle hodnot B, W, / je nejlepší obnova se zachován ím 3 j ed inců , F r i e d m a n ů v test 
preferuje sousedn í hodnoty obnovy, 5 nebo 7. Je v idě t , že hodnoty B, W ve s rovnán í s R A 
jsou p ř i t o m na n ízkých p o d o b n ý c h h o d n o t á c h . 
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O b r á z e k 5.8: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých obnov populace - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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O b r á z e k 5.9: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých obnov populace - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í v iz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.7: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých obnov populace - medi
á n y a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 

0 1 3 5 7 10 15 20 50 
Sph. 7.31E-30 A 2.41E-29 A 1.71E-28 o 7.63E-30 A 3.84E-30 A 2.36E-28 o 2.38E-30 A 2.16E-30 A 1.59E-26 T 
A c k . 4.00E-15 T 4.00E-15 T 4.00E-15 o 4.00E-15 o 4.00E-15 o 4.00E-15 o 4.00E-15 o 4.00E-15 T 4.00E-15 T 
Sch. 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 6.71E+02 T 1.06E+03 T 1.61E+03 T 
Ras. 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 T 1.88E-13 T 3.14E-03 T 1.99E+01 T 
Ros. 6.70E+00 o 6.67E+00 o 6.66E+00 o 6.56E+00 o 6.59E+00 o 6.51E+00 o 6.71E+00 o 6.45E+00 o 6.68E+00 o 
G r i . 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 3.33E-16 T 

5 = 1 5 = 1 5 = 0 5 = 0 5 = 1 5 = 2 5 = 3 5 = 5 
7 = 4 1 = 4 ( R A ) 1 = 5 1 = 5 1 = 5 / = 3 1 = 2 1=1 
W = 1 W = 1 W = 1 W = 1 W = 0 W = 1 W = 1 W = 0 

Rj 4.8 4.8 4.8 4.1 3.9 4.4 5.8 4.6 8.0 
P o ř . 5 5 5 2 1 3 8 4 9 

Ff = 9.82, p-hodnota = 0.27773, (a = 0.05) p la t í HQ 

Tabulka 5.8: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých obnov populace - m e d i á n y 
a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

o i 10 15 20 50 
f l 
f2 
13 
14 
15 

2.91E-02 T 
1.21E+04 T 
8.88E+06 T 
1.02E+04 T 
8.26E-02 T 

3.65E-27 o 
3.06E+03 o 
1.19E+06 o 
1.10E+03 T 
1.23E-03 o 

3.81E-27 o 
3.01E+03 o 
8.56E+05 o 
2.41E+02 o 
1.11E-05 o 

3.22E-27 o 
2.44E+03 o 
4.54E+05 o 
2.27E+02 o 
9.49E-11 A 

2.73E-27 o 
2.01E+03 A 
1.67E+05 A 
2.13E+02 o 
1.37E-05 o 

1.92E-27 A 
2.55E+03 o 
6.93E+05 o 
2.73E+02 o 
5.45E-08 A 

3.86E-27 o 
3.18E+03 o 
3.48E+05 o 
7.04E+02 T 
4.11E-02 o 

3.70E-27 o 
3.39E+03 o 
5.34E+05 o 
1.12E+03 T 
2.51E-05 o 

2.64E-07 T 
1.35E+04 T 
1.43E+06 o 
2.66E+03 T 
1.01E-01 T 

16 
f7 
18 
19 

110 
f l l 
112 
113 
f l4 
115 
116 
f l7 
118 
119 
120 

1.60E-14 o 
1.34E-02 T 

2.08E+01 • 
9.84E-01 T 
0.00 T 
9.95E-01 o 

1.99E+00 T 
1.99E+00 o 
1.28E+01 o 
1.33E+02 o 
2.60E+00 T 
2.71E+01 T 
4.56E+01 • 
9.56E-01 T 
2.69E+00 T 

4.86E-14 o 
6.45E-03 o 
2.04E+01 o 
9.84E-01 T 
0.00 T 
9.95E-01 o 

1.99E+00 T 
1.99E+00 o 
1.63E+01 o 
1.30E+02 o 
1.12E+00 o 
1.99E+01 A 
2.69E+01 o 
9.14E-01 o 

2.16E+00 T 

4.15E-15 o 
8.45E-03 o 
2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 o 
9.95E-01 o 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.55E+01 o 
1.35E+02 o 
1.14E+00 o 
2.29E+01 o 
2.69E+01 o 
8.05E-01 o 
2.02E+00 o 

1.89E-15 o 
8.11E-03 o 
2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 o 
9.95E-01 o 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.23E+02 T 
1.52E+02 T 
1.13E+00 o 
2.58E+01 T 
2.61E+01 o 
9.52E-01 T 
1.84E+00 A 

1.44E-16 o 
7.39E-03 o 
2.04E+01 o 
9.84E-01 T 
0.00 o 
9.95E-01 o 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
2.73E+02 T 
2.77E+02 T 
1.16E+00 o 
2.70E+01 T 
2.72E+01 o 
1.06E+00 T 
1.89E+00 A 

9.56E-10 o 
2.74E-03 A 
2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 o 
9.95E-01 o 
9.96E-01 T 
1.99E+00 o 
7.53E+02 T 
6.81E+02 T 
1.18E+00 o 
2.69E+01 T 
2.77E+01 T 
1.19E+00 T 
1.88E+00 A 

4.85E-17 A 
3.12E-03 A 
2.04E+01 o 
2.32E-01 o 
0.00 o 

1.01E+00 T 
1.99E+00 T 
1.99E+00 o 
1.08E+03 T 
9.33E+02 T 
1.16E+00 o 
2.88E+01 T 
2.89E+01 T 
1.36E+00 T 
1.97E+00 o 

2.90E-05 o 
3.34E-03 A 
2.03E+01 o 
9.84E-01 T 
1.00E-11 T 
1.99E+00 T 
3.36E+00 T 
3.14E+00 T 
1.23E+03 T 
1.04E+03 T 
1.16E+00 o 
2.91E+01 T 
2.84E+01 T 
1.46E+00 T 
1.94E+00 o 

3.26E-05 o 
5.45E-03 o 

2.04E+01 o 
3.40E-01 o 
3.38E-01 T 
2.21E+01 T 
2.27E+01 T 
2.08E+01 • 
1.36E+03 T 
1.25E+03 T 
1.21E+00 o 
3.02E+01 T 
2.96E+01 • 
1.78E+00 T 
2.07E+00 o 

121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 
128 

4.00E+02 o 
2.41E+01 o 
4.51E+01 T 
2.00E+02 T 
2.00E+02 T 
1.01E+02 o 
3.00E+02 T 
3.24E+02 T 

4.00E+02 o 
2.60E+01 o 
5.80E+01 T 
2.00E+02 o 
2.00E+02 T 
1.00E+02 o 
3.00E+02 T 
3.12E+02 o 

4.00E+02 
2.51E+01 
3.46E+01 
2.00E+02 
2.00E+02 
1.01E+02 
3.00E+02 
3.09E+02 

4.00E+02 o 
2.80E+01 o 
3.35E+01 o 
2.00E+02 o 
2.00E+02 A 
1.00E+02 o 
3.00E+02 T 
3.11E+02 o 

4.00E+02 o 
2.91E+01 o 
3.26E+01 o 
2.00E+02 o 
2.00E+02 o 
1.00E+02 A 
3.00E+02 T 
3.04E+02 A 

4.00E+02 o 
4.83E+01 T 
4.55E+01 o 
2.00E+02 A 
2.00E+02 A 
1.01E+02 o 
3.00E+02 o 
3.10E+02 o 

4.00E+02 o 
3.66E+02 T 
8.88E+01 T 
2.00E+02 o 
2.00E+02 A 
1.01E+02 T 
3.00E+02 o 
3.02E+02 A 

4.00E+02 o 
5.71E+02 T 
3.17E+02 T 
2.00E+02 A 
2.00E+02 A 
1.12E+02 T 
3.00E+02 T 
3.06E+02 o 

4.00E+02 o 
1.36E+03 T 
1.03E+03 T 
2.00E+02 o 
2.00E+02 o 
1.21E+02 T 
3.00E+02 T 
3.19E+02 T 

5 = 20 
/ = 8 
W = 0 

5 = 8 
/ = 19 
W = 1 

( R A ) 
5 = 5 
/ = 20 
W = 3 

5 = 6 
/ = 17 
W = 5 

5 = 7 
/ = 15 
W = 6 

5 = 11 
/ = 13 
W = 4 

5 = 
/ = 
W : 

15 
10 

= 3 

5 = 18 
/ = 10 
W = 0 

Poř . 
6.0 
7 

4.4 
1 

1.0 
3 

3.5 
1 

3.7 
2 

1.5 
5 

5.1 
(i 

6.1 7.6 
9 

54.17, p-hodnota = 6.41E-09, (a = 0.05) p l a t í 5 X 
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5.1.6 P o r o v n a n í r ů z n ý c h p o č t ů o s t r o v ů 

P o č e t o s t rovů je da l š ím dů l ež i t ým parametrem u os t rovn ího modelu. V ý z n a m n ý m z p ů s o b e m 
ovlivňuje kval i tu konvergence. 

Pokud se použi je jen jeden ostrov, j e d n á se o klasický sekvenční algoritmus (bez uži t í 
migrace). 

P r o t o ž e je fixován celkový p o č e t evaluací fitness funkce (pro všechny ostrovy), př i vět
š ím p o č t u o s t rovů se povolený p o č e t evaluací na jeden ostrov sníží. Tedy na jednu stranu 
d o s t á v á m e výs ledky z více os t rovů , ale na druhou stranu se p o č e t m o ž n ý c h generac í kaž
dého ostrovu snižuje . Kvůli tomu lze p ř e d p o k l á d a t , že u příl iš velkého p o č t u o s t rovů dojde 
ke zhoršen í kval i ty optimalizace. 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace: 250 j e d i n c ů na k a ž d é m ost rově, 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 12, 8, 6, 4, 2, nebo 1, 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• perioda migrac í : k a ž d ý c h 5 generac í , 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.10 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.11 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.9 a 5.10 jsou uvedeny m e d i á n y 
pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Nejlepších výs ledků dosahuj í varianty s m a l ý m p o č t e m os t rovů (vyjma p ř í p a d u s j e d n í m 
ostrovem), 4 ostrovy pro sadu C E C 2013 a p o u h é 2 ostrovy s tač í pro klasické tes tovací 
úlohy. Var ianty s vě t š ím p o č t e m os t rovů jsou vůči referenční va r i an t ě v ž d y v ý r a z n ě horš í . 

P o r o v n á n í v ů č i s e k v e n č n í v a r i a n t ě 

Zaj ímavé a dů lež i t é je p o r o v n á n í referenční varianty R A (obsahuj íc í migraci) se sekvenční 
verzí a lgori tmu (použ i t jeden ostrov). R A je statisticky v ý z n a m n ě lepší na všech šesti uva
žovaných klas ických tes tovacích ú lohách (B = 6, / = 0, W = 0) a na n a p r o s t é vě t š ině ú loh 
ze sady C E C 2013 (na 24 ú lohách z celkových 28 (B = 24, / = 2, W = 2)). 
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O b r á z e k 5.10: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých p o č t ů o s t r o v ů - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

24 

1 1 2 ! 

(RA) 

23 

_1_ 

10 

24 

- 0 -
12 

O b r á z e k 5.11: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých p o č t ů o s t r o v ů - s o u h r n n é 
p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.9: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých p o č t ů o s t r o v ů - medi
á n y a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 

1 2 4 6 8 10 12 
Sphere 6.91E-07 T 1.23E-29 o 3.97E-31 o 2.96E-18 T 2.14E-15 T 1.52E-11 T 5.48E-10 T 
Ackley 1.39E-05 T 4.44E-16 A 4.00E-15 o 5.50E-10 T 1.20E-07 T 1.31E-05 T 2.24E-04 T 

Schwefel 5.95E+02 T 4.74E+02 T 4.74E+02 o 5.57E+02 T 7.30E+02 T 1.04E+03 T 1.32E+03 T 
Rast r ig in 9.97E-01 T 0.00 o 0.00 o 6.81E-12 T 1.61E-06 T 3.31E-02 T 2.42E+00 T 

Rosenbrock 7.59E+00 T 5.99E+00 A 6.57E+00 o 6.44E+00 A 5.94E+00 A 6.26E+00 A 6.31E+00 A 
Griewank 1.97E-07 T 0.00 o 0.00 o 0.00 T 1.02E-11 T 1.92E-07 T 6.44E-05 T 

5 = 6 5 = 1 5 = 5 5 = 5 5 = 5 5 = 5 
/ = 0 / = 3 ( R A ) / = 0 / = 0 / = 0 / = 0 
W = 0 W = 2 W = 1 W = 1 W = 1 W = 1 

Rj 6.0 1.7 2.3 3.2 3.7 4.8 6.3 
P o ř a d í 6 1 2 3 4 5 7 

Ff = 24.64, p-hodnota = 0.00040, (a = 0.05) p la t í Hi 

Tabulka 5.10: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých p o č t ů o s t r o v ů - m e d i á n y 
a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

1 2 4 6 8 10 12 
f l 1.61E+01 T 1.94E-27 A 4.97E-27 0 1.42E-18 T 8.25E-13 T 1.14E-08 T 1.35E-06 T 
f2 1.11E+05 T 3.29E+03 o 3.04E+03 0 5.50E+03 T 1.35E+04 T 2.68E+04 T 5.31E+04 T 
f3 5.49E+08 T 1.71E+06 o 5.31E+05 0 1.65E+05 A 2.06E+05 A 1.96E+06 T 6.45E+06 • 
f4 7.68E+02 T 7.28E+01 A 2.81E+02 0 7.84E+02 T 1.28E+03 T 2.00E+03 T 2.40E+03 • 
f5 2.94E+01 T 1.91E-01 T 1.21E-04 0 2.55E-10 o 1.24E-07 o 9.62E-06 o 3.07E-04 o 
f6 1.62E+00 T 3.07E-22 A 2.68E-16 0 1.69E-09 T 3.61E-07 T 7.45E-05 T 1.57E-03 T 
f7 5.06E+00 T 1.34E-01 T 1.35E-02 0 4.70E-02 T 2.13E-01 T 5.32E-01 T 1.64E+00 • 
f8 2.03E+01 o 2.03E+01 o 2.03E+01 0 2.03E+01 o 2.03E+01 o 2.03E+01 o 2.04E+01 o 
f9 2.00E+00 T 9.84E-01 o 9.84E-01 0 9.57E-01 T 6.47E-01 o 1.08E+00 T 1.45E+00 T 

n o 2.05E+00 T 0.00 o 0.00 o 7.74E-12 T 1.14E-07 T 8.38E-04 T 3.69E-02 T 
f l l 2.99E+00 T 1.99E+00 T 9.95E-01 0 9.95E-01 o 9.95E-01 o 2.50E+00 T 1.29E+01 T 
f l 2 3.98E+00 T 1.99E+00 T 9.95E-01 0 9.95E-01 o 1.03E+00 o 3.38E+00 T 1.65E+01 T 
f l 3 4.27E+00 T 2.43E+00 T 1.99E+00 0 1.99E+00 o 1.99E+00 o 2.56E+00 T 1.13E+01 T 
f l 4 1.50E+02 T 2.86E+01 o 5.24E+01 0 5.74E+02 T 7.61E+02 T 1.08E+03 T 1.16E+03 T 
f l 5 1.48E+02 T 1.38E+02 o 1.37E+02 0 4.88E+02 T 7.84E+02 T 8.79E+02 T 1.04E+03 T 
f l 6 1.17E+00 o 1.18E+00 o 1.15E+00 0 1.16E+00 o 1.21E+00 o 1.14E+00 o 1.21E+00 T 
f l 7 1.13E+01 A 1.13E+01 A 2.34E+01 0 2.76E+01 T 2.71E+01 T 2.79E+01 T 2.95E+01 T 
f l 8 1.19E+01 A 2.49E+01 A 2.69E+01 0 2.69E+01 o 2.85E+01 T 2.80E+01 T 2.97E+01 T 
f l 9 9.50E-01 T 8.19E-01 o 9.13E-01 0 1.19E+00 T 1.23E+00 T 1.48E+00 T 1.67E+00 • 
f20 2.32E+00 T 1.81E+00 o 1.89E+00 0 2.13E+00 T 2.25E+00 T 2.48E+00 T 2.58E+00 T 
f21 4.00E+02 T 4.00E+02 o 4.00E+02 0 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 
f22 1.20E+02 T 4.83E+01 T 3.05E+01 0 1.49E+02 T 3.67E+02 T 6.56E+02 T 9.02E+02 T 
f23 2.51E+02 T 7.01E+01 T 5.00E+01 0 9.43E+01 T 2.47E+02 T 5.36E+02 T 7.67E+02 T 
f24 2.03E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.01E+02 T 
f25 2.03E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.01E+02 T 
f26 1.03E+02 T 1.01E+02 T 1.00E+02 0 1.00E+02 o 1.00E+02 T 1.02E+02 T 1.17E+02 T 
f27 3.17E+02 T 3.00E+02 T 3.00E+02 0 3.00E+02 T 3.00E+02 T 3.01E+02 T 3.03E+02 T 
f28 4.26E+02 T 3.13E+02 T 3.04E+02 0 3.01E+02 o 3.00E+02 A 3.00E+02 A 3.01E+02 o 

5 = 24 5 = 12 5 = 17 5 = 18 5 = 23 5 = 24 
1 = 2 / = 11 ( R A ) / = 10 / = 8 1 = 4 1 = 4 
W = 2 W = 5 W = 1 W = 2 W = 1 W = 0 

Rj 5.3 2.8 2.4 2.9 3.6 4.7 6.3 
P o ř a d í 6 2 1 3 4 5 7 

= 77.14, p-hodnota = 1.39E-14, (a = 0.05) p l a t í 5 i 
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5.1.7 V l i v p e r i o d y m i g r a c í 

Per ioda migrac í je da l š ím z p a r a m e t r ů , k t e r ý m ů ž e v ý z n a m n ě ovl ivni t kva l i tu migruj íc ího 
algori tmu. P ř i jeho volbě se vysky tu j í dvě m e z n í hodnoty - u s k u t e č n i t migraci k a ž d o u 
generaci a n e u m o ž n i t migraci v ů b e c . 

V p ř í p a d ě migrace po k a ž d é generaci docház í k sp lývání m o d e l ů in teraguj íc ích ostrov
ních m o d e l ů , č ímž se sníží od l i šnos t mezi o b ě m a modely, což způsobu je snížení diverzity 
a zho r šenou konvergenci. 

O p a č n ý m e x t r é m e m př i n a s t a v e n í tohoto parametru je tak d l o u h á perioda, že migrace je 
zcela p o t l a č e n a . P o k u d by tato varianta byla s te jně efekt ivní jako ty, kde k migraci docház í , 
znamenalo by to, že efektivita algori tmu s mig rac í nespoč ívá v migraci , ale pouze v j i n é m 
faktoru, nejspíše v použ i t í vě tš ího p o č t u os t rovn ích popu lac í . 

P ro experimenty jsem použ i l toto nas t aven í : 

• velikost populace na k a ž d é m ost rově: 250, 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• perioda migrac í : 1, 3, 5, 7, 10, 15, 20, 100, nebo 10000 generac í , 

• topologie: o b o u s m ě r n ý prstenec, 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.12 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.13 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.11 a 5.12 jsou uvedeny 
m e d i á n y pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

V p ř í p a d ě k r á t k ý c h period mezi migracemi nebyl mezi j e d n o t l i v ý m i variantami vý
z n a m n ý rozdí l (vysoká hodnota / , hodnoty B a W jsou jen m a l é a v z á j e m n ě p o d o b n é ) . 
S prodlužuj íc í se hodnotou periody se zač íná ukazovat v ý h o d n o s t referenční varianty (zvět
šuje se B) - t j . 5 g e n e r a c í . V ů b e c nejhorš í výs ledek b y l z a z n a m e n á n pro nejdelší periody. 

N a sadě klas ických tes tovac ích ú loh by nej lépe vyhovuj íc í velikost periody byla delší , 
cca 15 generací ; ale i zde se ukazuje v ý h o d n o s t referenční varianty vůči příl iš d l o u h ý m 
p e r i o d á m . 

P r o t o ž e varianty s dlouhou prodlevou mezi migracemi dosáh ly ne jhorš ích výs ledků , je 
potvrzen v ý z n a m v z á j e m n é h o ovl ivňování o s t rovů p r o s t ř e d n i c t v í m kombinace p r a v d ě p o 
d o b n o s t n í c h m o d e l ů . 

71 



20 

2 
— 0 -
100 

— T) 
10000 

O b r á z e k 5.12: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v r ů z n ý c h period m i g r a c í - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 
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O b r á z e k 5.13: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v r ů z n ý c h period m i g r a c í - sou
h r n n é p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.11: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých period m i g r a c í - medi
á n y a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz 
kap. 5.1.1. 

1 3 5 7 10 15 20 100 10000 
Sph. 9.30E-29 o 1.97E-28 o 1.99E-28 o 3.20E-31 A 1.39E-31 A 1.69E-30 A 4.61E-32 A 5.82E-21 T 3.60E-21 T 
A c k . 4.00E-15 T 7.55E-15 T 4.00E-15 o 4.00E-15 A 4.00E-15 A 4.00E-15 A 4.00E-15 A 5.30E-10 T 6.17E-09 T 
Sch. 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 4.74E+02 o 3.67E+02 A 3.55E+02 A 4.78E+02 o 4.74E+02 o 
Ras. 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 T 4.58E-04 T 1.72E-04 T 
Ros. 6.35E+00 A 6.57E+00 o 6.72E+00 o 6.38E+00 A 6.59E+00 o 6.24E+00 A 6.11E+00 A 6.71E+00 o 7.03E+00 T 
G r i . 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 1.03E-14 T 1.06E-12 T 

5 = 1 5 = 1 5 = 0 5 = 0 5 = 0 5 = 1 5 = 4 5 = 5 
1 = 4 1 = 5 ( R A ) / = 3 1 = 4 1 = 2 / = 1 1 = 2 1 = 1 
W = 1 W = 0 W = 3 W = 2 W = 4 W = 4 W = 0 W = 0 

Rj 4.2 5.3 5.3 4.0 4.2 3.3 2.4 8.3 8.1 
P o ř . 4 6 7 3 4 2 1 9 8 

Ff = 26.33, p-hodnota = 0.00092, (a = 0.05) p l a t í Hi 

Tabulka 5.12: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých period m i g r a c í - m e d i á n y 
a p o r o v n á n í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

i 10 15 20 100 10000 
f l 
f2 
13 
14 
í'5 

4.85E-27 o 
2.60E+03 o 
2.26E+05 A 
3.11E+02 o 
5.68E-15 A 

4.82E-27 T 
2.11E+03 o 
1.42E+05 A 
2.80E+02 o 
5.79E-15 A 

2.92E-27 o 
2.51E+03 o 
1.48E+06 o 
2.59E+02 o 
2.32E-11 o 

4.22E-27 T 
2.16E+03 o 
6.26E+05 o 
2.29E+02 o 
4.76E-03 T 

4.85E-05 T 
2.76E+03 o 
3.03E+06 o 
3.02E+02 o 
2.29E-01 T 

3.23E-06 T 
2.62E+03 o 
1.40E+06 o 
2.63E+02 o 
4.97E-01 T 

1.54E-03 T 
3.41E+03 T 
1.96E+06 o 
3.58E+02 T 
5.55E-01 T 

8.60E-02 T 
1.73E+04 T 
1.10E+08 T 
1.14E+03 T 
5.77E+00 T 

4.53E-02 T 
2.09E+04 T 
1.32E+08 T 
1.17E+03 T 
8.18E+00 T 

ľíi 
17 
í'8 
í'9 

110 
f l l 
112 
113 
f l4 
115 
116 
f l7 
118 
119 
120 

1.85E-02 T 
3.96E-03 A 
2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 o 

9.95E-01 A 
9.95E-01 A 
1.99E+00 o 
4.06E+01 o 
1.40E+02 T 
1.19E+00 T 
2.53E+01 • 
2.83E+01 o 
9.75E-01 T 
1.92E+00 o 

1.36E-06 T 
2.66E-03 A 
2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 o 
9.95E-01 o 
9.95E-01 A 
1.99E+00 o 
1.35E+02 T 
1.47E+02 T 
1.16E+00 T 
2.51E+01 • 
2.64E+01 o 
9.34E-01 o 
2.09E+00 o 

1.97E-15 c 
9.26E-03 c 
2.04E+01 
9.84E-01 c 
0.00 o 
9.95E-01 c 
1.99E+00 
1.99E+00 
1.52E+01 
1.31E+02 
1.09E+00 
2.23E+01 
2.71E+01 
8.61E-01 c 
2.02E+00 

1.99E-16 A 
1.59E-02 o 

2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
0.00 T 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.99E+00 o 
1.52E+01 o 
1.36E+02 o 
1.20E+00 • 
2.20E+01 o 
2.64E+01 o 
8.65E-01 o 

1.86E+00 A 

1.39E-14 o 
1.77E-02 o 

2.04E+01 o 
9.84E-01 o 
3.91E-07 T 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.99E+00 o 
2.35E+01 o 
1.35E+02 o 
1.18E+00 o 
2.30E+01 o 
2.65E+01 o 
8.69E-01 o 
1.98E+00 o 

3.92E-15 o 
4.97E-02 T 
2.04E+01 o 
4.74E-01 o 
1.22E-03 T 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.99E+00 T 
1.52E+01 o 
1.30E+02 o 
1.12E+00 o 
2.00E+01 A 
2.67E+01 o 
8.03E-01 o 
1.93E+00 o 

3.21E-16 o 
5.91E-02 T 
2.04E+01 o 
3.19E-01 o 
7.40E-03 T 
9.95E-01 o 
1.99E+00 o 
1.99E+00 o 
1.53E+01 o 
1.34E+02 o 
1.12E+00 o 
1.83E+01 A 
2.66E+01 o 
8.10E-01 o 
2.12E+00 o 

6.20E-02 T 
1.64E+00 T 
2.03E+01 A 
1.09E+00 T 
5.42E-02 T 
1.99E+00 T 
1.99E+00 T 
2.09E+00 T 
3.41E+01 o 
1.34E+02 o 
1.17E+00 T 
1.21E+01 A 
1.95E+01 A 
6.64E-01 A 
1.92E+00 o 

1.33E-01 T 
1.72E+00 T 
2.04E+01 o 
1.05E+00 T 
4.75E-02 T 
1.99E+00 T 
2.04E+00 T 
2.00E+00 T 
3.47E+01 o 
1.30E+02 A 
1.18E+00 o 
1.19E+01 A 
1.88E+01 A 
6.78E-01 A 
2.13E+00 o 

121 
122 
123 
f24 
125 
126 
127 
128 

4.00E+02 o 
2.80E+01 o 
3.32E+01 o 
2.00E+02 o 
2.00E+02 T 
1.00E+02 o 
3.00E+02 o 
3.01E+02 A 

4.00E+02 o 
2.49E+01 o 
3.29E+01 o 
2.00E+02 o 
2.00E+02 o 
1.00E+02 o 
3.00E+02 o 
3.00E+02 A 

4.00E+02 
2.42E+01 
4.08E+01 
2.00E+02 
2.00E+02 
1.00E+02 
3.00E+02 
3.10E+02 

4.00E+02 o 
2.51E+01 o 
4.01E+01 o 
2.00E+02 o 
2.00E+02 T 
1.01E+02 T 
3.00E+02 o 
3.14E+02 o 

4.00E+02 o 
2.52E+01 o 
5.45E+01 o 
2.00E+02 T 
2.00E+02 T 
1.01E+02 T 
3.00E+02 T 
3.20E+02 T 

4.00E+02 o 
2.73E+01 o 
5.21E+01 o 
2.00E+02 T 
2.00E+02 T 
1.01E+02 T 
3.00E+02 T 
3.21E+02 T 

4.00E+02 o 
2.88E+01 o 
5.98E+01 T 
2.00E+02 T 
2.00E+02 T 
1.01E+02 T 
3.00E+02 T 
3.20E+02 T 

4.00E+02 o 
4.32E+01 T 
8.25E+01 T 
2.01E+02 T 
2.02E+02 T 
1.02E+02 T 
3.03E+02 T 
3.54E+02 T 

4.00E+02 o 
5.57E+01 T 
7.53E+01 T 
2.01E+02 T 
2.02E+02 T 
1.02E+02 T 
3.04E+02 T 
3.70E+02 T 

5 = 6 
/ = 16 
W = 6 

5 = 6 
/ = 17 
W = 5 

( R A ) 
5 = 6 
/ = 20 
W = 2 

5 = 8 
/ = 20 
W = 0 

5 = 10 
/ = 17 
W = 1 

5 = 12 
/ = 15 
W = 1 

5 = 20 
1 = 4 
W = 4 

5 = 19 
/ = 5 
W = 4 

Poř . 
1.7 
5 

1.0 3.7 
1 

3.9 
2 

5.3 
7 

1.4 
1 

5.1 
(i 

6.6 7.2 
9 

: 44.65, p-hodnota = 4.29E-07, ( a = 0.05) p l a t í 5 X 
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5.1.8 P o r o v n a n í r ů z n ý c h t o p o l o g i í 

P o s l e d n í m parametrem, k t e r ý m se chci v t é t o kapitole pod robně j i z abýva t , je k o m u n i k a č n í 
topologie. 

P r o experiment jsem použi l toto nas taven í : 

• velikost populace: 250 j e d i n c ů na k a ž d é m ost rově, 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• perioda migrac í : 5 generac í , 

• topologie: bir ing, unir ing, star, random, nebo zero, 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000. 

S o u h r n n é výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů jsou na o b r á z k u 5.14 (pro klasické tes tovací 
ú lohy) a na o b r á z k u 5.15 (pro sadu C E C 2013), v t a b u l k á c h 5.13 a 5.14 jsou uvedeny 
m e d i á n y pro k a ž d o u tes tovac í ú lohu a j edno t l ivé výs ledky Wi lcoxonových t e s t ů . 

Jako nejlepší topologii jsem identifikoval o b o u s m ě r n ý prstenec. N i c m é n ě p o d o b n ě 
jako u předeš lého parametru, ani zde nen í volba k r i t i cká a i j i né topologie - j e d n o s m ě r n ý 
prstenec a n á h o d n á - dávaj í jen m í r n ě zhoršený výkon . Toto zhoršen í lze vysvět l i t nižší 
m í r o u komunikace mezi ostrovy (u o b o u s m ě r n é h o prstence v r á m c i jednoho m i g r a č n í h o 
cyk lu k a ž d ý ostrov odes í lá svůj model na dva j iné ostrovy, u j e d n o s m ě r n é h o prstence i ná 
h o d n é topologie jen na jeden). To potvrzuje i výs ledek Friedmanova testu, k t e r ý preferuje 
s m i n i m á l n í m odstupem topologii j e d n o s m ě r n ý prstenec. 

V ý r a z n ě horš í výkon m ě l a topologie typu hvězda ( a k t u á l n ě nejlepší ostrov v y b r á n jako 
s t ř e d ) . Zde p r a v d ě p o d o b n ě došlo k p ř e d č a s n é konvergenci všech p o p u l a c í ke s t e j n é m u lo
k á l n í m u op t imu a t í m i příl iš velké z t r á t ě diverzity (kvůli rozesí lání s t e jného modelu na 
všechny ostrovy). 

Zře te lně ne jhorš ího výs ledku bylo d o s a ž e n o na topologii s deaktivovanou migrac í . T í m 
je (s te jně jako u příliš velké periody mezi migracemi v předeš lé kapitole) potvrzen v l iv 
komunikace mezi ostrovy na kval i tu konvergence t e s tovaného algori tmu - nepos t aču j e jen 
spustit evoluci na někol ika izolovaných ostrovech a jako celkový výs ledek evoluce vybrat 
z o s t r o v ů ten nejlepší, zcela n e z b y t n á je i komunikace mezi ostrovy v p r ů b ě h u evoluce. 
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O b r á z e k 5.14: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých t o p o l o g i í - s o u h r n n é po
rovnán í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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O b r á z e k 5.15: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l iv různých t o p o l o g i í - s o u h r n n é po
rovnán í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.13: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých t o p o l o g i í - m e d i á n y a po
rovnán í variant, výs ledky pro klasické tes tovac í úlohy. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

bir ing unir ing random star zero 
Sphere 4.68E-30 o 2.82E-31 A 3.43E-29 T 1.17E-30 o 3.92E-19 T 
Ackley 4.00E-15 o 4.00E-15 A 4.00E-15 T 4.00E-15 o 3.45E-10 T 

Schwefel 4.74E+02 o 4.74E+02 o 3.91E+02 A 4.74E+02 o 4.37E+02 A 
Rast r ig in 0.00 o 0.00 o 0.00 T 0.00 T 5.05E-04 T 

Rosenbrock 6.48E+00 o 6.08E+00 A 5.60E+00 A 6.68E+00 T 6.79E+00 T 
Griewank 0.00 o 0.00 o 0.00 o 0.00 o 6.41E-13 T 

5 = 0 5 = 3 5 = 2 5 = 5 
( R A ) / = 3 / = 1 1 = 4 / = 0 

W = 3 W = 2 W = 0 W = 1 

Rj 2.9 2.4 2.3 2.9 4.5 
P o ř a d í 3 2 1 3 5 

FF = 7.60, p-hodnota = 0.10738, (a = 0.05) p l a t í HQ 

Tabulka 5.14: Výs ledky experimentu zkoumaj íc ího v l i v různých t o p o l o g i í - m e d i á n y a po
rovnán í variant, výs ledky pro sadu C E C 2013. Z p ů s o b v y h o d n o c e n í viz kap. 5.1.1. 

bir ing unir ing random star zero 
f l 3.42E-27 0 3.50E-27 o 1.07E-17 T 1.43E-05 o 6.67E-01 T 
f2 2.32E+03 0 2.73E+03 o 2.32E+03 o 3.53E+03 T 2.48E+04 T 
f3 1.46E+06 0 1.09E+05 A 1.11E+05 A 7.09E+06 T 1.21E+08 T 
f4 3.05E+02 0 2.38E+02 o 3.71E+02 T 4.04E+02 T 1.24E+03 T 
f5 1.10E-05 0 4.62E-03 o 2.14E-06 o 7.73E-01 T 7.70E+00 T 
f6 2.81E-16 0 7.05E-14 o 1.18E-11 o 3.52E-06 o 1.61E-01 T 
f7 7.26E-03 0 1.87E-02 T 4.83E-02 T 1.30E-01 T 1.41E+00 T 
f8 2.04E+01 0 2.04E+01 T 2.04E+01 o 2.04E+01 o 2.04E+01 o 
f9 9.84E-01 0 9.84E-01 o 5.18E-01 o 1.00E+00 T 1.12E+00 T 

no 0.00 o 4.66E-15 T 1.33E-15 T 1.48E-02 T 6.16E-02 T 
f l l 9.95E-01 0 9.95E-01 o 9.95E-01 o 1.99E+00 T 1.99E+00 T 
f l 2 9.95E-01 0 1.99E+00 o 1.99E+00 o 1.99E+00 T 1.99E+00 T 
f l 3 1.99E+00 0 1.99E+00 o 1.99E+00 o 2.00E+00 T 2.52E+00 T 
f l 4 4.87E+01 0 1.64E+01 A 2.34E+01 o 4.06E+01 o 2.92E+01 o 
f l 5 1.36E+02 0 1.34E+02 o 1.35E+02 A 1.38E+02 o 1.36E+02 o 
f l 6 1.11E+00 0 1.11E+00 o 1.15E+00 o 1.12E+00 o 1.24E+00 T 
f l 7 2.28E+01 0 2.18E+01 o 1.67E+01 A 1.69E+01 A 1.20E+01 A 
f l 8 2.71E+01 0 2.60E+01 o 2.68E+01 o 2.71E+01 o 2.16E+01 A 
f l 9 9.12E-01 0 8.91E-01 o 7.78E-01 A 7.68E-01 A 7.07E-01 A 
f20 1.97E+00 0 2.01E+00 o 2.03E+00 o 2.05E+00 o 2.13E+00 o 
f21 4.00E+02 0 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 4.00E+02 o 
f22 2.92E+01 0 2.54E+01 o 2.66E+01 o 4.03E+01 o 4.26E+01 T 
f23 4.19E+01 0 5.45E+01 T 4.54E+01 o 6.96E+01 T 6.85E+01 T 
f24 2.00E+02 0 2.00E+02 o 2.00E+02 T 2.00E+02 T 2.01E+02 T 
f25 2.00E+02 0 2.00E+02 T 2.00E+02 o 2.00E+02 T 2.02E+02 T 
f26 1.00E+02 0 1.01E+02 o 1.01E+02 T 1.02E+02 T 1.02E+02 T 
f27 3.00E+02 0 3.00E+02 T 3.00E+02 T 3.00E+02 T 3.02E+02 T 
f28 3.04E+02 0 3.10E+02 o 3.01E+02 o 3.22E+02 T 3.52E+02 T 

5 = 6 5 = 7 5 = 16 5 = 20 
( R A ) / = 20 / = 17 / = 10 1 = 5 

W = 2 W = 4 W = 2 W = 3 

Rj 2.4 2.3 2.4 3.7 4.2 
P o ř a d í 2 1 3 4 5 

= 35.21, p hodnota = 4.21E-07, (a = 0.05) p l a t í H1 
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5.2 Porovnání m C E D A s algoritmy jiných au to rů 

Tato kapi tola je věnována s r o v n á n í n a v r ž e n é h o algori tmu m C E D A s algoritmy, k t e r é pub
likovali j in í au to ř i . 

Vycház ím ze s rovnán í , k t e r á jsem již publ ikoval v [F, D , B] , avšak ve f inálním algori tmu 
p o u ž í v á m ak tua l i zované n a s t a v e n í ř ídicích p a r a m e t r ů : 

• velikost populace: 250 j e d i n c ů na k a ž d é m ost rově, 

• výbě r : nej lepších 50 j ed inců , 

• obnova populace: zachováni 3 nej lepší jedinci , 

• kopule: Gaussova, 

• p o č e t os t rovů : 4, 

• perioda migrac í : 5 generac í , 

• topologie: bir ing, 

• p o č e t d imenz í : 10, 

• p o č e t evaluací fitness: 100000, p o p ř . 300000. 

5.2.1 P o r o v n á n í m C E D A s e x i s t u j í c í m i k o p u l o v ý m i a l g o r i t m y E D A 

V t a b u l k á c h 5.15a až 5.15c u v á d í m s rovnán í výs ledků n a v r ž e n é h o algori tmu m C E D A s vý
sledky uve ře jněnými v č láncích j iných a u t o r ů zabývaj íc ích se kopu lovými algori tmy E D A 
na s t a n d a r d n í s adě tes tovac ích ú loh . P r o k a ž d o u funkci jsem použi l 51 n á h o d n ý c h b ěhů . 
Výs ledkem k a ž d é h o b ě h u je nejlepší na lezený jedinec (s ne jmenš í hodnotou fitness funkce, 
v n a š e m p ř í p a d ě s ne jmenš í odchylkou funkční hodnoty od z n á m é hodnoty opt ima označe
nou jako chybová funkce). Z t ěch to 51 hodnot je stanovena s t ř e d n í hodnota p r ezen tovaná 
ve výše uvedených t a b u l k á c h . 

S rovnán í je provedeno s nás leduj íc ími algoritmy: Copu la Bayesian Network [52]; Copu la 
E D A , Copu la E D A of Dynamic K - S test [81]; Clay ton , Gumbe l , S n - E D A [37]; U M D A c , 
M I M I C c , c E D A ( e m p i r i c a l ) , c E D A ( n o r m a l ) , cEDA(adap t ive ) [77]. 

Z uvedených tabulek je p a t r n é , že pro vě t š inu s t a n d a r d n í c h ú loh algoritmus m C E D A 
o s t a t n í algori tmy v ý r a z n ě p ř ekonává - toto p l a t í pro ú lohy Sphere, Ras t r ig in , Ackley, 
Griewank. N a úloze Rosenbrock dosahuj í všechny p o r o v n á v a n é algori tmy p o d o b n ý c h vý
sledků, rozdí ly nejsou v ý r a z n é . Pouze pro ú lohu Schwefel ma j í lepší výs ledky p o r o v n á v a n é 
algoritmy. 

V t a b u l k á c h 5.16a a 5.16b jsou uvedeny p o d r o b n é výs ledky m é h o algori tmu, použ i t é 
pro tato s rovnán í . P r ů b ě h evoluce pro 10 d imenz í je t a k é u k á z á n na o b r á z k u 5.16. 
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Tabulka 5.15: P o r o v n á n í a lgori tmu m C E D A ( s t ř edn í hodnota, nejlepší je v y z n a č e n a t u č n ě ) 
pro klasické tes tovac í úlohy, 10 d imenzí , vůč i a l g o r i t m ů m : Copu la Bayesian Network ( C B N ) 
[52]; Copu la E D A ( c E D A ) , Copu la E D A of Dynamic K - S test ( c E D A - K S ) [81]; C lay ton , G u -
mbel, S n - E D A [37]; U M D A c , M I M I C c , c E D A ( e m p i r i c a l ) , c E D A ( n o r m a l ) , cEDA(adap t ive ) 
[77]. 

(a) ukončení po 100000 vyhodnocení fitness funkce 

m C E D A C B N 
Ras t r ig in 

Ackley 
Rosenbrock 

0.00 
7.34E-15 
6.58E+00 

2.39E+00 
3.71E-02 
1.05E+01 

(b) ukončení po 300000 vyhodnocení fitness funkce, část 1 

m C E D A c E D A c E D A - K S Clay ton G u m b e l S n - E D A 
Sphere 

Ras t r ig in 
Rosenbrock 

2.49E-89 
0.00 

6.53E+00 

4.62E-08 1.16E-08 1.45E-07 3.59E-09 1.22E-09 
6.45E-08 2.60E-08 7.00E-08 5.49E-09 9.52E-09 

6.52E+00 7.05E+00 8.36E+00 6.62E+00 6.54E+00 

(c) ukončení po 300000 vyhodnocení fitness funkce, část 2 

m C E D A U M D A c M I M I C c cEDA(empi r i ca l ) c E D A (normal) c E D A (adaptive) 
Sphere 2.49E-89 2.54E-23 6.88E-24 2.12E-10 1.17E-14 8.01E-13 

Rosenbrock 6.53E+00 7.56E+00 6.54E+00 6.78E+00 6.09E+00 4 .24E+00 
Schwefel 4.56E+02 1.81E-02 1.88E-03 1.14E-04 1.14E-07 4.40E-07 

Griewank 0 .00 4.26E-03 1.90E-02 3.41E-02 1.69E-10 4.25E-13 

Tabulka 5.16: Výs ledky n a v r ž e n é h o algori tmu m C E D A na sadě klas ických tes tovac ích ú loh 
pro 10 d imenz í , výs ledky z 51 n á h o d n ý c h běhů . 

(a) po uplynutí 100000 evaluací fitness funkce 

Best Med ian Worst Average Std.dev 
Sphere 2.72E-35 1.52E-28 4.26E-27 3.34E-28 6.51E-28 
Ackley 4.44E-16 7.55E-15 2.18E-14 7.34E-15 4.58E-15 

Schwefel 2.37E+02 4.74E+02 1.05E+03 4.83E+02 1.59E+02 
Ras t r ig in 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

Rosenbrock 5.38E+00 6.55E+00 7.62E+00 6.58E+00 5.03E-01 
Griewank 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

(b) po uplynutí 300000 evaluací fitness funkce 

Best M e d i a n Worst Average Std.dev 
Sphere 2.67E-99 2.49E-93 8.42E-88 2.49E-89 1.28E-88 
Ackley 4.44E-16 4.44E-16 4.44E-16 4.44E-16 0.00 

Schwefel 2.37E+02 4.74E+02 8.29E+02 4.56E+02 1.21E+02 
Ras t r ig in 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

Rosenbrock 5.34E+00 6.49E+00 7.58E+00 6.53E+00 5.06E-01 
Griewank 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 
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YrVrVí 

50000 100000 150000 200000 250000 300000 

Rastrigin 

50000 100000 150000 200000 250000 300000 

Rosen brock 

50000 100000 150000 200000 250000 300000 

Griewank 

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 

O b r á z e k 5.16: P r ů b ě h evoluce algori tmu m C E D A na sadě klas ických tes tovac ích ú loh , 10 
d imenz í (svislá osa - chybová funkce, v o d o r o v n á osa - p o č e t eva luac í ) . 
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5.2.2 P o r o v n á n í m C E D A s k l a s i c k ý m i e v o l u č n í m i a l g o r i t m y n a s a d ě 
C E C 2013 

D r u h ý m zde u v e d e n ý m s r o v n á n í m je p o r o v n á n í n a v r ž e n é h o algori tmu m C E D A s j i n ý m i 
evolučními algori tmy na s adě C E C 2013 pro 10 d imenz í : I P O P - C M A - E S [47], i C M A E S - I L S 
[44], C M A - E S - R I S [7], SPSO2011 [72], P S O [79], G A - T P C [20], L a F [9], S P A M - A O S [21], 
D E / r a n d / l / b i n [59], N M S - C S [38]. 

S rovnán í je provedeno p o m o c í d v o u v ý b ě r o v é h o t-testu na hranici v ý z n a m n o s t i a = 

0.05. Wi l coxonův test nebyl použ i t , p ro tože v c i tovaných článcích nejsou uvedeny výs ledky 
j edno t l i vých běhů , n u t n é pro p roveden í Wilcoxonova testu. 

Výs ledky s r o v n á n í jsou uvedeny v tab. 5.17, k t e r á m á s te jný s tyl jako v p ředeš lé kap. 5.1. 
V p r v n í m sloupci je u m í s t ě n algoritmus m C E D A jako referenční ( R A ) , v dalš ích s loupcích 
jsou algori tmy j iných a u t o r ů . Ř á d k y odpov ída j í 28 t e s tovac ím funkcím, kde je pro k a ž d ý 
algoritmus uvedena s t ř e d n í hodnota (mís to m e d i á n u ) a výs ledek d v o u v ý b ě r o v é h o t-testu. 
N a o b r á z k u 5.17 jsou s o u h r n n é výs ledky tohoto s r o v n á n í z n á z o r n ě n y graficky. 

Z výs ledných hodnot B, W, I je z ře jmé, že ve s rovnán í s algori tmy C M A - E S - R I S , 
SPSO2011, P S O , L a F , S P A M - A O S , D E , N M S - C S je nav ržený algoritmus lepší (B > W). 
V p ř í p a d ě I P O P - C M A - E S a i C M A E S - I L S je B < W a jsou proto lepší. 

P ř i b l ižš ím pohledu na dosažené výs ledky je ev iden tn í , že algoritmus m C E D A je účin
nější z e jména pro složi té úlohy. P r o p r v n í čás t i sady C E C 2013 - u n i m o d á l n í ú lohy ( f l - f 5 ) -
jsou o s t a t n í algori tmy lepší . N a d r u h é čás t i - m u l t i m o d á l n í ú lohy (f6-f20) - už nav ržený 
algoritmus p řekonává t é m ě ř všechny o s t a t n í algoritmy, pouze algori tmy typu C M A - E S jsou 
lepší. T ř e t í čás t í s r o v n á n í jsou složené ú lohy (f21-f28). N a t ě c h t o ú lohách se n a v r ž e n ý algo
ritmus m C E D A v y r o v n á i výkonnos t i a l g o r i tmů typu C M A - E S nebo je p řekonává ; o s t a t n í 
typy a lgo r i tmů j e d n o z n a č n ě p řekonává . 

V t a b u l k á c h 5.18a až 5.18c jsou uvedeny s a m o s t a t n ě k o m p l e t n í výs ledky m é h o algori tmu 
podle metodiky pro sadu C E C 2013. P r ů b ě h evoluce pro 10 d imenz í je t a k é u k á z á n na 
o b r á z k u 5.18. 

(RA) 

O b r á z e k 5.17: His togram výs ledků testu s t a t i s t i cké v ý z n a m n o s t i rozdí lu (podle d v o u v ý b ě r o 
vého t-testu na hranici v ý z n a m n o s t i a = 0.05) mezi n a v r ž e n ý m algori tmem m C E D A a algo
r i tmy j iných a u t o r ů (na s adě C E C 2013 pro 10 d imenz í ) : I P O P - C M A - E S [47], i C M A E S - I L S 
[44], C M A - E S - R I S [7], SPSO2011 [72], P S O [79], G A - T P C [20], L a F [9], S P A M - A O S [21], 
D E / r a n d / l / b i n [59], N M S - C S [38]. Grafický klíč je o b d o b n ý jako v předeš lé kapitole, viz 
kap. 5.1.1. 
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Tabulka 5.17: P o r o v n á n í algori tmu m C E D A ( s t ř edn í hodnota, nejlepší je v y z n a č e n a t u č n ě a výs ledek d v o u v ý b ě r o v é h o t-testu na hranici 
v ý z n a m n o s t i a = 0.05) na sadě C E C 2013, 10 d imenz í , vůči a l g o r i t m ů m : I P O P - C M A - E S [47], i C M A E S - I L S [44], C M A - E S - R I S [7], 
SPSO2011 [72], P S O [79], G A - T P C [20], L a F [9], S P A M - A O S [21], D E / r a n d / l / b i n [59], N M S - C S [38]. Grafický klíč je o b d o b n ý jako 
v předeš lé kapitole, v iz kap. 5.1.1. 

m C E D A ipop-cmaes icmaes-ils cmaes-ris SPSO2011 P S O G A - T P C L a F S P A M - A O S D E N M S - C S 
f l 2.8E-01 0.0 A 1.0E-08 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 1.0E-08 A 3.3E-10 A 
f2 3.9E+03 0.0 A 1.0E-08 A 0.0 A 1.6E+04 T 3.6E+04 T 0.0 A 1.2E+05 T 0.0 A 2.4E+03 o 1.9E+02 A 
£3 4.5E+06 0.0 A 1.0E-08 A 7.0E-01 A 2.3E+03 A 2.7E+05 o 0.0 A 6.0E+06 o 1.3E+00 A 1.4E+00 A 1.1E+05 A 
f4 3.3E+02 0.0 A 1.0E-08 A 0.0 A 1.3E+03 T 8.9E+03 T 0.0 A 9.5E+02 T 0.0 A 2.7E+01 A 3.8E-01 A 
f5 1.7E+00 0.0 A 1.0E-08 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 0.0 A 1.1E-13 A 1.0E-08 A 5.9E-04 A 

f6 8.0E-01 0.0 A 3.9E+00 T 1.1E+00 o 9.8E+00 T 9.8E+00 T 0.0 A 9.7E+00 T 4.1E+00 T 3.3E+00 T 6.4E+00 T 
f7 2.5E-02 0.0 A 4.9E-06 A 5.3E+01 T 4.0E-01 o 2.1E+01 T 4.4E-02 o 1.3E+01 T 6.0E+01 T 1.4E-03 A 3.4E+01 T 

ffi 2.0E+01 2.0E+01 A 2.0E+01 o 2.0E+01 A 2.0E+01 A 2.0E+01 A 2.0E+01 o 2.0E+01 o 2.0E+01 o 2.0E+01 o 2.0E+01 A 

ffl 6.6E-01 5.8E-01 o 2.9E-01 A 3.6E+00 T 2.1E+00 T 4.8E+00 T 3.4E+00 T 3.7E+00 T 6.7E+00 T 1.1E+00 T 5.2E+00 T 
n o 4.2E-03 0.0 A 1.0E-08 A 1.2E-02 T 1.0E-01 T 3.0E-01 T 4.0E-02 T 3.7E-01 T 1.5E-02 T 4.9E-02 T 3.1E-02 T 
f l l 9.6E-01 3.3E-01 A 4.8E-01 A 3.6E+00 T 4.8E+00 T 1.1E+01 T 2.7E-01 A 1.6E+00 T 6.3E+00 T 1.1E+00 o 1.6E+01 T 
f l 2 1.1E+00 9.8E-02 A 2.3E-01 A 1.3E+01 T 4.4E+00 T 1.4E+01 T 6.4E+00 T 1.2E+01 T 1.8E+01 T 8.2E+00 T 1.5E+01 T 
f l 3 2.0E+00 3.1E-01 A 3.3E-01 A 2.6E+01 T 5.5E+00 T 2.1E+01 T 1.0E+01 T 2.3E+01 T 3.6E+01 T 1.2E+01 T 3.1E+01 T 
f l 4 7.4E+01 2.7E+01 A 5.1E+01 o 1.0E+02 o 6.4E+02 T 8.3E+02 T 2.7E+01 A 2.1E+02 T 2.2E+02 T 2.2E+02 T 1.0E+03 T 
f l 5 1.5E+02 2.2E+01 A 4.4E+01 A 6.2E+02 T 5.2E+02 T 7.7E+02 T 8.3E+02 T 5.4E+02 T 1.0E+03 T 1.1E+03 T 9.0E+02 T 
f l6 1.1E+00 1.2E+00 o 3.7E-01 A 1.6E-01 A 7.0E-01 A 5.0E-01 A 1.3E+00 T 1.1E+00 o 2.9E-01 A 1.0E+00 A 5.7E-01 A 
f l 7 2.4E+01 1.1E+01 A 1.1E+01 A 1.0E+01 A 1.7E+01 A 1.9E+01 A 1.1E+01 A 1.1E+01 A 1.6E+01 A 1.8E+01 A 1.9E+01 A 
f l8 2.6E+01 1.1E+01 A 1.1E+01 A 3.0E+01 T 1.8E+01 A 1.8E+01 A 1.9E+01 A 2.2E+01 A 4.2E+01 T 3.2E+01 T 2.1E+01 A 
f l9 8.3E-01 6.5E-01 A 7.0E-01 A 8.1E-01 o 8.0E-01 o 9.0E-01 o 5.3E-01 A 6.1E-01 A 7.3E-01 o 1.1E+00 T 8.8E-01 o 
f20 2.1E+00 2.8E+00 T 2.7E+00 T 4.2E+00 T 2.5E+00 T 3.4E+00 T 3.2E+00 T 2.8E+00 T 4.1E+00 T 2.4E+00 T 3.6E+00 T 
f21 4.0E+02 3.7E+02 A 2.2E+02 A 1.6E+02 A 4.0E+02 o 4.0E+02 o 2.9E+02 A 3.0E+02 A 2.9E+02 A 3.7E+02 A 4.0E+02 o 
f22 3.6E+01 7.3E+01 T 1.7E+02 T 2.4E+02 T 4.7E+02 T 9.1E+02 T 9.4E+01 T 2.4E+02 T 3.3E+02 T 2.2E+02 T 1.3E+03 T 
f23 4.8E+01 8.6E+01 T 4.1E+01 o 8.4E+02 T 3.5E+02 T 9.1E+02 T 9.3E+02 T 6.9E+02 T 1.5E+03 T 9.8E+02 T 1.3E+03 T 
f24 2.0E+02 2.1E+02 T 1.3E+02 A 1.2E+02 A 2.0E+02 o 2.1E+02 T 2.1E+02 T 2.1E+02 T 1.9E+02 o 2.0E+02 o 2.2E+02 T 
f25 2.0E+02 2.1E+02 T 1.9E+02 A 1.9E+02 o 2.0E+02 T 2.1E+02 T 2.2E+02 T 2.0E+02 T 2.2E+02 T 2.0E+02 T 2.1E+02 T 
f26 1.0E+02 2.0E+02 T 1.2E+02 T 1.6E+02 T 1.1E+02 o 2.0E+02 T 2.0E+02 T 1.4E+02 T 1.7E+02 T 1.7E+02 T 1.8E+02 T 
f27 3.0E+02 4.5E+02 T 3.3E+02 T 3.1E+02 T 3.0E+02 o 3.4E+02 T 4.4E+02 T 3.7E+02 T 3.8E+02 T 3.4E+02 T 4.4E+02 T 
f28 3.1E+02 3.0E+02 A 2.2E+02 A 2.1E+02 A 3.0E+02 A 3.0E+02 o 2.9E+02 A 3.2E+02 o 2.9E+02 o 2.9E+02 A 4.1E+02 T 

5 = 7 5 = 5 5 = 13 5 = 14 5 = 18 5 = 13 5 = 18 5 = 16 5 = 15 5 = 17 
( R A ) 1 = 2 / = 3 1 = 4 1 = 6 1 = 4 1 = 2 1 = 4 1 = 4 1 = 4 1 = 2 

W = 19 W = 20 W = 11 W = 8 W = 6 W = 13 W = 6 W = 8 W = 9 W = 9 



Tabulka 5.18: Výsledky n a v r ž e n é h o algori tmu m C E D A na sadě C E C 2013. 

(a) pro 10 dimenzí 

Best Median Worst Average Std.dev 
f l 0.00 0.00 5.81E+00 2.76E-01 9.86E-01 
£2 5.24E+01 3.01E+03 1.93E+04 3.92E+03 3.51E+03 
£3 4.29E+01 8.56E+05 3.83E+07 4.54E+06 8.58E+06 
f4 2.51E+01 2.41E+02 1.01E+03 3.25E+02 2.22E+02 
fó 0.00 1.11E-05 2.51E+01 1.65E+00 4.76E+00 
f6 0.00 0.00 1.06E+01 8.00E-01 2.44E+00 

n 1.29E-04 8.45E-03 1.76E-01 2.45E-02 3.81E-02 
s 2.02E+01 2.04E+01 2.05E+01 2.04E+01 6.32E-02 
ffl 3.86E-03 9.84E-01 2.46E+00 6.60E-01 6.70E-01 
n o 0.00 0.00 5.17E-02 4.16E-03 1.04E-02 
f l l 0.00 9.95E-01 2.98E+00 9.58E-01 7.62E-01 
f l2 0.00 9.95E-01 3.98E+00 1.13E+00 1.12E+00 
f l3 0.00 1.99E+00 7.71E+00 2.03E+00 1.27E+00 
f l4 1.95E-01 1.55E+01 5.28E+02 7.41E+01 1.18E+02 
f l5 3.48E+00 1.35E+02 5.37E+02 1.51E+02 8.64E+01 
f l6 6.50E-01 1.14E+00 1.49E+00 1.13E+00 2.11E-01 
f l7 1.61E+01 2.29E+01 3.14E+01 2.35E+01 3.53E+00 
f l8 1.63E+01 2.69E+01 3.03E+01 2.62E+01 2.80E+00 
f l9 4.94E-01 8.05E-01 1.38E+00 8.34E-01 1.84E-01 
f20 1.45E+00 2.02E+00 3.41E+00 2.07E+00 4.01E-01 
f21 4.00E+02 4.00E+02 4.00E+02 4.00E+02 1.08E-05 
f22 1.12E+01 2.51E+01 2.45E+02 3.64E+01 3.39E+01 
f23 1.82E+01 3.46E+01 2.47E+02 4.77E+01 3.82E+01 
f24 2.00E+02 2.00E+02 2.01E+02 2.00E+02 1.40E-01 
f25 2.00E+02 2.00E+02 2.02E+02 2.00E+02 4.16E-01 
f26 1.00E+02 1.01E+02 1.03E+02 1.01E+02 7.71E-01 
f27 3.00E+02 3.00E+02 3.00E+02 3.00E+02 3.54E-02 
f28 3.00E+02 3.09E+02 3.70E+02 3.14E+02 1.61E+01 

(b) pro 30 dimenzí (c) pro 50 dimenzí 

Best Median Worst 
.75E+03 
72E+06 
82E+08 
53E+02 
65E+02 

2.81E+03 
5.03E+06 
2.37E+09 
1.17E+03 
5.02E+02 

4.29E+03 
1.20E+07 
7.39E+09 
5.54E+03 
9.38E+02 

.87E+01 
17E+01 
07E+01 
77E+00 
32E+02 
41E+01 
39E+01 
87E+01 
83E+02 
96E+02 
76E+00 
68E+01 
82E+01 
37E+01 
83E+00 

1.17E+02 
2.62E+01 
2.10E+01 
1.03E+01 
2.25E+02 
5.80E+01 
5.84E+01 
1.09E+02 
5.97E+02 
9.50E+02 
2.48E+00 
4.55E+01 
1.74E+02 
1.73E+02 
1.06E+01 

1.98E+02 
4.75E+01 
2.10E+01 
1.53E+01 
3.48E+02 
8.67E+01 
8.60E+01 
1.73E+02 
1.39E+03 
1.76E+03 
3.13E+00 
5.99E+01 
1.92E+02 
4.93E+02 
1.14E+01 

90E+02 
82E+02 
99E+02 
21E+02 
09E+02 
OOE+02 
32E+02 
56E+02 

5.21E+02 
5.19E+02 
1.09E+03 
2.30E+02 
2.33E+02 
2.00E+02 
5.25E+02 
8.84E+02 

9.29E+02 
1.16E+03 
6.14E+03 
2.44E+02 
3.47E+02 
3.13E+02 
6.20E+02 
1.63E+03 

Average Std.dev 
2.87E+03 
5.35E+06 
2.56E+09 
1.31E+03 
5.26E+02 

5.53E+02 
1.98E+06 
1.42E+09 
8.22E+02 
1.46E+02 

1.24E+02 
2.75E+01 
2.09E+01 
1.02E+01 
2.29E+02 
5.59E+01 
5.92E+01 
1.13E+02 
6.22E+02 
9.52E+02 
2.46E+00 
4.56E+01 
1.71E+02 
1.84E+02 
1.06E+01 

2.89E+01 
8.73E+00 

5.94E-02 
1.70E+00 
4.89E+01 
1.25E+01 
1.15E+01 
2.75E+01 
2.54E+02 
2.49E+02 

2.87E-01 
5.09E+00 
1.81E+01 
1.04E+02 
5.45E-01 

5.49E+02 
5.45E+02 
1.15E+03 
2.31E+02 
2.43E+02 
2.02E+02 
5.32E+02 
8.73E+02 

1.08E+02 
2.06E+02 
7.78E+02 
5.68E+00 
2.76E+01 
1.56E+01 
3.64E+01 
3.38E+02 

(i 

7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
11 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
21 
25 
26 
27 
28 

Best Median Worst 
24E+03 
21E+06 
03E+09 
58E+02 
83E+02 

6.77E+03 
1.75E+07 
8.83E+09 
2.03E+03 
9.04E+02 

9.95E+03 
3.14E+07 
2.16E+10 
4.86E+03 
1.38E+03 

89E+02 
69E+01 
09E+01 
21E+01 
20E+02 
09E+02 
23E+02 
28E+02 
l l E + 0 2 
45E+03 
39E+00 
01E+02 
53E+02 
53E+02 
49E+01 

2.98E+02 
3.99E+01 
2.11E+01 
2.70E+01 
6.62E+02 
1.41E+02 
1.64E+02 
2.74E+02 
1.92E+03 
3.69E+03 
3.29E+00 
1.28E+02 
3.54E+02 
1.62E+03 
1.98E+01 

3.88E+02 
4.92E+01 
2.12E+01 
3.30E+01 
1.02E+03 
1.83E+02 
2.16E+02 
3.50E+02 
3.29E+03 
5.18E+03 
3.97E+00 
1.72E+02 
3.82E+02 
5.26E+03 
2.09E+01 

52E+02 
76E+02 
25E+03 
69E+02 
41E+02 
01E+02 
18E+02 
20E+03 

1.59E+03 
2.07E+03 
3.76E+03 
2.98E+02 
4.42E+02 
3.52E+02 
1.08E+03 
1.73E+03 

2.73E+03 
3.52E+03 
5.31E+03 
3.20E+02 
5.14E+02 
3.73E+02 
1.27E+03 
4.20E+03 

Average Std.dev 
6.80E+03 
1.84E+07 
9.42E+09 
2.12E+03 
9.23E+02 

9.73E+02 
5.22E+06 
3.37E+09 
9.23E+02 
1.66E+02 

2.97E+02 
3.98E+01 
2.11E+01 
2.69E+01 
6.64E+02 
1.42E+02 
1.65E+02 
2.76E+02 
1.88E+03 
3.62E+03 
3.28E+00 
1.29E+02 
3.48E+02 
1.69E+03 
1.93E+01 

3.94E+01 
5.07E+00 
4.49E-02 

2.23E+00 
1.08E+02 
1.75E+01 
1.74E+01 
2.70E+01 
5.36E+02 
5.28E+02 
3.30E-01 

1.53E+01 
4.11E+01 
8.03E+02 
1.33E+00 

1.71E+03 
2.20E+03 
3.75E+03 
2.99E+02 
4.37E+02 
3.42E+02 
1.09E+03 
1.85E+03 

4.53E+02 
6.12E+02 
7.10E+02 
9.82E+00 
5.02E+01 
3.72E+01 
8.91E+01 
4.50E+02 
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O b r á z e k 5.18: P r ů b ě h evoluce algori tmu m C E D A na sadě C E C 2013, 10 d imenz í (svislá 
osa - chybová funkce, v o d o r o v n á osa - p o č e t evaluací ) . 
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K a p i t o l a 6 

Závěr 

H l a v n í m cí lem t é t o d i se r t ačn í p r á c e bylo prozkoumat, jak ú č i n n ý m n á s t r o j e m m ů ž e bý t 
použ i t í kopul í v p r a v d ě p o d o b n o s t n í m modelu a l g o r i t m ů E D A ve spo jen í s mig rac í p r a v d ě 
p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů ; jak navrhnout efekt ivní evoluční algoritmus na báz i E D A . 

V p o č á t e č n í fázi m é h o d o k t o r s k é h o studia mne motivovala idea využ i t í kopul í v evoluč
ních algoritmech E D A . D r u h ý m in sp i r ačn ím zdrojem byla paralelizace v ý p o č t u evolučního 
algori tmu p o m o c í o s t rovn ího modelu populace. 

J e d n í m z d ů v o d ů pro použ i t í kopul í byla ú spěšnos t jejich použ i t í ve finančnictví př i 
odhadech vývoje akciových t r h ů a s ledování inves t ičních r iz ik. Jde však n u t n é poznamenat, 
že jde o dvě dosti odl išné aplikace kopul í . Z a t í m c o ve finančnictví jde vě t š inou o mode lován í 
s t a t i ckých dat a l imitovanou predikci vývoje; jde u a lg o r i tmů E D A o d y n a m i c k ý proces 
evoluce d a t o v ý c h struktur a jejich mode lován í s cí lem nalezení e x t r é m u asoc iované účelové 
funkce. 

6.1 Teorie kopulí 

P o č á t e č n í čás t je věnována popisu teorie kopul í v t a k o v é m rozsahu a s t r u k t u ř e , k t e r ý nepo
míjí p o d s t a t n é informace, ale p ř i t o m reflektuje s t anovené cíle. V kapitole 2.4 jsem p o d r o b n ě 
rozvinul odvozen í klas ických formulí pro proces vzorkování Gaussovy kopule a uvedl efek
t ivn í metody pro vzorkování e l ip t ických a a r ch imédovských kopul í využívaj íc í Choleského 
dekompozice, respektive inverzní Laplaceovy transformace. 

6.2 Přeh led algori tmů E D A 

V kapitole 3 je uveden p řeh led existuj ících a l g o r i t m ů E D A . Nejprve je proveden přeh led 
klas ických a lgo r i tmů E D A s grafovými p r a v d ě p o d o b n o s t n í m i modely. Dá le jsou zde p o p s á n y 
p ř í s t u p y k p a r a l e l n í m u evo lučn ímu algori tmu. 

Samostatnou čás t í je p řeh led a lg o r i tmů E D A využívaj íc ích kopule ( C E D A ) (kap. 3.2). 
Č á s t a l go r i tmů C E D A se zaměřu je na použ i t í dvoud imenz ioná ln í ch kopul í jako s t avebn ích 
p r v k ů v grafových modelech (C-vine, D-vine nebo hierarchické a rch imédovské kopule). P r o 
koncepci a lgori tmu s mig rac í m o d e l ů se jev í jako efektivnější použ i t í v íced imenz ioná ln ích 
kopulí , v t é t o oblasti v ý r a z n ě převažuj í el ipt ické kopule. 

O t e v ř e n ý m p r o b l é m e m ř a d y pub l ikovaných č l ánků je z d ů v o d n ě n í volby v h o d n é kopule 
a dá le n e d o s t a t e č n é t e s tován í výkonnos t i nav ržených a lgo r i tmů . Č a s t o je použ i t m a l ý poče t 
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t es tovac ích ú loh a odl i šné tes tovac í p o d m í n k y - je proto ob t í žné u s k u t e č n i t spravedl ivé 
p o r o v n á n í rozd í lných a lgo r i tmů na zák ladě pub l ikovaných výs ledků . 

Součás t í kapi toly je i p řeh led použ ívaných tes tovacích ú loh vče tně j e d n o t n é metodiky 
a dá le popis p o s t u p ů pro s ta t i s t i cké p o r o v n á v á n í výkonnos t i r ůzných a lgo r i tmů . 

6.3 Návrh paralelního algoritmu m C E D A 

J á d r e m disertace je 4. a 5. kapi tola . K a p i t o l a 4 se zabývá n á v r h e m algori tmu m C E D A 
(= migrat ing Copula-based Es t ima t ion of Dis t r ibu t ion Algor i thm) . Pa ra l e ln í algoritmus 
m C E D A je rozdě len na dvě čás t i , na sekvenční j á d r o a na pa ra le ln í čás t s mig rac í m o d e l ů 
mezi ostrovy. 

Sekvenční j á d r o je n a v r ž e n o tak, aby p ř i v ý s t a v b ě p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu bylo 
m o ž n é p o u ž í t a r ch imédovské i e l ipt ické kopule. S t í m souvisela volba v h o d n é metodiky pro 
v ý p o č e t jejich p a r a m e t r ů - p o u ž í v á m kore lační koeficient Kendal lovo r , k t e r ý umožňu je 
j e d n o z n a č n o u transformaci na parametry zvoleného typu kopule. P r o v ý p o č e t p a r a m e t r ů 
marg iná ln í ch rozdělení jsem použ i l klasickou M L E opt imalizaci , jako m a r g i n á l n í rozdělení 
bylo použ i t o n o r m á l n í rozdělení . 

V pa ra le ln í čás t i je ř e šena ú l o h a migrace p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů a jejich kom
binace na r e z i d e n t n í m os t rově . Kombinace p r a v d ě p o d o b n o s t n í c h m o d e l ů pro spo j i t é ú lohy 
je zcela nová ze jména na ú rovn i kopul í , kde v r á m c i své p r á c e prezentuji or ig ináln í řešení . 
P ř i t v o r b ě p r a v d ě p o d o b n o s t n í h o modelu v y u ž í v á m v ý h o d u jeho separace na model závis
losti mezi p r o m ě n n ý m i , r ep rezen tovaný kopul í , a model nezávis lých m a r g i n á l n í c h rozdělení . 
Z a t í m c o pro kombinace kore lačních koeficientů r a pro parametr m a r g i n á l n í h o rozdělení \x 
je p o u ž i t z á k l a d n í a d a p t a č n í vztah, parametr rozptylu a je d á n složitější funkcí, k t e r á je 
a d e k v á t n í vztahu pub l ikovaného v [26]. 

6.4 Provedené experimenty 

D ů l e ž i t ý m úko lem bylo t a k é na lezen í p a r a m e t r ů n a v r ž e n é h o pa ra l e ln ího algori tmu m C E D A , 
aby dosahoval co nej lepší výkonnos t i . V kap. 5.1 jsem prozkoumal v l iv sedmi kl íčových 
p a r a m e t r ů , k t e r é spada j í do dvou skupin - parametry sekvenční čás t i a parametry vyplý
vající z paralelizace: typ kopule, velikost populace, velikost selekce, obnova populace, poče t 
os t rovů , perioda migrac í , k o m u n i k a č n í topologie. J edno t l i vé varianty algori tmu jsou porov
návány p o m o c í série Wi lcoxonových d v o u v ý b ě r o v ý c h t e s t ů a Friedmanovy m u l t i n á s o b n é 
komparace. Tuto a n a l ý z u jsem provádě l pro soubor C E C 2013 s 28 t e s tovac ími ú l o h a m i 
a na s adě šest i č a s to použ ívaných klas ických tes tovac ích ú loh ( rozhodný v l iv měly experi
menty pro rozsáhlejš í t e s tovac í soubor ú loh C E C 2013). 

Nás l edně jsem finálně n a s t a v e n ý algoritmus m C E D A porovnal s evo lučn ími algori tmy 
j iných a u t o r ů . Nejprve jsem (v kap. 5.2.1) provedl s r o v n á n í s algori tmy E D A využívaj íc ími 
kopule - algoritmus m C E D A o s t a t n í k o m p a r o v a n é algori tmy v ý z n a m n ě p řekonává . Toto 
s rovnán í je u s k u t e č n ě n o na s adě klas ických úloh. 

Provedl jsem též s r o v n á n í m C E D A s algori tmy využívaj íc ími rozd í lná evoluční para
digmata (kap. 5.2.2). P ro tyto algori tmy byly d o s t u p n é výs ledky pro z n á m o u sadu ú loh 
C E C 2013, což z n a č n ě př i spě lo k v ý z n a m n o s t i s t a t i s t i cké komparace s n a v r ž e n ý m algorit
mem m C E D A . Sada C E C 2013 se sk l ádá ze t ř í t y p ů ú loh . N e j j e d n o d u š š í m typem úloh 
v s adě jsou u n i m o d á l n í úlohy, pro něž je algoritmus m C E D A p ř e k o n á n o s t a t n í m i algoritmy. 
D r u h ý m typem jsou m u l t i m o d á l n í ú lohy - pro něž je nav ržený algoritmus lepší než vě t š ina 
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os t a tn í ch , vy jma a l g o r i t m ů typu C M A - E S . T ř e t í m typem úloh jsou složené úlohy, pro něž 
dokáže n a v r ž e n ý algoritmus m C E D A p ř e k o n a t i algori tmy typu C M A - E S . 

Je tedy ev iden tn í , že n a v r ž e n ý algoritmus m C E D A je efekt ivní z e jména pro komplexn í 
op t ima l i začn í úlohy. Z tohoto zj ištění vyplývaj í n á v r h y u v e d e n é v kapitole 6.5, k t e r é lze 
c h á p a t jako dalš í m o ž n á o b o h a c e n í p o u ž i t é koncepce m C E D A . 

6.5 Další možná rozšíření práce 

Koncepce d i se r t ačn í p r á c e je postavena tak, aby se projevila kapaci ta z á k l a d n í a lgor i tmické 
s truktury bez p ř í p a d n é hybridizace a dalš ích p ř í d a v n ý c h technik. Vzhledem k d o s a ž e n ý m 
v ý s l e d k ů m a problematice konvergence u n ě k t e r é h o typu ú loh je zře jmé, že bude v h o d n é 
něk t e r é techniky zlepšující konvergenci zavést : 

1. Použ í t kombinaci ana ly t i ckých m a r g i n á l n í c h rozdělení a n e p a r a m e t r i c k ý c h rozdělení 
typu kernel, k t e r á u s n a d n í řešení p r o b l é m ů ze jména s a s y m e t r i c k ý m def iničním obo
rem t e s tovaných funkcí. 

2. Implementovat upravenou techniku C T - A V S (Correlation-Triggered Adapt ive V a r i 
ance Scaling) [31] pro modifikaci rozptylu m a r g i n á l n í c h rozdělení na zák ladě korelace 
mezi tvarem tes tovac í funkce a tvarem m a r g i n á l n í h o rozdělení . 

3. V p ř í p a d ě detekce p ř e d č a s n é konvergence zavést fenomén m a s i v n í mutace, p o p ř . čás
t ečný restart algoritmu. 

4. Použ í t d y n a m i c k é nas t avován í n ě k t e r é h o ř íd íc ího parametru, n a p ř . populace jako je 
tomu u I P O P - C M A - E S algori tmu. 
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Příloha A 

Obsah přiloženého C D 

• HyrsDR.pdf - tento text (e lek t ron ická verze) 

• HyrsDR-print.pdf - tento text (verze pro tisk) 

• publikace/ - e lek t ronické verze pub l ikac í 

• data/ - výs ledky e x p e r i m e n t ů 

• program/ - zdrojové k ó d y i m p l e m e n t o v a n é h o algori tmu m C E D A 

• latex/ - zdrojové k ó d y tohoto textu 
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