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Uvod

Jak uz je z nazvu patrné, v této bakalarské praci se budu zabyvat aplikacemi
diferencidlnich rovnic 1 . fadu v ekonomii. Toto téma mé zaujalo na prvni po-
hled, protoze ukazuje, jak je mozné teoretické poznatky ziskané o diferencialnich
rovnicich vyuzit v praxi.

Dulezité je poznamenat, ze ekonomie neni rozhodné jedinou oblasti, kde se
s diferencialnimi rovnicemi muzeme setkat. A tak, ackoli se v této praci budu
zabyvat aplikacemi v ekonomii, aspon nastinim, v jakych védach a odvétvich
jsou diferencialni rovnice aplikovany.

Hlavnim cilem mé bakalaiské prace je prohloubit si znalosti z oblasti dife-
rencialnich rovnic a ptredstavit nékteré vyznamné ekonomické modely, kde se s
diferencialnimi rovnicemi pracuje. Vérim, ze prace bude velmi dobie slouzit vsem
zdjemcum o praktickou ukazku aplikace toho, co se béhem svého studia nauci
pouze teoreticky:.

Cela prace bude rozdélena do dvou kapitol, které budou dale déleny na pod-
kapitoly. Prvni kapitola - zamétend na teorii - shrnuje zédkladni definice a pojmy,
které jsou dulezité pro pochopeni principu tvorby diferencidlnich rovnic a pro
feSeni téchto rovnic. Po nich nésleduji samotné typy diferencidlnich rovnic 1.
radu, jako jsou rovnice se separovatelnymi proménnymi a linedrni diferencialni
rovnice. U kazdého typu je podrobné vysvétlen obecny postup feSeni, a také je
uveden kratky priklad praktického vyuziti v ekonomii.

Ve druhé kapitole podrobné rozeberu nékolik dulezitych ekonomickych mo-
delu. Konkrétné se budu zabyvat modely tykajici se teorie rustu, produkénich

funkci a rovnovahy mezi nabidkou a poptavkou.



Kapitola 1

Diferencialni rovnice 1. radu

V mnoha praktickych tlohéach se pracuje s myslenkou nalezeni funkce, ktera
je popsana pomoci svych derivaci prostiednictvim tzv. diferencidalni rovnice.

Nemusime se omezovat pouze na oblast ekonomie. S touto myslenkou se hojné
setkavame ve fyzice (most zavéseny na lané, vrh télesem svisle dolu), v chemii
(rozpad radioaktivniho prvku v case, tepelnd vyména), mechanice, pruznosti,
pevnosti, elektrotechnice a napf. i v otdzkéch o rustu populaci (logistickd rovnice,
exponencidlni rust populace).

Diferencialni rovnice jsou dnes aplikovany v modelovani pohybu a zmén ve
vsech oblastech védy. Teorie diferencidlnich rovnic se stala nutnym nastrojem
ekonomické analyzy zvlasté od doby, kdy se pocitace staly bézné dostupnymi.

P1i tvorbé této tvodni kapitoly byly pouzity zdroje [1], [2], [5], [7], [3].

1.1. Uvodni motivaéni priklad

Diferencialni rovnice vyjadiuje hodnotu zmény aktualniho stavu jako funkci
aktualniho stavu. Jednoduse muzeme tento typ zavislosti ilustrovat na hrubém
domécim produktu (HDP) v prubéhu casu.

Uvazujme x jako stav HDP v ekonomii. Hodnota zmény HDP je imérnd k

soucasnému HDP, tj.

Z(t) =g - x(t), (1)

kde ¢ znamend cas, x'(t) je derivace funkce x podle proménné t a g = =0 I€
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rychlost (tempo) rustu HDP.

Reseni rovnice (1) lze vyjadiit ve tvaru
z(t) = 2(0) - &9t (2)

a lze jej ekonomicky interpretovat takto: Pokud je g zaporné, HDP exponencialné
klesda, pokud je g kladné, HDP exponencialné roste.

Je rozumné se domnivat, ze mira rustu je v praxi ovlivnéna mnoha faktory
jako napt. aktualnim stavem ekonomického systému, mezindrodnim prostiedim
a mnoho dalsimi podminkami. To znamen4, Ze mira rustu g by méla mit kompli-

kovangjsi formu g(x,t). Ekonomicky rust je pak popsan rovnici

/() = g(z(t),t) - x(t), (3)

ktera obecné neni jednoduse explicitné fesitelna.

1.2. Definice zakladnich pojmu

V této césti prace si nadefinujeme nékolik zékladnich pojmt a definic z teorie

diferencialnich rovnic, které se budou vyskytovat také ve druhé ¢ésti této préce.

Definice 1. Obycejnou diferencidlni rovnici (strucné ODR, diferencidlni rovnict,

DR) 1. fadu s nezndmou x(t) rozumime rovnici tvaru
F(t x(t),2'(t)) =0, (4)
kde F' je funkce definovand na mnoziné G C R3 at € J C R.

Obycejné diferencialni rovnice 1. fadu muzeme chapat jako rovnice, ve kterych
se vyskytuji neznamé funkce jedné proménné a také prvni derivace téchto funkci
(zaddné derivace vyssich fadu). Jejich fesenim jsou funkce jedné nezévisle proménné,
kterou obvykle znacime ¢ (ta vétsinou znamend cas). Hledané feseni x(t) v ndmi
uvazovanych pripadech obvykle znaci ekonomickou veli¢inu, kterd se méni v case.

Z toho duvodu povazujeme x(t) za zdvisle proménnou.

Definice 2. Funkce z(t) je resenim rovnice (4) na intervalu J, jestlize
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e cuistuje derivace x'(t) pro vsechna t € J,
o vyraz F(t,x(t),2'(t)) je definovdn pro vsechna t € J,
o rouvnice (4) plati pro vsechna t € J.

Zjednodusené muzeme fict, ze funkce, ktera vyhovuje dané rovnici na néjakém

intervalu, se nazyva feSenim obycejné diferencialni rovnice.

Poznamka 1. Neexistuji pouze obycejné diferencidlni rovnice, ale také parcidlni

diferencidlni rovnice. Jaky je mezi nimi rozdil?

o Obycejné diferencidlni rovnice jsou takové rovnice, kde neznamd funkce je
funkci jedné nezavisle proménné a derivace nezndmé funkce je obycenou

derivact.

e Parcidlni diferencidlni rovnice jsou naopak takové rovnice, kde mezndmd
funkce je funkci vice proménnych a jeji derivace jsou parcidlnimi deriva-

cema.

My budeme pracovat pouze s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemsi, proto mizZeme

vynechat slovo “obycemny” a tikat pouze diferencidlni rovnice”.

Definice 3. Necht ty, xq jsou redlnd cisla. Pocdtecni (také Cauchyovou) ilohou

nazgvame ulohu najit resent rovnice (4), které spliuje pocatecni podminku

Resenim pocdtecni ilohy (4), (5) tak rozumime funkci, kterd spliiuje podminku (5)

a je na néjakém intervalu obsahugjicim bod to Tesenim rovnice (4).

Poznamka 2. (Obecné a partikuldrni reseni) MnozZinu vech teseni diferencidlnid
rovnice (4) nazgvame obecné teseni. Obecné rTesend je predpis zdvisejici na pa-
rametru C'. Volbou tohoto parametru dostaneme jedno konkrétni tesent, které
nazyvame partikuldarni resend.

O obecném resent tedy mluvime, podari-li se najit néjaky univerzdlni vzorec, ktery

obsahugje vsechna partikuldrni resent.
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1.3. Existence a jednoznacnost reseni Cauchyovy
ulohy

Z predchozi kapitoly jiz vime, ze obycejna diferencidlni rovnice 1. fadu se
implicitné zapise ve tvaru (4). V nékterych pripadech lze z této rovnice osamo-
statnit prvni derivaci z’(t) neznamé funkce x(t) a diferencidlni rovnice pak bude

vyjadrena explicitné ve tvaru
2(t) = f(t,z(t)),t € J CR. (6)
Jaké hlavni problémy nas zajimaji v souvislosti s diferencialnimi rovnicemi?

e Nejprve nas zajimd, zda méa dand pocatecni (Cauchyova) tloha feseni.

Pokud ma teseni, tak fesime, zda je toto feSeni urceno jednoznacné.

Také nas vzdy musi zajimat, na jakém intervalu je toto feseni definovano.

V posledni fazi pak tesime, jakym zpusobem je mozné feseni Cauchyovy

ulohy nalézt.

Uvazujme tedy Cauchyovu pocatecni ulohu v explicitnim tvaru, tj. tdlohu, kde

chceme nalézt Teseni problému
Y1) = f(t,a(0), ;
Ju 7

x(tg) = o.

Bude nés zajimat, za jakych podminek bude mit pocateéni tloha feSeni a
v jakém piipadé muzeme toto reSeni povazovat za jednozna¢né. Kritéria, podle
kterych budeme rozhodovat, nam prinaseji nasledujici véty o podminkach pro

existenci a jednoznacnost feseni Cauchyovy tlohy.

Véta 1. (Existencni) Necht f(t,x(t)) je funkce spojitd na oteviené mnoziné M =
M; X My C R2. Pak md Cauchyova poédtecéni tiloha (7), kde (to, o) € M, alespor
jedno teseni definované na néjakém otevreném intervalu J C M.

Diikaz. Dukaz této véty lze dohledat napt. v [2]. O
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Prvni véta tedy popisuje, kdy existuje alespon jedno feSeni pocatecni ulohy
definované na néjakém intervalu. Téchto feseni muze byt i nékone¢né mnoho. V

nasledujici vété je uvedeno, co garantuje, aby byla zaruc¢ena jednoznacnost feseni.

Véta 2. (O existenci a jednoznacnosti veseni) Necht f(t,x(t)) je spojitd na
oteviené mnoziné M C R? a v kazdém bodé (to, xo) mnoZiny M je splnéna lokdlni

Lipschitzova podminka vzhledem ke 2. promenné, tj. existuje L > 0 tak, Ze plati

|f(t, 1) = f(t,22)] < L+ |2y — a9 (8)

pro kazdé dva body (t,x1), (t,x9) z néjakého okoli U bodu (ty,xq). Pak pro libo-

volny bod (to,zo) € M ma Cauchyova tloha (7) prdvé jedno resent.
Diikaz. Diukaz této vety lze dohledat napt. v [2]. O

Poznamka 3. Md-li funkce f(t,x) parcidlni derivaci podle proménné x, pak je
Lipschitzova podminka implikovdina sndze ovéritelnou podminkou o lokdlni ome-

zenosty g—f.
T

1.4. Typy diferencialnich rovnic 1. fadu

Existuje nékolik ruznych typu diferencialnich rovnic a kazdy vyzaduje trochu
jiny postup. Jestlize chceme uspésné tesit diferencidlni rovnice, je tfeba zejména
poznat, jakého typu je dand rovnice, a také znat postup teseni.

J& se ve svém praci zamérim na dva zédkladni typy diferencialnich rovnic

1. tadu, o kterych se bézné prednasi na vysoké skole.

1.4.1. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Separaci proménnych lze provést pouze u tzv. separovatelnych rovnic. Se-
parovatelna rovnice je takova rovnice z/(t) = f(t,z(t)), jejiz pravou stranu lze
vyjadrit jako soucin funkei g(t)-h(z(t)), neboli, Ze lze v rovnici separovat (oddélit)

promeénneé.
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Definice 4. Diferencidalni rovnici, kterd je ve tvaru

nazyvame obycenou diferencidlni rovnici se separovanymi promeénnymi.

Déle budeme predpokladat, ze g a h jsou spojité funkce na néjakych otevienych
intervalech a h(xz(t)) # 0 pro kazdé t z daného intervalu.
Potom je zarucena existence feSeni a toto feSeni ziskame takto:

dz() a muzeme psat dx(t) = g(t)h(x(t)).

Namisto 2/(t) dosadime z'(t) =
Nyni separujeme proménné, tedy na jednu stranu dame vSechny ¢leny s x a

na druhou stranu vsechny zbylé ¢leny a vyjde

= g(t) dt. (10)

Cely tento vztah zintegrujeme:

dx(t)
/ W((t) / g(t) dt. (1)

Vyraz gy ( 7 integrujeme podle x(t) a obecné vyjde primitivni funkce H (z(t)).

Funkei g(t) integrujeme podle ¢ a obecné vyjde primitivni funkce G(t). Rovnici

tak muzeme prepsat takto:
H(z(t) +c1 = G(t) + e (12)

kde c1,co € R jsou integracni konstanty. Jesté presuneme konstanty na jednu

stranu a napiseme je jako jednu novou integracni konstantu c, tj.

H(z(t)) = G(t) + c. (13)
Cely postup jsme provedli za predpokladu, ze h(z(t)) # 0, protoze v (11) jsme
delili touto funkei A(x(t)). Musime tedy vysetfit, co se stane, pokud h(z(t)) = 0.V

t) =

t

takovém piipadé déleni provést nemuzeme a do rovnice (9) dosadime h(x(t)
Pokud mé rovnice h(z(t)) = 0 néjaké feseni x(t) = o € R (tedy z(t) je na
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celém intervalu konstantni s hodnotou ), potom je konstatni funkce z(t) =

fesenim rovnice (9). To muzeme dokazat, kdyz do (9) dosadime:

r'(t) = g(t) - h(=(t))

Misto x(t) dosadime x

Derivace konstanty (xg) je 0 :
0=g(t)-0=0

Vsechny nulové body funkce h nam tedy urcuji konstatni feseni diferencialni
rovnice.

Za obecné feseni rovnice (9) budeme povazovat obecné feseni (13), které do-
plnime o nulové body (body, které spliuji rovnici A(z(t)) = 0).

Jeden z moznych ptikladu vyuziti separovatelnych rovnic v praxi je v modelech
ucenti.
Priklad 1. Jakmile zaméstnanec nastoupi na movou pozici, musi se mejprve
mnoho véci naucit. Musi se sezndmit s novym prostredim, vybavenim i cinnostmi,
které se po ném budou poZadovat. KaZdy zaméstnanec se novou prdaci nauci
za ruzné dlovhou dobu. Zaméstnavatelé proto pro mové zameéstnance organizuji
skolend.
Predpokladejme, ze q(t) € (0,1) predstavuje relativni mnozstvi ¢innosti a in-
formact, které jiz zameéstnanec v case t na novém misté ovladd. Nyni budeme
wvazovat casovy interval délky T > 0, po ktery se movy zaméstnanec uci nové
informace. Budeme predpoklddat linedrni zdavislost, tedy ¢im delsi je interval, tim
vice latky se zameéstnanec nauci. Zaroven také ¢im déle se cinnost uci, tim méné
mu jesté zbyvd se naucit, bude tedy platit neprimd umérnost a mnozZstvi, které
zbyvd jesté se naucit vyjadiime jako 1 — q(t).
Nyni vyjadrime relativni mnoZstvi nové naucenych informaci od casu t do casu
t+T1

qt+7) —q(t) =7 (1 —qt)) - k, (14)
14



kde k > 0 je néejaka konstanta umérnosti. Vztah vlastné tikd, Ze ¢im delsi je roze-
stup mezi casyt at+ 7, tim vic se toho zaméstnanec uz naucil a mnozstvi, které
mu zbjvd se naucit, je mensi. Aby se v rovnici (14) objevila derivace, musime ji

celou vydelit T, protoZe proménnd vzrostla z t na hodnotu t + 7:

gt +7) —q(t)

=1 —q(t) -k (15)

a pro T — 0 ziskdme diferencidlni rovnici se separovatelnymi promeénnymi ve

tvaru
q(t) = (1—q(t)) k- (16)

K ni jeste budeme uvaZovat pocdtecni podminku ve tvaru

q(0) = qo, (17)

kde qo € (0, 1) vyjadruje mnozstvi znalosti, kterymi zaméstnanec disponuje v case
0.

Pri resent této rovnice vyuZijeme obecného postupu, ktery je popsdn o nékolik

stran drive. Nejprve si ¢'(t) napiseme jako d(il—gf) a dosadime do vztahu (16), tj.
dq(t
W0 _ (1 4(0)) . (18)

Poté opét budeme mit na jedné strané cleny s q(t) a na druhé vsechny ostatni:

A
—In|(1—q(t)|=k-t+C
In|(1—qt)|=-k-t-C
(1—q(t) =e™ e
A odsud uz snadno ziskdme q(t) jako

qit) =1—eFt. 7@
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¢ oznacime jako K a miizeme tak

Ziskany vztah upravime tak, Ze si konstantu e~
psat

qit) =1— K -e ", (19)
Zbyvd ndm jesté vyjadrit konstantu K. VyuZijeme toho, Ze plati q¢(0) = qo, a tak

dosadime do (19) poédtecni ¢as t = 0 a vznikne rovnice
q(0)=1—K-e ™ =g,

ze které vyjadrime vzorec pro vypocet parametru K pomoci pocdteéniho mnozstvi
znalosti qy:
1— K =q
K=1-qo
A vysledny vztah pro K dosadime do (19) a ziskdme uz konecné resent pocdtecni
ulohy
qt) =1—(1—qo)-e ™ t>0 (20)
Poznamka 4. Specidlni pripad rovnice se separovanymi proménnymi, kde na
pravé strané neni nezavisle promennd, nazyvdme autonomni rovnici. Je to rovnice
typu
a'(t) = h(x(t)) (21)
a setkavame se s ni napr. v aplikacich v biologiv nebo technice. Tato rovnice
vlastnost - omezend reseni se prot — 0o a prot — —oo v limaté blizi k nékterému
z konstantnich resent. Jinou vyznamnou vlastnosti je také to, Ze pokud je funkce
x(t) reSenim autonomni rovnice, pak je také funkce x(t + c), kde ¢ € R, Fesenim
autonomni rovnice. Prakticky to znamend, Ze kdyzZ proménnou t uvazZujeme jako

cas, tak nezdlezi na zacdtku merent casu.

1.4.2. Linedarni diferenciilni rovnice (LDR)

Linearni diferencialni rovnici 1. fadu budeme nazyvat diferencidlni rovnici ve

tvaru
'(t) + p(t) - 2(t) = f(t) (22)
16



Hlavnim znakem, jak rozlisit, ze se jedna o linearni diferencidlni rovnici prvniho
fadu, je to, ze z/(t) stoji samostatné, tedy neni v soucinu ani podilu s z(t), z(t)
je v prvni mocniné (proto linedrni) a x(t) je jen v prvni derivaci (proto prvniho
radu).

Poznamka 5. Jestlize f(t) =0, tj. je-li rovnice (22) ve tvaru

7'(t) +p(t) - x(t) = 0, (23)

nazyvame ji homogenni linedrni diferencidlni rovnici 1. rddu. Jinak ji rikdme
nehomogenni linedarni rovnice.

Linearni diferencialni rovnice mé nékteré zajimavé vlastnosti. Jednu z nich
popisuje nasledujici véta.
Véta 3. Necht funkce p(t) a f(t) jsou spojité na intervalu J. Necht ddle to € J

a xg € R. Pak pocatecni problém

{x’(t) () - a(t) = f(2),

l‘(to = 29
ma prdvé jedno reseni v = x(t), které existuje na celém intervalu J.

Poznamka 6. Linedrni diferencidlni rovnice 1. vddu maji zajimavé vlastnosti,
diky kterym jsou velmi dulezZité, protoZe na teseni linedrnich rovnic lze prevést
vyznamné praktické problémy (chemické reakce, radioaktivni rozpad, mnoZeni bak-
terit,. .. ), pripadné muzeme jiné typy rovnic prevést na linedrni, a poté vyresit

jednoduseji.
Metoda variace konstanty

Nyni si uvedeme nejzndméjsi a nejpouzivanéjsi metodu feseni linedrnich dife-
rencialnich rovnic.

1. Nejprve ovéiime spojitost funkci f a p. Poté fesime separaci proménnych

homogenni tlohu k zadané tloze (dosadime f(t) = 0)
a'(t) + p(t) - x(t) = 0,
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coz je separovatelnd rovnice, a proto budeme separovat kazdou proménnou

zv1ast na jednu stranu a poté zintegrujeme:

In|z(t)| = —/p(t) dt +C

Obecné feseni homogenni tdlohy je tedy ve tvaru

x(t):K‘e*fp(t)dt’
KeR, teR

2. Obecné feseni nehomogenni rovnice bude v tomtéz tvaru jako u homogenni
ulohy, pouze konstantu K budeme uvazovat jako funkci proménné ¢, tedy
K = K(t).

{x(t) = K(t)- e Jr®)dt }
teR
Toto obecné feseni dosadime do nehomogenni rovnice 2/ (t)+p(t)-z(t) = f(t)

a vyjadiime si neznamou funkei K'(t).

(K(t) . e—fp(t)dt>' Fplt) - K(t) - e TP0d — p(p)
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3. Chceme ziskat vztah pro K(t), proto K'(t) zintegrujeme

/K’(t) dt = /efp(t)dt f()dt

K(t) = / eI PO (1) gt

Obecné feseni nehomogenni lohy je rovno souctu obecného feseni piislusné

homogenni rovnice a partikularniho feseni dané rovnice nehomogenni:

;p(t) = (/ efp(t)dt . f(t) dt + K) _6f—p(t)dt

x(t) = K - el =PWdt o [ f(¢)dt,
KeR, teR

Linearni rovnice nachazi velké uplatnéni v praxi. Ja zde uvedu jeden jedno-

duchy ptiklad, ktery popisuje aplikaci diferencidlnich rovnic u spojitého iroceni.

Piiklad 2. Ze Zivota zndme pojem uroceni. Kdyz si od banky pujcime penize
(dvér), nesplatime ji jen pujéenou cédstku, ale také trok. Pokud si tedy napf.
pujéime od banky 100 000 K¢ s drokovou mirou 1% p.a. na dobu 1 roku, tak za rok
vrdtime bance piujcenou c¢dstku 100 000 Ké a navic jesté 0,01-100 000=1000 K¢.
Celkové tedy bance vratime 101 000 K¢.

Jiz v predmétu Financéni matematika 1, pripadné ve financéni gramotnosti na
strednich skoldch se studenti setkdvaji s typem wrocent, kdy se penize pripisuji
klientovi na icet pravidelné po urcitou dobu. Celkovd pripsand castka se pak vy-
jadruje pomoci geometrické posloupnosti. Na nékteriyjch uctech dochdzi k pripisovdni
castky kazdy den a nékdy je teoreticky mozné to zjednodusit na situaci, kdy
pripisujeme penize na ucet kaZdym okamzikem. Tento typ uroceni pak nazyvdme
spojité urocent.

Pro detailnéjsi popis spojitého uroceni budeme predpokladat konstantni urokovou
miru i € (0,1). Zvolime si zdkladni okamzik v case t € (0,00), ktergm muze

byt napr. zacédtek roku. V éase t je na ictu néjakd ¢dstka B(t) > 0. Ddle budeme

19



wvazovat krdtky casovy interval, ktery uplyne od zdkladniho okamZziku t, oznacime

si jeho délku T € (0,1). V case t + T se na ucet pripise urok ve vysi
B(t)-i-T.
S cdstkou, kterd byla na uctu na zacdtku roku, tak bude hodnota penéz na ictu
B(t+7)=DB(t)+ B(t)-i-T. (24)

Po dpravdch rovnice (24)

a uplatnénim vztahu

BW — i B(0) = A, (26)

kde A > 0 je hodnota vkladu B(t) v ¢ase 0.
Ziskali jsme pocdtecnt ulohu pro homogenni linedrni diferencidlni rovnici, kterou

vyresime separaci promenniyjch:

dB(t)
o B0
1 .



B(t) = ¢t e“

7 pocdtecént podminky (26) lze snadno odvodit, Ze ¢ = A, nebot
B(0) = &0 - ¢

A= B(0) =¢“.

A proto md Cauchyova iloha jediné resent ve tvaru

B(t) = A-e"t,

t € (0,00) (27)

Hodnotu B(t) muzeme interpretovat jako budouci hodnotu pocdtecniho vkladu A

v case t.

Nyni si ukdzeme, Zze nehomogenni linearni diferencidlni rovnice se vysky-
tuji napt. v ekonomickych aplikacich zabyvajicich se nabidkou a poptavkou po

urcitém produktu.

Priklad 3. Necht p je jednotkovd cena a necht D(p) a S(p) jsou funkce popisujici
poptdvku, resp. nabidku po urcitém produktu (pri cené p).
Z ekonomické interpretace téchto funkci je zrejmé, Ze funkce D musi byt neros-

touct a funkce S neklesajici. V nejjednodussim pripadé jsou jejich funkcni predpisy

ve tvaru
D(p) = maX{O, a; — bl : p} (28)
S(p) = max{0, —ag + by - p},
kde a; > 0, ag > 0, by > 0, by > 0.
Trh se dostane do rovnovdhy, pokud se poptavka vyrovnd nabidce, tzn.
D(p*) = S»"), (29)

kde p* nazgyvdme rovnovaznd cena.
Dosazenim vztahi (28) do vztahu (29) muzeme snadno urcit hodnotu rovnovdzné
ceny p*

a; —by-p*=—as+by-p°
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a;+as = (ba+0y) - p*

*_a1+a2
P by + by

(30)

Dojde-li k odchyleni aktudlni ceny p od rovnovaziné ceny p*, dochdzi k previsu
poptdvky nad nabidkou (nebo nabidky nad poptivkou). V takovém pripadé se trzni
cena meéni v zduvislosti na rozdilu mezi poptavkou a nabidkou a v nejjednodussich

modelech je tato zdawvislost linedrni, tj.

Je-li p(t) € <Z—;, ‘g—i>, pak lze dosadit konkrétni funkéni predpisy

pPt)=a-(ag—by-p(t)+as—by-p(t)).
Rozndsobenim a vhodnym preuspordddnim ¢lentd v rovnici
p(t) = —a- (b +b) p(t) + - (a1 + as)
ziskame nehomogenni linedrni diferencidlni rovnict 1. rdadu
p(t)+a-(by+b) plt) =a- (a1 + as), (31)

kterou lze vyresit metodou variace konstant.

Nejprve si vytvorime prislusnou homogenni rovnici
p/(t) + - (bl + bg) . p(t) = 0, (32)

kterou vyresime separaci proménnych:



In|p(t)] = —a-(by+by)-t+c

p(t) = e~ (brtbo)tre
kde ¢ € R je integracni konstanta. Oznacime-li si e = K, pak lze psdt

p(t) = e brtb)t . ¢ (33)
Nyni provedeme variaci konstanty, tedy K = K(t):

p(t) = em Ot K (t) (34)
Toto zderivujeme
P(t) = e @Ottt (o (b 4 by)) - K(t) + e @Ot t L |1,

Dosadime-li do (31), ziskame
e~ OrHb)t (o (by + by))-K (t)+e @O K (1) f - (by + by)-em @Ottt K () =

= (a + a)

A po idpravdch

e~ brHb)t L KT(4) = o+ (ay + as)

vyjddrime K'(t)

které budeme integrovat:
K(t) = /eo"(b1+b2)'t-a (a1 + ap) dt

a - (ar + ap) (b1+bo)-
K(t) = —— 2 ex(brtb)t 4 ¢
() Oé-(bl‘l'bg) € + ’

kde C' € R. Vyuzijeme toho, co plati v rovnici (30) a muZeme psdt

K(t)=p"- e (bitb)t 4 p
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Dosadime K(t) do (34) a wvyuZijeme toho, Ze obecné teseni mnehomogenni rov-
nice (31) lze vyjadrit jako soucet obecného reseni prislusné homogenni rovnice

(32) a partikuldarniho Teseni nehmogenni ulohy (31):
p(t) = e~ (bit+ba)t e e (bitba)t o o omar(bitba)t
p(t) = p* + K - em @Ot

kde C' € R. Prot — 400 plati, Ze tlir+n p(t) = p*. Z toho plyne, Ze se cena se
—+o00

2vysugicim se ¢asem bliZi rovnovdzné cené, cozZ jsme ocekdvali.
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Kapitola 2

Aplikace v ekonomii

Druha kapitola mé bakalarské prace bude jiz zamérend na podrobnéjsi popis
nékterych ekonomickych modelu, ve kterych se pracuje s diferencidlnimi rovni-
cemi.

Oblasti, ve které lze hojné aplikovat diferencidlni rovnice, jsou makroekono-
mické modely. Makroekonomie je oblast ekonomie, ktera zkouméa ekonomiku jako
celek. Lze tedy rozlisit ekonomiku regionalni, narodni nebo globalni. Je to opak

vuci mikroekonomii, kterda se zabyva ekonomikou firem. V této kapitole jsem

cerpala z [3], [1], [0], [7].

2.1. Harroduv - Domaruv model ekonomického
rustu

Mezi nejznaméjsi modely hospodéfského rustu patii model R. Harroda a
E. Domara, pojmenovany po nasledovnicich J. M. Keynese, vyznamného svétového
ekonoma, zakladatele keynesianstvi. Keynesianstvi 1ze jednoduse definovat jako
ekonomicky smér, ktery nepovazuje statni zasahy do verejné ekonomické sféry
jako néco spatného a omlouva je. Je to protipdl klasické a neoklasické ekonomie.

V ekonomii lze uvazovat tii ekonomické ukazatele, které jsou zavislé na case
- produkci P = P(t), kapital K = K (t) a investice I = I(t). Pro¢ jsou to zrovna
tyto tii ukazatele, lze vysvétlit takto: Aby subjekt prosperoval, musi néco pro-

dukovat. Produkovat muze ale jen tehdy, vlastni-li kapital. Kapitdl zde tvoii jak
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penize, tak také dlouhodoby hmotny majetek jako napt. stroje, budovy nebo
zafizeni. A zadny subjekt se neobejde bez investic, protoze kapital postupem
¢asu zastarava nebo prestava fungovat a musi se obnovovat nebo tiplné nahradit
novym.

Kazdy subjekt, ktery vyviji ekonomickou aktivitu, néco produkuje, proto je
velicina P kladna. A kdyz mame produkci, mame také kapital, a tedy také velic¢ina
K je kladna.

Sestavime si tii predpoklady, na jejichz zakladé vznikne prvni model dyna-

miky:
Predpoklad 1. Kapitdl vznikd investicem: a mizi amortizact.
Piedpoklad 2. Do tvorby kapitalu je investovdn stdly podil produktu.

Predpoklad 3. Relativni prirustek kapitdlu se projevuje relativnim prirustkem

produkce.

Tyto predpoklady si postupné matematicky vyjadiime.

Zacneme s prvnim predpokladem. Abychom mohli tento predpoklad ma-
tematicky zapsat, oznac¢ime si symbolem vy podil kapitalu, ktery se za casovou
jednotku znehodnoti amortizaci a symbolem 7 cas, ktery je potieba k preméné
investici na kapital.

Hodnotu kapitalu v ¢ase t + At muzeme vyjadrit jako hodnotu kapitalu v
case t, od niz odecteme podil kapitalu, ktery se za At znehodnoti amortizaci
a pricteme podil investic preménénych na kapital. Tyto tivahy lze shrnout do

nasledujici rovnice:
1
Kit+At)=K(t)—~v-K()-At+—-1(t)- At (1)
T

Odectenim K(t) a vydélenim At ziskdme tvar

K(t+ At) — K(t)
At

= 7 K(t)+ % 1(t) (2)
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Za predpokladu spojitosti ¢asu a diferencovatelnosti veliciny K muzeme li-
mitnim pfechodem At — 0 vyjadiit prvni predpoklad pomoci diferencialni
rovnice

K’(t):—y-K(t)+%-I(t),t20. (3)

Druhy piredpoklad muzeme vysvétlit tak, ze budeme investovat konstantni
¢ast produkcee. Cést produkee, kters bude spotfebovéna nebo uspofena, si oznaéime
q a bude platit, ze ¢ € (0,1). Odtud plyne, ze ¢ < 1 a spole¢né s tim, ze uz jsme
drive odvodili, ze veli¢ina P je kladna, muzeme tict, ze také velicina I je kladna.

Matematicky druhy predpoklad napiseme pro kazdé ¢t > 0 takto:
I(t) = (L—q)- P(t). (4)

Tieti predpoklad muzeme zapsat jako rovnost

.y , P(t)
Zlomek rozsitime vyrazem 20

o= K0 PO~ K- P(H) P()
- K(t)- P(t) Pl

a upravime do tvaru
| K0P~ K0P P

P2(t) CK(t)

kde prvni ¢initel 1ze zjednodusit a dostaneme vyslednou rovnost ve tvaru

Kt)\' P(t)
- (75) % ®)
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7 ptedchoziho textu jiz vime, ze veliciny K a P jsou kladné, jejich pomeér je

/
proto % > 0. Aby rovnost (6) platila, je nutné, aby (%) = 0. To nastane v
pripadé, ze podil EQ) je roven konstanté. Existuje tedy konstanta r € R takova,

P(t)
ze pro kazdé t > 0 plati

K(t)
W =T, (7)
jinak fec¢eno
K(t)=r-P(t). (8)

Tteti predpoklad tedy muzeme jednak vyjadrit rovnosti (5) nebo ekviva-
lentné také rovnosti (8).
Upravime rovnost (5) tak, ze do ni budeme postupné dosazovat vztahy (3), (4)

a (7), a vznikne

P) _ (1-q
= — . 9
Protoze jsme si pomér —I;,,((f)) vyjadrili jako rozdil konstant, 1ze tento pomér

oznacit napt. jako g a ziskdme rovnici pro kazdé t > 0

P'(¢)
P

=g, (10)

kterou lze interpretovat tak, ze relativni rychlost rustu produkce je za predpokladu,
které jsme stanovili na zacatku modelu, konstantni.
Rovnici (10) 1ze vyftesit separaci proménnych:
Pty a7
28

1 dP(t)
t



PO dP(t) = gdt

/#dp(t):/gdt

n|P)=g-t+c

kde ¢ € R. Protoze P(t) > 0, plati, ze
P(t)=e"". C, (11)
kde e¢ = C'. Je-li pocatecéni produkce rovna Fy, pak
Py=P0)=¢e"".C=C.

Reseni (11) diferencidlni rovnice (10) s pocatecni podminkou tedy po této
upravé bude ve tvaru

P(t) = Py- e (12)

Konstanta ¢ vyjadiuje relativni rychlost rustu produkce. Z povahy expo-
nencialni funkce je zfejmé, ze je-li znaménko konstanty g kladné, pak produkce
roste, je-li zdporné, pak produkce klesa.

Druhd konstanta, kterou jsme zavedli, konstanta r, byla podle (7) pomérem
kapitalu a produkce, jinak feceno vyjadiovala, kolik jednotek kapitalu je potieba
na jednotku produkce.

Pokud by produkce stagnovala, pak by P'(t) = 0 a z (9) bychom ziskali:

I—gq
TeT

]_—q:’]"fr./y
l—q

r= .
VT




neboli
l—q

r < .
T

~
Pokud by produkce klesala, pak P'(t) < 0 a z (9) vyplyvé, ze

1 —
q_’7<07
T
neboli
1—
r > q.
T

2.2. Solowtuv rustovy model s Cobb - Douglaso-
vou produkéni funkci

Autorem tohoto modelu je americky ekonom R. M. Solow, ktery je znamy
hlavné pro svou préci v oblasti ekonomického rustu, a pravé za ni ziskal Nobe-
lovu cenu za ekonomii.

V tomto modelu budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tedy takovou eko-
nomiku, kterd nespolupracuje s ekonomikami okolnimi statu a vyskytuji se v ni
tedy pouze produkeni faktory kapitdl a prace, a nikoli zahrani¢ni obchod.

Déle budeme uvazovat trh s agregovanym zbozim, tedy se budeme zabyvat
nejen jednim konkrétnim zbozim, ale vSemi druhy zbozi, které se na trhu mohou
vyskytovat. Faktory, které se budou v ivahéch vyskytovat, jsou kapitdl K = K (t),
a dale také investice I = I(t), na jejichz zakladé kapitdl vznikd. Mnozstvi pro-
dukce vytvorené pomoci kapitalu si ozna¢ime P(K). Model se opird o nékolik

predpokladi:

Piedpoklad 1. Prirustek hodnoty kapitdlu K(t) za maly okamzik At > 0 od-

povidd hodnoté investic.

Pro At > 0 lze tedy psat

K(t+ At) = K(t)+ 1(t) - At, (13)
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kde I(t) je hodnota investic v case t. Rovnici lze interpretovat tak, ze kapital v
case t + At je roven souctu kapitdlu v ¢ase t a investic, které jsou investovany po
dobu At.

Rovnici (13) upravime do tvaru

K(t+ At) — K(t)
At

= I(t). (14)

Pokud pro At — 0 existuje limita vyrazu na levé strané rovnice, pak muzeme
rovnici upravit do tvaru

K'(t) = 1(t). (15)

Piedpoklad 2. Produkce vytvorend prostrednictvim kapitdlu je primo umérnd

hodnote kapitdlu.
Toto tvrzeni lze zapsat
P(K(t)) =T- K(t), (16)
kde T je konstanta imérnosti vyjadiujici iroven technologie.

Piedpoklad 3. Produkce P(t) je v uzaviené ekonomice rozdélena mezi spotrebu

C(t) a soukromé investice 1(t).

Jinak feceno to, co je v dané ekonomice vyprodukovano, je bud spotfebovano,

anebo investovano v dané ekonomice. Nic neni investovano do zahrani¢niho ob-
chodu.

Predpoklad muzeme matematicky zapsat tak, ze v kazdém okamziku ¢ plati:
P(t) =C(t) + I(t). (17)

Spotiebni funkci muzeme vyjadrit jako
C(t)=c- P(t), (18)

kde ¢ € (0,1) je podil spotieby z toho, co jsme vyprodukovali. Muzeme si jesté
doplnit podil dspor s =1 — ¢ € (0,1) a rovnici (18), tak muzeme upravit
C(t)=(1—1s)- P(t). (19)
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Dosazenim do (17) muzeme vyjadiit, jaky vztah plati pro investice:
Pt)=(10-s)-P(t)+1(t)
P(t) = P(t) —s- P(t)+ I(t)
I(t) =s- P(t). (20)
Predpoklad 4. Pracovni sila L = L(t) roste podle Malthausova zdkona.
Tento predpoklad lze vyjadrit jako

i =m, L(0) = Ly, (21)

kde m > 0 je mira rustu pracovni sily.

V tomto modelu déle pripustime, ze pii produkeci dochazi ke vzdjemné sub-
stituci prace L(t) a kapitdlu K(¢), produkéni funkce P tak bude obsahovat oba
tyto faktory (nejen kapital).

Dale budeme uvazovat Cobb-Douglasovu produkéni funkei
P(K(t),L(t)) =T - K*(t) - L'"*(t), (22)

kterd nam fikd, ze objem celkové produkce (objem celkové penézni hodnoty
vSech statku vytvorenych za dané obdobi) je uréen T-ndsobkem geometrického
vazeného prumeéru indexi kapitélu a prace. Cislo T > 0 je konstanta imeérnosti,
ktera vyjadiuje troven technologie a o € (0, 1) je konstantni koeficient elasticity
produkce vzhledem ke kapitalu, ktery udava, o kolik procent se zméni produkt
pii zméné kapitalu o 1% a zdroven pii neménné hodnoté ostatnich faktoru. Cobb-
Douglasova produkéni funkce podle vztahu vyse vyjadiuje funkéni zavislost rustu
produktu na rustu pracovni sily a rustu kapitalu.

Predpokladejme platnost predpokladu, ze pracovni sila roste podle Mallthau-
sova zakona, ktery je ilustrovan rovnici (21).

Budeme ftesit kapitalovou intenzitu, tedy budeme zkoumat, jaky objem ka-
pitdlu pripadd v ¢ase ¢ na jednotku prace (napt. na jednoho pracovnika). Symbo-

1 K@)

licky jde o o podi oK

Tento vztah budeme derivovat, protoze tak po nékolika
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upravach ziskame rovnici s jednou neznamou.

(@) _ K(5)- L(t) — K(1) - (1)
L

L(t) *(t)
CK'(t)  K(t)-L'(t)y  I(t) K(t) L'(t)
Ly L) L) L) L)
s-P(t) K(t)
- L) L " (23)
kde jsme vyuzili postupné vztahy (15), (20) a (21). Podil % vyjadiujici ka-

pitdlovou intenzitu si oznacime je k(t) a rovnici (23) tak upravime do podoby:

s- P(t)
L(t)

K(t) = — k(t) - m, (24)

kde P(t) = P(K(t), L(t)) je definovana vztahem (22).

Déle pokracujeme s upravami vztahu (24):

K (t) = 70 —k(t) -m =
s T (50) - L)
= L(t) — k(t) m o=
=T s ko(t) — k(t) - m. (25)

Jesté muzeme zavést znaceni ' =T - s > 0.

Pak cela diferencialni rovnice (25) spolu s poc¢atecni podminkou m4 tvar:
E'(t) =T-k*(t) — k(t) -m, k(0) = k. (26)

Pokud budeme uvazovat nulovou derivaci v rovnici (26), pak muzeme uréit

konstantn{ (staciondrni) feseni £° této rovnice
0=T"- k%) —k(t)-m

T ko(t) = k(t) -m
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1 (27)

r ) T—a , t> 0.
Rovnice (26) se nazyva Bernoulliho rovnice a pomoci vhodné tupravy lze nalézt

jejl analytické teSeni. Polozime-li
(28)

2(t) = k1),
pak
Z(t)=(1—a) k=) - k(). (29)
Pokud vynasobime rovnici (26) ¢lenem (1 — «) - k~*(t), ziskdme po nékolika

upravach
(1—a) - k) - Kt)=1—a) - k) - T- k%) — (1 —a) - k~%(t) - k(t) -m

1—a) k@t -Kt)=1—-a)- T —(1—a) k') -m
Zt)=1-a) - T—(1—a) 2(t)-m

a po preskupeni ¢lenu nehomogenni linearni diferencidlni rovnici
(30)

)+ (1—a) - 2(t) - m=(1—a)-T

s pocatecni podminkou z(0) = ky~“.
Tuto rovnici fesime nejprve jako homogenni pomoci separace proménnych:

)+ (1—a)-z(t)-m=0 (31)

Zt)=—1—a)-2(t)-m
dz(t)
o =—1—-a)-z(t)-m
dz(t)
O —(1—a)-mdt



dz(t
/ () :/—(1—a)-mdt
2(t)
In|2(t) = —(1—a)-m-t+C
Obecné feseni homogenni 1lohy tedy ziskame ve tvaru

2(t) = e m)mt . K K € R. (32)

V druhém kroku provedeme variaci konstanty, tj. konstantu K bereme jako

funkei proménné ¢, tedy K = K (t). Obecné feseni tak bude ve tvaru
2(t) = K(t) - e~ (tme)mt, (33)

Toto dosadime do puvodni nehomogenni diferencialni rovnice (30) a budeme

se snazit vyjadrit K (t):
K'(t)-e 07mt (1 —q).m-K(t)-e 9™t 4 (1—a)-m-K(t) e 170)mt =
=1—-a)-T
K'({t)=(1—-a)-T.el-m (34)

Vztah (34) zintegrujeme, abychom ziskali predpis pro K (t)

K(t) = /(1 —a)-T.ellmomt g

K()=(1—a)-T- / (=) mt gy

1

() =(—0a) T g

cellmrmt 4o (35)

kde C' € R.
Vztah (35) pro konkrétni volbu C' = 0 dosadime do (33) a ziskdme partikularn{

feseni nehomogenni rovnice (31) ve tvaru

1
Ne(l—-o).T—t . G-a)ymt ~(-a)mi
A(t)=(1-a) (I1—a)-m ¢ ‘
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2(t) = —. (36)

Obecné feseni nehomogenni ilohy (30) ziskdme jako soucet obecného fesenti (32)

homogenni ulohy (31) a partikularniho feseni (36) nehomogenni tlohy:

T
2(t) =K - e~ (ma)met o p— (37)

kde K € R.

Vytesime jesté pocateéni podminku pro ¢ = 0 a vyjadiime K:
r
2(0) = K - e—(l—a)-m-O 4 = k,l—a
(0) — — i}

T
J g T —
m

A pak muzeme obecné teseni (37) nehomogenni tlohy upravit do tvaru

I r
2(t) = (kg—“ — —) cem(me)mt 4 2 (38)

m m
Jesté musime provést navrat prostiednictvim substituce (28):

2(t) = k' 7(t)

r r
klfa _ ). —Q=a)mt i klfa ¢
(k) e + L proogy

Celou rovnici umocnime na L@ a ziskdme obecné feseni diferencialni rov-

1—
nice (26)
K(t) = (K™ = £) - et L D)7 g > 0. (39)

m

Odtud ihned plyne, ze

lim k(t) = (E)lla, (40)

t—-+o0 m

a tedy se s rostoucim ¢asem feseni diferencidlni rovnice (26) piiblizuje ke kon-
stantnimu stacionarnimu feseni této rovnice dané predpisem (27). Jinak feceno

se kapitalova intenzita s rostoucim ¢asem ustaluje na konstantni hodnoteé.
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2.3. Matematické modelovani dynamické rovnovahy -
spojity pavuc¢inovy model

Zatim jsem se zabyvala v pfedchozim textu makroekonomickymi modely, nyni
budu modelovat hledani rovnovahy na trhu zbozi, coz je jedna ze zakladnich
otazek mikroekonomie. Jde o hledédni rovnovahy mezi nabidkou a poptavkou na
trhu jednoho konkrétniho zbozi. Modely, které tesi problém hledani rovnovahy,
nazyvame pavucinovymi modely. Je obvyklé uvazovat dvé situace, jak se na dany
pavucinovy model budeme divat.

Pokud predpokladame, ze ¢as nabyva diskrétnich hodnot t =1,2,3,..., pak
nazyvame tento model diskrétni pavucinovy. Pokud pfipoustime spojitou zménu
casu, pak se model nazyva spojity pavucinovy. A pravé spojitym pavucinovym
modelem se budu déle zabyvat.

Nejprve si oznaéime poptavku pismenem D (z anglického demand) a v tomto
modelu bude popséna funkei D : Qp(t) = f1(P(t)), kde @ oznacuje mnozstvi a
P oznacuje cenu. Obdobné nabidka S (z anglického supply) bude popséna funkei
S Qs(t) = L(P().

Pro jednoduchost predpokladejme linearni zavislosti poptavkové a nabidkové
funkce na cené a také standardni sklon funkei poptavky a nabidky (poptévka
bude nerostouci, nabidka neklesajici).

Existuji dva typy spojitych pavucinovych modelu:

e spojity dynamicky pavucinovy model se zpozdénim na strané nabidky, kde

jsou poptavka a nabidka popsany funkcemi:

D :Qp(t) =max{0,a —b- P(t) £ - P'(t)}

S Qs(t) = max{0,—c+d- P(t)} (41)

e spojity dynamicky pavucinovy model se zpozdénim na strané poptavky, kde

jsou poptavka a nabidka popsany funkcemi:

D : Qp(t) = max{0,a —b- P(t)}

S Qs(t) = max{0,—c+d- P(t) £ a- P'(t)} (42)
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Absolutni ¢len a > 0 udava mnozstvi, které je poptavano pii nulové cené
P(t). Protoze také absolutni ¢len ¢ > 0, ale pred ¢ je zdporné znaménko, bude
nabizené mnozstvi pii nulové cené rovno max{0, —c}, tj. 0.

Linearni ¢leny b > 0, d > 0 udavaji sklon funkce - poptavkova funkce klesa,
proto je u b zaporné znaménko, nabidkova funkce roste, proto je u d kladné
znaménko. Oba modely jsou definovany prot > 0 a a > 0.

Z predpisu funkei je ziejmé, ze zpozdéni na strané poptavky, resp. nabidky je
déno tim, ze ve funkci poptavky, resp. nabidky neni obsazen clen P’(t). O strané,
ktera naopak tento clen obsahuje, fikame, ze je "napired”.

Nyni se budeme zabyvat tim, jak postupovat pfi feseni vyse uvedenych mo-

delu.

1. Vyfesime statickou rovnovahu, zanedbame tedy ¢as. Resime tak soustavu

dvou rovnic o dvou neznamych @ a P:
D:Q=a-0b-P

S:QQ=—-c+d-P

Aby nastala rovnovaha, musi se poptavané a nabizené mnozstvi rovnat,

tedy @ = @, a proto
a—b-P=—-c+d-P,

odtud plyne, ze P* = %' Druhou neznamou (* dopocitame tak, ze vypoctené
P* dosadime do jedné z rovnic statické rovnovahy: Qx = a — b - ZTJ:?.

VyteSenim soustavy dvou rovnic o dvou neznamych jsme ziskali statické,

neboli konstantni feseni [P*, Q*].

2. Nyni uz budeme uvazovat faktor casu, vyfeSime tedy dynamickou rov-
novahu. Obdobné budeme porovnavat nabidku Qgs(t) s poptavkou Qp(t)
jako v predchozim kroku. Jen uz budeme pracovat s puvodnimi piedpisy
funkei (41) nebo (42) (v konkrétnim piikladu bude zadén jeden predpis a

budeme tak védeét, jestli je zpozdéni na strané poptavky nebo na strané
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nabidky). Tento typ modela povede na feseni nehomogenni linedrni dife-
rencialni rovnice, kde bude obsazena funkce P(t) a jeji derivace. Dostaneme

obecné feSeni této rovnice.

3. Jesté pripojime pocéateéni podminku P(0) = Py a budeme tak mit koneéné

reSeni diferencialni rovnice.

Jak uz jsem zminila, v rovnici je obsazena funkce P(t), proto feSenim tohoto
modelu bude spojita funkce vyvoje ceny v case.

Redeni uvedené diferencialni rovnice miize (ale nemusf) konvergovat k rov-
novazné cené P* a podle toho pozname, jestli se ekonomika v prubéhu ¢asu do-
stane do rovnovahy, nebo ne. To, zda feseni bude konvergovat, vyplyva z obecnych
pravidel konvergence funkce. Lze ukéazat, Ze to, co rozhodne o konvergenci, je
znaménko u symbolu a v rovnicich (41) nebo (42). Pokud je znaménko stejné
jako u P(t) (tj. u modelu se zpozdénim na strané poptavky je +a a u modelu se
zpozdénim na strané nabidky je —«), pak Feseni konverguje k rovnovazné cené P*.

Obecny postup budeme ilustrovat na konkrétnim piikladé, kde si také ukazeme,

jak poznat, jestli feSeni konverguje.

Priklad 1. Uvazujme spojity dynamicky pavucinovy model s nasledugjici nabidkovou

a poptavkovou funkci.

D : Qp(t) =max{0,20 —5- P(t) — 3- P'(t)}
S Qs(t) = max{0,-7+4- P(t)}

Cena v pocdteénim stavu Py = 5 penéznich jednotek. Identifikujte, zda se jednd o
model se zpozZdénim na strané nabidky nebo poptdivky. Naleznéte reSeni a urcete,

zda ekonomika k rovnovaznému bodu [P*, Q*] konverguje nebo ne.

Zda se jedna o model se zpozdénim na strané poptavky nebo nabidky, pozname
piimo ze zadani. Protoze se ¢len P’(t) nevyskutuje na strané nabidky, jde o

zpozdéni na strané nabidky. Poptavka je naopak "napred”.
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Nejprve zanedbame faktor ¢asu a fesime statickou rovnovahu:

Q=20-5-P

Q=-7+4.-P (43)

Porovname nabizené a poptdvané mnozstvi a urcime tak optimdlni (rov-

novaznou) cenu:

20-5-P=-T+4.P
9.P =27
P*=3 (44)

Rovnovazna cena je na trovni 3 jednotek.

Zjistenou rovnovaznou cenu dosadime do jedné z rovnic v (43)
Q=-7+4-3=5

Pti rovnovazné cené je nabizeno a poptavano mnozstvi 5 jednotek.

Nyni fesime dynamickou rovnovahu, tj. uz nezanedbame faktor ¢asu.

Qp(t) =20—5-P(t) —3- P'(t)

Qst) = —T+4- P(t) (45)
Porovndme Qp(t) a Qs(t):
20— 5-P(t) —3- P'(t) = ~T+4- P(t)
3.P'(t)+ P-P(t) =27
P(t)+3- P(t) = 9. (46)

Rovnice (46) je nehomogenni linedrni diferencialni rovnice, kterou budeme

fesit nejprve jako homogenni pomoci metody separace proménnych:

P(t)+3-Pt) =0 (47)
dP(t) _
— =3 Pl1)



/‘f_g))—/_gdt

In|P(t)] = -3-t+C, CEeR.

dP(t)
P

P t) — 6—3-t+C

—~

Obecné teseni homogenni linearni diferencialni rovnice bude ve tvaru
Pt)=K- e K =¢"€cRt. (48)

Nyni bychom konstantu K vzali jako funkei K (t) a pokracovali v feSeni rov-
nice metodou variace konstanty. Ale protoze uz jsme urcili vyse v (44) hodnotu
rovnovazné ceny P* = 3, povazujeme toto jako partikularni feseni nehomogenni
diferencidlni funkce (46) a obecné feseni nehomogenni ilohy tak muzeme urcit
pouhym sou¢tem obecného feseni homogenni tlohy a partikularniho feseni neho-
mogenni ulohy:

P{t)y=K-e 3" +3, K=e¢“€cR". (49)
V této chvili zahrneme do feseni poc¢atecni podminku Fy = 5 ze zadani:
PO)=5=Pt)=K-e*"+3
b=K+3
K =2.
S vyuzitim K = 2 tak muzeme psat feseni pocateéni tlohy ve tvaru
P(t)y=2-e?"+3, K=e“€R". (50)
Nakonec vysetiime konvergenci feseni (50) k rovnovazné cené P* = 3. Pro
t — +oo bude vyraz e 3" — 0 atedy P(t) — 3, coz ndm tikd, Ze feseni (50)
k rovnovazné cené konverguje.
Pro ovéfeni konvergence muzeme vyuzit i pomucky se znaménkem u o = 3 v

obecném tvaru poptavkové funkce (45). U « je minus, tedy stejné znaménko jako

u P(t) a tim mame konvergenci k rovnovazné cené také zarucenu.
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Zaver

Ve své praci jsem se snazila ukazat, ze vyuziti diferencidlnich rovnic v eko-
nomickych aplikacich je velmi siroké. Povazuji tak za urcitou vyhodu, kdyz se
ekonomové aspon trochu orientuji v matematickém pozadi ekonomickych mo-
delu. Dava jim to jisty naskok oproti konkurenci.

V prvni ¢asti prace jsem shrnula dilezité zakladni pojmy z oblasti dife-
rencialnich rovnic, uvedla dva zakladni typy diferencidlnich rovnic, popsala je-
jich feseni a to demonstrovala také na jednoduchych ptikladech z praxe - spojité
uroceni, uc¢eni zameéstnance,. . . .

Ve druhé casti jsem pak detailné popsala tfi vybrané ekonomické modely -
Harroduv - Domartuv model ekonomického rustu, Solowuv model s Cobb - Dougla-
sovou produkeéni funkei a Modelovani dynamické rovnovahy - spojity pavucinovy
model. Kazdy model popisoval jinou oblast ekonomie, ale vSechny velmi pékné
ukazaly, jak lze diferencialni rovnice najit i tam, kde by to ¢lovék ani necekal.

Pro mé osobné bylo tvoreni této prace velkym piinosem. Zdokonalila jsem se
v feSeni dvou zakladnich typu diferencidlnich rovnic 1. fadu pomoci metody vari-
ace konstanty. Také se mi propojily teoretické poznatky z predmétu Ekonomie 1
a Ekonomie 2, kde jsme sice tesili nékteré jednoduché piiklady pomoci linearnich
rovnic, ale diferencialni rovnice byly nad ramec.

Vypracovavani této prace mé velmi bavilo, feseni diferencidlnich rovnic mé
naucilo trpélivosti a vytrvalosti se nevzdat a vydrzet az do konce. Kdyz jsem se
pak dopocitala spravného vysledku, byl to nepopsatelny pocit.

V neposledni fadé povazuji za velky osobni piinos, ze jsem se zdokonalila v

sazeni textu pomoci typografickém programu TeX.
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