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ABSTRAKT

Diplomova praca sa zaobera problematikou interpolacie obrazu. Ciefom prace je nastu-
dovat a nasledne teoreticky popisat charakter jednotlivych metéd interpolécia obrazu a
niektoré z nich implementovat v programovom prostredi MATLAB®. Uvodna Cast tejto
prace teoreticky priblizi dolezité pojmy, ktoré zko suvisia s danou problematikou spra-
covania digitalneho obrazu postacujice pre jej principidlne pochopenie. V nasledujlcej
Casti diplomovej prace budi rozobrané vsetky dnes bezne vyuzivané metddy interpolacie
obrazu. Pojednavat sa bude predovsetkym o metéde interpolacie obrazu pomocou najbliz-
Sieho suseda a interpolécidch za pomocou polynémov ako je (bi)linedrna, (bi)kvadraticka,
(bi)kubickd metéda. Nasledne praca teoreticky rozobera tedriu jednotlivych druhov kri-
viek a splajnov. Konkrétnejsie speje do ich najpouzivanejsej varianty B-splajn kriviek
a ich zovseobecnenia nazyvanych NURBS, spolu s rieSenim problému interpolacie ty-
mito krivkami. Zavere¢n( kapitolu tvoria vysledky dosiahnuté v programovom prostredi
MATLAB®.

KLUCOVE SLOVA
obraz, interpolacia, aproximacia, prevzorkovanie, rekonstrukcia, polynom, krivka, bézier,
b-splajn, NURBS

ABSTRACT

Diploma thesis deals with image interpolation. The aim of this work is to study the-
oretically and then describe the nature of the various methods of image interpolation
and some of them implemented in the program MATLAB®. The introductory part of
this work theoretically closer to important terms that are closely related to this topic of
digital image processing sufficient to understand the principle. In the following of the
thesis will be discussed all of today's commonly used method of image interpolation. Will
hear all about the method of image interpolation using nearest neightbor interpolation
and image help of polynimals such as (bi)linear, (bi)quadratic and (bi)kubic method.
Then work theoretically analyzes the theory of individual species curves and splines.
More specifically, coming to their most frequently used variants of B-spline curves and
ther generalizations called NURBS, with addressing the problem of interpolating these
curves. The final chapter consists of the results achieved in the program MATLAB®.

KEYWORDS
image, interpolation, aproximation, resampling, reconstruction, polynomial, curve, beziér,
b-spline, NURBS
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UVOD

Interpolacia sa v principe zaobera problémom velmi tzko spojenym s modernou
pocitacovou grafikou. V uvodnej kapitole st naCrtnuté a rozobraté urcité pojmy,
ktoré v Sirsej miere suvisia s pocitacovou grafikou. Najskor si priblizené pojmy
vychadzajtce z vhimania a pristupu ku grafike, popisany je princip fudského videnia
a nasledne pouzivané farebné modely.

Druha kapitola rozobera digitalny obraz, sposob a pristup k jeho spracovaniu.
Priblizuje digitalizaciu obrazovych signalov pozostavajicu zo vzorkovania a kvan-
tovania. Dalej definuje samotny spdsob reprezenticie digitalneho obrazu v podi-
tacovych systémoch. Nasledne je priblizeny Fourierov obraz spolu s Fourierovou
transforméciou ako spojitou, tak i diskrétnou. Objasnené si pojmy ako Shannonov
vzorkovaci teorém, konvolucia ¢i aliasing.

Tretia kapitola sa zaobera analytickymi krivkami v rovine a ich vyjadreniami.
Rozobera samotné vyjadrenia kriviek pomocou polynémov a nasledne definuje ich
pozadované vlastnosti. Neopomina ani spésob nadvézovania kriviek definovanych
danym druhom spojitosti.

Nasledujica kapitola uz rozobera spominanid interpolaciu a rekonstrukciu digi-
talneho obrazu. Prierez jednotlivych interpola¢nych metod tvori sinc interpolécia,
interpolacia najblizsim susedom, (bi)linearna, (bi)kvadratickd a (bi)kubicka interpo-
lacia. Okrajovo je spomenuta este fraktalna interpoldcia a na koniec kapitoly tvori
zhrnutie danych metod.

Dalsia kapitola konecne pristupuje k definicii B-splajn a NURBS kriviek. Najskor
sa priblizia predchodcovia B-splajn kriviek ako Fergusonove, Béziérové a Coonsove
krivky. Dalej sa uz definuji obecné bazové funkcie z ktorych vychddzaji B-splajn
krivky a ich zovSeobecnenie nazyvané NURBS. Zavisenim je popis problému inter-
polacie pomocou NURBS a jeho riesenia.

V predposlednej casti st definované este metody hodnotenia kvality spracovava-
ného obrazu. Pojednava sa o objektivnych metodach ako stredna kvadraticky chyba
(MSE), odstup signalu od sumu (SNR), $pickovy odstup signalu od sumu (PSNR) a
strukturalna podobnost (SSIM). Pre uplnost su este priblizené subjektivne met6dy
hodnotenia obrazu podla doporucéenia ITU-R BT.500-11.

Poslednd cast uvadza riesenia sivisiace s danou problematikou naprogramované

v programovom prostredi MATLAB®.
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1 UVOD DO POCITACOVEJ GRAFIKY

V pocitacovej grafike existuji dva zédkladné pristupy zobrazovania, ukladania a spra-
covania obrazovej informécie. Primarne rozdelenie spociva v rastrovej a vektorovej

grafike.

1.1 Rastrova grafika

Typickym charakterom rastrovej grafiky je, ze vzdy ju tvori konecny subor digital-
nych hodnét nazjvanych obrazové body ¢i pixely{’] Dvojrozmerny obraz je repre-
zentovany pomocou tzv. rastrovej (pravouhlej) mriezky, kde kazdy jednotlivy pixel
predstavuje hodnotu svetelnej intenzity. Kedze charakter rastrového obrazu presne
urcuje polohu kazdého pixelu, je mozné vyjadrit vSetky svetelné intenzity v jednot-
livych bodoch obrazu ako diskrétnu maticu vzoriek. Prave z toho dovodu sa pre
rastrovi grafiku zauzival vSeobecny termin , bitmapa“, ktory je skratenim slovného

spojenia bitova mapa.

Obr. 1.1: Rastrova a vektorova grafika.

Nespornou vyhodou je znacne verné uchovanie snimku, akym je fotografia cha-
rakterizovand spojitou funkciou (napr. jasom). Hlavnou nevyhodou popri pamétove;
narocnosti je viditelny raster, a nasledne i obmedzenia z neho vyplyvajuce, ako je
strata obrazovej kvality pri zmene velkosti. Z tejto skutocnosti tizko spéatej s ras-

trovym obrazom, prichadza Ciastocné riesenie pouzitim interpolacie obrazu opisanej

v kap. [4

1.2 Vektorova grafika

Vektorova grafika mé svoj zdklad v matematickych vypoctoch a zobrazeniach po-

uzitim vektorov. Obraz je reprezentovany zakladnymi geometrickymi ttvarmi so

! Pizel (z angl. slov ,picture element“) je termin uZivany pre zékladni stavebni jednotku poéi-

tacovej rastrovej grafiky.
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specifikovanou priestorovou poziciou ako su body, priamky, krivky ¢i mnohouhol-
niky. Nie je zlozeny z jednotlivych bodov usporiadanych do pravouhlej mriezky ako
pri rastrovej grafike. Uz v samotnom principe sa praca s vektorovou grafikou znacne
odlisuje od préce s grafikou rastrovou.

Znacnou vyhodou je nielen lubovolné zvacsovanie ¢i zmensSovanie obrazu bez
straty kvality, ale i moznost pracovat s kazdym objektom oddelene. Taktiez je vyho-
dou mensia pamétova naro¢nost umoznujica vyssi stupen kompresie. Oproti rastro-
vej grafike je nevyhodou vektorovej grafiky nemoznost spracovavat spojity snimok,

akym je fotografia.

1.3 TLudsky systém videnia (HVS)

Ludsky systém videnia (z ang. Human Visual System) vychddza z prirodzenych
vlastnosti vnimania farieb a svetla pomocou ludského oka. Svetlo, ktoré je clovek
schopny vnimat zrakom, predstavuje iba viditelnu cast z celého elektromagnetického
(EM) spektraff zobrazeného na obr. [1.2]

<— Frekvencia f (Hz)
12

10

— Vlnova dlzka A (m)
Viditelné spektrum

C=E

NN
400 600 700

Vlnové dlzka A (nm) —»

Obr. 1.2: Spektrum elektromagnetického ziarenia.

Elektromagnetické ziarenie vznika oscilaciou elektricky nabitych materialov, ¢im
nadobuda charakter vlnenia Siriacim sa po priamych drahach s rychlostou priblizne
3x 108 km/s. ViditeInt cast spektra pre Tudské oko tvori kontinudlna oblast vinovych

dlzok v rozmedzi 380 az 720 nm, v ktorej vnimame ziarenia s urc¢itou vlnovou dlzkou

ako farbu[34].

2Pojmom spektrum sa oznacuje cely rozsah energetickych hladin (vInovych diiok), ktoré nado-

budaji fotény pri svojom Sireni priestorom a casom [12].
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Svetelny zdroj (slnko, ziarovka) vysiela lice vSetkych frekvencii v danom pasme,
ktoré sa skladaji vo vysledné biele svetlo oznacované ako ,,achromatické“. Pri do-
pade bieleho svetla na objekt st niektoré frekvencie pohltené a niektoré zase odra-
zené. To, co vnima clovek ako farebny ton, je v skutocnosti kombinacia frekvencii
pritomnych v odrazenom svetle s dominantnou vlnovou dizkou [34]. Avsak nie kaz-
dej farbe prisltchala ind vlnovéa dizka. Je to z dévodu, ze Tudské oko podla intenzity
dopadajiceho svetla rozlisuje nie len farbu, ale i dalsie podnety, akymi su:

o Jas (I, intensity), pripadne svietivost (luminosity), odpoveda intenzite svetla.

VysSia intenzita znamena jasnejsi zdroj.

o Sytost (S, saturation) uddva Cistotu farby svetla. Uzsie frekvenéné spektrum

znaci vyssiu Cistotu.

o Svetlost (B, brightness) urcuje velkost achromatickej zlozky vo svetle s urcitou

dominantnou frekvenciou.

1.3.1 Ludské oko

Ludské oko je podobné guli o priemere priblizne 20 mm. Nésledny rez oka je mozné
vidiet na obr. spolu s jednotlivymi popiskami jeho hlavnych éastﬂ Cez sosovku sa
zaostreny obraz vonkajsieho svetla premieta na sietnicu, ktori tvori tenka fotocitliva
vrstva, pokryvajica priblizne dve tretiny vntitorného povrchu oka. Sietnica obsahuje
dva druhy fotocitlivych receptorov — tycinky (rods) a capiky (cones). V Iudskom oku

Spojovka Sklovec

Rasnaté teliesko Bielko

Duhovka Cievovka
\ W Zlta skvrna
Zornica —
\ Zrakovy nerv
Rohovka %
Sogovka Slepé skvrna

Komorova voda Sietnica,

Obr. 1.3: Prierez ludského oka.

je priblizne 120 x 10° ty¢iniek a 8 x 10% ¢apikov. Pri nizkych hladindch osvetlenia

3Clovek ma prirodzene trojrozmerné binokuldrne videnie, ¢o je videnie oboma oami zarovei.
Znamend to, ze obrazy vnimané simultanne oboma ocami sa spoja v jeden ¢o umoznuje vnimat
hlbku priestoru [3].
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slizia ty¢inky, ktoré st priblizne 10x citlivejsie nez ¢apiky. Capiky tvoria zaklad
farebného videnia a reaguju na vyssie hodnoty intenzity osvetlenia. Kazdy capik
obsahuje jeden z troch druhov fotopigmentov, ktoré sa lisia podla relativne;j citlivosti
na vinové dlzky svetla. Farebné pigmenty ¢apikov st zastipene nerovnomerne a to

64 % Cervené, 32 % zelené a 2 % modré pigmenty [34].

1.4 Farebny model

Farebny model je abstraktna matematicka struktira popisujica reprezentaciu fa-
rieb ako n-ticu c¢isiel v digitalnom obraze. Takto je mozné pouzitim troch ¢i styroch
hodndt farebnych zloziek definovat rozsah farieb zobrazovanych v danom rezime. Od
tejto mnoziny farieb sa odvija mutacia nazyvana farebny priestor, kedy je farebny
model doplneny o presny popis, ako maji byt jednotlivé zlozky interpretované (napr.
pozorovacie podmienky)[4]. Pouzivanym terminom, ktory standardizuje v ramci fa-
rebného priestoru zdkladny rozsah farieb byva tzv. gamutf’]

Ako uz bolo vysvetlené v kap. farba je dand kombinéciou frekvencii svetla
roznych vlnovych dizok. Rozne farebné modely sa snazia tito vlastnost napodobit
¢o najvernejsie. Zakladny sposob miesania farieb je aditivny (stctovy) na obr.
a subtraktivny (rozdielovy) na obr. [L.4(b)] Ako je zrejmé z obr. [1.4] pri aditivnom

(a) Aditivny (b) Subtraktivny

Obr. 1.4: Skladanie farieb.

skladani farieb pridanim jednotlivych farebnych zloziek vytvorime svetlo véicsej in-
tenzity. Naproti tomu, pri subtraktivnom skladani farieb pridanim jednotlivych fa-

rebnych zloziek uberame cast pévodnej intenzity svetla.

4 Gamut uréuje realne dosiahnutelni oblast farieb v uréitom farebnom priestore. Farby mimo

tuto oblast je mozné v danom farebnom priestore zobrazit len priblizne.
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1.4.1 Model RGB

Model RGB je tvoreny kombinéaciou troch zakladnych farieb z farebného spektra
urcujuce i jeho nazov. Vyuziva prave aditivny sposob skladania farieb. Farebny mo-
del RGB bol standardizovany uz v roku 1931 komisiou CIEﬂ. Na typickej farebne
obrazovke vidime farebny obraz ako vysledok troch kanalov, ktorymi st cervend (R,
red), zelend (G, green) a modrd (B, blue) farba. Tymto jednotlivym zlozkdm boli
priradené nasledujice vinové diiky — cervena = 700 nm, zelend = 546,1 nm, modra
= 435,8nm [g].

Takto je mozné farbu vyjadrit trojicou (vektorom uréujicim farbu), ktorej zlozky
nadobidaji hodnoty z intervalu (0, 1), uvadzané v celoéiselnom rozsahu 0 — 255.
Toto odpoveda koédovaniu kazdej zo zloziek RGB v jednom bajteﬁ. Najbeznejsim
sposobom je vyjadrenie farebnych zloziek 3 bajtami, kedy kazdy jednotlivy kanal je
mozné zakddovat 8 bitmi s 256 trovnami sytosti. Pocet farebnych odtienov je teda
2563 = 16777216.

B
Modra [

[001] \‘ —~
— )
N 4 Azurova

[011]

Purpurova
[101]

[— @r—

\ Biela
Cierna l@ [111]
[000] A
‘ ‘ »:9\ Zelena

Cervena [010]

[100] \‘I
71t
/ Stupne Sedi \ T Ea]

Obr. 1.5: Reprezentacia farebnych modelov RGB a CMY v jednotkovej kocke.

Farebny model RGB predstavuje jednotkovd kocka, ako je vidiet na obr. [I.5]
V jej podiatku [0, 0,0] sa nachadza farba cierna (K, black), zatial ¢o vrchol [1,1,1]
tvori farba biela (W, white). Zakladné farby lezia na vrcholoch v oséch a zostavajice
vrcholy uréuju farby doplnkové, z ktorych vychddza model CMY kap. [1.4.2] V pri-
pade, ze vSetky tri farebné zlozky zobrazime v plnej intenzite, tak na vystupnom

zariadeni bude vyslednou farbou biela. Podobnym sposobom vsak mozeme ziskat

SCIE (z angl. slov ,International Commission on Illumination“) je medzinidrodnou organizaciu
venujucou sa svetlu, osvetlovania, farbe a kolorimetrickym sistavam.
6 Bajt (z angl. slova ,byte“) je jednotkou digitdlnej informéacie v poéitacovych systémoch. Pou-

zivanym synonymom je ,oktet“ z dovodu, ze 1 bajt je rovny 8 bitom.
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stupne Sedi (hlavna diagonala medzi ¢iernou a bielou farbou) kap. [1.4.5 skladanim
vsetkych troch farieb so zhodnou postupne klesajicou intenzitou. Ak hodnoty za-
kladnych farebnych zloziek st normalizované v intervale {0, 1), tak pre doplnkové

farby plati

B+G=C, R+B=M, R+G=Y, R+G+B=W. (1.1)

Model RGBA

Farebny priestor RGBA, presnejsie RGBa, vychadza z modelu RGB a je rozsireny
o tzv. a-kandl obsahujtci informaciu o priehladnosti. Tym nemeni pévodny farebny
priestor modelu RGB, ale pridava k nemu iba dalsiu informéciu. Ak je pre kazdy
farebny kanal RGB vyhradeny 1 bajt, tak v tom pripade je a-kanal zakédovany

taktiez v 8 bitoch a dosahuje rovnako 256 trovni (priehladnosti, nie sytosti).

1.4.2 Model CMY

Tento model vychadza z Tudskej skiisenosti miesania farieb v redlnom prirodzenom
prostredi, kedy tmavsia farba vznika prave priddvanim pigmentu. V pripade CMY
modelu sa teda jednd o subtraktivny (analégia prekryvania farieb u maliarskych ¢
tlac¢iarenskych technik) spdsob skladania farieb, kedy priddvanim farby uberame na
povodnej intenzite. Taktiez vyplyvajic z nazvu tohoto modelu, je charakterizovany
farbami oznacovanymi ako azirovd (C, cyan), purpurovd (M, magenta) a Zltd (Y,
yellow). Rovnako ako RGB vychddza z jednotkovej kocky, ktord je zndzornend na
obr. Jednd sa ale o presny opak, kedy vrchol [0,0,0] odpoveda farbe bielej
a vrchol [1,1,1] farbe ¢iernej. Rovnako pre vypocet doplnkovych farieb v modeli

CMY platia v pripade hodnét normalizovanych v intervale (0, 1) nasledujice vztahy
Y+M=R, Y+(C=G, C+M=B, C+M+Y =K. (1.2)

Prevod medzi modelmi RGB a CMY je v principe jednoduchou zalezitostou,
kedze st vzajomné voci sebe inverzné. Postacuje ak si farebny priestor RGB vy-
jadrime trojprvkovou maticou [r, g,b] a vektor [¢,m,y| v priestore CMY ziskame

od¢itanim matic:
[cmy]z[l 1 1]—[7“96]. (1.3)
Tento sposob skladania farieb je vyuzivany predovsetkym pri tlaciarnach, kedze
pridavanim pigmentov dostavame tmavsiu farbu, ktorej podklad tvori biely papier.
Naproti tomu RGB bol vyhodny pre monitory, ktorych tienidlo je ¢iernej farby

a rozsvietenim kazdého farebného kanalu pixelu sa dosiahlo vacsej intenzity.

18



Model CMYK

Nedokonalé krytie jednotlivych farebnych zloziek modelu CMY v redlnych podmien-
kach, kedy pri ich zmiesani nikdy nevznikne dokonalo ¢ierna farba, ale len Spinava
Sedivo-hned4 farba, dalo vznik rozirenému modelu CMYK["] Pre tento hlavny dévod
je ziaduce pouzivat c¢ierny pigment, vratane vyuzitia k stmaveniu jednotlivych od-
tienov farieb. I z ekonomického hladiska je vyroba cierneho pigmentu daleko menej

nakladna, ako ju dosahovat zmesou pigmentov troch farieb.

1.4.3 Model HSB

Model HSB pozostava z troch zékladnych parametrov (zloziek), ktorymi st tdn/od-
tien (H, hue), saturdcia/sytost (S, saturation) a jas (B, brightness)f] Model odpo-
vedd kuzelu, pripadne i Sestbokému ihlanu na obr. [1.6(a)l Prednostou je predov-
setkym intuitivnejsie miesanie farieb oproti predchadzajicim modelom z pohladu
Tudského vnimania.

Pri manipulacii s farbou sa najskor v prvej faze voli prislusny farebny odtien
H, v druhej faze nasytenie S spolu so svetlostou B. Vyhodou modelu je, ze farebny
odtien sa pri manipulacii s nasytenim a svetlostou nemeni, ¢o sa d& pri miesani farieb
v RGB ¢i CMYK dosiahnut obtiazne. Analégiu v praxi tvori praca s vodovymi
farbami. Kde najskor volime farebny pigment a nasledne ho riedime vodou, ¢ize
uberame nasytenie a nakoniec ztmavujeme ¢i zosvetlujeme pridavanim ¢iernej alebo
belosti, ¢ize upravujeme svetlost [2].

Farebny tén H urcujuci hlavnu spektralnu zlozku, predstavuje farba odrazena
alebo prechadzajica objektom. Meria sa ako poloha na klasickom farebnom kruhu
(0° az 360°). Obecne sa odtien oznacuje nazvom farby. Sytost S (niekedy oznacovand
ako chroma) urcujuca silu alebo ¢istotu farby, predstavuje mnozstvo Sedi v pomeru
k odtienu H na achromatickej ose. Meria sa v percentdch od 0% (Sedd) do 100 %
(plne syta farba). Na farebnom kruhu vzrasta sytost od stredu k okrajom. Hodnota
jasu B alebo mnozstvo bieleho svetlo urcuje relativnu svetlost, alebo tmavost farby.

Jas teda vyjadruje, kolko svetla farba odraza.

1.4.4 Model HLS

Model HLS pozostava taktiez z troch parametrov (zloziek), ktorymi st ako v pred-
chddzajicom modeli ton/odtieri (H, hue), saturdcia/sytost (S, saturation), avsak

tretiou zlozkou je tzv. svetlost (L, lightness). Tento model tvori dvojity rotacny

"Doplnkové pismeno K pochédza spravne z angl. slova key, ¢o znaéi ,klicovi farba“ a nie ¢iernu
zo slova black.
8Ekvivalentnym oznacenim byva i HSV (Hue, Saturation, Value).
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kuzel znazorneny na obr. . HLS je znacne podobny modelu HSB a podarilo
sa mu odstranif jeden z nedostatkov tohoto modelu, ktorym je absencia symetrie
z hladiska jasu. Sytost S lezi na vodorovnej ose, svetlost L (poloha medzi ¢iernou
a bielou farbou) na zvislej ose a farebny tén H predstavuje uhlova hodnota.
Vzhladom k tomu, Ze schopnost rozlisSovania farebnych odtienov skutoc¢ne klesa
so stmavenim a zosvetlenim zékladnej Cistej farby, zvysovanie a znizovanie svetlosti
farby skutocne spociva v pridavani svetlého alebo tmavého pigmentu, tak tento
model najviac odpoveda skutoc¢nosti. Problém oboch uvedenych modelov tvori posun
po kruznicu pre zmenu parametru H, kde vykazuju nespojitost na vinovej dizke farby

pri prechode modrou a fialovou farbou.

Svetlost L

Sytost S
—_—

(a) HSB (b) HLS

Obr. 1.6: Farebné modely HSB a HLS.

1.4.5 Stupne sedi

Stupne Sedi je mozné oznacit ako jednorozmerny model obsahujtci vyhradne desa-
turované farby tvoriace diagondlu na jednotkovej kocke obr. [I.5] . Desaturdciou sa
mysli urcenie jasu z priemeru zloziek r, g,b v modely RGB. V pripade, Ze je po-
trebné roznofarebny obraz previest na obraz v stupnoch Sedi, nie je mozné vyslednu
intenzitu ziskat prostym stuc¢tom intenzit jednotlivych kandlov. Ludské oko je totiz
rozne citlivé na kazda farebnu zlozku (najcitlivejsie je na zeleno-zltu [34]). Z toho
dovodu je potrebné priradit jednotlivym kanalom roznu vahu. Do stupnov Sedi sa

preto obraz prevadza podla nasledujiceho empirického vztahu

I(r,g,b) = 0,299r + 0,587g + 0,114b, (1.4)
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kde pre kazdy pixel sa spocita vysledna intenzita jasu.
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2 DIGITALNE SPRACOVANIE OBRAZU

Digitalne spracovanie obrazu, ako vedeckotechnickd disciplina spadajica do spra-
covania signalu, sa zaoberd spracovavanim digitalnych 2D signalov v pocitacovych
systémoch. Pri digitdlnom spracovavani obrazu je najcastejsSim cielom spracovavat

predovsetkym obrazy, ktoré vznikaju ako obrazy spojité.

2.1 Digitalny obraz

Obraz moze byt definovany ako dvojrozmernd funkcia f(x,y), kde = a y st rovinné
stradnice, a f v kazdom pére suradnic (x,y) predstavuje svetelni intenzitu. Pri for-
malnom vymedzeni pouzijeme matematicky model, ktorym je spojita funkcia dvoch
premennych - obrazovd funkcia [13].

7 matematického hladiska je analdgovyy obraz zobrazenim f : R? — R™. Ak obraz

uvazujeme v modeli stupnov Sedi n = 1, uvedené je mozné chapat ako realnu funkciu
z = f(z,y), zeR, (2.1)

demonstrovant na obr. 2.1} V modeloch s viac zlozkami bude dimenzia n > 1, pre

RGB model konkrétne n = 3, ¢o je mozné zapisat
z=f(z,y), zeR> (2.2)

Jednd sa o zobrazenie so spojitym Casom z,y € R [20].

Kedze spracovavany obraz ma obmedzené rozmery, je mozné definicny obor ob-
razovej funkcie zapisat ako kartezidansky siucin dvoch spojitych intervalov z oboru
realnych cisiel

f o (C&mins Tmaz) X Ymins Ymaz)) — H. (2.3)

Reéalne ¢isla x, y, kde & : Tpin = T = Tz @ Y © Ymin = Y = Ymaz SU suradnice bodu
v dvoch rozmeroch, v ktorych funkcia nadobida nejakej hodnoty z z oboru hodnét,
tj. z € H [34].

Pri praci s obrazom v pocitacovej grafike je zriedka k dispozicii spojity defini¢ny
obor obrazovej funkcie. Preto v pripade diskrétneho obrazu bude obraz formalne

chapany ako zobrazenie
Fe{l2, . Ny x {1,2,... N} — Hy x Hy x -+ x H,, (2.4)

kde H,, predstavuje mnozinu hodnot, ktoré moze nadobudat m-ta zlozka modelu

(kanal), m = 1,...,n. Obraz sa chape ako n matic, kazdd rozmeru N, x N, [26].
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Digitélny obraz o rozmeroch 512 x 512 zobrazeny na obr. [2.1(a)| v stuptioch sedi pri
8 bitoch bude maft tvar

Fo{1,2,...,512} x {1,2,...,512} — {0,1,...,255} . (2.5)

Obr. 2.1: Sedo-ténovy obraz 512 x 512 a priestorové znazornenie z = f(z,y).

2.2 Digitalizacia obrazovych signalov

Nato aby bolo vobec mozné nejaky obraz v pocitacovych systémoch spracovavat, je
potrebné ho najskoér nasnimat. Tento obraz, ktory je potrebné nasnimat ma vsak te-
oreticky nekone¢ny rozsah obrazovych hodnot ¢i uz je to vo velkosti alebo vo farbe.
Avsak v pocitac¢i bude zobrazovany v koneénom mnozZstve pixelov a v koneénom
mnozstve farieb. To nastoluje hlavny problém, ktory spociva prave v redlnej pred-
lohe obrazu, ktora je spojita, naproti comu obraz reprezentovany v pocitacovych
systémoch je vzdy diskrétny. Spojita funkcia jednej premennej bude oznac¢ovana ako
f(x) a jej diskrétny obraz ako I;, ktort je mozno zobecnit na spojitt funkciu dvoch
premennych f(xz,y) a jej odpovedajica diskrétna funkcia I ;.

Nato, aby sme presli od spojitej 2D funkcie f(z,y) k diskrétnej 2D funkcii I ;,
je potrebné urobit proces prechodu nazyvany digitalizdcia. Tento proces v sebe za-
hriuje dva podprocesy, ktorymi st wvzorkovanie a kvantovanie. Taktiez je mozné
povedat, ze digitalizacia hodnot stiradnic je vzorkovanim a digitalizacia hodnot am-

plitady je kvantovanim.
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Proces digitalizacie je mozné vidief na obr. Spojity obraz, premietnuty na
rovinu senzorového pola na obr. [2.2(a)l je nasledné vzorkovany a kvantovany vo
vysledny diskrétny obraz na obr. [2.2(b)l

HEEEN | | | |

[ [ T[] [ ] [ ]

(a) Spojity obraz (b) Diskrétny obraz

Obr. 2.2: Spojity obraz nasledne po vzorkovani a kvantovani.

Pre tplnost je potrebné uviest, ze po spracovani do digitalizovanej podoby moze
vzniknut taktiez poziadavka, aby bol obraz rekonstruovany do povodnej spojitej

podoby. Tomuto sa nasledne v tejto praci venuje celd kap.

2.2.1 Vzorkovanie

Vzorkovanim (z ang. ,Sampling®) spojitej 1D funkcie f(x) rozumieme zazname-
névanie hodnét (vzoriek) v dopredu danych intervaloch. Diskrétnu 1D funkciu zis-
kant pravidelnym vzorkovanim budeme oznacovat ako I; a vzdialenost dvoch vzoriek
oznac¢ime ako Ax. Pévodna spojita funkcia mdze byt definovand na ITubovolnom in-

tervale x € {xg, x1) a vzorky budeme indexovat nasledujicim spdsobom:
I = f(zo +iAx); 1 =0,1,... (2.6)

Pri vzorkovani logicky musi dochadzat k strate informécie. Pri predpoklade, ze
funkcia je konstantnd a doslo k jej prudkej zmene v okamziku f(zo + %) pri vzor-
kovacom kroku Az, hodnote f(zq), odpoveda vzorka Iy a f(zo + Az) vzorka Ij.
Presnejsie f(xg) = Iy a f(xg + Az) = I; [34]. Hodnota v polovici intervalu s tymto
predpokladom jednoducho v rade vystupnych vzoriek zaznamenand nie je. Takto
o udalosti medzi vystupnymi vzorkami chyba informacia. Tento sposob vzorkova-
nia, kedy je hodnota odobrané v jednom bode, sa nazyva bodové vzorkovanie (point
sampling). Technicky je najbeznejsie vzorkovanie, kedy je zaznamenand reprezenté-
cia hodnot celého vzorkovaného intervalu Az. Tejto metdde sa hovori plosné vzor-

kovanie (area sampling), kedy hodnota vzorku je uréend napriklad priemerom zo
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vsetkych hodnot
1 zo+(i+1)Ax

I; f(t)dt. (2.7)

AI xo+iAx
Plosné vzorkovanie vyzaduje vyssiu vypoctovi naroc¢nost nez vzorkovanie bodové.

Pri definovani vzdialenosti dvoch vzoriek ako Az rozumieme vzorkovaciu frekvenciu

fs ako hodnotu
1

= A
a jednotkou je pocet vzoriek za jednotku ¢asu (Hz) ¢i na jednotku vzdialenosti (dpi)
[34].

Zovseobecnenie jednorozmerného vzorkovania do dvoch rozmerov mozno za-

1 zo+(i+1)Az pyo+(j+1)Ay
Lij= f J f(p,q) dpdg. (2.9)
’ A.Z'Ay zo+iAx yo+jAy

(2.8)

pisat ako

2.2.2 Kvantovanie

Pri praktickej reprezentacii signdlu v pocitacovych systémoch, je ¢asto potrebné
uchovavat jednotlivé vzorky signdlov v premennych s obmedzenym rozsahom (bajt,
slovo atd.). V takychto pripadoch realizujeme prevod skuto¢nych drovni signalu na
hodnoty, ktoré je mozné v premennej zvoleného typu uchovavat, ¢o nazyvame kvanto-
vanim (z ang. ,Quantization“). Na konci retazca digitdlneho spracovania je naopak
casto potrebné obraz na zaklade jeho kvantovanej reprezentacie opat zrekonstruovat
tak, aby ¢o najlepsie odpovedal obrazu teoretickému [28].

Kvantovanie prebieha v oboru hodnot obrazovej funkcie, ktora sa rozdeli na in-
tervaly s jedinou pridelenou zastupnou hodnotou. Podla sposobu rozdelenia kvanto-
vanej veli¢iny hovorime o kvantovani uniformnom alebo neuniformnom. Uniformné
kvantovanie pouziva konstantni dizku intervalu, zatial ¢o neuniformné kvantovanie
vyuziva premenlivi dlzku intervalu. Neuniformné kvantovanie sa vyuziva zriedkavo
i cez svoju moznost zohladnit nerovnomerné rozlozenie hodnot meranej veli¢iny. Pri
kvantovani samozrejme rovnako dochadza ku strate informécie, kedze mnozina hod-
not je nahradend hodnotou jedinou. Tito stratu oznacuje pojem kvantizacnd chyba
a v pocitacovej grafike sa prejavuje napriklad na plochach s malou zmenou gradientu
ako ndhly skok farieb [34].

2.3 Reprezentacia digitalneho obrazu

Vysledkom vzorkovania a kvantovania je matica redlnych ¢isiel. Predpokladajme, ze

obraz f(z,y) je vzorkovany tak, aby vysledny digitdlny obraz mal M riadkov a N
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stipcov. Hodnoty stradnic (z,y) sa teraz stali diskrétnymi kvantitami. Pre prehlad-
nost a pohodlie budeme pouzivat celo¢iselné hodnoty tychto diskrétnych sturadnic,

¢o napriklad znadi, Ze pociatok obrazu je (x,y) = (0,0). Dalsie hodnoty stradnic

Podiatok

N0 1 2 3 --- o N-1

w N = O
|

Jeden pixel

Obr. 2.3: Reprezentacia pixelov v obraze.

pozdlz prvého riadku obrazu st reprezentované ako (z,y) = (0, 1), pri¢om je dobré
mat na paméti, Ze sa jednd o druhd vzorku pozdlZ prvej rady. Samozrejme to ne-
znamena, ze sa jednd o skutocne hodnoty fyzikalnych siradnic, kedy bola odobratéa
vzorka obrazu. Pre ilustrdciu postadi obr. [2.3]

Podla predchadzajiceho zobrazenia mozeme zapisat kompletny M x N digitalny

obraz v nasledujicom kompaktnom maticovom tvare

f(070) f(O,l) f(O7N_1)
f(:z:,y) _ f(1> 0) f(L 1) f(1>]\:[_ 1) . (2.10)
f(M—-1,00 f(M-1,1) -~ f(M—1,N—-1)

Prava strana rovnice je samozrejme definiciou digitalneho obrazu, v ktorom kazdy
element tohoto maticového pola je nazyvany pixel. Niekedy byva vhodnejsie pouzit

tradi¢nejsi zapis matice digitdlneho obrazu s jeho prvkami

ao,0 Qp,1 T ao,N—1
1,0 1,1 T a1, N—-1
A= (2.11)
ap—10 aGpM—-11 - GM—1,N-1



Z coho je jasne definované, ze a;; = f(x =i,y = j) = f(i,7). Tento proces digitali-
zacie vyzaduje urc¢enie hodnot pre L, oznacujuci diskrétne hodnoty stupnov sedi pre
kazdy pixel. Pre hodnoty M a N nie st kladené ziadne iné naroky okrem toho, aby
sa jednalo o kladné celé cisla. Hodnotu L pre pocet stupnov sedi je mozné vyjadrit
ako

L=2% (2.12)

Predpokladame, Ze jednotlivé tirovne st rovnomerne rozlozené, a taktiez su celymi
¢islami v intervale (0, L—1). Niekedy rozsah hodnot rozlozenia sedo-ténovej stupnice
sa nazyva ako dynamicky rozsah urcujuici, aki vyznamnu c¢ast stupnice jednotlivé
hodnoty pokryvajiu. Mame tym na mysli rozlozenie medzi najsvetlejsim a najtmav-
sim bodom stupnice. Snimok majici velky dynamicky rozsah bude mat vysoky kon-
trast, a naopak snimok s nizkym dynamicky rozsahom bude vykazovat matny az sivy
vzhlad. Velkost v bitoch b potrebnych na ulozenie digitalizovaného obrazu, mézeme
vypocitat ako

b= M x N x k. (2.13)

V pripade rovnostranného stvorcového obrazu kedy M = N mézeme zjednodusit na
b= N%k. (2.14)

Ak obraz méze mat 2* trovni Sedi, je beznou praxou odkazovat sa na obraz ako
»k-bitovy“. Napriklad obraz s 256 moznymi troviiami Sedi sa nazyva ako 8 bitovy
obraz [13].

2.4 Fourierov obraz

Fourierova transformacia slizi k prevodu obrazu do dudlneho priestoru, ktory zjed-
nodusuje niektoré operacie s obrazom a je vhodny pre pochopenie niektorych javov
a vlastnosti obrazu.V tomto pripade sa pouzivaji dve reprezentacie obrazu. Prvou je
obraz reprezentovany diskrétnou maticou pixelov, kde sa tato reprezentacia oznacuje
ako priestorovd oblast. V tedrii signdlov pod pojmom oblast casovd. Fourierov obraz
je reprezentaciou obrazu vo frekvencnej oblasti kde je zlozeny z nekoneéne mnoho
sinusovych signalov, ktoré maji réoznu amplitidu a st rézne fazovo posunuté. Ana-
16giou k tomu je reprezenticia zvuku ako signilu, ktory sa sklad4 z hibok (signédlov
nizkej frekvencie) a vysok (signalov vysokej frekvencie). Cim silnejsie st hibky, tym
vacsia je amplitiada nizkych frekvencii, a naopak, ¢im silnejsie su vysky, tym véc-
Sia je amplitida vysokych frekvencii. Sum, ktory je oby¢ajne neziaduci sa prejavuje
ako vysoké frekvencie. A neziadtci nizkofrekvencny signal je nazyvany alias, ktorého

prejav v obraze je nazvany aliasing [34], rozobrany v kap. m
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2.4.1 Spojita Fourierova transformacia

Vypocet, pri ktorom ziskame Fourierov obraz funkcie reprezentovanej v ¢asovej ob-
lasti, sa nazyva doprednd Fourierovd transformdcia, a povodny obraz ziskame z Fou-
rierovho obrazu spdtnou Fourierovou transformdaciou. Fourierovym obrazom 1D fun-
kcie f(z) definovanej na spojitom definiécnom obore budeme rozumief komplexni

funkciu F'(u). Ziskame ju integraciou doprednej Fourierovej transformacie

u) = fjoo f(z)e 2™ dg, (2.15)

kde 7 = 4/—1 je komplexnd jednotka. Spatna Fourierova transformécia komplex-
nej integrovatelnej funkcie F'(u), ktord realizuje prechod od frekvencnej oblasti k
priestorovej je definovana vztahom
+oo ‘
f(z) = f F(u)et™™ dy, (2.16)
—Q0
Fakt, ze f(z) a F(u) st dvojakym vyjadrenim rovnakej funkcie zviazanej reldciou

Fourierovej transformécie, byva niekedy zvykom ich oznacovat ako
f(z) = F(u). (2.17)

Pre zovSeobecnenie Fourierovej transformacie pre 2D obraz spojitej funkcie f(x,y),
ozna¢ime Fourierov obraz ako F'(u,v), z ¢oho analogicky doprednd a spétna trans-

formécia ma tvar

+oo et _
Fluw) = | [ floye e dzay, (2.18)

+00 (00 .
flz,y) = f J F(u,v)et2 et dy, do, (2.19)
-0 J—w

2.4.2 Diskrétna Fourierova transformacia

Signal s obmedzenou postupnostou vzorkou, ktora sa periodicky opakuje pouziva
diskrétnu Fourierovu transformaciu. Priama a spatna diskrétna Fourierova transfor-

mdacia (DFT) funkcie Iy je definovana ako

N—
Z 71271'—

1
N
NZ i
+i2m 5F )

n

(2.20)

Dualitu medzi priestorovou I a frekvencénou reprezentaciou F,, obrazu vyjadrime
pomocou
I, < F,. (2.21)
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2.4.3 Shannonov vzorkovaci teorém

Frekvencne obmedzend funkcia (tzv. bandlimited function) ma koneéné amplitidové
spektrum. V konecnom amplitidovom spektre existuje najvyssia frekvencia fiax
s vlastnostou pre vSetky frekvencie u, pre ktoré plati, Ze u > fiax je |F(u)| = 0.
Amplitida tychto frekvencii je nulova a nenesi ziadnu energiu. Najjednoduchsim
pripadom frekvencne obmedzenej funkcie je samozrejme funkcia sin(x), ktorej vo
Fourierovom spektre odpoveda jediny bod. Najvyssia nenulova frekvencia fi,.. sa
nazyva Nyquistovo kritérium. Vzorkovacia frekvencia fs viz a najvyssia frekven-
cia fiax uvadza do vztahu Shannonova vzorkovacia veta (taktiez Shannonov vzor-
kovaci teorém), ktory znie:

Signdl spojity v case je plne urceny postupnostou vzoriek odoberangch v rovnakych
intervaloch Ax, ak je ich frekvencia fs = ﬁ vacsia neZ dvojnasobok najvyssej frek-
vencie v signdle fae, tj. ak je

fs > 2 fimax. (2.22)

Kazda frekvencéne obmedzena funkcia je reprezentovand do urcitej velkosti rastru
presne. Dalsie zvySovanie vzorkovacej frekvencie nevedie k pridaniu detailov a je

teda zbyto¢né. Vicsina scén v pocitacovej grafike nie je frekvencéne obmedzena [34].

2.4.4 Konvolucia

Konvolicia je matematickd operdcia dvoch funkcii (spracovavanej funkcie s konvo-
luénym jadrom), ktorej vysledkom je upravend povodna funkcia. Patri medzi najza-
kladnejsie sposoby spracovavania diskrétneho 2D obrazu v pocitacovych systémoch.
Oznacovanad byva symbolom . Pri praci s digitalnym signalom je vyuzivana dis-

krétna konvolucia, ktora pre vystupny obraz ma tvar

kok
[z{,j = [1'7]' *k h@j = Z Z [ifx,jfyhi,j- (223)

r=—ky=—k
Funkcia h; ; je konvolu¢nym 2D jadrom, ktoré mézeme chapat ako okno (konvolucni
masku) o rozmeroch (—k, k) x (—k, k), posivané na prislusné miesta v obraze [34].
Kazdy pixel prekryty oknom vynasobime koeficientom v prislusnej bunke a urobime

sucet vSetkych tychto hodnot, ¢im dostaneme jeden novy pixel.

2.4.5 Aliasing

Pocitacovy obraz s diskrétnou povahou je najcastejsie ziskavany vzorkovanim spo-
jitej scény, a preto sa stretdvame s nevyhnutnym problémom nazyvanym aliasing.
Alias vznika pri rekonstrukeii signalu vzorkovaného pod Nyquistovym limitom. Pre-

javuje sa ako nova nizkofrekvencnd informécia, ktord nebola v pévodnom signale
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pritomna. Prakticky sa jedna o pripad, kedy povodna funkcia obsahuje detaily,
ktoré nie je mozné v rastre zobrazif. Tieto Struktiry s vysokou frekvenciou nie
je mozné vzorkovanim postihnut. Vznikd v dvoch pripadoch. Prvy pripad je, ked
p6vodna funkcia je frekvenéne obmedzend. Co znamend, Ze neexistuje Ziadna maxi-
malna frekvencia a funkciu nie je mozné v diskrétnej mriezke rastru reprezentovat
presne. Druhy pripad je, ked povodnd funkcia je frekvenéne obmedzens. Co zna-
mena, ze v jej Fourierovom spektre existuje urcitda maximélna frekvencia f,.y, ale
funkciu vzorkujeme s frekvenciou pod Nyquistovym limitom (< 2fpax). Je mozné
mu predist odfiltrovanim vysokych frekvencii, ¢i rozmazanim obrazu pred zmense-
nim. Antialiasing je proces, ktory sa snazi minimalizovat alias, ¢i zubaté diagonalne
hrany nazyvané jaggies. Dalsim neprijemnym efektom vychddzajicim z aliasingu pri

zmensovan{ obrazu je vznik efektu moardl

15+ Pévodny signal H
= = = Rekonstruovany signal
©  Odobraté vzorky

f(x)

Obr. 2.4: Vznik aliasu.

Prvou a najdolezitejsou skuto¢nostou je potrebné si uvedomit, ze k zachyteniu
drobnej kresby a malych detailov je potrebné mat dostatoény pocet vzoriek z origi-
nalnej predlohy. Nepomézu ani vzorky ziskané interpolaciou. Interpolacia chybajice
vzorky odhaduje na zaklade akéhosi obecne zjednoduseného modelu. Drobné indi-
vidudlne detaily, ktoré na povodnom vzorku nie si zachytené, nemdze v ziadnom
pripade doplnit. Zmensenie obrazku je preto obecne nevratna zmena sposobujtca,

ze pripadne spatné zvacsenie na pévodnu velkost uz neziska drobné detaily.

"Moaré (z franc. slova moiré) je rusivy efekt vznikajtici prekryvanim alebo interferenciou dvoch

pravidelnych a velmi mélo odlisnych rastrov (lisiacich sa fazou, orientéciou pripadne kmito¢tom).
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3 ANALYTICKE KRIVKY V ROVINE

Krivky st obycajne v pocitaci reprezentované ako sustava parametrov nejakej rov-
nice, ktora je nasledne generativne zobrazovana. Vyuzitie kriviek mé Siroku skalu
od modelovania v 2D rovine ¢i 3D priestore, pre definiciu drahy pohybujtcich sa ob-
jektov, az po modelovanie tvaru znakov vo fontoch. Existuju tri zakladné analytické
vyjadrenia kriviek:

o explicitné — y = f(x),

o implicitné — F(z,y) =0,

o parametrické — bodova rovnica Q(t) = [x(t),y(t)],

—> vektorova rovnica q(t) = (x(t), y(t)).

V explicitnom tvare je mozné vyjadrit iba krivky, ktoré si zaroven funkciami, tzn.
ze v hodnote x z definicného oboru odpovedd jedina funkéna hodnota y. Implicitné
vyjadrenie je pomerne obtiazne zobrazitelné pre nemoznost postupného vypoctu
krivky v obecnejsich pripadoch. Najcastejsim vyjadrenim krivky v pocitacovej gra-
fike byva prave parametricky tvar. Sturadnice su funkciami parametra c¢asu t, z in-
tervalu ¢ € (tmin, tmaxy & najcastejsie je voleny z ¢ € (0,1). Jeho vyhodou je pre-
dovsetkym zavislost suradnic krivky vyhradne na parametre ¢ (¢asu). Vdaka tomu
je mozné vyjadrit krivky prechadzajice viackrat (v roznych casovych okamzikoch)
rovnakymi bodmi na ploche.

Vektor q = Q(t) — [0,0] sa nazyva polohovy vektor a jeho velkost je rovnd
vzdialenosti bodu Q(t) od pociatku.

Dotycnicovy vektor v bode Q(tg) je urCeny derivaciami parametricky vyjadrenej

krivky po zlozkach v tvare

o (t0) = (2'(t0). ¥/ (F0)) = (d“”%) dy(“’)) | (3.1)

dt 7 dt
Rovnica doty¢nice sa vypocéita z dotycnicového vektoru a bodu na krivke ako
P(u) = Q(to) + uq'(to). (3.2)

Vektor ' sa taktiez nazyva smerovy vektor priamky a vyuziva sa pri nadvazovani

kriviek a skladani zloZitejsich tvarov [34].

3.1 Modelovanie kriviek polynémami

Polyném (mnohoclen) tvori sucet alebo rozdiel jednoclenov. V pocitacovej grafike

ako zakladny druh parametrickych kriviek tvoria krivky polynomické

Qn(t) = apt" + ap_1t" 1+ -+ + art + ag, (3.3)
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ktoré je mozno maticovo zapisat ako

Qn(t) = [t" ot 1] : [an p_1 -+ a4 aO]T, (3.4)

kde redlne ¢isla a,,, a,—1, -+ ,a1,a9 € R;a # 0 st koeficienty polynému a celé neza-
porné ¢islo n stupen polynému. Rovnicu [3.4] je mozné chapat ako linedrnu kombina-
ciu jednotlivych polynémov 7, "1 a7 t°, ktoré su linedrne nezavislé. To znamena,
ze musia tvorif bazu vektorového priestoru vsetkych polynémov, ktoré su radu n
alebo nizsieho. Takyto Iubovolny polyném je mozné ziskat pomocou tejto baze a
stradnic polynému a,, a, 1, -+ ,a; v tejto béze [26]. Polynomické krivky st Tahko
vycislitelné a jednoducho diferencovatelné.

Pre modelovanie krivky sa definuje niekolko riadiacich bodov (riadiaci polygon),
ktorych matematicky aparat z ich polohy urci priebeh krivky. Zadavanim kriviek
pomocou dotyc¢nicovych vektorov je mozné zarucit spojitost a hladkost nadvéizova-
nia. Tvar krivky Q(t) jednoznac¢ne definujui riadiace body znacené P;, pripadny zapis
ako Q(t) = Q(Po, Py, -+ ,P,,t). Dotyénicovy vektor ku krivke je obecne oznaceny
ako q'(t) a jeho druhd derivacia q”(t). Dotyc¢nicové vektory v riadiacich bodoch p/;
alebo uzloch ¢';, ktorymi krivka prechadza [34].

Zakladné delenie kriviek je na aproximacné a interpolacné. Krivka generovana

pri interpolacii musi prebiehat danymi bodmi, pri aproximéacii nemusi.

] /

(a) Aproxima¢nd (b) Interpola¢na

Obr. 3.1: Krivky s riadiacimi bodami.

Pre 2D priestor je parametricky tvar krivky, konkrétnejsie kubiky, vyjadreny

dvoma sturadnicami
z(t) = a,t® + byt* + cut + d,

(3.5)
y(t) = ayt® + byt* + ¢yt + d,,
¢o je mozné zkratene prepisat do maticového tvaru ako
ay ay
3 9 b, by,
Q(t) = TC = [t 2t 1] (3.6)
Cx Gy
d, d,
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Dosadenim zvoleného ¢asového okamziku ¢ do rovnice (3.6) ziskame polohu bodu
Q(t) na krivke a vysledny tvar kubiky urc¢uje osem parametrov matice C. Pre vy-
hodnotenie polohy vo viacerych bodoch je potrebné dosadit miesto jedného ¢ vsetky
pozadovane, ¢im v matici T narastie pocet riadkov.

Derivéaciou dotyc¢nicového vektoru q" polynému Q(t) v bode ¢ ziskame derivaciu
vektoru T, ¢o v pripade kubiky bude vdaka vztahu dvojzlozkovy vektor

dmzi@@zijczpﬁ2t1ﬂc. (3.7)

Ako bolo uvedené, kubika v 2D je ur¢end 6smimi parametrami tvoriace prvky matice
C, ktorych zmena vSak neposkytuje intuitivne ovladanie tvaru krivky. V pripade
kubik sa matica C rozklada do su¢inu C = MG, kde matica konstant M (nemennd
pre zvoleny typ krivky) je nazyvana ako bdzovd matica a Stvorprvkovy vektor G sa
nazyva vektor geometrickyjch podmienok (riadiace body, dotycnicové vektory apod.).
Stuc¢in TM definuje polynomicki bdzu (skupinu polynémov), ktord je spoloéné pre

vsetky krivky urcitého typu. Kubika je definovand vztahom

mi1 Myz M1z My Gy

Moy Moy Moz M G
mw:TMG=P3ﬁt ﬂ N B FEE
mg3y Mgz 7MM33 Ma3q G
My Mg M43 Myyg Gy
¢o je rozpisat ako sucet polynémov nasobenych geometrickymi podmienkami
Q(t) = (m11t3 + m12t2 + mqgt + m14) . G1+

(m21t3 + m22t2 + mggt + m24) . G2+ (3 9)

(m31t3 + m32t2 + m33t + m34) . Gg+ ‘

(m41t3 + m42t2 + mysgt + m44) . G4.

Polynémy sa uplatnuju ako premenlivé vahy riadené parametrom ¢, ktorymi su
geometrické podmienky nasobené. Hodnota parametru t urcuje, ktord z podmie-
nok sa viac uplatni na cast krivky v zaciatku, vnutri ¢i na jej konci. Ako priklad
poslizi nasledujica krivka, zostavena z dvoch geometrickych podmienok nasobenych

bazovymi polynémami prvého stupna, ktora je vlastne tiseCkou
Qty=0-t)-P+1-P. (3.10)

Geometria je teda plne urcena riadiacimi bodmi P, a P, a bazové polynémy urcuju

vplyv tychto bodov na priebeh usecky [34].

3.1.1 Vlastnosti kriviek

Medzi ¢asto pozadované vlastnosti kriviek patri [34]:
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o Invariancia k linearnym transforméaciam a projekciam, ktora zarucuje, ze oto-
Cenie ¢i posunutie riadiaceho polygénu a nasledné generovanie krivky poda
rovnaky vysledok ako otocenie kazdého bodu z vygenerovanej krivky. Prvy pri-
pad odpoveda préaci poc¢itaca a druhy predstave ¢loveka. Invariancia znamena,
ze oba pripady maju rovnaké vyustenie. Matematicky zapisané do naslednej

rovnosti, kde symbol T zastupuje transforméaciu bodu v 2D

o (.

Q(T(PO)v T(P1>a T >T(Pn)7 t) = T(Q(P0> P17 to aan t)) (311)

Y v
pocitac ¢lovek

pre vsetky ¢ € (0, 1) [26].

o Krivka lezi v konvexnej obéalke svojich riadiacich bodov.

e Zmena polohy a/alebo vahy riadiaceho bodu zmeni tvar krivky iba v okoli
tohoto bodu a nie cela krivku.

o Krivka ma prechadzat krajnymi bodmi svojho riadiaceho polygonu.

3.1.2 Krivky po castiach polynomické

Z polynomickych kriviek je mozné skladat krivky po castiach polynomické (seg-
menty tvoria polynomické krivky) viac v kap. . Tento pristup vychadza z toho,
ze nema zmysel modelovat zlozity tvar jednej krivky pomocou polynému n-tého
radu. Omnoho vhodnejsie je tieto tvary modelovat ako na seba nadvazujice krivky
malej zlozitosti. Najcastejsie vyuzivané krivky byvaji krivky tretie stupna (n = 3)
tzv. kubiky. Vyhodami je, zZe poskytuji dostatocne siroku skalu tvarov, nenarocny

vypocet, lahkt manipulovatelnost a je mozné zarucit spojitost C2.

3.2 Spojitost kriviek

Krivky mozu byt skladané z viacerych segmentov a to nielen s polynomickou re-
prezentaciou. Miesto, v ktorom sa krivky stykaju sa nazyva wuzol (knot). Spdsob
napojenia v tychto uzloch sa oznacuje ako spojitost (continuity).

Na nasledujticom obr. [3.2] je zobrazend krivka Q(t) zloZend z dvoch casti Q1(t)
a (Q2(t) , nazyvanych segmenty spojenych v bode Q1(1) = @Q2(0).

Parametricka spojitost

Hovorime, Ze krivka Q(t) patri do triedy spojitosti C™ ak mé vo vsetkych bodoch
spojité derivacie podla parametru ¢t do radu n. Oznacenie C" sa nazyva paramet-
rickd spojitost stupria n. Dva segmenty st spojito nadviazané triedy C°, pokial kon-

covy bod prvého segmentu je pociatoénym bodom segmentu druhého. Kazda spojita
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uzol

Obr. 3.2: Krivka Q(t) z dvoch segmentov Q1 (t) a Qa(t).

krivka patri do triedy spojitosti C°. Nésledne dva segmenty maji spojenie triedy
C'! pokial dotyénicovy vektor je v koncovom bode prvého segmentu @ rovny dotic-
nicovému vektoru segmentu (3 v jeho po¢iatoc¢nom bode. Pre spojitost triedy C? je

analogicky ziadana rovnost prvej a druhej derivacie. Mozno zapisat ako
"5(0) (3.12)

v skratenom tvare zapisujeme
ai’(1) =ad’(0); Vi=0,1,-- ,n. (3.13)

Pre i = 0 sa krivky dotykaju v koncovych bodoch a pre ¢ = 1 nastéva rovnost
dotycnicovych vektorov [26]. Pri spojitosti C° sa bod pohybuje po spojitej drahe,
avsak v uzle moze menif skokom smer pohybuje, rychlost i zrychlenie. Pri spojitosti
C! sa skokovo nemoze menit velkost rychlosti a smer pohyb a pri spojitosti C?

zostava nezmenené i zrychlenie.

Geometricka spojitost

Podobne hladkost navizovania kriviek moze byt podla geometrickej spojitosti stupna
G™, ak v spolo¢nom uzle su vektory vsetkych derivacii az do rddu n rovnobezné a
sucasne maju suhlasni orientaciu (kolinedrne). V tom pripade dva segmenty krivky
Q(t) nadobtidaju spojitost G, ak koncovy bod Q;(t) je totozny s pociatoénym bo-
dom Q»(t). Pre spojitost G je potrebné aby boli segmenty spojitosti G° a stcasne
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¢’ Q,(1)

(a) Spojitost C°,C* a C2. (b) Spojitost G* a C*.

Obr. 3.3: Parametrickd a geometricka spojitost.

dotyc¢nicové vektory q;(1) segmentu Q1(t) a q2(0) segmentu Q»(t) sthlasne koline-
arne
ai(1) = k- az(0), k> 0. (3.14)

Jedna sa o spojitost zarucujuc totoznost dotycnic a nie dotycénicovych vektorov.
Pohybujci sa bod v uzle méze menit skokom rychlost, avsak neméze zmenit skokom
smer. Subjektivne zarucuje spojitost G* skoro rovnako hladky prechod ako C! a byva

jednoduchsie zarucit spojitst G oproti C'* [34].

3.3 Splajn krivky

Interpola¢ny polyném pri viacerych bodoch nadobtda istd nepriazniva vlastnost, ze
i ked prechadza zadanymi bodmi mimo ne sa prilis rozkmita. Preto sa interpola¢ny
hladat iné prostriedky. Najviac vyuzivanou metédou, ktora vykazuje lepsie vlastnosti
pri vi¢som poéte bodov ako interpolacny polyném, je konstrukcia tzv. splajn'}
Splajn krivka stupna n je po castiach polynomicka krivka, ktora je triedy C™.
Nevyhodou kriviek je, ze zmenou polohy jedného definujiceho bodu sa zmeni tvar
celej krivky. Linearny splajn tvoriaci polynémami prvého stupna v hrani¢nych bo-
doch na seba navézuje spojite lomenou c¢iarou. Kvadraticky splajn tvoreny stistavou
kvadratickych funkcii naviazuje v zadanych bodoch, ako funkénou hodnotou, tak i
prvou derivaciou. Naproti tomu kubicky splajn, tvoriaci stustavou kubickych funkeii
navazuje v zadanych bodoch, ako funkénou hodnotou, tak i prvou a druhou deri-
vaciou. Kedze linearny splajn vykazuje ostré hroty v zadanych bodoch a kubicky

splajn trpi zotrvacnostou, v praxi sa najviac vyuziva splajn kubicky.

!Termin spline pochiddza od pruzného pravitka (krivitka), ktorym sa tieto krivky modeluji.
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4 REKONSTRUKCIA A INTERPOLACIA
DIGITALNEHO OBRAZU

Ked hovorime o interpolacii obrazu je potrebné uviest, ze velkost digitalneho obrazku
je jeho velkost v pixeloch, a zmenif velkost znamend menit pocet pixlov. Tato zmena
velkosti digitalneho obrazu v pixloch je zasadnym zidsahom do digitdlneho obrazu.
Vo svojej podstate sa jednd o nevratny proces, kedy dochadza k strate povodnej
informacie. Pri zmene poc¢tu pixlov hovorime o odobrati vzoriek v inych bodoch
nazyvanym prevzorkovanie, vychadzajic z principov vzorkovania rozobranom v kap.
[2.2] Prevzorkovanie vSak nardza na zdsadny problém vzhladom nato, Ze nie je mozné
ziskat nové hodnoty z povodnej scény. Spojita predloha uz totiz nie je k dispozicii.
Digitalizacia obrazu sama o sebe je nevratnym procesom straty informacii pévodne;j
spojitej scény. Preto pre odhadnutie novych hodnot je potrebné pouzit hodnoty
z uz dostupnych diskrétnych vzoriek. Tento problém déva prave priestor klasickej
matematickej ilohe nazyvanej interpoldcia.

Interpolécia je opozi¢nym procesom k vzorkovaniu, kedze spojity signal rekon-
struuje zo vzoriek na zistenie jasovych hodnot medzi znamymi vzorkami. Interpolo-
vat digitalny obraz je mozné za predpokladu, Ze sa funkcia nebude chovat nahodne.
Potrebné je funkciu obecne popisat v metdde, na zaklade ktorej bude mozné chy-
bajuce vzorky odhadntit. Najbeznejsie pouzivané metddy tvoria funkcie zlozené z
usekov polynémov nizkeho stupna.

Hlavnou tlohou rekonstrukcie digitalneho obrazu je ziskanie hodnot jasu v bo-
doch leziacich mimo raster. Vzhladom k tomu, ze hodnoty medzi vzorkami nie si
definované, je potrebné ich nejakym sposobom interpolovat. A prave rozne sposoby
interpolacie urcuju rézne metody, ktoré budi rozobrané v ramci nasledujiceho textu
lisiac sa svojou rychlostou a kvalitou. Interpolaciu je mozné pre jednoduchost pojat
ako vkladanie obrazovych bodov do digitdlneho zobrazenia zalozenych na udajoch,
ktoré su k dispozicii.

Rekonstrukciou rozumieme prechod od diskrétnej funkcie I;, definované pre i =
1,2,..., ku spojitej funkcii f(z), z € R. Obor hodnét oboch funkcii je rovnaky s
predpokladom, Ze sa jedna o redlne ¢isla. Rekonstrukcia digitdlneho obrazu vycha-
dza z konvolﬁcieﬂ signédlu pomocou funkcie h(x), nazyvanej konvoluénym jadrom,
pripadne oznacovanou ako rekonstrukény filter. Zakladnou vlastnostou funkcie je,

ze vymedzend plocha musi byt jednotkova

foo h(t)dt = 1. (4.1)

—00

L Konwvolicia je obecnd, interpolacia.
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Ak by hodnota integralu presahovala velkost 1, nova funkcia by bola konvoltaciou
zosilnena. V pripade hodndt nizsej ako 1 by bola zoslabena. Pri rekonstruovani spoji-
tej funkcie f(x) ndsobime hodnotu vzoriek v bodoch I; konvoluénym jadrom, ktoré
presunieme do bodu iAz. Vysledkom si vo smeru osi y zmeritkované konvolucné
jadrd posunuté v smere osi x. Takto ziskame na konci spojiti funkciu f(x) stctom
funkcii jednotlivych konvoluénych jadier. Prave podla typu jednotlivych konvoluc-
nych jadier popisovanych nizsie v kap. ziskavame rozne interpolovant povodnu
funkciu, kde jej kvalita rastie s vypoc¢tovou naroc¢nostou.

Ako uz bolo spomenuté, pévodnu funkciu zo vzoriek nejde obecne ziskat, a ani
interpolacia nenavysi mnozstvo priméarne ziskanej informéacie. Jedinou, zrovna nie
castou vynimkou, su frekvencéne obmedzené funkcie vzorkované s frekvenciou rovnou
¢i vyssou danou Shannonovym teorémom. Pokial nie je tato podmienka splnena, je
kazdé rekonstrukcia viacmenej len podarenou interpolaciou funkcie pévodnej. Kedze
povodnu funkciu nie je mozné obecne ziskat, je potrebné klast urcité poziadavky
na interpolacni funkciu vedice k vizualne prijatelnym vysledkom. V prvom rade
by rekonstrukény filter nemal byt nespojity, pretoze zrekonstruovany obraz bude
obsahovaf nespojitosti prejavujice sa ako neziadtice efekty hran. Rekonstrukéna
funkcia by dalej mala zachovavat spojitost prvych derivacii a rekonstrukény filter by

nemal mat prilis velkd zmenu gradientu v okoli vzorku [34].

4.1 Interpolacné metédy

Prevzorkovanie zahrnuje v sebe dva podprocesy, ktorymi st rekonstrukcia a vzorko-
vanie. Cielom je vytvorit spojiti funkciu z diskrétnych vzoriek a nasledne z novych
vzoriek vytvorit novy rekonstruovany obraz. Rekonstrukcia po c¢astiach spojitej fun-
kcie f(z) je ziskand z diskrétnych hodnot ako linedrna kombinécia vstupnych dat a

rekonstrukéného jadra. Pre interpolovanie vzoriek v 1D to mdézeme definovat ako
fle) =) 1 h(z — i), (4.2)

kde I; st diskrétne vzorkované hodnoty a h(x) je rekonstrukéné jadro [10].

Pri prevzorkovani digitalneho obrazu je vsak potrebné interpolaciou rekonstru-
ovat dvojrozmerny spojity signal f(x,y) z jeho diskrétnych vzoriek I; ;, kde f,z,y €
R a 4,5 € N° TakZe amplitida pre kazdu polohu (z,y) musi byt odhadnutd zo sa-
mostatnych susedov. Forméalne to moézeme opisat ako konvoliciu diskrétnych vzoriek

obrazu so spojitou 2D impulznou odozvou oph(z, y) 2D rekonstrukéného filtru

flay) = 30D L (e — iy — ). (43)
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Zvycajne symetrické a separované interpolacné jadra sa pouzivaju k redukovaniu

vypoctovej zlozitosti nasledujicim rozdelenim
2ph(z,y) = h(z) - h(y). (4.4)

[ustracia na obr. 4.1| zobrazuje interpolaciu bodu (x, y) so svojimi 4 x 4 susedmi.
Najskor sa interpoluje v smere osi z, kde sa vytvoria 4 medzilahlé vzorky pomocou
styroch 1D interpolacii, ktoré su nasledne pouzité na vyslednii 1D interpolaciu v

smere osi y [17].

m

Obr. 4.1: Jednorozmerny rozklad 2D 4 x 4 interpolacie bodu (z,y).

4.2 Idealna interpolacia

Frekvenéne obmedzen funkcia, ktord spliia Nyquistovo kritérium moze byt presne
zrekonstruovana pouzitim idealneho rekonstrukéného filtra sinc z. Kedze funkcia sinc
je definovana na nekonecnom intervale, potrebujeme nekonecne vela ¢isiel na zrekon-
Struovanie medzivzorku. Ndsobenie filtrom v tvare obdlZnika vo frekvencnej oblasti
vyrezeme jedno spektrum, ¢o v priestorovej oblasti odpoveda konvoltcii s funkciou
sinc. Funkcia sinc sa preto nazyva idedlny interpolantﬂ.

V nadvéznosti na teériu vzorkovania, rekonstrukciu 2D spojitého obrazu f(x,y),
je mozné ziskat nekoneénym opakovanim jeho spojitého spektra F'(u,v) vo Fourie-
rovej oblasti, ktora sa neprekryva kedze je splnené Nyquistovo kritérium. Prave iba

v tomto pripade je mozné pdvodny obraz f(z,y) dokonalo perfektne rekonstruovat

2Rekonstruovans funkcia nemusi nutne prechadzat vetkymi vzorkami. Pouzivanou konvenciou
je, ze funkcia prechadzajica vyhradne vsetkymi vzorkami je interpolant, v ostatnych pripadoch

aprozimant [9)].
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zo vzoriek I; ; vynasobenim obdlZnikovym hranolom vo Fourierovej oblasti. Idealna
1D interpolécia je rovna nasobeniu s obdlznikovou funkciou vo Fourierovej oblasti a

realizovand v priestorovej doméne konvoliciou so sinc funkciou

sin(mx)

ldealpy () = = sinc(x). (4.5)

T

Toto jadro sa nazyva ako idealny IIR interpolant [I7]. Obraz m4 ale koneény pocet

vzoriek, preto je potrebné na rekonstrukciu pouzit nasledujice uvedené funkcie.

4.3 Sinc interpolacia

Hoci funkcia sinc poskytuje presni rekonstrukciu signalu f(z,y), jej problémom
je prave zmienend priestorova neobmedzenost. Preto sa pontkaju dva bezné pri-
stupy na prekonanie tohoto nedostatku. A to skratenim (truncation) ¢i okienko-
vanim (windowing) funkcie za pouzitia okienkovej funkcie w(x) = const(z) = 1 a

w(x) # const(z), respektive [17]

N
Ideal
) hiz) - w(x re 0<|z| < —

0 inak

kde N oznacuje pocet opornych bodov kone¢ného jadra. Najviac vyuzivanym okien-

Obr. 4.2: Konvoluéné jadro 5™ hy ().

kom je tzv. Lanczos oknd’| ktoré ma tvar

w(z) = sinc (%) : (4.7)

Dolezité je uviest, ze vsetky okienkové ¢i skratené sinc jadra st nevyhnutne skutoc-

nymi interpoldtormi [17].

3Dalsfmi pouzitymi oknami moéze byt napr. Hammingovo, Kaiserovo ¢ Dolph-Cebysevovo [21].
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4.4 Interpolacia najblizsim susedom (INN)

Prvou a najjednoduchsou metédou je interpolacia najblizsim susedom (z ang. Ne-
arest Neightbour interpolation), kedy sa ako interpolacia hodnoty v novom bode
pouzije hodnota funkcie v najblizSom bode, kde ju pozndme. Kazdému interpolova-
nému pixelu na vystupe je priradend hodnota najblizsej vzorky bodu vo vstupnom
obraze. Tato technika je tiez zndma pod nazvom point shift algoritmus. Tato naj-
jednoduchsia interpola¢na funkcia je vlastne interpolaciou prekladanim polynému
nultého stupna. Hodnota f(z) v mieste = je vybrana na zaklade nasledujtcej zndmej
hodnoty I;, preto je potrebné iba N = 1 podpornych bodov pre urcenie interpolacie.
Fakticky sa to rovnd konvolicii s obdlznikovou funkciou. Vypocet spojitej funkcie
f(z) z diskrétnej funkcie I; definovanej v diskrétnych bodoch i = 1,...,n m4 tvar
[34]

f(:c)zfi;i—;<|a:|§i+;, (4.8)

a pre interpolaciu méa konvoluéné 1D jadro tvar [I7]

1
1 pre 0< |2 < =
Susedpy (x) = ! 2. (4.9)

0 inak

Princip interpoléacie spoc¢iva v jednoduchom okopirovani hodnoty najblizsieho
suseda v okoli vzorku , implementovand ako obyc¢ajné zaokrihlenie redlneho cisla.
Metoda je vypoctovo znacne rychla a novy obraz obsahuje vzdy iba jasové zlozky
obrazu povodného. Jej nespornou vyhodou je zachovavanie prave pévodnych hodnot

jasu bodov, ¢im fakticky negeneruje ziadne nové data. Ddlezité je poznamenat, ze

Obr. 4.3: Konvoluéné jadro 5**4p, ().

prave tato metdda interpoluje povodnu funkciu f(z) obecne nespojitou funkciou,
ako bolo rozobrané v tvodnej kap. [ ¢o spdsobuje znacny aliasing priblizeny v

kap. Spominané neziaduce efekty skreslenia sa vSak prejavuju predovsetkym
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na hrandch s malym sklonom, kedy dochadza pri zvicSeni k zretelnym skokom. A
pri zmenseni poskodzuje tenké ciary, ktoré jednoducho vymizni. Problémom je i
samotné kopirovanie okolnych pixelov, pretoze zjavné stvorceky farebne rovnakych

susedov vyvold iluziu zvacsenia pixelov samotnych.

4.5 Linearna a bilinearna interpolacia

DalSou metédou je linedrna interpolacia, prekladanie polynémom prvého stupia,
kedy sa kazda nova hodnota vypocita ako vazeny priemer dvoch znamych susednych
hodndét N = 2 prekladanych priamkou. Pri dvoch susednych vzorkach v bodoch 7 a
i+ 1 s hodnotami I; a I;; hladdme hodnotu f(x) v bode z tak, ze krajnymi bodmi
prelozime tsecku a hladand hodnota v bode x sa vypocéita ako [34]

T —1
Azr

Nésledne konvolu¢éné 1D jadro odpovedajiice trojuholnikovej funkcii ma tvar [17]

1—lz| pre 0<lz| <1

4.11
0 inak ( )

Linearh2(x) _ {
Ako bolo obecne popisane v kap. pri digitdlnom obraze je princip prevzor-
kovania v podstate rovnaky, kedy sa uz ale nejednd o interpolaciu funkcie jednej

premennej, ale dvoch. Interpoluje sa totiz sicasne v dvoch smeroch, ktorymi si

Obr. 4.4: Konvoluéné jadro "™ hy(x).

riadky a stlpce. Vzhladom k tomu namiesto interpoldcie linedrnej, kvadratickej a
kubickej pojednavame uz o interpolacii bilinearnej, bikvadratickej a bikubickej. Pri
interpolacii farebného obrazkom v RGB, model uvedeny v kap. obsahujici tri
farebné kanaly by bolo potrebné previest interpolaciu u kazdého z kanalov. Jednalo

by sa uz o interpolaciu nie jednej, ale hned troch funkeii.
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Bilinearna interpoléacia urc¢uje hodnotu nového pixlu vazenym priemerom 4 pixlov
v najblizsom okoli 2 x 2 pixlu obrazu povodného. Povedzme, ze hodnota jasovej
funkcie ma byt stanovena v bode o stradniciach x,y kde Ax = Ay = 1. Zavedme

stradnice £, n (0 < &, 1 < 1) pomocou vztahov
{=z—|z|n=y-1lyl (4.12)
Dalej pre stru¢nost zépisu polozime

a=([z]ly]), b= (z]+1]y),
c=(lzf,ly] + 1), d={(z]+ L]yl +1)

Nech symboly a, b, ¢, d oznacuju body, ktoré su reprezentované vektormi a,b,c,d.

(4.13)

Bilinedrna interpolécia na obr. [4.5] je popisand nasledujicim vztahom

flzy) = f(lz] + &yl +n)

= [(1=¢).¢] [ (4.14)

Obr. 4.5: Bilinedrna interpolécia jasu. Prebrané z [28]

Hodnoty f.(a),f,(a) st hodnoty derivacii (podla x resp. podla y) jasovej funkcie

v odpovedajiucom bode. Hodnoty derivacii nahradime diferenciami. Napr.

f.(a) fle] + 1, y]) ; flz] =1, lyJ)’

f ) = TR DT =)

A na krajoch obrazu, kde nie st hodnoty pozadované vztahom (4.15)) k dispozicii,
je mozné pouzit nesymetrickych diferenénych vzorcov [28].

(4.15)
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4.6 Kvadraticka a bikvadraticka interpolacia

Pri prekladani 3 susednych bodov N = 3 pomocou kruznice ¢i paraboly, hovorime o
kvadratickej interpolécii, kedy sa vyuziva polyném druhého stupna. Pri rekonstrukeii
obrazu je kvadraticka interpolacia vo velkej miere opominand a v literatire sa nato
uvadzaju dva dovody. Prvy a vaznejsi namieta pouzitie kvadratickej interpolacie s
tym, ze jej filtre st éasovo premenné s fazovym skreslenim [33]. Druhy subjektivny
spomina, ze vyuzitie troch bodov pre interpolaciu by malo za nasledok dva body na
jednej strane interpolovaného bodu a iba jeden bod na strane druhej. Porovnat je
to mozné s linearnou rekonstrukciou, kde na kazdej stane je jeden bod a s kubickou
rekonstrukciou, kde na kazdej strane si dva body [20].

Obecné konvolu¢né 1D jadro ma tvar [17]

1 1
—2a |z|” + i(a +1) pre 0<|z| < 3
Kvadr - 1 3 1 3
hs(w) = alaf — (2a+ =) |z + S(a+1) pre =<lo| <2,  (4.16)
2 4 2 2
0 inak

kde a je parameter pre znizenie vSeobecnej kvadratickej formy, a € R. Pre a = %

je jadro kvadratickym aproximator, v pripade a = 1 je jadro nazyvané kvadraticky

interpolator [I0]. Analogicky k tomu bikvadratickd metéda pracuje s 9 pixlami in-

Obr. 4.6: Konvoluéné jadro **¥hy(z).

terpolovanim 3 x 3 okolnych susedov.

4.7 Kubicka a bikubicka interpolacia

Prednostnou a najpouzivanejSou metdédou je kubickd interpolacia, kedy sa zname

hodnoty prekladaju kubickou krivkou, polynémom tretieho stupna, vzdy Styrmi su-
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sednymi bodmi N = 4. KedZe sa jedné o rdzne vzdialenosti od neznameho pixelu,
blizsie pixely zastavaji vyssSiu vahu pri vypocte. Kubicka interpolacia produkuje
znatelne ostrejsi obraz nez predoslé metédy vzhladom na prepracovanejsiu presnost.
Konvoluéné jadro méa obecny tvar [17]
(a+2) |z = (a+3)|zP+1 pre 0<|z| <1
Kubien (z) = < alz)® — 5a |z + 8alz| —4a  pre 1<|z| <2, (4.17)
0 inak

kde a je taktiez parameter pre znizenie vSeobecnej kubickej formy, a € R.

Obr. 4.7: Konvoluéné jadro *™h,(z).

V tomto pripade sa bikubickou interpolaciou novy bod ziskava pomocou 16 bo-
dov v najblizSom 4 x 4 okoli pixlu v pévodnom obraze. Vypocet je mozné previest

pomocou vztahu

f(a) f(C) fy(a> fy(c 5 (77) ( )
B fb) f(d) f,(b) f,(d 92(n) 418
= [91(), 92(8), 93(£), 9a(§)] fa) fule) 0 0 4a(n)
fz(b) fo(d) O 0 9a(n)
Funkcie g1, g2, g3, g4 st definované nasledujicimi vztahmi (obr. )
gi(€) =1-36" + 26, g2(6) = (367 —2°), (4.19)

93(8) = (£ -2+ &), ga(§) = (=€ +&).
4.8 Fraktalna interpolacia

Tradicna geometria ponuka k interpolovaniu hodndt v skutoc¢nosti predovsetkym

hladké tvary. Klasicky spojity obraz je viac¢sinou nepravidelny a jeho popis pomocou
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(a) Bikubickd interpolécia jasu. (b) Funkcie ¢1, 92, 93, g4-

Obr. 4.8: Bikubicka interpolacia jasu a funkcie g1, g, g3, g4. Prebrané z [2§]

hladkych kriviek byva ¢asto nepresny alebo naro¢ny. Tymto vznika priestor pre tzv.
fraktalnu interpolaciu, ktora preklada zname hodnoty s urc¢itou nepravdepodobnos-
tou [18]. Jednd sa uz o adaptivnu metédu, kedy algoritmus pracuje v zavislosti na
obrazovych datach.

Pri hladani hodnoty v bode z prelozime fraktdlom susedné vzorky i a ¢ — 1 s
hodnotami I; a I;_;, a ziskame hladani hodnotu funkcie f(z) podla [I§]

— Ti-1

fla) =Ly + & (L~ 1] i—1< 2] <i. (4.20)

xZ;
Tato metoda interpolacie zahrnuje v sebe problematiku fraktalov, ktorych typic-
kym prikladom moze byt Kochova krivkaﬂ V praxi je to metoda platena ponikana
dvoma spolo¢nostami ako zasuvny modul do softvéru Photoshop. Spolo¢nostami st
Altamira Group s modulom Genuine Fractals 2.0 a spolo¢nost onOne Software s

modulom Genuine Fractals 6.

4.9 Zhrnutie

4.9.1 Rozdiely v metdédach

Pre ilustraciu st na nasledujicom obr. uvedené tri najbeznejsie interpolacné

2D metody vratane splajn rozobranej v texte neskor. Z tychto troch najbeznejsich

4 Kochova krivka sa ziskava z tseéky opakovanym nahradzovanim prostrednej tretiny uniform-
nym rovnostrannym trojuholnikom, pripadne modifikovana kochova krivka opakovanym nahradzo-

vanim prostrednej tretiny neuniformnym trojuholnikom.
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metod je zrejmé, ze bikubickd interpolacia podava najlepsie vysledky samozrejme
s danou vysokej vypoctovej naroc¢nosti. Interpolacia najblizsim susedom je sice vy-
poc¢tovo najmenej narocnou, avsak jej vyuzitie je vhodné v pripade, ak je nasim
zamerom viditelny raster vo vyslednom obraze. Pripadne pre svoju jednoduchost sa
vyuziva vSade tam, kde je potrebny len nahlad na digitalny obraz pri jeho spraco-
vavani. Typickym prikladom je nastroj lupa vyuzivany v pocitacovych softvéroch.

Pre bezné vyuzitie byva vysledny obraz prilis zubaty. Bilinearna a hlavne bikubicka

250

250 4 2604

200 200
1804 1504
1004 1004

a0+

(a) Najblizsi sused (b) Bilinearna

(c) Bikubicka (d) Splajn

Obr. 4.9: Tustracia 2D interpola¢nych metdd.

interpolacia viac vyhladzuje, ¢o je obecne Ziadtuce. Pri zmenseni obrazu sposobuje
rozostrenie, ktoré je vSak mozné riesit digitalnym doostrenim. Niektoré zdroje dopo-
ruc¢uju neprevadzat zmenu velkosti obrazu skokovo, ale postupne prostrednictvom
opakovanych malych zmien rozmerov. Vysledkom je zvySeny kontrast pozdlz hran
a mensia zubatost. Tato metoda je vsak velmi pracna a naviac nespolahliva, pre-
toze vysledny efekt moze byt nielen zanedbatelny, ale moze mat negativny dopad

vytvorenim novych rusivych artefaktov.
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4.9.2 Neadaptivne a adaptivne metody

V strucnosti, vsetky uvedené interpolacie patria medzi metody neadaptivne, kedze
interpolaciu praktikuju na vSetky pixely rovnako bez rozdielu. Klasické interpolacné
techniky ako najblizsi sused, bilinearna ¢i bikubicka st v znac¢nej miere sice popu-
larne, avsak vsetky produkuji obrazy s réznymi artefaktami (predovsetkym v okoli
hrén). Najblizsi sused vytvara blokové artefakty a zubatost okrajov, zatial ¢o bili-
nearna ¢i bikubicka interpoldcia spésobuje rozmazanie okrajov [6]. Tieto problémy
vsak je mozné vyriesif prave s pomocou adaptivnych interpolac¢nych technik. Pri
adaptivnych metdédach sa interpolacia meni v zavislosti na celkovej struktire ob-
razu, kedy sa vyhladdavaju ostré hrany od textury. Je to z toho dovodu, aby bolo
mozné previest interpoldciu pozdlzne okrajov, nie cez ne. Preto tieto metédy st

schopné zredukovat artefakty a vyprodukovat obraz s ostrejSimi hranami [35].
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60 ; : : '
0 1 2 3 4

X

Obr. 4.10: Porovnanie jednotlivych 1D interpolacii.
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5 B-SPLAJN, NURBS

Pre potrebu Specidlnych kriviek v technickej praxi nastal vyvoj novych typov kriviek
zadavanych riadiacimi bodmi a dalsimi parametrami. Z toho dovodu vznikli Fergu-
sonove (Hermitovské), Coonsove a Bézierove krivky. Nasledne sa objavuju B-splajn

krivky a ich zovSeobecnenie nazyvané NURBS krivky.

5.1 Predchodcovia B-splajn

5.1.1 Fergusonove (Hermitovské) krivky

Hermitovské krivky pomenované po franctzskom matematikovi Charlesovi Hermi-
tovy patria medzi najznamejsie interpolac¢né krivky, casto byvaju oznacované i ako
Fergusonove krivky (st ich zvlasStnym pripadom) podla Jamesa C. Fergusona (Bo-
eing) prezentované v roku 1964 v [11]. Konkrétne sa pouzivaji predovsetkym Her-
mitovské kubiky, tzn. polynémy 3. stupna.

V strucnosti, tieto krivky st tvorené dvoma riadiacimi bodmi Py, P; a ich dvoma
doty¢nicovymi vektormi p’y a p’;. Velkost tychto vektorov ovplyviuje tvar krivky -
¢im je vacsi, tym sa krivka k vektoru viac priblizuje. V pripade nulovych vektorov

sa z krivka stava usecka PoP;. Krivka je definovana ako [34]

3

HermitQ(t) — Z P, F;(t), t €<0,1). (5.1)

=0

Vypocet Hermitovskej kubiky n = 3, podla (3.§]) ma tvar

2 =2 1 1(]|Py

, -3 3 -2 —-1||P
Hermth(t) _ [t3 t2 t 1] ! , (52)
0o 0 1 0f]|p,
1 0 0 0f|p,4
nasledne rozpisany do rovnice
Hermit (1) = PoFy(t) + PyFy(t) + p/oF(t) + p'y Fu(t), (5.3)

kde Fy, F5, F3, Fy st tzv. kubické Hermitovské polynémyﬂ definované rovnicami

Fi(t) =2t3 — 3t 4+ 1,
Fo(t) = —2t3 — 3t%,
2(t) (5.4)
Fy(t) =3 — 2t* + ¢,
Fy(t) =t — 12

1V odbornej lit. zauzivané konvencia znacenia bez horného indexu pre kubiku n = 3.
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5.1.2 Bézierové krivky

Bézierove krivky poprvykrat krat zaviedol franctzsky fyzik a matematik Paul de
Farget de Casteljau (Citroén) v roku 1959, nésledne nezavisle na nom francizsky
inZinier Pierre Etienne Bézier (Renault) v roku 1962. Bézierove krivky byvaju velmi
¢asto pouzivané v technickej praxi, typicky pri definicii pisma (font).

Obecna Bézierova krivka n-tého stupna je uréend n + 1 bodmi P; riadiaceho

polygénu a vztahom [23]
B Q(t) = Y PiB(t), t e {0, 1). (5.5)
i=0
kde B}' su Bernsteinove polynomy n-tého stupna

Bl' = (") t(1—t)""te0,1)i=0,1,...,n, (5.6)

i
kde (7) =1,0° = 1.

Typicky pouzivanymi krivkami st predovsetkym Bézierové kubiky n = 3, kde Py,
P, Py, P53 st styri riadiace body. Krivka vychadza z prvého a konci v poslednom
riadiacom bode, analogicky k je urcena vztahom

3
B Q(t) = Y PiBi(t), t €0, 1). (5.7)
i=0
Vypocet Bézierovej kubiky n = 3, podla (3.8) ma tvar

1 3 -3 1][P,

. 3 -6 3 0| (P

Bézier 1
t) = [t?’ 2t 1] , 5.8
Q) . o e 5:8)

1 0 0 0f[Ps

kde Py, Py, Py, P3 st styri riadiace body, ktoré je mozno chapat ako maticu o

velkosti 4 x 2. Nasledne matica rozpisana do rovnice ma tvar
Béder)(t) = PoBo(t) + P1Bi(t) + PaBa(t) + P3Bs(t), (5.9)
kde kubické Bernsteinove polynémyff] majui tvar
By(t) = (1 -1)°,
By(t) = 3t(1 — t)?

(5.10)
By(t) = 3t*(1 — 1),
Doty¢nicové vektory v prvom a poslednom bode maja tvar

2V odbornej lit. zauzivana konvencia znacenia bez horného indexu pre kubiku n = 3.
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Vlastnosti Bernsteinovych polynémov

Bernsteinove polynémy B!' zo vztahu (5.6) maji nasledujice vybrané vlastnosti
34, 26]:
o Nezapornost Bernsteinovych polynémov:

Viine Nu{0} a B!'(t) >0 pre te0,1).

Sucet Bernstainovych polynémov je rovny jednej (partition of unity):

Y Brt)=1 pre te0,1).
i=0

Spolu s predchazajicim vztahom zarucuje, ze vysledna krivka bude vzdy lezat
v konvexnej obalke bodov riadiaceho polygénu.
e B(t) maji iba jedno maximum na intervale t € (0, 1), a to v ¢ase t = i/n.

e Pre koncové body plati:

B (0) 1 pre 1=0 B (1) 1 pre i=n
: o inak, ' |0 inak.

e Plocha pod vsetkymi polynémami je rovnaka:

J By =

0 n+1

e Pre rekurentnt definiciu Bernsteinova polynému stupna n pomocou linearnej
kombinacie dvoch po sebe nasledujicich Bernsteinovych polynémov stupna
n — 1 plati:

Bi(t) = (1= t)B'(t) + tB5 (1)

Vlastnosti Bézierovych kriviek

Bézierové krivky zo vztahu (5.5) maji nasledujtice vybrané vlastnosti [34, 26, [24]:
» Dosadenim ¢ = 0, resp. t = 1 do vztahu (5.5)) sa ziska Bézierova krivka pre-

chadzajica koncovymi bodmi Py a P,,:
BézierQ(O) _ Po, BézierQ(l) _ Pn-

CiZe nejedné sa ani o aproximacnt, ani o interpolaéni krivku.
o Dosadenim ¢ = 0, resp. ¢t = 1 do derivacie vztahu (5.5)) sa ziskaju vyrazy pre
dotyc¢nicové vektory v krajnych bodoch:

plo = n(P1 — Po), pll = n(Pg - PQ) (512)

e Zmenou polohy jedného riadiaceho bodu P; dochadza ku zmene tvaru celej
krivky.

o Bézierové krivky su invariantné voci afinnym transforméciam.
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5.1.3 Coonsove krivky

Coonsove krivky, ktoré si Specialnou formou B-splajn kriviek zaviedol Steven Anson
Coonsom (MIT, Ford) v roku 1964. Jedinym rozdielom je tvar bdzovych polynémov.
V technickej praxi sa stale jedna o krivky, ktoré su v znacnej miere pouzivané, kon-
krétne Coonsove kubiky n = 3. Coonsova kubika je znova urcena styrmi riadiacimi
bodmi Py, Py, Py, P3. Krivka narozdiel od predoslych nezac¢ina ani nekon¢i v ziad-

nom z tychto bodov a je urcena vztahom
3
CoomsQ(t) = = Y IPiCy(t), €0, 1). (5.13)

i=0

Vypocet Coonsovej kubiky n = 3, podla (3.8) ma maticovy tvar

-1 3 =3 1] |Pg
1 3 -6 3 0||P
Coons 1
t) = —[t3 2 ¢ 1] , 5.14
Q) = ¢ 4 5 ol |p, (5.14)
1 4 0] [P3
nasledne rozpisany do rovnice
Cooms)(t) = PoCo(t) + P1Ci(t) + PaCy(t) + P3Cs(t), (5.15)
kde bazove kubické Coonsove polynémaf majt tvar
1—1t)?
Co(t) = (6)’
3t3 — 6t2 + 4
Gl ="—F—
—3t% 4+ 3t* + 3t + 1 (5.16)
Cy(t) = 5 ,
t3

Krivka obecne neprechadza krajnymi bodmi svojho riadiaceho polygonu, zacina a
konéi v bodoch

Py +4P, + Py
_ . ,

Py 4P, + Py
_ . ,

Q(0) Q1) (5.17)

ktoré lezia v tzv. antitaziskach trojuholnikov PoP1Py a P1PyP3. Dotycnicové vek-

tory v prvom a poslednom bode maja tvar

_P,- P,

P3P,
2 N '

p'(0) p(l) = —5— (5.18)

3V odbornej lit. zauzivana konvencia znacenia bez horného indexu pre kubiku n = 3.
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Jednotlivé Coonsove kubiky je mozné hladko napajat, ¢im vznika po céastiach
polynomicka krivka, ktora sa nazyva Coonsov kubicky B-splajn, pripadne uniformny
neracionalny kubicky B-slajn. Body styku sa nazyvajui uzly a byvaji oznacené t.
Coonsov B-splajn je urceny n > 4 bodmi a je tvoreny n — 3 segmentami. Parameter
t definuje tzv. uzlovy vektor. Zovseobecnenim Coonsovej kubickej B-splajn krivky

sa ziska B-splajn s lubovolnym stuptiom.

5.2 B-splajn, NURBS krivky

5.2.1 B-splajn bazové funkcie

Ako bazové funkcie sa pre B-splajn a NURBS pouzivaju B-splajn funkcie defino-
vané rekurentne [25]. Nech t = (¢, t1,...,ty,) je uzlovy vektor. B-splajn funkcia je

definovana ako

1 re te{t;,t;
No(t) _ { p ( +1)

0 inak,
t—t, tivmpr —t .
NP () = NPT () + N ), (5:19)
tiyn — 1 Livnt1 — tit1
0
kde0<i<m-n-—-1,1<n<m-—1, 6:20.

Uzlovy vektor je tvoreny neklesajicou postupnostou kladnych realnych cisiel.
Obvykle sa zaddva v intervalu (0, 1), obecne vSak je mozné volit Tubovolny inter-
val. Pokial je priebeh plynuly, jednd sa o ekvidistantnyg (uniformny) uzlovy vek-
tor, v opacnom pripade sa nazyva neekvidistantny (neuniformny). Uzlovy vektor
t = (to,t1,...,tm), ktorého pocet prvkov m + 1 nazyvame dlZka uzlového vektoru, je

ekvidistantny ak plati
ti—i—l — tz = ti+2 — ti+1, kde = O, 1, ce ,tm_g. (520)

Pokial nie je rovnost (5.20]) splnend, jednd sa o uzlovy vektor neekvidistantny [23].

5.2.2 B-splajn krivky

B-splajny (z ang. Basic Spline) st jednymi z najviac vyuzivanych z rodiny splajnov,
ktoré sa skladajii zo segmentov Bézierovych kriviel!| rovnakého stupiia splitujtice
podmineku C? spojitosti. Zaujimavostou je, Ze u B-splajn kriviek prebicha spojité
napajanie kriviek automaticky. Vyhodou je, ze v zavislosti na volbe stupna B-splajn
krivky a dl7ke riadiaceho polygénu mézu B-splajn krivky omnoho viac kopirovat ria-

diaci polygén. Odstranuju najvacsie nevyhody Bézierovych kriviek a to, zZe zmenou

4B-splajn krivky s zovseobecnenim Bézierovych kriviek.
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Obr. 5.1: B-splajn funkcie stupna n = 0, 1, 2, 3 centrované pre ¢t = 0.

polohy riadiaceho bodu je mozné krivku menit iba lokalne. A néasledne s rasticim
poc¢tom bodov riadiaceho polygénu nerastie nutne stupen krivky, ¢im sa krivka ne-
vzdaluje od svojho riadiaceho polygénu.

Nech je dané m + 1 riadiacich kontrolnych bodov Pg, Py,...,P,, kde P; € R,
uzlovy vektor t = (to,t1,. .., tmins+1). B-spline krivka stupna n pre riadiace body P;
a uzlovy vektor t je definovana ako

B—splajn@(t) _ i PZNl"(t)’ (521)
=0

kde N' st bazové B-spline funkcie podla definicie ([5.19) v predchddzajtcej casti
b.2.1] Riadiace body Pg,Py,...,P,, sa nazyvaji deBoorove body a ich spojenie sa
nazyva deBoorov polygondlny tah. Zmena kontrolného bodu P; ovplyvnuje krivku
iba v ¢asti odpovedajicej intervalu (t;, t;n 1) [23]. Dlzka uzlového vektoru sa musi

rovnat suctu poctu bodov a stupna krivky plus jedna.

5.2.3 NURBS krivky

Neuniformné raciondlne B-splajn krivky (NURBS z ang. Non-Unifrom Rational

Basis Spline) predstavuju dvoje zovseobecnenie uniformnej B-splajn reprezentécie.
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NURBS krivka rovnako ako B-splajn je konstruovana ako linedrna kombinacia ba-
zovych funkcii, kde stéinitelia u jednotlivych bazovych funkeii si tzv. riadiace body.
Kvalita napojenia jednotlivych segmentov splituje podmienku C™~! spojitosti, kde n
je stupen krivky. Pri rovnakych rozdieloch hodnot parametru, v ktorych dochadza
k napojeniu jednotlivych segmentov kriviek sa jedna o krivky uniformné [23, 22].

Prvé zovseobecnenie uniformnej B-splajn reprezentacie je neuniformné B-splajn
reprezentacia, kedy rozdiely hodnét parametru, v ktorych dochadza k napojeniu
jednotlivych segmentov krivky, nie st rovnaké. Druhym zovSeobecnenim je raciona-
lita, ktora narozdiel od polynomickej reprezentacie priraduje kazdému riadiacemu
bodu vahu. Tato vaha nasledne urcuje s akou silou bude bod posobit na tvar krivky.
Vdaka tomuto zovSeobecneniu je uz mozné modelovat kuzeloseckové obliky (elip-
ticky, parabolicky a hyperbolicky).

Majme danych m + 1 kontrolnych bodov P;, m + 1 kladnych redlnych cisiel w;
nazyvanych vahy, dalej stupen krivky n a uzlovy vektor t = (to,t1,..., tmint1)-
NURBS krivka je definovana ako

iz wiPiN}'(¢)

NURBS
Q(t) = - — , 5.22
) Dio WilN7 (1) ( )
kde t € (t,,, t;ns1). Ak oznacime
R!(t) = =, 5.23
(t) ST W NA (D) (5.23)
potom je mozné NURBS krivku zaposvat ako
NURBSQ(t) = Y PR} (1) (5.24)
i=0

5.2.4 Problém a riesenie interpolacie NURBS

Vacsina aplikacii NURBS kriviek obecného tvaru je zalozend na pouziti a konstrukeii
kriviek aproximacnych. Tento typ je vhodny a ziadany pri datach, ktoré su zatazené
nejakou chybou. V pripade, Ze sa pracuje s presnymi datami, nie je icelné navrhovat
aproximacnu krivku, ktora zadanymi riadiacimi bodmi neprechadza. Takto je nutné
modelovat interpolacnu krivku, ktord zadanymi tzv. definicngmi bodmi prechadza.

Toto nastoluje hlavny problém, Ze interpolac¢ni krivku nie je mozné pocitat
priamo. Sice je znama presna poloha definicnych bodov, ktoré lezia na krivke, ale nie
st zname polohy riadiacich bodov, ktoré vystupuju v rovniciach pre NURBS krivky.
Preto je potrebné najskor zostavit ststavu rovnic, ktorej rieSenim s stradnice ne-
znamych riadiacich bodov, a az potom je mozné pristupit k navrhu interpolacnej

krivky.
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K problému interpolécie je mozné rozlisit dva zakladné pristupy. V prvom pripade
sa vychadza z podmienky, Ze pocet neznamych riadiacich bodov ma byt rovnaky ako
je pocet definiénych bodov [23]. Tento spdsob interpolécie je oznacovany jednoducha
interpolacia a vysledna krivka je jednoduchou interpola¢nou krivkou. Druhy pripad
vychadza z logického poziadavku, aby vysledna interpola¢na krivka mala prave tolko
segmentov, kolko je ramien riadiaceho polygénu, a aby uzly oddelujice jednotlivé
segmenty lezali priamo v definiénych bodoch [16]. Tento sposob je oznacovany ako
uzlova interpolacia a vyslednou interpolac¢nou krivkou je uzlova interpolacna krivka.
Pocet riadiacich bodov je v tom pripade vacsi nez pocet bodov defini¢nych, preto
je nutné pri ndvrhu uzlovej interpola¢nej krivky stanovit dalsie (spravidla okrajové)
podmienky [23].

Okrem samotnej polohy defini¢nych bodov ovplyvnuje vysledny tvar jednoduchej
interpolacnej krivky stupen, vektor parametrizacie, uzlovy vektor a vahy riadiacich
bodov. Pri uzlovej interpolacnej krivky je dany polohou defini¢nych bodov, stupnom,
vektorom parametrizacie, vdhami riadiacich bodov a okrajovymi podmienkami.

Nech je predpokladané, Ze je dostupnd mnozina (m + 1) nameranych hodnét
Q. k=0,...,m. (5.25)

Na zostrojenie neuniformnej B-splajn krivky stupna n, ktora bude body interpolovat

je dany vztah
Q. = NEQ(E) = Y PR (H). (5.26)
i=0
Najskor je potrebné spocitat vhodné hodnoty f;. K ich urceniu je mozné pouzit

tetivovi alebo stredovti metédu. Nech d znadi absolitnu dizku.

Tetivova metdda:

1= 31Q0 - Q. (5.27)
k=1
Potom
to = 0 a tm = ].,
_ (5.28)
tk:tk—l_’_Wy k=1,....,m—1.

Stredova metdda:

I SRV e remrevan] (529

k=1
Potom
t(] =0 a tm = ]_,
. . 1 (5.30)
%k:fk—l"i‘ ‘deQk_”, kzl,...,m—l.
Pomocou tetivovej alebo stredovej metody sa spocitaji parametry g, ..., ¢,,. Pre

vypocet riesitelnej sustavy pre rovnicu (5.26]) je nutné previest metédu nazyvant
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priemerovanie (z ang. averaging) [23):

to=- =1, =0 a tpp=--=1,
1 j+n_17 ‘ (531)
tj+n:; ; ti, j=1,...,m—n.

Po vypocte uzlovych vektorov zostava urcit riadiace body. Rovnica (5.26]) urcuje
(m + 1)x(m + 1) linearnych rovnic neznamych P;. Jej prvky sa dostanti vypoctom

bézovych funkcii s parametrami t pre uzlovy vektor t.

Ry (?0) ?(?o) o Ry (fo) Py Qo
Ry(t) Ri(t) - R%‘(tl) ?1 _ (?1 ‘ (5.32)
Ry(tn) Ri(tn) - Ry(tn)| [ Pm Qn

Tvar interpolacnej krivky moze byt ovplyvneny i vahami riadiacich bodov, ktoré
maju vsak iny vyznam nez vahy riadiacich bodov aproximacnych kriviek. U aproxi-
macnej krivky ma vyssi stupen vaha riadiaceho bodu za nasledok priblizenie krivky
k tomuto riadiacemu bodu. V pripade interpolacnej krivky, kde je poloha riadiaceho
bodu neznama, je potrebné efekt vah chapat opacne. Zvysenim vahy riadiaceho
bodu interpolac¢nej krivky sa priblizuje riadiaci bod viac k defini¢cnému polygénu.
To vedie vo svojom dosledku k plynulejsiemu priebehu interpolacnej krivky a vhodne
stanovené vahy obmedzia neziadice prekmity a zvlnenie vyslednej krivky. Nezna-
mym riadiacim bodov sa preto vopred priradia vhodné vahy pre urcenie racionalnych
bazovych funkcii a zostavi sa sistava rovnic pre vypocet riadiacich bodov. Doda-
toénou zmenou vah by sa menila prislusna racionalna bazova funkcia ¢o sposobi, ze

interpolacna krivka uz neprechadzala definiénymi bodmi [16].

DalSie interpola¢né metédy

Pre doplnenie existuju este nasledujice metoédy interpolacie. Medzi dalsie interpo-
lacné metddy teda patri napriklad Lagrangerova interpolacia, vyuzivajica Lagran-
gerove polynémy viac v [I7, [5]. Nésledne interpoldcie vyuzivaju interpolaéné kubiky
odvodené od Hermitovskych polynémov ako Akimova interpolacia rozobrand v [I],
Kochanek-Bartles splajn (TCB Splajny) viac v [7], specidlny Catmull-Rom splajn

[15], Cebysev-Gauss kvadratira priblizena v [14] a iné.
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6 METODY HODNOTENIA PODOBNOSTI
OBRAZU

Pri dosiahnuti vyslednych rekonstruovanych obrazov je potrebné zhodnotit ich kva-
litu a prevedenie jednotlivymi interpolacnymi metédami. Nato sluzia rozne objek-
tivne a subjektivne met6édy hodnotenia obrazu, opisujice podanie kvalitativnej ver-
nosti, ¢i mieru skreslenia medzi signalom pévodnym a signalom skreslenym.

Objektivne metdédy hodnotia obraz na zaklade explicitnych numerickych kritérii
oproti subjektivnym, ktoré su zalozené vyhradne na Tudskom tusudku. Tieto me-
tody maju za tulohu porovnavat transformovany obraz z hladiska kvality po jeho
rekonstrukeii interpolaénymi metédami. V rdmci textu st rozobrané porovnavacie
metddy objektivne, akymi su strednd kvadratickd chyba (MSE), odstup signdlu od
sumu (SNR), spickovy odstup signdlu od sumu (PSNR) a index strukturdlnej odo-
bnosti (SSIM). Kedze vyhradne objektivne metédy nedokazu napodobnit vnimanie
obrazu ¢lovekom, nasledne st priblizené i subjektivne metody vychadzajtuce z dopo-
rucenia I[TU-R BT.500-11.

6.1 Objektivne met6dy hodnotenia

6.1.1 Stredna kvadraticka chyba (MSE)

Strednd kvadraticka chyba (z ang. Mean Square Error) je najjednoduchsou a najpou-
zivanejSou metodou pre hodnotenie digitalneho obrazu. Vyjadruje sucet kvadratov
odchylok v jednotlivych pixeloch medzi pévodnym a transformovanym obrazom. Pre

2D obrazovy signél v stupnoch sedi je definovana nasledujiicou rovnicou
MSE = 722 =10 (6.1)
1=17=1

kde I;; je povodnym obrazom a I; ; hodnotenym obrazom o velkosti M x N. MSE
urcuje vizualnu kvalitu obrazového 81gnalu udavajic rozdielovy chybovy signal, dany

vyrazom I; j — I} ;, medzi povodnym a transformovanym obrazom [30].

6.1.2 Odstup signilu od sumu (SNR)

Odstup signalu od Sumu (z ang. Peak Signal to Noise Ratio) udava pomer medzi

energiou obrazového signalu k energii Sumu. Pre 2D obrazovy signdl v stupnioch Sedi
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je definovana nasledujticou rovnicou
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kde I;; je povodnym obrazom a I} ; hodnotenym obrazom o velkosti M x N. SNR
je vyjadrovand v decibeloch (dB).

6.1.3 Spickovy odstup signialu od sumu (PSNR)

Spickovy odstup signélu od $umu (z ang. Peak Signal to Noise Ratio) vychadzajtci
z vypoctu hodnoty MSE sa zavadza z dovodu, Ze porovnavané obrazy moézu mat
rozdielne dynamické rozsahy. Udava pomer medzi maximalnou moznou energiou
obrazového signalu k energii Sumu, pricom pri hodnote MSE rovnej nule dosahuje

do nekone¢na. Standardny PSNR pomer je definovany ako

L? L

kde L je konstanta, reprezentujica maximalny dynamicky rozsah intenzity pixlu
v obraze (napr. pre 8 bitov/pixel v stuptioch Sedi, L. = 2% — 1 = 255). PSNR je
vyjadrovand v decibeloch (dB), kedy bezne dosahuje hodnoty v rozmedzi 20-40 dB
[30].

6.1.4 Strukturalna podobnost (SSIM)

Strukturdlna podobnost (z ang. Structural Similarity) je dalsia metéda vyjadrujiica
podobnost dvoch obrazov. Berie na vedomie skutocnost, ze ludské videnie ¢i vni-
manie scény je vysoko prisposobené k extrahovaniu strukturalnej informéacie. SSIM
bola navrhnuta s cielom vylepsit tradicné metédy hodnotenia kvality obrazu ako
PSNR ¢i MSE [31], 32].

Hlavnou vlastnostou je jej prispdsobenie sa Iudskému systému videnia (HVS),
ktory je rozobrany v kap. SSIM nescitava chyby ako predchadzajice metddy, ale
obrazové skreslenie definuje pomocou kombinacie troch faktorov. Tymito faktormi
su strata koreldcie, skreslenie svietivosti a skreslenie kontrastu. Definovand je ako
(l(q;7y) _ 2;123;,11;/ + C}

pzpy + Ch
20,0, + Cy
0202+ Cy

Ozy + Cs
ks(x,y) - 0,0y + C

SSIM = I(z,y), c(z,y), s(z, y) < c(z,y) =
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kde [(z,y) je porovnéavacia funkcia svietivosti dvoch obrazov k strednej svietivosti y,
a f1, s faktorom maximélne rovny 1 za podmienky p, = p,. Funkcia ¢(z,y) porov-
nava kontrast dvoch obrazov za pomoci odchylok o,0,, ktora je taktieZ maximdlne
rovna 1 za podmienky o, = o0,. Nakoniec s(x,y) porovnava struktiry meranim
korelacnym koeficientom medzi obrazmi x a y. A zavedené konstanty Ci, Cs, C3 s
kladnou hodnotou st pouzité za ic¢elom nenulového menovatela.

SSIM nadobtida hodnoty od 0 do 1, kde dolna hranica 0 zna¢i nulovi korelaciu

medzi obrazmi a hornd hranica 1 znac¢i totoznost obrazov.

6.2 Subjektivhe metédy hodnotenia

6.2.1 Dvojita stimulovani miera zhorsenia (DSIS)

Dvojita stimulovand miera zhorSenia (z ang. Double Stimulus Impairment Scale) je
metoda hodnotenia skreslenia obrazu, pri ktorej je k dispozicii neskreslena predloha
reprezentujica plni kvalitu. Predpokladom tejto metddy je, ze oproti referencnému
snimku bude mat skresleny obraz rovnaku ¢i horsiu kvalitu. Pokial by tento predpo-
klad bol opa¢ny, navrhnuta stupnica by fakticky nedostacovala a dojde k strate dra-
hocennej informacie. Pri tomto hodnoteni pozorovatel pozna uz vopred referencny
obraz a je dotazovani iba na hodnotenie skresleného obrazu. V prevaznej vécsine sa

vyuziva 5stupnova skala, viz [27].

6.2.2 Jednoducha stimulacia (SS)

Jednoduchd stimuldcia (z ang. Single Stimulus) je metdéda hodnotenia skreslenia
obrazu, pri ktorej nie je k dispozicii neskreslena predloha reprezentujica plna kvalitu.
Obrazok sa ukazuje na kratku dobu (3-5 sekind) a néasledne sa voli kvalita obrazu
na stupnici. Testovany obrazok sa strieda so sedou farbou. V prevaznej vacsine sa

vyuziva 5 stupriova skédla stupnice, viz [27].
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7 POROVNANIE METOD V PROGRAME
MATLAB®

V tejto kapitole st uvedené programové riesenia beznych i pokrocilych spdsobov in-
terpolacie. Prva cast tvoria popisané interpolacné metody implementované v prog-
ramovom prostredi MATLAB®. Interpolécia prebiehala na povodnych obrazkoch v
stupnioch Sedi (jasové intenzity v rozsahu 0 az 255) o velkosti 512 x 512 pixelov,
ktoré pred interpolaciou boli zmensené funkciou imresize s meritkom scale = 4 na
velkost 128 x 128 pixelov a néasledne interpolované s rovnakou hodnotou meritka
scale = 4 na pévodnych 512 x 512 pixelov. Tento pristup k interpolacii bol nasledne
pouziti pre vsetky naprogramované funkcie interpolacie. Pre tento sposob pristupu
bolo mozné nasledne vypocitat hodnoty pre objektivne metédy hodnotenia:

o stredna kvadraticky chyba (MSE)

e odstup signdlu od Sumu (SNR)

« odstup Spickového signdlu od sumu (PSNR)

o Strukturalna podobnost (SSIM)
Testované obrazky spolu s odpovedajicimi hodnotami objektivnych metod su ge-
nerované v prilohe. Pre subjektivne metédy hodnotenia bola pouzita metdda dvoj-
nasobne stimulovaného meritka kvality (DSIS). Konkrétne sa jednalo iba o 4 druhy

obrazkov a to lena.png,barbara.png,zoneplate.png,flinstones.png.

7.1 Programové riesenie interpolacie

7.1.1 Interpolacia funkciou interpl

Pre bezny sposob interpolécie bola naprogramované metéda vyuzitim funkcie interp1.
Vstup je umozneny pre lubovolne velky obraz ktory chceme interpolovat. Pre nase
ucely porovnania pomocou objektivnych metdd vstup je vstupny obraz oznaceny na
diagrame premenou 7img nacitany pomocou funkcie imread, a nasledne zmenseny
premenou definujicou meritko scale funkciou imresize. Takto zmenseny obrazok
je nasledne interpolovany pomocou funkcie interp1 najskor po stipcoch a nédsledne
po riadkoch. Spdsob interpolacie uréuje premenna method, ktora mdze nadobudat
argumenty:

e ’nearest’ - interpoldcia najblizsim susedom (Nespojitd)

¢ ’linear’ - linedrna interpoldcia (C°)

e ’vbcubic’ - kubick4 interpoldcia konvoliciou (C)

e ’pchip’ - polynimdlna Hermitovskou kubikou (C!)

e ’cubic’ - kubicka interpoldcia konvoliciou, rovnaka ako pchip (C*1)
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o ’spline’ - interpoldcia splajnom (C?)
Vystup sa uklada do premennej imout. Nasledne sa vypocitaju hodnoty pre ob-

jektive metddy.

@——[ imread }—»[ imresize ]——[ interpl

Obr. 7.1: Schéma spracovania obrazu pomocou interpl.

7.1.2 Interpolacia funkciou interp2

Pre porovnanie bola naprogramovana i metéda pomocou funkcie interp2. Vstup
tvoria povodné jasové hodnoty 2D obrazku spolu s novymi hodnotami urcenymi
pomocou funkcie meshgrid. Taktiez sposob interpolécie urcuje premennd method,
ktorda moze nadobudat iba argumenty:

e ’nearest’ - interpoldcia najblizsim susedom (Nespojitd)

e ’linear’ - linedrna interpoldcia (C°)

e ’cubic’ - kubicka interpoldcia konvoliciou (C?)

o ’spline’ - interpoldcia splajnom (C?)

@——[ imread }—»[ imresize ]——[ interp2 ]—@
1

scale method

Obr. 7.2: Schéma spracovania obrazu pomocou interp?2.

Pre skoro totozné vysledky oproti funkcii interpl nie je nakoniec zahrnuta v texte

porovnavania diplomovej prace.
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7.1.3 Interpolacia vyuzitim toolboxu msplines1

Pre pokrocili interpoldciu pomocou B-splajnu bol pouzity toolbox [37] od Jdna
Kybica z CVUT. Predspracovanie signélu prebieha obdobne ako v predoslych pripa-
doch, aby pracoval s rovnakymi vstupnymi hodnotami ako predchadzajice metody. Z
toolboxu pre interpoléciu linedrnym B-splajnom sa pouziva funkcia 1binterp, ktord
pouziva funkciu pre vypocet splajnu 1bspln, pricom nepotrebuje vypocet bazovych
funkcii. Naproti tomu interpoléacia kvadratickym B-splajnom funkciou gbinterp, po-
uzivajuca pre vypocet splajnu gbspln potrebuje vypocet bazovych funkeii zo signélu
pomocou funkcie gbanal. Rovnako pre interpolaciu kubickym B-splajnom funkciou
cbinterp, pouzivajicu pre vypocet splajnu cbspln, je potrebny vypocet bazovych
funkcii zo signalu pomocou funkcie cbanal. Interpolacia prebieha najskoér po riad-
koch, nasledne po stipcoch. Niektoré s funkeif, boli upravené. Takto je mozné v

konecnom dosledku interpolovat linearnym, kvadratickym a kubickym B-splajnom.

gbanal}= qgbinterp
img imread }—% imresize ]7 Ibinterp imout) -
cbanal Cbinterp

[ scale

Obr. 7.3: Schéma spracovania obrazu pouzitim msplines1.

7.1.4 Interpolacia vyuzitim toolboxu B-spline tools 1.2

Pre dalsi sposob pokrocilejsej interpolacie pomocou B-splajnu bol pouzity toolbox
[36] od Jan Tore Korneliussen. Predspracovanie signalu prebieha obdobne ako v
predoslych pripadoch, aby pracoval s rovnakymi vstupnymi hodnotami ako pred-
chadzajice metody. Toolbox bol do znacnej miery upraveny pre potreby diplomove;j
prace. Pre vypocet B-splajnu sa pouziva objektova trieda Bspline, vyuzivajtca
funkciu evalBsplineN1dim pre vyhodnotenie B-splajnu cez 1D dimenziu. Funkcia
pouziva pre vypocet funkciu bsplineN, kde st definované bazové funkcie pre jed-
notlivé stupne B-splajnu. Upraveny toolbox umoznuje vypocet B-splajnu pre stupen
0 az 4 definovanym premennou degree. Funkcia bsplineNtrans vypocita B-spline
cez zadané hodnoty pouzivajuc funkciu filterAPsym2ord, ktora predstavuje sy-

metricky filter 2. rddu. Funkcia idtrasFIRcoefs je iba tabulkou s prepocitanymi
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koeficientami pre splajnu nizkeho radu.

(mirrorbound) fidtransFIRcoefs}
‘mirrOFidXJ : fﬁlterAPSmeord}
: ( bsplineNtrans W

g imread | imresize Bspline J—.
evalBsplineN1dim
(_scale

Obr. 7.4: Schéma spracovania obrazu pouzitim B-spline tools 1.2.

7.2 Subjektivne porovnanie metédou DSIS

Pre subjektivne porovnanie metédou DSIS boli vybrané obrazky lena.png, bar-
bara.png, flinstones.png a zoneplate.png. Celkovy pocet hodnotiacich Tudi bol mini-
malne 15 podla doporucenie ITU-R BT.500-11. Rozsah mozného hodnotenia bol 1 az
5, kde 1 zna¢f najmensiu zhodu a 5 zhodu najvacsiu. Grafy st stlpcové vyjadrujice
percentualne zhodnotenie vysledkov. Index 1 je pre stanovenu otazku: ,Nakolko je
sa zhoduje spracovany obrazok s referencnym obrazkom?“ a index 2 pre stanovenu

otazku ,,Ako subjektivne posobi spracovany obrazok? .

Lena
400

300

[%]
n
8

100 ---

I ——
]
0
1 2 3 4 5
B Interpolacia NN 1 Interpolacia NN 2 W Interp1 1
B Interp1 2 Bspline MS 1 B Bspline MS 2
B Bspline 12 1 Bspline 12 2

Obr. 7.5: Graf vysledkou metédy DSIS pre obrazok lena.png.
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Barbara
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B Interpolacia NN 1 InterpolaciaNN 2~ Interp1 1

H Interp1 2 Bspline MS 1 Bl Bspline MS 2

B Bspline 12 1 Bspline 12 2

Obr. 7.6: Graf vysledkou metody DSIS pre obrazok barbara.png.

Flinstones
400
300
v . - L]
[ —
0
1 2 3 4 5

B Interpolacia NN 1 InterpolaciaNN 2  H Interp1 1

B Interp1 2 Bspline MS 1 B Bspline MS 2

B Bspline 12 1 Bspline 12 2

Obr. 7.7: Graf vysledkou metédy DSIS pre obrazok flinstones.png.
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Zoneplate
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Obr. 7.8: Graf vysledkou metédy DSIS pre obrazok zoneplate.png.
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8 ZAVER

Cielom diplomovej prace bolo teoreticky popisat a naprogramovat roézne sposoby
interpolacie obrazovych signdlov beznymi a pokrocilymi metédami. Potom nasledne
jednotlivé metody pomocou objektivnych a subjektivnych metéd hodnotenia porov-
nat.

Prva cast diplomovej prace tvori bezny tvod do tedrie pocitacovej grafiky. Ro-
zobrané su druhy pocitacovej grafiky, Tudské videnie a farebné modely. Druhé cast
za zaoberd problematikou suvisiacou s digitadlnym spracovanim obrazu. Vysvetluje
digitalizaciu obrazovych signédlov, ich reprezentaciu a spracovanie v pocitacovych
systémoch. Tretiu cast tvori ivod do tedrie analytickych kriviek v rovine. Uvadza
sposoby ich vyjadrenia a zapisu spolu s definiciou pozadovanych vlastnosti.

Dalsia kapitola sa uz koneéne venuje interpolacii obrazu, kde na teoretickom
zaklade zo ziskanych informécii a dostupnych materialov zhfna bezné sposoby inter-
polacie obrazu pouzitim tzv. konvolu¢ného jadra. Rekonstrukcia po castiach spojitej
funkcie sa ziskavala z diskrétnych hodnot ako linedrna kombinacia vstupného obrazu
a rekonstrukéného filtru. Pre jednoduchost pochopenia a vizualizacie boli vsetky
konvoluc¢né jadra separované a vysvetlené najskoér pre 1D a az potom zovseobecnené
do 2D pre spracovanie obrazu. Dalsia kapitola pristupuje najskor k definicii pred-
chodcov B-splajn kriviek, ktorymi st Fergusonove, Bézierove ¢i Coonsove krivky. A
az potom vysledne k B-splajnom a ich dvojitému zovseobecneniu NURBS, defino-
vanych bazovymi B-splajn funkciami. V zavere je rozobrany problém interpolacie
pomocou NURBS kriviek a jeho riesenie.

V programovom prostredi MATLAB® boli naprogramované rieSenia ako pre
bezné sposoby interpolacie tak i pokrocilé. Taktiez bolo naprogramovanych niekolko
roznych demonstracii suvisiacich s diplomovou pracou. Naprogramované boli jed-
notlivé konvolucné jadra pre bezné metddy interpolécie ¢i interpolacia najblizsim
susedom. Dalej boli naprogramované demonstracie pre bazové funkcie Bernsteino-
vych, Hermitovych a Langragerovych polynémov. Taktiez demonstracia bazovych
funkcii pre B-splajny. Pripadne demonstracie pre jednoduché Bézierove krivky a
taktiez i pre raciondlne Bézierove krivky s pridanim vah. Popripade demonstracie
pouzité v ramci diplomovej prace.

Pre bezné metdody interpolacie boli vyuzité funkcie interpl a interp2 s defino-
vanymi sposobmi interpolacie. Blizsi popis jednotlivych casti a sposob interpolacie je
popisany v poslednej casti diplomovej prace. V spracovanych vysledkoch textu dip-
lomovej prace bola zahrnutd iba interpl z dévodu priam totoznych vysledkov pre
bezné metddy. Pre pokrocilé metédy interpolacie boli vyuzité dva externé toolboxy
pre modelovanie obecnych B-splajn kriviek. Funkcie toolboxov boli upravené prave

pre optimalizovanie interpoléacie obrazového signalu. Prvym toolboxom je msplines1
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[37] od Jdna Kybica, ktorym je mozné generovat B-splajnamy druhého az tretieho
stupna. V pripade upraveného druhého toolboxu msplines1 od Jan Tore Kornelius-
sen je mozné generovat B-splajn krivky od nultého do stvrtého stupna.

Vysledné funkéné metddy interpolacie obrazu boli aplikované na 20 réznych ob-
razkov, ktorych iba cast je v prilohe diplomovej prace. Vsetky obrazky boli zhod-
notené v programe MATLAB® pomocou popisanych objektivnych metéd. Taktiez
bola spracovand subjektivna metdéda DSIS podla doporucenie ITU-R BT.500-11.

V diplomovej praci sa vsak nakoniec nepodarilo uspesne a funkcne naprogra-
movat interpolacni metédu krivkami NURBS. Vsetky programové riesenia viac ¢i
menej, boli iba aproximaciami ¢im sa vo velkej miere stracala informéacia z pévod-
ného interpolovaného obrazu“. Aproximacné krivky podavali zakazdym v konec-
nom dosledku znacne Spatné vysledky testovaného obrazu, a preto z toho dovodu
ani neboli zahrnuté vo vyslednej diplomovej praci. Samotné toolboxy vychadza-
juce z knihy The NURBS Book [23] neoplyvali funkciou pre vypocet stistavy rovnic
riadiacich bodov aby dané krivka prechadzala bodmi definicnymi. Nasledny pokus
vlastnej implementacie algoritmu a jeho pouzitia z knihy The NURBS Book skon¢il
neuspechom. Problém totiz zjavne spocival ako sa domnievam skor v nekonzistencii
implementovaného algoritmu z knihy s pouzitymi toolboxami pre NURBS, ako z

vlastnej nespravnej funkcénosti.
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ZOZNAM SYMBOLOV, VELICIN A SKRATIEK

k konvoluicia

1D (One Dimensional) jednorozmerny
2D (Two Dimensional) dvojrozmerny

3D (Three Dimensional) trojrozmerny

a parameter

b velkost v bitoch

B (Brightness) svetlost

B  bernsteinovy polynémy n-tého stupna
C matica parametrov krivky

C;  coonsovy polynéomy

C™  parametricka spojitost

CMY (Cyan, Magenta, Yellow) azurova, fialova, zlta
EM elektromagnetické

fmaz mnajvysia frekvencia

F;  hermitovské polynémy

F,,  diskrétna fourierova 1D transformacia
fs vzorkovacia frekvencia

F(u) spojité fourierova 1D transformécia
F(u,v) spojita fourierova 2D transforméacia
f(x) spojita 1D funkcia

f(z,y) spojitda 2D funkcia

G vektor geometrickych podmienok

G™  geometrickd spojitost

hi;  konvolucna maska
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h(z) konvolucné 1D jadro

ldealp (1) konvoluéné jadro pre idedlnu interpoldciu

Sinch v (2) konvoluéné jadro pre sinc interpoldciu

Susedpy, (z) konvoluéné jadro pre interpoldciu najblizsim susedom

Lincarp,) () konvoluéné jadro pre linedrnu interpoldciu

Rvadrp. (1) konvoluéné jadro pre kvadratickt interpolciu

Kubicp () konvolu¢né jadro pre kubickt interpolciu

h(z,y) konvoluéné 2D jadro

HLS (Hue, Lightnes, Saturation) odtien, svetlost, sytost

HSB (Hue, Saturation, Brigtness) odtien, sytost, jas

HVS (Human Visual System) Tudsky systém videnia

I
I;
I,
Ii;

L

M

(Intensity) jas
diskrétna 1D funkcia
diskrétna 1D funkcia
diskrétna 2D funkcia
stupne sedi

bazova matica

M, N rozmery hodno6t obrazu

MSE (Mean Square Error) stredna kvadratickd chyba

n

NURBS (Non-uniformal Rational Basis Spline) neuniformny raciondlny b-splajn

stupen

mnozina prirodzenych c¢isiel
mnozina prirodzenych ¢isiel s nulou
b-splajn bazova funkcia stupna k

(Nearest neightbor) najblizsi sused
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P; riadiace body krivky

p’; dotycnicovy vektor v riadiacom bode

PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) Spickovy pomer signdlu k Sumu
R mnozina realnych ¢isiel

RGB (Red, Green, Blue) ¢ervend, zelena, modra

S (Saturation) sytost

SSIM  (Structural Similarity) strukturdlna podobnost

t cas
t uzlovy vektor
T matica ¢asu

Q(t) vseobecnd krivka

Qn(t) polyném stupiia n
B-splain()(¢) b-splajn krivka
Coons()(t) coonsova krivka
Bézier()(t) bézierova krivka
Hermit()(¢) hermitovska krivka
NURBS()(t) NURBS krivka

q  doty¢nicovy vektor

q’; dotyc¢nicovy vektor v uzle
w(z) okienkova funkcia

7 mnozina celych ¢isiel

&,n  suradnice
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A VYSLEDNE TESTOVANE OBRAZY MAT-
LAB

(d) flinstones.png (f) gradient.png

(g) cameraman.png

Obr. A.1: Cast testovaci obrazkov pre demonstraciu.
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Obr. A.2: Obrazok lena.png.

(a) Originalny obrazok (b) Metoda NN (¢) Metoda nearest
MSE = 0.0020572 MSE = 0.002543
SNR = 12.301 dB SNR = 11.3804 dB
PSNR = 26.8672 dB PSNR = 25.9466 dB
SSIM = 0.88633 SSIM = 0.87824

(d) Metoda linear (e) Metoda v5cubic (f) Metoda pchip
MSE = 0.001955 MSE = 0.0017673 MSE = 0.0017643
SNR = 12.5223 dB SNR = 12.9607 dB SNR = 12.968 dB
PSNR = 27.0885 dB PSNR = 27.5269 dB PSNR = 27.5342 dB
SSIM = 0.87603 SSIM = 0.89207 SSIM = 0.89093

(g) Metoda spline (h) Metoda lineaBspline (i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.001709 MSE = 0.001955 MSE = 0.0018764
SNR = 13.1065 dB SNR = 125223 dB SNR = 12.7005 dB
PSNR = 27.6727 dB PSNR = 27.0885 dB PSNR = 27.2667 dB
SSIM = 0.89702 SSIM = 0.87603 SSIM = 0.87603
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(m)

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

kubicBspline
= 0.0018738
= 12.7065 dB
27.2727 dB
= 0.87603

Metoda  Bspline2

MSE
SNR
PSNR
SSIM

= 0.00172
= 13.0786 dB
= 27.6448 dB
= 0.89614

(k)

Metoda  Bspline0
MSE = 0.002543
SNR = 11.3804 dB
PSNR = 25.9466 dB
SSIM = 0.87824

Metoda  Bspline3
MSE = 0.0017069
SNR = 13.1116 dB
PSNR = 27.6778 dB
SSIM = 0.89702
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M

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Bsplinel
= 0.001955
= 12.5223 dB
27.0885 dB
= 0.87603

Bspline4
= 0.0016902
= 13.1543 dB
= 27.7205 dB
= 0.89847



Obr. A.3: Obrazok barbara.png.

(a) Originalny obrazok (b) Metoda NN (¢) Metoda nearest
MSE = 0.0051543 MSE = 0.0058126
SNR = 9.4585 dB SNR = 8.9366 dB
PSNR = 22.8783 dB PSNR = 22.3563 dB
SSIM = 0.78295 SSIM = 0.77145

(d) Metoda linear (e) Metoda v5cubic (f) Metoda pchip
MSE = 0.0052219 MSE = 0.0050828 MSE = 0.0050918
SNR =9.402 dB SNR =9.5192 dB SNR =9.5115 dB
PSNR = 22.8217 dB PSNR = 22.9389 dB PSNR = 22.9313 dB
SSIM = 0.771 SSIM = 0.78543 SSIM = 0.78475

(g) Metoda spline (h) Metoda lineaBspline (i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.0050491 MSE = 0.0052219 MSE = 0.0051385
SNR = 9.5481 dB SNR =9.402 dB SNR =9.4719 dB
PSNR = 22.9678 dB PSNR = 22.8217 dB PSNR = 22.8916 dB
SSIM = 0.79029 SSIM = 0.771 SSIM = 0.771
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(m)

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

kubicBspline
= 0.005133
= 9.4766 dB
= 22.8963 dB
=0.771

Metoda  Bspline2

MSE
SNR
PSNR
SSIM

= 0.0050216
= 9.5718 dB
= 22.9915 dB
= 0.78913

(k)

(n)

Metoda  Bspline0
MSE = 0.005812
SNR = 8.9366 dB
PSNR = 22.3563 dB
SSIM = 0.77145

Metoda  Bspline3
MSE = 0.005004
SNR = 9.5871 dB
PSNR = 23.0068 dB
SSIM = 0.79032
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()

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Bsplinel
= 0.0052219
= 9.402 dB
= 22.8217 dB
=0.771

Bspline4
= 0.004989
= 9.6002 dB
= 23.0199 dB
= 0.79166



Obr. A.4: Obrazok zoneplate.png.

(a) Originalny obrazok (b) Metoda NN (¢) Metoda nearest
MSE =0.11223 MSE = 0.11437
SNR = 0.43506 dB SNR = 0.35292 dB
PSNR = 9.4988 dB PSNR = 9.4167 dB
SSIM = 0.15593 SSIM = 0.12904

(d) Metoda linear (e) Metoda v5cubic (f) Metoda pchip
MSE = 0.11356 MSE = 0.11227 MSE = 0.11253
SNR = 0.38381 dB SNR = 0.43351 dB SNR = 0.42337 dB
PSNR = 9.4476 dB PSNR = 9.4973 dB PSNR = 9.4872 dB
SSIM = 0.11814 SSIM = 0.1316 SSIM = 0.12956

(g) Metoda spline (h) Metoda lineaBspline (i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.11189 MSE = 0.11356 MSE =0.11274
SNR = 0.44838 dB SNR = 0.38381 dB SNR = 0.41525 dB
PSNR = 9.5122 dB PSNR = 9.4476 dB PSNR = 9.479 dB
SSIM = 0.13503 SSIM = 0.11814 SSIM = 0.11814
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(j) Metoda kubicBspline
MSE = 0.11273
SNR = 0.41591 dB
PSNR = 9.4797 dB
SSIM = 0.11814

(m) Metoda Bspline2
MSE =0.11192
SNR = 0.447 dB
PSNR = 9.5108 dB
SSIM = 0.13551

(k)

Metoda  Bspline0
MSE = 0.11437
SNR = 0.35292 dB
PSNR = 9.4167 dB
SSIM = 0.12904

M

Metoda  Bsplinel
MSE = 0.11356
SNR = 0.38381 dB
PSNR = 9.4476 dB
SSIM = 0.11814

Metoda  Bspline3
MSE =0.1119
SNR = 0.44788 dB
PSNR = 9.5117 dB
SSIM = 0.13499
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()

Metoda  Bspline4
MSE =0.11178
SNR = 0.4525 dB
PSNR = 9.5163 dB
SSIM = 0.13648



Obr. A.5: Obrazok flinstones.png.

(a) Origindlny obrazok (b) Metoda NN (¢) Metoda nearest
MSE = 0.012219 MSE = 0.014966
SNR = 8.7063 dB SNR = 7.8257 dB
PSNR = 19.1295 dB PSNR = 18.2488 dB
SSIM = 0.78754 SSIM = 0.75481

(d) Metoda linear (e) Metoda v5cubic (f) Metoda pchip
MSE = 0.012872 MSE = 0.011881 MSE = 0.012001
SNR = 8.4805 dB SNR = 8.8285dB SNR = 8.7846 dB
PSNR = 18.9037 dB PSNR = 19.2516 dB PSNR = 19.2077 dB
SSIM = 0.73548 SSIM = 0.77075 SSIM = 0.76811

(g) Metoda spline (h) Metoda lineaBspline (i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.011592 MSE = 0.012872 MSE = 0.012192
SNR = 8.9352 dB SNR = 8.4805 dB SNR =8.7161 dB
PSNR = 19.3584 dB PSNR = 18.9037 dB PSNR = 19.1393 dB
SSIM = 0.78155 SSIM = 0.73548 SSIM = 0.73548
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(j) Metoda kubicBspline (k) Metoda Bspline0 () Metoda Bsplinel

MSE = 0.012153 MSE = 0.014966 MSE = 0.012872
SNR = 8.7299 dB SNR = 7.8257 dB SNR = 8.4805 dB
PSNR = 19.1531 dB PSNR = 18.2488 dB PSNR = 18.9037 dB
SSIM = 0.73548 SSIM = 0.75481 SSIM = 0.73548

(m) Metoda Bspline2 (n) Metoda Bspline3 (o) Metoda Bspline4
MSE = 0.011524 MSE =0.011431 MSE = 0.011328
SNR = 8.9608 dB SNR = 8.9959 dB SNR  =9.0352 dB
PSNR = 19.384 dB PSNR = 19.419 dB PSNR = 19.4584 dB
SSIM = 0.77954 SSIM = 0.7817 SSIM = 0.78459
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(a) Origindlny obrazok

Obrazok fingerprint.png.

(b) Metoda NN

MSE = 0.010096
SNR =5.9774 dB
PSNR = 19.9587 dB
SSIM = 0.78288

(¢) Metoda nearest
MSE = 0.013834
SNR = 4.609 dB

PSNR = 18.5904 dB
SSIM = 0.70466

(d) Metoda linear
MSE = 0.011007
SNR = 5.6018 dB
PSNR = 19.5831 dB
SSIM = 0.66881

(e) Metoda v5cubic
MSE = 0.0094952
SNR = 6.2436 dB
PSNR = 20.225 dB
SSIM = 0.74155

Metoda  pchip

MSE = 0.010062
SNR  =5.9917 dB
PSNR = 19.9731 dB
SSIM = 0.72018

(g) Metoda spline
MSE = 0.0089281
SNR =6.511dB
PSNR = 20.4924 dB
SSIM = 0.76911

(h) Metoda lineaBspline
MSE = 0.011007
SNR = 5.6018 dB
PSNR = 19.5831 dB
SSIM = 0.66881
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(i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.0096834
SNR = 6.1584 dB
PSNR = 20.1397 dB
SSIM = 0.66881



(j) Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

kubicBspline
= 0.0095418
= 6.2223 dB
= 20.2037 dB
= 0.66881

(m) Metoda Bspline2

MSE
SNR
PSNR
SSIM

= 0.0090015
= 6.4755 dB
= 20.4569 dB
= 0.7616

(n)

Metoda  Bspline0
MSE = 0.013834
SNR = 4.609 dB
PSNR = 18.5904 dB
SSIM = 0.70466

Metoda  Bspline3
MSE = 0.0088161
SNR = 6.5659 dB
PSNR = 20.5472 dB
SSIM = 0.76924
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()

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

Bsplinel
= 0.011007
= 5.6018 dB
= 19.5831 dB
= 0.66881

Bspline4
= 0.0086807
= 6.6331 dB
= 20.6145 dB
= 0.77717



a) Origindlny obrazok

(d) Metoda linear
MSE = 0.000017532
SNR = 36.7702 dB
PSNR = 47.5616 dB
SSIM = 0.99782

(g) Metoda spline
MSE = 0.000017973
SNR = 36.6624 dB
PSNR = 47.4538 dB
SSIM = 0.99771

Obr. A.7: Obrazok gradient.png.

A4

()

(h)

Metoda

MSE = 0.000052805
SNR = 31.9818 dB
PSNR = 42.7732 dB
SSIM = 0.98163

Metoda  vbHcubic
MSE = 0.000017654
SNR = 36.7403 dB
PSNR = 47.5317 dB
SSIM = 0.99781

A4

Metoda lineaBspline
MSE = 0.000017532
SNR = 36.7702 dB

PSNR = 47.5616 dB

SSIM = 0.99782
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C

(f)

Metoda nearest
MSE = 0.000061738
SNR = 31.3031 dB
PSNR = 42.0945 dB
SSIM = 0.99184

VY.

Metoda  pchip

MSE = 0.000017567
SNR = 36.7616 dB
PSNR = 47.553 dB
SSIM = 0.99786

(i)

Metoda  kvadrBspline
MSE = 0.000031359
SNR = 34.2449 dB
PSNR = 45.0363 dB
SSIM = 0.99782



()

(m)

Metoda  kubicBspline
MSE = 0.000034251
SNR = 33.8619 dB
PSNR = 44.6533 dB
SSIM = 0.99782

Metoda
MSE = 0.000025082
SNR = 35.2149 dB
PSNR = 46.0063 dB
SSIM = 0.99769

Bspline2

Metoda  Bspline(
MSE = 0.000061738
SNR = 31.3031 dB
PSNR = 42.0945 dB
SSIM = 0.99184

Metoda Bspline3
MSE = 0.000027709
SNR = 34.7823 dB
PSNR = 45.5737 dB
SSIM = 0.99759
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Metoda  Bsplinel
MSE = 0.000017532
SNR = 36.7702 dB
PSNR = 47.5616 dB
SSIM = 0.99782

Metoda  Bspline4
MSE = 0.000031113
SNR = 34.2792 dB
PSNR = 45.0706 dB
SSIM = 0.99736



Obr. A.8: Obrazok cameraman.png.

(a) Originalny obrazok (b) Metoda NN (¢) Metoda nearest
MSE = 0.0027538 MSE = 0.0031964
SNR = 13.2832dB SNR = 12.6359 dB
PSNR = 25.6007 dB PSNR = 24.9534 dB
SSIM = 0.89494 SSIM = 0.87943

(d) Metoda linear (e) Metoda v5cubic (f) Metoda pchip
MSE = 0.0024618 MSE = 0.0021254 MSE = 0.0021201
SNR = 13.7699 dB SNR = 14.4081 dB SNR = 14.4189 dB
PSNR = 26.0874 dB PSNR = 26.7256 dB PSNR = 26.7364 dB
SSIM = 0.87465 SSIM = 0.89044 SSIM = 0.89035

(g) Metoda spline (h) Metoda lineaBspline (i) Metoda kvadrBspline
MSE = 0.0020081 MSE = 0.0024618 MSE = 0.0023207
SNR = 14.6547 dB SNR = 13.7699 dB SNR = 14.0262 dB
PSNR = 26.9722 dB PSNR = 26.0874 dB PSNR = 26.3437 dB
SSIM = 0.89543 SSIM = 0.87465 SSIM = 0.87465
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8)

Metoda
MSE
SNR
PSNR
SSIM

kubicBspline
= 0.0023083
= 14.0495 dB
26.367 dB
= 0.87465

(k)

Metoda  Bspline0
MSE = 0.0031964
SNR = 12.6359 dB
PSNR = 24.9534 dB
SSIM = 0.87943

Metoda  Bsplinel
MSE = 0.0024618
SNR = 13.7699 dB
PSNR = 26.0874 dB
SSIM = 0.87465

(m)

Metoda  Bspline2
MSE = 0.0020339
SNR = 14.5992 dB
PSNR = 26.9167 dB
SSIM = 0.8946

(n)

Metoda  Bspline3
MSE = 0.0020054
SNR = 14.6604 dB
PSNR = 26.9779 dB
SSIM = 0.89547
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()

Metoda  Bspline4
MSE = 0.0019676
SNR = 14.743 dB
PSNR = 27.0605 dB
SSIM = 0.89699
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