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Autor: Barbora Sejkorová
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Autor: Barbora Sejkorová
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Poděkováńı
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Anotace

Tato práce se zabývá Markovskými řetězci a jejich aplikacemi. V úvodńı části

jsou popsány základy náhodných proces̊u, které jsou d̊uležité pro následné pocho-

peńı dané problematiky. Dále práce definuje základńı pojmy a vztahy mezi nimi.

V prvńı části jsou popsány př́ımo řetězce s diskrétńım časem, matice pravděpodobnost́ı

a pravděpodobnosti přechodu. Po stručném úvodu do Markovských proces̊u se spojitým

časem jsou v daľśı části práce zavedeny vlastnosti řetězc̊u a jejich vysvětleńı na krátkých

př́ıkladech. Posledńı část práce se zabývá vybranými aplikacemi Markovských řetězc̊u

v genetice a v ekonomii.

Kĺıčová slova

Markovský řetězec, pravděpodobnost přechodu, matice pravděpodobnost́ı přechodu,

stacionárńı rozložeńı, absorpčńı řetězec

Annotation

Title: Intelligent search of image information

The main topic of the thesis is Markov Chains and their application. Since the

random processes are necessary for understanding the issue, their background is dealt

with in the introductory part of the work. After that, fundamental definitions are

noted and their mutual relations explained. In the first part of the work are presented

discrete time chains, probability matrices and transition probabilities. After the brief

introduction to Continuous-time Mark processes, the features of chains are presented

together with their explanation supported by examples. The final part of the thesis

depicts the application of Markov chains in the field of genetics and economy.

Keywords

Markov chains, transition probability, transition matrix, stationary distribution,

absorbing chain
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Úvod

Teorie náhodných proces̊u vznikla jako reakce na tvorbu matematických model̊u

fyzikálńıch proces̊u. V teorii pravděpodobnosti je náhodný, nebo též stochastický,

proces opak k deterministickému procesu, u kterého je pouze jediná možnost vývoje

procesu v čase. Ve vývoji náhodných proces̊u se však vyskytuje jistá neurčitost v bu-

doućım vývoji, která je popsána pomoćı rozděleńı pravděpodobnost́ı. Zjednodušeně

můžeme ř́ıci, že i když je známa počátečńı podmı́nka (nebo počátečńı stav systému),

je zde mnoho r̊uzně pravděpodobných možnost́ı, kterými se proces může vydat. Tato

teorie je dnes d̊uležitou součást́ı teorie pravděpodobnosti a nacháźı uplatněńı v širokém

okruhu aplikaćı. Součást́ı teorie náhodných proces̊u jsou Markovské řetězce s diskrétńım

časem a Markovské procesy se spojitým časem. Tato práce se zabývá podrobně právě

Markovskými řetězci.

Základy Markovských řetězc̊u položil ruský matematik A. A. Markov žij́ıćı v letech

1856–1932. Samotné Markovské řetězce nacháźı uplatněńı v biologii, ekologii, fyzice,

ekonomii a v daľśıch odvětv́ıch. Práce se zabývá zaj́ımavými aplikacemi nejen

v ekonomii a statistice, ale také např. v genetice. Motivaćı k výběru tohoto tématu

byla snaha o podrobné nastudováńı Markovských řetězc̊u, které se využ́ıvaj́ı právě

ve statistice. Ke správnému pochopeńı problematiky je zapotřeb́ı zavést rozsáhlý

teoretický základ, objasnit vlastnosti a klasifikace řetězc̊u. Práce se snaž́ı jednotlivé

pojmy objasnit na př́ıkladech. Veškeré obrázky jsou poř́ızeny vlastńım zpracováńım.

Posledńı kapitola je zaměřena na aplikaci řetězc̊u v odvětv́ı genetiky a ekonomie.

Z d̊uvodu rozsahu práce jsou Markovské procesy zavedeny pouze jednoduše. Většina

potřebných definic a vět je převzata z [1] a [2].
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Kapitola 1

Stochastické procesy

V této kapitole si zavedeme základńı definici stochastických proces̊u a jejich hlavńı

rozděleńı. Ke každému konkrétńımu typu procesu uvedeme př́ıklad. Stochastické neboli

náhodné procesy jsou kĺıčové k pochopeńı problematiky Markovských řetězc̊u.

1.1 Úvod do stochastických proces̊u

Náhodný proces si můžeme představit jako zobecněńı pojmu náhodná veličina.

Hlavńım rozd́ılem mezi těmito pojmy je výsledek jejich realizace. Realizaćı náhodné

veličiny dostaneme jedno konkrétńı č́ıslo, např. výsledek hodu kostkou, avšak realizaćı

náhodného procesu dostaneme funkci jedné proměnné nebo posloupnost.

Definice 1.1. Necht’ (Ω,A) je měřitelný prostor, R množina reálných č́ısel

a T 6= ∅ neprázdná množina, které budeme přisuzovat význam času. Necht’ zobrazeńı

X : Ω× T → R má tyto dvě vlastnosti:

1. ∀ t ∈ T je X(., t) náhodná veličina vzhledem k jevovému poli A. Znač́ı se Xt .

2. ∀ω ∈ Ω je X(ω, .) prvkem množiny všech reálných funkćı definovaných na T .

Zobrazeńı X s těmito dvěma vlastnostmi se nazývá stochastický proces definovaný

na T . Znač́ı se {Xt : t ∈ T }.

Hlavńım problémem každého stochastického procesu je jeho neurčitý vývoj v bu-

doucnosti. I když je známa počátečńı podmı́nka, existuje mnoho možnost́ı, jak se bude

daný proces vyv́ıjet. Každá z těchto možnost́ı může nastat s odlǐsnou pravděpodobnost́ı.
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Definice 1.2. Necht’ {Xt; t ∈ T} je stochastický proces.

a) Je-li množina T spočetná a lineárně uspořádaná, tj. t1<t2< . . . , jde

o stochastický proces s diskrétńım časem (tj. o časovou řadu).

b) Je-li množina T interval, jde o stochastický proces se spojitým časem

(tj. o náhodnou funkci).

Tato práce se bude zabývat náhodnými posloupnostmi, tj. náhodnými procesy

s diskrétńım časem. Tyto posloupnosti s určitými, dále specifikovanými, vlastnostmi

nazýváme řetězci.

Definice 1.3. Necht’ {Xt; t ∈ T} je stochastický proces.

a) Jestliže ∀ t ∈ T je náhodná veličina Xt diskrétńı, jde o stochastický proces

s diskrétńımi stavy.

b) Jestliže ∀ t ∈ T je náhodná veličina Xt spojitá, jde o stochastický proces

se spojitými stavy.

Množina všech hodnot, jichž může náhodná veličina Xt nabývat, se nazývá množina

stav̊u a znač́ı se S.

Pro lepš́ı představu stochastického procesu v reálné situaci uvedeme ke každému

typu procesu př́ıklad, který doplńıme grafem. Grafy jsou utvořeny v programu MS Excel

a data jsou zvolena náhodně.

Př́ıklad 1.1. (Stochastický proces s diskrétńım časem a stavem.) Dva hráči A a B hraj́ı

o pětikoruny. Na začátku hry má hráč A čtyři pětikoruny a hráč B sedm pětikorun. Hráč

A háźı minćı. Pokud padne panna, hráč A vyhrává a źıskává soupeřovu pětikorunu.

Pokud padne orel, hráč A prohrává a o pětikorunu přicháźı. Hra konč́ı, pokud jeden

z hráč̊u přijde o všechen sv̊uj kapitál. Zavedeme tedy stochastický proces {Xt; t ∈ T},
kde t = 1, 2, . . . je pořadové č́ıslo hodu minćı a Xt = j znač́ı, pokud hráč A má

po t-tém hodu j pětikorun, tedy S = {0, 1, . . . , 11}. Jeden z možných pr̊uběh̊u daného

stochastického procesu můžeme vidět na obrázku 1.1.
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Obrázek 1.1: Stochastický proces s diskrétńım časem a stavem.

Př́ıklad 1.2. (Stochastický proces s diskrétńım časem a spojitým stavem.) Součást́ı

výrobńıho stroje jsou ozubená kolečka. Při výrobńım procesu docháźı k opotřebováńı

jednotlivých koleček. Kolečko se po n výrobńıch procesech vyměńı. Máme tedy stochas-

tický proces {Xt; t ∈ T}, kde t je pořadové č́ıslo výrobńı operace a T = {1, 2, . . . , n}
je množina výrobńıch proces̊u. Množina stav̊u S = {x ∈ R; 0 ≤ x ≤ a} nabývá

hodnot, které zaznamenávaj́ı opotřebeńı kolečka (a je maximálńı hodnota opotřebeńı).

V našem př́ıpadě je a = 1. Pro ukázku náhodnosti jsou zobrazeny dva r̊uzné př́ıpady.

Interpretace je graficky zobrazena na obrázku 1.2.

Obrázek 1.2: Stochastický proces s diskrétńım časem a spojitým stavem.
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Př́ıklad 1.3. (Stochastický proces se spojitým časem a diskrétńım stavem.) Sledujeme

stav bytové jednotky v panelovém domě. Jednotka může být pronajatá, volná nebo

v rekonstrukci. Zavedeme stochastický proces {Xt; t ∈ T}, kde t je libovolný časový

okamžik a Xt = j znamená, že v okamžiku t je bytová jednotka ve stavu j. Pronajaté

jednotce přǐrad́ıme 1, volné 2 a jednotce v rekonstrukci 3. Množina stav̊u je tedy

S = {1, 2, 3}. Situace je znázorněna na obrázku 1.3.

Obrázek 1.3: Stochastický proces se spojitým časem a diskrétńım stavem.

Př́ıklad 1.4. (Stochastický proces se spojitým časem a stavem.) Sledujeme šumové

zkresleńı zvukového zesilovače, např. na elektrické kytaře. Stochastický proces nabývá

hodnot odpov́ıdaj́ıćıch tomuto šumovému zkresleńı. Zavedeme stochastický proces

{Xt; t ∈ T}, kde T = {t; t ≥ 0}, Xt ∈ S, kde S = {x,−∞ < x < ∞}. Dva r̊uzné

pr̊uběhy jsou zobrazeny na obrázku 1.4.

Obrázek 1.4: Stochastický proces se spojitým časem a spojitým stavem.
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Kapitola 2

Úvod do Markovských řetězc̊u

2.1 Základńı vztahy

Tato kapitola se zabývá řetězci (tj. náhodnými procesy s diskrétńımi stavy), které

maj́ı tzv. markovskou vlastnost, kterou popisuje následuj́ıćı definice. Řetězce s touto

vlastnost́ı nazýváme Markovské popř. Markovovy. Markov̊uv řetězec můžeme bĺıže

specifikovat jako náhodný proces, který nemá pamět’. To znamená, že stav systému

v budoucnu nezáviśı na minulosti, ale pouze na současném stavu tohoto systému.

Stavy minulé si tedy řetězec nepamatuje. U Markovských řetězc̊u předpokládáme

diskrétnost času. Diskrétnost znamená, že ke změně může doj́ıt pouze skokem v určitých

okamžićıch.

Definice 2.1. Posloupnost celoč́ıselných náhodných veličin {Xn, n ∈ N0} se nazývá

Markov̊uv řetězec s diskrétńım časem a množinou stav̊u S, jestliže

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i) (2.1)

pro všechna n = 0, 1, . . . a všechna i, j, in−1, . . . , i0 ∈ S taková, že P (Xn = i,Xn−1 =

= in−1, . . . , X0 = i0) > 0.

Výše uvedená vlastnost (2.1) se nazývá markovská. Markovská vlastnost znamená,

že budoućı stav řetězce nezálež́ı na stavech minulých, ale pouze na stavu př́ıtomném

(vyjádřeno ve zjednodušeńı podmı́něné pravděpodobnosti). Z definice tedy vyplývá,

že stavový systém sledujeme v časových okamžićıch n = 0, 1, . . . Stavový systém se

z náhodných př́ıčin může nacházet v množině stav̊u S. Náhodná veličina Xn nám

popisuje stav tohoto systému v čase n. Pokud se systém v čase n nacháźı ve stavu k ∈ S,
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ř́ıkáme, že nastal náhodný jev (Xn = k). Změńı-li se časový okamžik o jednotku, tedy

z n na např. n + 1, mluv́ıme o přechodu za jeden krok. Pro označeńı řetězc̊u budeme

dále použ́ıvat pouze zjednodušený zápis {Xn}.

Definice 2.2. Podmı́něná pravděpodobnost (je-li definována)

pij(n, n+ 1) = P (Xn+1 = j |Xn = i), i, j ∈ S, n = 0, 1, . . . (2.2)

se nazývá pravděpodobnost přechodu prvńıho řádu neboli pravděpodobnost přechodu

za jeden krok. Podmı́něné pravděpodobnosti (jsou-li definovány)

pij(n, n+m) = P (Xn+m = j |Xn = i) (2.3)

pro m ∈ N,m ≥ 1, se nazývaj́ı pravděpodobnosti přechodu m-tého řádu.

Obecně pravděpodobnosti přechodu záviśı na čase n. Např. pokud bychom

pravidelně sledovali počet proj́ıžděj́ıćıch aut (např. každých 10 min.) hlavńı křižovatkou

města Chrudim (stav systému je počet aut), pravděpodobnost přechodu ze stavu 40

na 45 bude jiná v ranńıch hodinách, kdy je velký provoz, než např. v poledne, kdy aut

proj́ıžd́ı méně.

Definice 2.3. Markovský řetězec s diskrétńım časem se nazývá homogenńı, jestliže

pravděpodobnosti přechodu nezáviśı na čase n (na čase, ve kterém přechod nastává).

Pak pravděpodobnosti přechodu Markovova řetězce ze stavu i do stavu j za m krok̊u

(tzv. pravděpodobnost přechodu m-tého řádu) znač́ıme

p
(m)
ij = pij(n, n+m) i, j ∈ S,m ∈ N0. (2.4)

Poznámka 2.1. Máme-li homogenńı Markovský řetězec {Xn} s pravděpodobnostmi

přechodu P (Xn+1 = j|Xn = i), pak nám tento vztah ř́ıká, jaká je pravděpodobnost,

že daný řetězec, který se nyńı nacháźı ve stavu i přejde do stavu j. Pokud jsou

definovány, jsou tyto pravděpodobnosti nezávislé na n a znač́ıme je pij. Př́ıvlastek

prvńıho řádu je vynechán, tedy p
(1)
ij = pij.

Je zvykem definovat

p
(0)
ij = δij =

 1, je-li i = j

0, je-li i 6= j
(2.5)
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Věta 2.1. Pro pravděpodobnosti přechodu homogenńıho řetězce plat́ı:

0 ≤ pij ≤ 1, i, j ∈ S,
∑
j∈S

pij = 1, i ∈ S (2.6)

D̊ukaz. Viz [1, str. 10]

Pro každé i ∈ S existuje n ∈ N0 tak, že P (Xn = i) > 0. Podmı́něné

pravděpodobnosti P (Xn+1 = j|Xn = i) jsou tedy definovány a můžeme je sestavit

do tzv. matice pravděpodobnost́ı přechodu

P =


p00, p01, p02, · · ·
p10, p11, p12, · · ·
p20, p21, p22, · · ·

...
...

...
. . .

 = (pij)i,j∈S

Řádkové indexy u jednotlivých prvk̊u odpov́ıdaj́ı výchoźım stav̊um a sloupcové

indexy stav̊um budoućım, do nichž s př́ıslušnou pravděpodobnost́ı řetězec přejde. Tato

matice je čtvercová, jej́ı prvky jsou nezáporná č́ısla a součet každého řádku je roven

jedné (viz vztah (2.6)). Matice s těmito vlastnostmi se nazývá stochastická. Uved’me,

co by se stalo, pokud by součet roven jedné platil i pro sloupce této matice. Pokud by

např. součet pravděpodobnost́ı v prvńım sloupci dával č́ıslo 1, znamenalo by to, že se

řetězec muśı dostat zpět do stavu 0 s pravděpodobnost́ı 1 (s jistotou).

Stochastické matice hraj́ı v teorii stochastických proces̊u a Markovských řetězc̊u

d̊uležitou roli, proto si uvedeme alespoň některé základńı vlastnosti těchto matic.

Vlastnosti matice přechodu, tedy vztah (2.6), lze přepsat jako Pe = e, kde e je vektor

(1, 1, . . . , 1)T. Dostáváme tedy, že stochastická matice je matice nezáporná s vlastńım

vektorem e, jemuž odpov́ıdá vlastńı č́ıslo 1.

Věta 2.2. Součin stochastických matic téhož řádu je opět stochastická matice.

D̊ukaz. Viz [3, str. 99]

Ke grafickému zobrazeńı přechod̊u v homogenńım Markovském řetězci s konečným

počtem stav̊u se použ́ıvá tzv. přechodový diagram. Každý stav označ́ıme oválem a pro

časové okamžiky n ∈ S vyneseme možné přechody mezi jednotlivými stavy. Tyto

přechody se znázorńı pomoćı spojnice s připsanými pravděpodobnostmi přechodu. Pro
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přechody s nulovou pravděpodobnost́ı se spojnice nevyznačuje. Př́ıklad přechodového

diagramu pro 4 stavy můžeme zakreslit následovně

Obrázek 2.1: Obecný přechodový diagram se čtyřmi stavy.

Tomuto přechodovému diagramu odpov́ıdá následuj́ıćı matice pravděpodobnost́ı

přechodu:

P =


p00 p01 0 0

p10 0 0 0

0 p21 0 p23

0 0 p32 0


Dále označme

pi(n) = P (Xn = i)

a pravděpodobnost rozděleńı v n-tém kroku jako:

p(n) = (p0(n), p1(n), . . . , pN(n)) (2.7)

Vektor definovaný vztahem (2.7) nazýváme vektorem absolutńıch pravděpodobnost́ı.

Jednotlivé složky tohoto vektoru nám ř́ıkaj́ı, jaká je pravděpodobnost výskytu určitého

stavu v n-tém kroku. Nyńı můžeme jednoduše odvodit rekurentńı vztah a vztah

pro n-tý člen. Uvažujme matici pravděpodobnost́ı přechodu Markovského řetězce

s množinou stav̊u S = {0, 1, . . . N}. Potom pro pravděpodobnost přechodu do stavu

i v čase n+ 1 podle vztahu pro úplnou pravděpodobnost plat́ı:

pi(n+ 1) = p0(n) · p0i + p1(n) · p1i + . . .+ pN(n) · pNi

14



Obecně tedy pro všechny pravděpodobnosti přechodu v čase n+ 1 plat́ı:

p0(n+ 1) = p0(n) · p00 + p1(n) · p10 + . . .+ pN(n) · pN0

p1(n+ 1) = p0(n) · p01 + p1(n) · p11 + . . .+ pN(n) · pN1

...
...

pN(n+ 1) = p0(n) · p0N + p1(n) · p1N + . . .+ pN(n) · pNN

Tuto soustavu můžeme přepsat pomoćı matice pravděpodobnost́ı přechod̊u

(p0(n+ 1), . . . , pN(n+ 1)) = (p0(n), p1(n), . . . pN(n)) ·


p00 p01 · · · p0N

p10 p11 · · · p1N
...

...
. . .

...

pN0 pN1 · · · pNN


Z této rovnice nám plyne rekurentńı vztah:

p(n+ 1) = p(n) ·P (2.8)

Nyńı se vrat’me zpět k Markovským řetězc̊um. Dále je nutné znát tzv. počátečńı

rozděleńı řetězce, tedy stav, ve kterém řetězec začal. Počátečńı rozděleńı nám pomůže

určit, s jakou pravděpodobnost́ı se homogenńı Markovský řetězec nacháźı v daném čase

v určitém stavu.

Označme

pi = P (X0 = i), i ∈ S. (2.9)

Náhodné jevy Ai = (X0 = i), i ∈ S tvoř́ı úplný systém jev̊u a plat́ı tedy vztahy

0 ≤ pi ≤ 1, i ∈ S;
∑
i∈S

pi = 1. (2.10)

Pro zjednodušeńı můžeme počátečńı pravděpodobnosti pokládat za složky

tzv. pravděpodobnostńıho vektoru, který určuje pravděpodobnost toho, v jakém

stavu se systém nacháźı v okamžiku 0 (tedy rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodné

veličiny X0), označujeme p(0).
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Pokud se vrát́ıme k výše odvozenému rekurentńımu vztahu (2.8), můžeme tento

vztah přepsat pomoćı definovaného vektoru absolutńıch pravděpodobnost́ı.

p(1) = p(0) ·P

p(2) = p(1) ·P = p(0) ·P ·P = p(0) ·P 2

...

p(n) = p(n− 1) ·P = p(n− 2) ·P 2 = . . . = p(0) ·Pn

(2.11)

Věta 2.3. Necht’ n ≥ 2 je libovolné přirozené č́ıslo, i, j ∈ S libovolné stavy homogenńıho

Markovského řetězce. Pro pravděpodobnosti přechodu za n krok̊u plat́ı

P (n) =
(
p
(n)
ij

)
i,j∈S

= Pn, (2.12)

kde Pn je n-tá mocnina matice pravděpodobnost́ı přechodu za jeden krok.

D̊ukaz. Plyne ze vztahu (2.11).

Věta 2.4. Pro libovolná nezáporná celá č́ısla m, n a libovolné i, j ∈ S plat́ı

p
(n+1)
ij =

∑
k∈S

p
(n)
ik pkj (2.13)

p
(m+n)
ij =

∑
k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj (2.14)

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v [1, str.15].

Výše zmı́něné vztahy ve větě 2.4 se nazývaj́ı Chapman-Kolmogorovy rovnosti.

Přechod ze stavu i do stavu j uvedený ve vztahu (2.14) lze uskutečnit tak, že se

nejprve v m kroćıch přejde do nějakého stavu k a následně v n zbývaj́ıćıch kroćıch

ze stavu k do stavu j.

Chapman-Kolmogorovy rovnosti můžeme také vyjádřit maticově a to vztahem

P (m+n) = P (m)P (n).

Př́ıklad 2.1. Je dán homogenńı Markovský řetězec {Xn} s matićı pravděpodobnost́ı P,

množinou stav̊u S = {0, 1, 2} a s vektorem počátečńıch pravděpodobnost́ı p(0).
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P =


1
3

2
3

0

1
2

1
4

1
4

0 3
4

1
4

, p(0) = (1
2
, 1
3
, 1
6
)

Určete vektor absolutńıch pravděpodobnost́ı řetězce po 20 kroćıch a zakreslete

přechodový diagram.

Řešeńı:

Zobrazeńı řetězce pomoćı přechodového diagramu

Obrázek 2.2: Přechodový diagram Markovova řetězce.

Vektor absolutńıch pravděpodobnost́ı urč́ıme pomoćı programu Octave ze vztah̊u

(2.11). Jak můžeme vidět na následuj́ıćım obrázku, řetězec se zhruba po 6 kroćıch

ustálil. Po výsledných 20 kroćıch jsme zjistili, že řetězec se s pravděpodobnost́ı 0.36

bude nacházet ve stavu 0, s pravděpodobnost́ı 0.48 ve stavu 1 a s pravděpodobnost́ı

0.16 ve stavu 2.

Obrázek 2.3: Homogenńı Markovský řetězec od 1. do 7. kroku.
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Pro ukázku změn pravděpodobnost́ı mezi jednotlivými kroky uved’me vektor

absolutńıch pravděpodobnost́ı po 2, 3, 6 a 20 kroćıch.

p(2) = (0.38194, 0.45139, 0.16667)

p(3) = (0.35301, 0.49248, 0.15451)

p(6) = (0.36074, 0.47888, 0.16038)
...

p(20) = (0.36000, 0.48000, 0.16000)

18



Kapitola 3

Markovské procesy se spojitým

časem

Druhým typem stochastických proces̊u jsou Markovské procesy se spojitým časem.

Rozd́ıl oproti Markovským řetězc̊um je právě v čase. U Markovských proces̊u čas plyne

spojitě a ke změnám tedy nedocháźı skokově, ale ”kdykoliv”. Při studiu Markovských

proces̊u se vycháźı z výše uvedené teorie Markovských řetězc̊u. Markovovy procesy se

využ́ıvaj́ı např́ıklad k modelováńı dynamiky populaćı, v systémech hromadné obsluhy

nebo také v ekonomii.

Definice 3.1. Systém celoč́ıselných nezáporných náhodných veličin {Xt, t ≥ 0}
definovaných na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P) se nazývá Markov̊uv proces

se spojitým časem a spočetnou množinou S, jestliže

P (Xt = j|Xs = i,Xtn = in, . . . Xt1 = i1) = P (Xt = j|Xs = i), (3.1)

pro všechna i, j, i1, . . . , in ∈ S a pro všechna 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn < s < t, pro která

P (Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt1 = i1) > 0.

Rovnice vyjádřená vztahem (3.1) vyjadřuje markovskou vlastnost. Vývoj těchto

typ̊u proces̊u je obdobný jako u Markovských řetězc̊u. Pot́ıže nastávaj́ı až při zjǐst’ováńı

pravděpodobnost́ı přechod̊u mezi jednotlivými stavy. Při diskrétńım čase můžeme

tyto pravděpodobnosti sepsat do stochastické matice P, která se nazývá matice

pravděpodobnost́ı přechodu. V př́ıpadě spojitého času však neexistuje alternativa této

matice. U Markovských proces̊u nemůžeme odhadnout, kdy bude řetězec přecházet

z jednoho stavu do druhého. Při analyzováńı Markovského procesu se z tohoto d̊uvodu
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využ́ıvaj́ı jiné metody, např. Kolmogorovy diferenciálńı rovnice a intenzita přechodu.

Z d̊uvodu rozsahu práce se těmito procesy a metodami jejich analyzováńı nebudeme

dále zabývat a uvedeme pouze některé situace, kdy se jedná o Markovský proces.

Př́ıklad 3.1. Na informačńı linku společnosti X přijdou do call centra v pr̊uměru 4

hovory za hodinu. Stochastický proces popisuje počet př́ıchoźıch hovor̊u během dne do

call centra.

Př́ıklad 3.2. Mějme proud zákazńık̊u směřuj́ıćıch do banky Y. Z dlouhodobého

pozorováńı je známo, že v pr̊uměru přijdou do banky 3 zákazńıci během jedné hodiny.

Stochastický popis popisuje počet př́ıchoźıch zákazńık̊u od hodiny, kdy má banka

otevřeno.

Př́ıklad 3.3. Benźınová pumpa má dvě čerpadla. U každého čerpadla může tankovat

pouze jeden automobil. Pokud jsou obě čerpadla obsazená, daľśı přij́ıžděj́ıćı auta

nečekaj́ı a rovnou odj́ıžděj́ı jinam. Pr̊uměrná doba čerpáńı benźınu je 2 minuty

a pr̊uměrně k pumpě přij́ıžd́ı 30 aut za hodinu. Stochastický proces popisuje počet

přij́ıžděj́ıćıch aut k jednotlivým čerpadl̊um, dobu obsluhy a jejich př́ıpadné čekáńı

ve frontě.

20



Kapitola 4

Vlastnosti Markovských řetězc̊u s

diskrétńım časem

V této kapitole se budeme věnovat základńım vlastnostem homogenńıch Markovských

řetězc̊u a jejich stav̊um. Následně si na výpočtech jednoduchých př́ıklad̊u ukážeme

využit́ı těchto vlastnost́ı. Tato kapitola čerpá předevš́ım z [1] a [4].

4.1 Klasifikace stav̊u Markovského řetězce

Klasifikace Markovského řetězce je d̊uležitá, abychom určili, zda je řetězec vhodný pro

daľśı studium a aplikace. Tato podkapitola je čerpána z [2].

Definice 4.1. Čas prvńıho návratu do určitého stavu j definujeme jako:

τj(1) = inf{n > 0 : Xn = j} (4.1)

přičemž plat́ı, že inf{∅} =∞ a τj(0) = 0.

τj(1) je tedy náhodná veličina, která označuje náhodný okamžik, ve kterém

Markovský řetězec po té, co opustil počátečńı stav, poprvé vstouṕı (vrát́ı se) do stavu

j. Tato veličina může pak nabývat hodnot 1,2, . . . nebo hodnoty ∞. Vezměme nyńı

př́ıklad (1.1), v tomto př́ıpadě je τ2(1) = 4. Toto vyjádřeńı nám ř́ıká, že se Markovský

řetězec ocitl poprvé ve stavu j = 2 po 4 kroćıch.
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Časy daľśıch návrat̊u do stavu j můžeme definovat podobně:

τj(k + 1) = inf{n > τj(k) : Xn = j}, k = 1, 2, . . . (4.2)

pokud τj(k) <∞.

Pokud Markov̊uv řetězec {Xn} vycháźı z počátečńıho stavu j, budeme podmı́něné

pravděpodobnosti P (.|X0 = j) značit jako

Pj(.) = P (.|X0 = j).

Definice 4.2. Stav j Markovského řetězce se nazývá trvalý, jestliže řetězec, který

vycháźı z j, se do j vrát́ı s pravděpodobnost́ı 1 po konečně mnoha kroćıch, tj.

Pj(τj(1) <∞) = 1. (4.3)

Stav j se nazývá přechodný (transientńı), jestliže řetězec, který vycháźı z j se s kladnou

pravděpodobnost́ı do j nikdy nevrát́ı, tj.

Pj(τj(1) =∞) > 0. (4.4)

Pro trvalé stavy dále ještě definujeme následuj́ıćı vztahy.

Věta 4.1. Stav j je trvalý, právě když

∞∑
n=0

p
(n)
jj =∞. (4.5)

D̊ukaz. Tento d̊ukaz můžeme nalézt v [2, str. 29].

Poznámka 4.1. Stav j je přechodný, právě když

∞∑
n=0

p
(n)
jj <∞. (4.6)

Předchoźı vztahy (4.5) a (4.6) nám umožňuj́ı rozhodnout o stavu systému pouze na

základě pravděpodobnosti p
(n)
jj přechodu n-tého řádu, což je v řadě př́ıpad̊u výhodné.

Dále označme symbolem f
(n)
ij podmı́něnou pravděpodobnost toho, že se řetězec

zač́ınaj́ıćı ve stavu i objev́ı poprvé ve stavu j po n kroćıch.

22



Plat́ı:

f
(0)
ij = 0,

f
(n)
ij = Pi(τj(1) = n), n ≥ 1

fij =
∞∑
n=1

f
(n)
ij = Pi(τj(1) <∞). (4.7)

Vztah (4.7) nám určuje pravděpodobnost toho, že systém v̊ubec někdy přejde

do stavu j. Můžeme vidět, že stav j je trvalý, jestliže fjj = 1. Dále označme

µj =
∑∞

n=1 nf
(n)
jj jako středńı dobu prvńıho návratu do stavu j. Trvalý stav je nenulový,

pokud tato řada konverguje, a nulový, pokud tato řada diverguje. Je-li fjj < 1, stav j

je přechodný. Tyto vlastnosti jsou užitečné pro klasifikaci stavu řetězce.

Nyńı si zavedeme náhodnou veličinu Nj, která udává, kolikrát řetězec projde po

opuštěńı počátečńıho stavu stavem j, tj.

Nj =
∞∑
n=1

I(Xn = j) (4.8)

Tato náhodná veličina nabývá hodnot 0, 1, 2, . . .

Př́ıklad 4.1. Necht’ je dán homogenńı Markovský řetězec s množinou stav̊u

S = {1, 2, 3, 4} a matićı přechodu P =


1 0 0 0

0.25 0.5 0.25 0

0 0.3 0.4 0.3

0 0 0 1

. Nakreslete přechodový

diagram a klasifikujte stavy na trvalé a přechodné.

Řešeńı:

Obrázek 4.1: Přechodový diagram homogenńıho Markovského řetězce

Již z přechodového diagramu vyplývá, že pokud řetězec vstouṕı do stavu 1 nebo do

stavu 4, již z tohoto stavu nevystouṕı. Stavy 1 a 4 jsou tedy trvalé, stavy 2 a 3 jsou
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přechodné. Tato tvrzeńı lze odvodit i na základě výše definovaných vztah̊u. Vyjde-li

systém ze stavu 1 (tj. p1 = 1, pj = 0,∀j 6= 1), vrát́ı se s pravděpodobnost́ı 1 po prvńım

kroku opět do tohoto stavu, tj.

f
(1)
11 = 1

f
(n)
11 = 0, ∀n ≥ 2 .

Tedy f11 = 1 a stav 1 je proto trvalý.

Je-li systém v čase 0 ve stavu 2 (tj. p2 = 1, pj = 0, ∀j 6= 2), potom

f
(1)
22 = p22 = 0.5

f
(2)
22 = P (X2 = 2|X0 = 2 ∧X1 6= 2) = P (X2 = 2 ∧X1 = 3 ∧X0 = 2)

= p2 · p23 · p32 = 1 · 0.25 · 0.3 = 0.075

f
(3)
22 = P (X3 = 2|X0 = 2 ∧X1 6= 2 ∧X2 6= 2) = P (X3 = 2 ∧X2 = 3 ∧X1 = 3 ∧X0 = 2)

= p2 · p23 · p33 · p32 = 1 · 0.25 · 0.4 · 0.3 = 0.075 · 0.4

Obdobně návrat do stavu 2 po čtyřech kroćıch je možný pouze po trase:

2→ 3→ 3→ 3→ 2

a tedy f
(4)
22 = 0.075 · 0.42

Stav 2 je tedy přechodný, protože

f22 =
∞∑
n=1

f
(n)
22 = 0.5 + 0.075 + 0.075 · 0.4 + 0.075 · 0.42 + . . . = 0.5 +

0.075

1− 0.4
= 0.625 < 1

Stejným postupem bychom mohli klasifikovat i zbylé dva stavy. Po výsledném výpočtu

źıskáme, že f33 = 0.55 < 1, stav 3 je tedy přechodný. Pro stav 4 plat́ı, že f44 = f
(1)
44 = 1.

Stav 4 je tedy trvalý.

4.2 Rozklad množiny stav̊u

V předchoźı podkapitole jsme zmı́nili d̊uležitost klasifikace stavu Markovského řetězce.

V následuj́ıćı části se budeme zabývat rozkladem množiny stav̊u. Klasifikace stavu

př́ıslušného Markovova řetězce nám umožńı rozčlenit tyto řetězce na dvě skupiny,

řetězce rozložitelné a nerozložitelné, podle kritéria návratnosti dř́ıve či později do
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libovolně zvoleného stavu. Pomoćı tohoto rozděleńı doćıĺıme úplné klasifikace stav̊u

z předcházej́ıćı části této práce.

Definice 4.3. Řekneme, že stav j je dosažitelný ze stavu i, jestliže existuje n ∈ N0

tak, že p
(n)
ij > 0. Jestliže p

(n)
ij = 0 pro všechna n ∈ N0, ř́ıkáme, že j je nedosažitelný z i.

Poznámka 4.2. Každý stav je dosažitelný ze sebe samého, jelikož p
(0)
jj = 1.

Věta 4.2. Necht’ i,j,k ∈ S. Je-li stav j dosažitelný ze stavu i a stav k dosažitelný ze stavu

j, je stav k dosažitelný ze stavu i.

Definice 4.4. Stavy vzájemně dosažitelné nazýváme sousledné.

Z výše uvedené poznámky, věty a definice vyplývá, že souslednost stav̊u splňuje

podmı́nky relace ekvivalence na množině S a můžeme tedy zavést tzv. uzavřenou

množinu stav̊u.

Definice 4.5. Neprázdná množina stav̊u C se nazývá uzavřená, jestliže žádný stav

vně C neńı dosažitelný z žádného stavu uvnitř C, tj. p
(n)
ij = 0 ∀n ∈ N0,∀i ∈ C a j /∈ C.

Nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı množinu C se nazývá uzávěr množiny C.

Uzavřená množina stav̊u se nazývá nerozložitelná, jestliže neobsahuje žádnou uzavřenou

vlastńı podmnožinu.

Věta 4.3. Množina stav̊u C je uzavřená tehdy a jen tehdy, když pij = 0 pro všechna

i ∈ C, j /∈ C.

D̊ukaz. Tento d̊ukaz můžeme nalézt v [2, str. 38].

Jestliže Markovský řetězec nabude hodnoty z uzavřené množiny stav̊u C, pak již

nikdy neopust́ı tuto množinu. Jednoprvková uzavřená množina C = {i}, která obsahuje

pouze 1 stav, se nazývá absorpčńı (pohlcuj́ıćı). Uved’me zde konkrétńı př́ıklad.

Př́ıklad 4.2. Uvažujme částici, která se náhodně pohybuje na reálné př́ımce po

celoč́ıselných bodech C = {0, 1, . . .m}. V každém pohybu se částice přemı́st́ı o jednotku

vpravo s pravděpodobnost́ı p ∈ (0, 1) nebo s pravděpodobnost́ı q = 1 − p o jednotku

vlevo. Jednotlivé kroky na sobě nezáviśı. Pokud se částice dostane do stavu 0 nebo m,

již se z tohoto stavu nedostane. Stavy 1, 2, . . .m−1 jsou všechny navzájem dosažitelné

v S. Ze stavu 0 můžeme dosáhnout pouze stavu 0 a stejně tak ze stavu m je dosažitelný

pouze stav m. Stavy 0 a m jsou absorpčńı neboli pohlcuj́ıćı.

25



Definice 4.6. Markov̊uv řetězec se nazývá nerozložitelný (někdy označován jako

ergodický), jestliže v něm neexistuje jiná uzavřená množina stav̊u než množina S všech

stav̊u. V opačném př́ıpadě je řetězec rozložitelný.

Věta 4.4. Řetězec s konečně mnoha stavy je rozložitelný právě tehdy, má-li matice

pravděpodobnost́ı přechodu (po př́ıpadném přeč́ısleńı stav̊u) tvar

P =

 P1 O

A B

 , (4.9)

kde P1, B jsou čtvercové matice.

D̊ukaz. [2, str. 37]

Množina stav̊u př́ıslušná k P1 je uzavřená a řetězec je tedy rozložitelný. Stavy

řetězce přeč́ısĺıme tak, aby jako prvńı byly stavy z uvažované uzavřené množiny. Pokud

přeṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem řádky a sloupce matice přechodu P, źıskáme matici

ve tvaru (4.9).

Pokud je množina S konečná, potom má matice přechodu (po přeč́ısleńı) následuj́ıćı

tzv. kanonický tvar:

P =



P1 O · · · O O

O P2 · · · O O
...

...
. . .

...
...

O O · · · Pr O

Q1 Q2 · · · Qr R


, (4.10)

kde P1, . . .Pr jsou čtvercové matice pravděpodobnost́ı přechodu mezi trvalými

stavy v podřetězćıch C1, . . . Cr, matice Q1, . . .Qr obsahuj́ı pravděpodobnosti přechodu

z přechodných do trvalých stav̊u a R obsahuje pravděpodobnosti přechodu mezi

přechodnými stavy. C1, . . . Cr tvoř́ı disjunktńı rozklad množiny trvalých stav̊u na

nerozložitelné množiny. Pro upřesněńı, množina C1 je množina všech stav̊u, kterých lze

dosáhnout z trvalého stavu S nejnižš́ım indexem tj. j1. Pro řetězce s nekonečně mnoha

stavy můžeme zapsat rozklad pro matice pravděpodobnost́ı přechodu analogicky.

Množinu S lze zapsat ve tvaru:

S = Z ∪ C1 ∪ C2 . . . , (4.11)
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kde Z je množina přechodných stav̊u a Ci jsou nerozložitelné uzavřené disjunktńı

množiny trvalých stav̊u. Množinu přechodných stav̊u budeme tedy značit SZ a množinu

stav̊u trvalých ST .

Př́ıklad 4.3. Necht’ je dán Markovský řetězec {Xn} z předchoźıho př́ıkladu 4.1 s matićı

přechod̊u P. Najděte kanonický tvar této matice.

Řešeńı:

V předchoźım př́ıkladě jsme určili, že stavy 1 a 4 jsou trvalé a stavy 2 a 3 jsou

přechodné. Podle definice kanonické matice tedy přeč́ısĺıme stavy podle nejnižš́ıch

index̊u a jako prvńı budou stavy trvalé, následně pak stavy přechodné. Přesunut́ım

stav̊u na pořad́ı 1, 4, 2, 3 dostaneme matici:

P =


1 0 0 0

0 1 0 0

0.25 0 0.5 0.25

0 0.3 0.3 0.4

,

Vid́ıme tedy, že P1 = (1),P2 = (1),Q1 =

 0.25

0

,Q2 =

 0

0.3

,R =

 0.5 0.25

0.3 0.4

.

Stavy 1 a 4 jsou sousledné pouze samy se sebou. Řetězec je tedy rozložitelný

a ST = {1} ∪ {4}, SZ = {2, 3}.

4.3 Absorpčńı homogenńı Markovské řetězce

V předchoźı podkapitole jsme se zabývali klasifikaćı stav̊u a rozkladem možiny stav̊u

Markovských řetězc̊u. Ukázali jsme, že plat́ı vztah

S = Z ∪ C1 ∪ C2 . . . , (4.12)

kde Z je množina přechodných stav̊u a Ci jsou nerozložitelné uzavřené disjunktńı

množiny. Pokud tyto množiny budou obsahovat pouze jeden prvek, odpov́ıdaj́ı

tzv. absorpčńım stav̊um.

Definice 4.7. Necht’ {Xn} je homogenńı Markovský řetězec s množinou stav̊u S.

Řekneme, že stav j ∈ S je absorpčńı stav, jestliže pjj = 1 (tzn., že ze stavu j neńı

dosažitelný žádný jiný stav).
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Poznámka 4.3. Když řetězec vstouṕı do absorpčńıho stavu, řekneme, že je

absorbován.

Z definice trvalého stavu 4.2 vyplývá, že každý absorpčńı stav je trvalým stavem.

Definice 4.8. Homogenńı Markovský řetězec s konečnou množinou stav̊u se nazývá

absorpčńı, jestliže každý jeho trvalý stav je absorpčńı.

Nyńı uvažujme řetězec {Xn} s množinou přechodných stav̊u SZ a definujme

náhodnou veličinu

τ = inf{n ≥ 0 : Xn /∈ SZ}, (4.13)

která označuje čas výstupu z množiny přechodných stavu SZ . Tato náhodná veličina

nabývá hodnot 0, 1, . . . a s kladnou pravděpodobnost́ı také hodnoty τ = ∞.

Tato situace může nastat, pokud SZ = S. V tomto př́ıpadě je Pi = (τ =∞) = 1

pro každé i ∈ S. Dále budeme předpokládat, že řetězec po konečně mnoha kroćıch

vystouṕı z množiny přechodných stav̊u SZ a vstouṕı do množiny stav̊u trvalých. To

znamená, že Pi = (τ <∞) pro všechna i. V této množině poté řetězec z̊ustane.

Necht’ Xτ je stav, do kterého řetězec vstouṕı po opuštěńı množiny přechodných

stav̊u SZ . Definujme pravděpodobnosti

bij = Pi(Xτ = j), i ∈ SZ , j /∈ SZ . (4.14)

Pokud je j absorpčńı stav, potom bij je pravděpodobnost, že řetězec zač́ınaj́ıćı

v přechodném stavu i je stavem j absorbován. Necht’ Ck je nějaká uzavřená

nerozložitelná množina trvalých stav̊u, pravděpodobnost toho, že řetězec setrvá v této

množině, je

bi(Ck) = Pi(Xτ ∈ Ck) =
∑
j∈Ck

bij (4.15)

Nyńı si definujeme fundamentálńı matici absorpčńıho Markovského řetězce, která

se využ́ıvá při výpočtu matice přechodu do absorpčńıch stav̊u B = (bij). Tato ma-

tice je složená z pravděpodobnost́ı, které určuj́ı, jaká je šance, že řetězec, který začal

ve stavu i, skonč́ı v absorpčńım stavu j.

Definice 4.9. Necht’ {Xn} je absorpčńı řetězec s konečnou množinou stav̊u, který má

r absorpčńıch a s neabsorpčńıch stav̊u. Stavy přeč́ıslujeme tak, aby po r absorpčńıch

stavech následovalo s neabsorpčńıch. Matice pravděpodobnost́ı přechodu má potom
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kanonický tvar P =

 I O

R Q

, kde I je jednotková matice řádu r, O je nulová

matice řádu r× s, R je matice typu s× r, která obsahuje pravděpodobnosti přechodu

z neabsorpčńıch do absorpčńıch stav̊u. Q je čtvercová matice řádu s obsahuj́ıćı

pravděpodobnosti přechodu mezi neabsorpčńımi stavy.

Věta 4.5 (Věta o pravděpodobnostech přechodu do absorpčńıch stav̊u). Označme

bij pravděpodobnost, že řetězec vycházej́ıćı z neabsorpčńıho stavu i bude absorbován

ve stavu j. Sestav́ıme matici B = (bij)i∈JN ,j∈JA. Potom plat́ı, že B = MR, kde M je

tzv. fundamentálńı matice a R obsahuje pravděpodobnosti přechodu z neabsorpčńıch do

absorpčńıch stav̊u.

D̊ukaz. Necht’ i je neabsorpčńı stav a j absorpčńı. Stavu j může být dosaženo 1. krokem

s pravděpodobnost́ı pij nebo přechodem do neabsorpčńıho stavu k s pravděpodobnost́ı

pik a odtud přechodem do absorpčńıho stavu j s pravděpodobnost́ı bkj. Tedy

bij = pij +
∑
k∈JN

pik bkj

Maticově zapsáno jako

B = R + QB,

B - QB = R,

(I - Q)B = R,

B = (I - Q)−1R = MR

Poznámka 4.4. Matice M = (I − Q)−1, kde I je jednotková matice řádu s, se

nazývá fundamentálńı matice absorpčńıho řetězce. Prvek mik matice M nám udává

středńı hodnotu počtu krok̊u, které řetězec vycházej́ıćı z neabsorpčńıho stavu i stráv́ı

ve stavu k předt́ım, než bude absorbován. Matice M se také nazývá matice středńıch

dob přechodu. Středńı hodnotu počtu krok̊u, které řetězec vycházej́ıćı z neabsorpčńıho

stavu i a konč́ıćı v absorpčńım stavu j stráv́ı v neabsorpčńıch stavech, vypoč́ıtáme jako

součet prvk̊u v i-tém řádku fundamentálńı matice M. Maticově tento vztah můžeme

zapsat jako t = M · e, kde e je sloupcový jednotkový vektor.
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4.4 Stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce

Nerozložitelné Markovské řetězce generuj́ı za určitých podmı́nek v čase n→∞ jediné

rozděleńı pravděpodobnosti. Toto rozděleńı se nazývá stacionárńı a popisuje chováńı

řetězce v jeho ustálené podobě po dostatečně dlouhém sledováńı. Stacionárńı rozděleńı

představuje jednu z kĺıčových charakteristik Markovských řetězc̊u a vyskytuje se tak

velice často v praktických úlohách.

Definice 4.10. Pokud jsou všechny stavy řetězce vzájemně dosažitelné, tzn. je možné

se dostat z jednoho stavu do druhého po nějakém počtu krok̊u, nazýváme tento řetězec

regulárńım.

Z definice regulárńıho řetězce vyplývá, že do p̊uvodńıho stavu řetězce se můžeme

kdykoliv vrátit. Pro regulárńı řetězce existuje

lim
n→∞

Pn = A =


a1 a2 · · · aN

a1 a2 · · · aN
...

...
. . .

...

a1 a2 · · · aN


Výše uvedený vztah znamená, že nezávisle na stavu v čase t = 0, skonč́ı řetězec

s pravděpodobnost́ı a1 ve stavu 1, s pravděpodobnost́ı a2 ve stav 2, . . .

Definice 4.11. Necht’ existuje pravděpodobnostńı vektor Markovského řetězce p(n),

potom stochastický vektor a, pro který plat́ı

lim
n→∞

p(n) = lim
n→∞

(p1(n), p2(n), . . . pN(n)) = (a1, a2, . . . aN) = a,

je tzv. stacionárńı rozložeńı daného Markovského řetězce. Vektor a také někdy

nazýváme limitńım (stacionárńım) vektorem.

Výpočet limitńıho vektoru můžeme odvodit z dř́ıve uvedeného rekurentńıho

vztahu (2.8). Pokud n→∞ potom

a = a ·P, (4.16)

kde P je matice pravděpodobnost́ı přechodu daného Markovského řetězce.
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Pro stacionárńı rozděleńı daného řetězce tedy plat́ı:

aj =
∑
k∈S

ak pkj, j ∈ S. (4.17)

Poznámka 4.5. Vektor a ukazuje, s jakými pravděpodobnostmi se systém dostane do

jednotlivých stav̊u, budeme-li tento systém pozorovat dostatečně dlouhou dobu.

Věta 4.6. Necht’ je dán nerozložitelný Markov̊uv řetězec. Potom plat́ı:

1. Jsou-li všechny jeho stavy přechodné nebo všechny trvalé nulové, stacionárńı

rozděleńı neexistuje.

2. Jsou-li všechny jeho stavy trvalé nenulové, stacionárńı rozděleńı existuje a je jediné.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v [2, str. 51–53].

Př́ıklad 4.4. Vypočtěte stacionárńı rozděleńı Markovského řetězce z př́ıkladu 2.1.

Řešeńı:

Výpočet limitńıho vektoru a :

a = a ·P

(a1, a2, a3) = (a1, a2, a3)·


1
3

2
3

0

1
2

1
4

1
4

0 3
4

1
4


Řeš́ıme soustavu rovnic:

a1 =
1

3
a1 +

1

2
a2 + 0 a3

a2 =
2

3
a1 +

1

4
a2 +

3

4
a3

a3 = 0 a1 +
1

4
a2 +

1

4
a3

a1 + a2 + a3 = 1

Z násobeńı vektoru a matice nám plynou pouze tři rovnice. Dále však muśıme uvažovat,

že součet jednotlivých složek stacionárńıho vektoru je roven jedné, jelikož se jedná

o stochastický vektor. Bez této podmı́nky by měla soustava nekonečně mnoho řešeńı.

Přidáńım této podmı́nky prostřednictv́ım čtvrté rovnice zafixujeme právě jedno řešeńı.
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Po vyřešeńı soustavy dostáváme jednotlivé složky limitńıho vektoru:

a1 = 0.36

a2 = 0.48

a3 = 0.16

Stacionárńı rozděleńı řetězce je tedy a = (0.36, 0.48, 0.16). Tohoto rozděleńı

by řetězec dosáhl po dostatečné době sledováńı. V našem př́ıpadě odpov́ıdá výše

uvedenému výpočtu pravděpodobnost́ıho vektoru po 20 kroćıch a tento počet krok̊u

byl tedy dostatečný.
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Kapitola 5

Aplikace Markovských řetězc̊u

Doposud uvedené př́ıklady měly sṕı̌se ilustrativńı charakter a jejich účelem bylo

zejména objasněńı základńıch pojmů a teorie. V následuj́ıćı části práce ukážeme, že se

Markovské řetězce využ́ıvaj́ı i pro řešeńı praktických problémů např. z oblasti genetiky

a ekonomie. Vzhledem k rozsahu této práce jsou proto zpracovány pouze dvě oblasti,

i když možnost uplatněńı Markovských řetězc̊u je mnohem širš́ı. Následuj́ıćı kapitola

je mimo jiné zpracována předevš́ım podle [5] a [6].

5.1 Využit́ı Markovských řetězc̊u v genetice

U jedinc̊u určitého typu je dán výskyt sledované vlastnosti dvojićı alel A, a. Každý

jedinec může mı́t dvojici alel aa (recesivńı homozygot), AA (dominantńı homozygot)

a aA = Aa (hybridńı jedinec). Základńım genetickým předpokladem je, že při kř́ıžeńı

dostává potomek jednu alelu od každého z rodič̊u. Tyto alely se vyb́ıraj́ı náhodně

a nezávisle na sobě.

Př́ıklad 5.1. Pomoćı homogenńıho Markovského řetězce modelujte zkř́ıžeńı diploidńı

cizosprašné rostliny s dominantńım homozygotem. Diploidńı rostlina má dvě sady chro-

mozomů. Jednoduše můžeme vysvětlit, že cizosprašná rostlina potřebuje v době květu

pro opýleńı př́ıtomnost jiné kvetoućı odr̊udy, tzv. opylovače. Najděte matici přechodu

a stacionárńı rozložeńı daného řetězce. Pokud se bude jednat o absorpčńı řetězec,

najděte fundamentálńı matici a matici přechodu do absorpčńıch stav̊u.
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Řešeńı:

Zaved’me homogenńı Markovský řetězec {Xn} s množinou stav̊u S = {1, 2, 3}, kde

Xn = 1, pokud v n-tém kroku pokusu źıskáme dominantńıho jedince, Xn = 2,

pokud v n-tém kroku pokusu dostaneme recesivńıho jedince a Xn = 3, když v n-tém

kroku pokusu źıskáme hybridńıho jedince. V prvńım sloupci jsou tedy tři r̊uzné

možnosti dvojićı alel p̊uvodńı rostliny, kterou kř́ıž́ıme s dominantńım homozygotem,

tedy s dvojićı alel AA. Stanoveńı matice přechodu:

AA× AA⇒ AA,AA,AA,AA

aa× AA⇒ aA, aA, aA, aA

aA× AA⇒ aA,AA, aA,AA

Obrázek 5.1: Přechodový diagram homogenńıho Markovského řetězce a matice

pravděpodobnost́ı přechodu – kř́ıžeńı s dominantńım homozygotem.

Z přechodového diagramu můžeme určit, že stavy 2 a 3 jsou přechodné a stav 1 je

trvalý. Ze stavu 1 neńı dosažitelný žádný jiný stav tzn. že stav 1 absorpčńı a jde tedy

o absorpčńı řetězec. Stacionárńı rozložeńı můžeme spoč́ıtat pomoćı vztahu a = a · P,

kde a1 + a2 + a3 = 1.

Řeš́ıme soustavu rovnic:

a1 = a1 +
1

2
a3

a3 = a2 +
1

2
a3

a1 + a2 + a3 = 1
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Po vyřešeńı soustavy źıskáváme jednotlivé složky vektoru:

a1 = 1

a2 = 0

a3 = 0

Stacionárńı rozložeńı daného řetězce je tedy a = (1, 0, 0). Toto rozložeńı nám ř́ıká, že

při kř́ıžeńı diploidńı cizosprašné rostliny s dominantńım homozygotem po dostatečném

počtu krok̊u źıskáme vždy dominantńıho homozygota.

Výpočet fundamentálńı matice:

Matice P je již převedena do kanonického tvaru P =

 I 0

R Q

, kde R =

 0

0.5


a Q =

 0 1

0 0.5

. Fundamentálńı matici spoč́ıtáme pomoćı vztahu M = (I−Q)−1.

M =

 1 0

0 1

−
 0 1

0 0.5

−1 =

 1 2

0 2


Prvńı řádek matice M můžeme interpretovat tak, že pokud se řetězec v daném

okamžiku nacháźı ve stavu 2 (tj. recesivńı homozygot), tak se před absorpćı ve stavu

dominantńıho homozygota (stavu 1) ocitne pr̊uměrně jednou ve stavu recesivńıho

homozygota a dvakrát ve stavu hybrida. Obdobně můžeme interpretovat druhý řádek.

Výpočet matice přechodu do absorpčńıch stav̊u:

B = MR =

 1 2

0 2

 0

0.5

 =

 1

1


Je-li řetězec v daném okamžiku ve stavu 2, tzn. recesivńı homozygot, nebo ve stavu

3, tzn. hybrid, tak s pravděpodobnost́ı 1 bude absorbován ve stavu dominantńıho

homozygota.
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Př́ıklad 5.2. Obdobně postupujte, pokud byste cizosprašnou rostlinu kř́ıžili

s recesivńım homozygotem, tedy s dvojićı alel aa.

Řešeńı:

AA× aa⇒ Aa,Aa,Aa,Aa

aa× aa⇒ aa, aa, aa, aa

aA× aa⇒ aa, aa,Aa,Aa

Přechodový diagram a matice pravděpodobnost́ı přechodu by vypadaly následovně:

Obrázek 5.2: Přechodový diagram homogenńıho Markovského řetězce a matice

pravděpodobnost́ı přechodu – kř́ıžeńı s recesivńım homozygotem.

Tento řetězec má stavy 1 a 3 přechodné a stav 2 = aa trvalý. Stav 2 je nav́ıc

absorpčńı, jelikož z tohoto stavu nelze dosáhnout žádného jiného. Jedná se tedy také

o absorpčńı řetězec. Pokud bychom si podle předchoźıho řešeńı sestavili př́ıslušnou sou-

stavu rovnic, źıskali bychom po jej́ım vyřešeńı stacionárńı rozložeńı řetězce a = (0, 1, 0).

To znamená, že po dostatečném počtu opakováńı kř́ıžeńı diploidńı cizosprašné rostliny

s recesivńım homozygotem źıskáme vždy recesivńıho homozygota.

Pro výpočet fundamentálńı matice řetězce je nejprve zapotřeb́ı převést matici do

kanonického tvaru. Matice P bude po přeč́ıslováńı stav̊u vypadat následovně:

P =


1 0 0

0 0 1

0.5 0 0.5

 , kde Q =

 0 1

0 0.5

 a R =

 0

0.5


Po př́ıslušném výpočtu źıskáme fundamentálńı matici M a matici přechodu do

absorpčńıch stav̊u B.

M =

 1 2

0 2

 ,B =

 1

1
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Fundamentálńı matice vypadá stejně jako v předchoźım př́ıpadě, je však nutné si

uvědomit přeč́ıslováńı stav̊u. Řádky této matice můžeme tedy interpretovat tak, že

pokud se řetězec v daném okamžiku nacháźı ve stavu 1 (tj. dominantńı homozygot), tak

se v pr̊uměru jedenkrát ocitne ve stavu dominantńıho homozygota a dvakrát ve stavu

hybrida před absorpćı recesivńım homozygotem. Obdobně, pokud se řetězec nacháźı

v daném okamžiku ve stavu 3 (tj. hybrid), tak se v pr̊uměru před absorpćı recesivńım

homozygotem ocitne dvakrát ve stavu hybrida. Matice B nám ř́ıká, že pokud se řetězec

nacháźı ve stavu 1 nebo 3, tak s pravděpodobnost́ı 1 bude absorbován ve stavu 2 (tj.

recesivńı homozygot).

Př́ıklad 5.3. Stejným zp̊usobem výpočtu postupujte i u třet́ı možnosti, a to kř́ıžeńı

diploidńı cizosprašné rostliny s hybridem.

Řešeńı:

Obrázek 5.3: Přechodový diagram homogenńıho Markovského řetězce a matice

pravděpodobnost́ı přechodu – kř́ıžeńı s hybridem.

Již z přechodového diagramu můžeme odvodit, že tento řetězec nemá žádné

absorpčńı stavy. Nejedná se tedy o absorpčńı řetězec a nelze určit fundamentálńı

matici. Proto zde uvedeme pouze výpočet stacionárńıho rozložeńı daného řetězce a jeho

význam. Podle vzorce a = a ·P źıskáme soustavu rovnic:

a1 = 0.5 a1 + 0.25 a3

a2 = 0.5 a2 + 0.25 a3

a3 = 0.5 a1 + 0.5 a2 + 0.25 a3

a1 + a2 + a3 = 1,
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kde

a1 = 0.25

a2 = 0.25

a3 = 0.5

Stacionárńı rozložeńı tohoto řetězce nám ř́ıká, že po dostatečně velkém počtu krok̊u

kř́ıžeńı diploidńı cizosprašné rostliny s hybridńım jedincem źıskáme s pravděpo-

dobnost́ı 0.25 dominantńıho jedince, s pravděpodobnost́ı 0.25 recesivńıho jedince

a s pravděpodobnost́ı 0.5 hybridńıho jedince.

Př́ıklad 5.4. Nyńı vezměte situaci odlǐsnou. Budete kř́ıžit diploidńı samosprašnou

rostlinu. Vezměte tedy jedince z této populace a samosprašte ho (tzn. zkřižte

ho se stejnou dvojićı alel). Následně vezměte jedince z jeho populace a opět ho

samosprašte, atd.

Řešeńı:

Možné výsledky budou tedy:

AA× AA⇒ AA,AA,AA,AA

aa× aa⇒ aa, aa, aa, aa

aA× aA⇒ aa, aA, aA,AA

Obrázek 5.4: Přechodový diagram homogenńıho Markovského řetězce a matice

pravděpodobnost́ı přechodu - kř́ıžeńı samosprašné rostliny.

Řetězec má dva trvalé stavy a to stav 1 a 2, které jsou absorpčńı. Jedná se tedy

o absorpčńı řetězec. Pokud bychom se snažili vypoč́ıtat stacionárńı rozložeńı, zjistili

bychom, že neexistuje. Daná soustava má nekonečně mnoho řešeńı. Matice P je již
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v kanonickém tvaru a fundamentálńı matici M vypočteme jako:

M = (1− 0.5)−1 = 2

To znamená, že pokud je v dané chv́ıli řetězec ve stavu hybrida, tak v něm setrvá

v pr̊uměru 2 kroky, než bude absorbován ve stavu dominantńıho nebo recesivńıho

homozygota. Matici B vyjádř́ıme jako:

B = MR = 2 · (0.25 0.25) = (0.5 0.5)

Je-li řetězec ve stavu 3 (tj. hybrid), bude s pravděpodobnost́ı 0.5 absorbován ve stavu

recesivńıho či dominantńıho homozygota.

5.2 Markovovy řetězce s výnosy

Dı́ky teorii Markovských řetězc̊u jsme schopni z pravděpodobnostńıho hlediska určit,

v jakém stavu se proces s výše definovanou markovskou vlastnost́ı, v daném časovém

okamžiku (kroku) nacháźı. Pokud hovoř́ıme o rozhodováńı v ekonomické oblasti, je

zapotřeb́ı zavést určitá oceněńı. Zde se nab́ızej́ı dvě možnosti, ocenit stavy nebo ocenit

přechody. Pokud zavedeme tato oceněńı, můžeme hledat možné kombinace pr̊uchod̊u

systémů, tzv. cesty vývoje systému jednotlivými stavy, které pro nás budou z daných

hledisek optimálńı.

Předpokládejme, že s přechodem systému ze stavu i do stavu j je spojen výnos

(zisk, náklady, ztráty apod.) označovaný rij. Výnosy pro všechny dvojice stav̊u tvoř́ı

matici hodnoceńı přechod̊u R, kde

R =


r11 r12 · · · r1N

r21 r22 · · · r2N
...

...
. . .

...

rN1 rN2 · · · rNN

.

Dále označ́ıme vi(n) jako středńı hodnotu celkového výnosu procesu po n kroćıch

podmı́něnou počátečńım stavem i. Pro vi(n) plat́ı rekurentńı vztah

vi(n) =
N∑
j=1

pij(rij + vj(n− 1)) = qi +
N∑
j=1

pijvj(n− 1), kde qi =
N∑
j=1

pijrij (5.1)
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Maticově můžeme tento vztah vyjádřit následovně:

v(n) = q + Pv(n− 1)

Poznámka 5.1. Je-li {Xn} homogenńı Markovský řetězec s množinou stav̊u

S = {0, 1 . . . N} s oceněńım přechod̊u nerozložitelný, pak existuje jeho stacionárńı

rozložeńı a = (a0, a1, . . . , aN) a plat́ı:

lim
n→∞

(vi(n+ 1)− vi(n)) =
N∑
j=0

ajqj = g

Konstanta g se nazývá zisk řetězce.

Př́ıklad 5.5. Firma dala do prodeje výrobek, který z hlediska daľśı výroby charakteri-

zujeme jako tržně úspěšný, pokud se ho prodá alespoň stanovený počet kus̊u, a naopak

jako tržně neúspěšný, pokud se ho prodá méně než stanovený počet kus̊u. Sledováńı

vývoje spotřeby ukázalo, že je-li výrobek tržně úspěšný v jednom obdob́ı, pak v daľśım

obdob́ı ze 40 % z̊ustane úspěšným a z 60 % se stane neúspěšným. Výrobek, který je

tržně neúspěšný v jednom obdob́ı, z̊ustane v daľśım obdob́ı z 50 % neúspěšný a z 50 %

se stane úspěšným. Pro i = 1, 2 polož́ıme vi(0) = 0. Pro oba stavy vypočtěte středńı

hodnotu celkového výnosu, který se źıská za n = 1, 2, . . . , 5 a určete zisk řetězce. Ma-

tice oceněńı R, která jednotlivým přechod̊um přǐrazuje výnosy, popř. ztráty (v CZK),

je dána jako:

R =

 9 3

3 −7


Řešeńı:

Uvažujeme 2 stavy systému, tedy S = {1; 2}:

– výrobek je tržně úspěšný: s1 = 1

– výrobek je tržně neúspěšný: s2 = 2

Matice pravděpodobnost́ı přechodu má tvar:

P =

 0.4 0.6

0.5 0.5
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Podle vztahu (5.1) vypočteme středńı hodnotu výnosu při jednom přechodu ze stavu

1 resp. 2 jako:

q1 =
2∑
j=1

p1jr1j = p11r11 + p12r12 = 0.4 · 9 + 0.6 · 3 = 5.4

q2 =
2∑
j=1

p2jr2j = p21r21 + p22r22 = 0.5 · 3 + 0.5 · (−7) = −2

Nyńı vypoč́ıtáme v(1) a v(2) jako

v(1) = q + Pv(0) =

 5.4

−2

+

 0.4 0.6

0.5 0.5

 0

0

 =

 5.4

−2


v(2) = q + Pv(1) =

 5.4

−2

+

 0.4 0.6

0.5 0.5

 5.4

−2

 =

 6.36

−0.3



n 1 2 3 4 5

v0(n) 5.4 6.36 7.764 9.1236 10.48764

v1(n) −2 −0.3 1.03 2.397 3.7603

v0(n+ 1)− v0(n) 0.96 1.404 1.3596 1.36404 · · ·
v1(n+ 1)− v1(n) 1.7 1.33 1.367 1.3633 · · ·
v0(n)− v1(n) 7.4 6.66 6.734 6.7266 6.72734

Tabulka 5.1: Středńı hodnoty celkových výnos̊u pro n = 1, 2, . . . 5

Z výpočt̊u vid́ıme, že s rostoućım n se rozd́ıl v0(n) − v1(n) bĺıž́ı konstantě 6,727.

Znamená to, že když je výrobek na počátku sledovaného obdob́ı tržně úspěšný, tak po

dostatečně dlouhé době źıská výnos o 6.727 jednotek vyšš́ı než v př́ıpadě, kdy je výrobek

na počátku tržně neúspěšný. Dále můžeme pozorovat rozd́ıl mezi vi(n+1)−vi(n), který

se v našem př́ıpadě bĺıž́ı k 1.364. To souviśı s limitńımi vlastnostmi řetězce.

K výpočtu zisku řetězce je nutné znát stacionárńı rozložeńı. Řešeńım př́ıslušné

soustavy rovnic źıskáme a =
(

4
11
, 6
11

)
. Zisk řetězce pak můžeme spoč́ıtat jako

g =
4

11
· 5.4 +

6

11
· (−2) = 0.872
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Závěr

Ćılem této práce bylo podat přehled vlastnost́ı Markovských řetězc̊u s využit́ım

stochastických matic a ukázat některé jejich aplikace. Prvńı část práce zavád́ı obecně

stochastické procesy. Na př́ıkladech s grafy je přehledně ukázáno, jaký je rozd́ıl

mezi diskrétńım a spojitým časem a stavem. Toto rozlǐseńı je kĺıčové k následnému

zavedeńı Markovských řetězc̊u a proces̊u. Druhá kapitola se zabývá základńımi

vztahy, popř. jejich odvozeńımi. Dále se práce z d̊uvodu rozsahu pouze stručně

zmiňuje o Markovských procesech se spojitým časem. Čtvrtá kapitola podrobně ro-

zeb́ırá jednotlivé vlastnosti Markovských řetězc̊u. Na př́ıkladech je ukázáno využit́ı

zavedených definic a vět. Posledńı kapitola práce zpracovává vybrané aplikace. Aplikace

byly zaměřeny na Markovské řetězce s využit́ım v genetice a Markovské řetězce

s výnosy.

Aplikaćım Markovských řetěc̊u by se samozřejmě dalo věnovat i podrobněji,

např. prostřednictv́ım metod Monte Carlo. To by však bylo již nad rámec této

bakalářské práce. Na tuto práci by bylo vhodné navázat studiem Markovských proces̊u

se spojitým časem.
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[online][cit. 2016-03-10]. Dostupné z
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