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Anotace

Tato prace se zabyva Markovskymi fetézci a jejich aplikacemi. V tuvodni ¢asti
jsou popsany zaklady nahodnych procesu, které jsou dulezité pro nasledné pocho-
peni dané problematiky. Dale prace definuje zakladni pojmy a vztahy mezi nimi.
V prvni ¢asti jsou popsany piimo fetézce s diskrétnim ¢asem, matice pravdépodobnosti
a pravdépodobnosti prechodu. Po struéném tvodu do Markovskych procest se spojitym
¢asem jsou v dalsi ¢asti prace zavedeny vlastnosti fetézcu a jejich vysvétleni na kratkych
prikladech. Posledni ¢ast prace se zabyva vybranymi aplikacemi Markovskych fetézct

v genetice a v ekonomii.
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stacionarni rozlozeni, absorpéni fetézec

Annotation

Title: Intelligent search of image information

The main topic of the thesis is Markov Chains and their application. Since the
random processes are necessary for understanding the issue, their background is dealt
with in the introductory part of the work. After that, fundamental definitions are
noted and their mutual relations explained. In the first part of the work are presented
discrete time chains, probability matrices and transition probabilities. After the brief
introduction to Continuous-time Mark processes, the features of chains are presented
together with their explanation supported by examples. The final part of the thesis

depicts the application of Markov chains in the field of genetics and economy.
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Uvod

Teorie ndhodnych procesu vznikla jako reakce na tvorbu matematickych modela
fyzikalnich procestu. V teorii pravdépodobnosti je ndhodny, nebo téz stochasticky,
proces opak k deterministickému procesu, u kterého je pouze jedind moznost vyvoje
procesu v case. Ve vyvoji nahodnych procesu se vSak vyskytuje jista neurcitost v bu-
doucim vyvoji, kterd je popsana pomoci rozdéleni pravdépodobnosti. Zjednodusené
muzeme fici, ze i kdyz je zndma pocateéni podminka (nebo pocatecni stav systému),
je zde mnoho ruzné pravdépodobnych moznosti, kterymi se proces muze vydat. Tato
teorie je dnes dulezitou soucasti teorie pravdépodobnosti a nachézi uplatnéni v sirokém
okruhu aplikaci. Souc¢ésti teorie nahodnych procesu jsou Markovské fetézce s diskrétnim
casem a Markovské procesy se spojitym c¢asem. Tato prace se zabyva podrobné prave

Markovskymi fetézci.

~ess

1856-1932. Samotné Markovské fetézce nachazi uplatnéni v biologii, ekologii, fyzice,
ekonomii a v dalsich odvétvich. Prace se zabyva zajimavymi aplikacemi nejen
v ekonomii a statistice, ale také napi. v genetice. Motivaci k vybéru tohoto tématu
byla snaha o podrobné nastudovani Markovskych fetézcu, které se vyuzivaji prave
ve statistice. Ke spravnému pochopeni problematiky je zapotiebi zavést rozsahly
teoreticky zaklad, objasnit vlastnosti a klasifikace fetézcu. Prace se snazi jednotlivé
pojmy objasnit na piikladech. Veskeré obrazky jsou potizeny vlastnim zpracovanim.
Posledni kapitola je zamérena na aplikaci fetézcu v odvétvi genetiky a ekonomie.
Z davodu rozsahu prace jsou Markovské procesy zavedeny pouze jednoduse. Vétsina

potiebnych definic a vét je prevzata z [1] a [2].



Kapitola 1

Stochastické procesy

V této kapitole si zavedeme zakladni definici stochastickych procesu a jejich hlavni
rozdéleni. Ke kazdému konkrétnimu typu procesu uvedeme piiklad. Stochastické neboli

nahodné procesy jsou klicové k pochopeni problematiky Markovskych fetézcu.

1.1 Uvod do stochastickych procesi

Néhodny proces si muzeme piedstavit jako zobecnéni pojmu ndhodnd veli¢ina.
Hlavnim rozdilem mezi témito pojmy je vysledek jejich realizace. Realizaci ndhodné
veli¢iny dostaneme jedno konkrétni ¢islo, napt. vysledek hodu kostkou, avsak realizaci

nahodného procesu dostaneme funkci jedné proménné nebo posloupnost.

Definice 1.1. Necht (Q,.A) je mérfitelny prostor, R mnozina redlnych &isel
a T # () neprézdna mnozina, které budeme pfisuzovat vyznam ¢asu. Necht zobrazeni

X : Q xT — R ma tyto dvé vlastnosti:

1. Vt € T je X(.,t) ndhodnd veli¢ina vzhledem k jevovému poli A. Znaéi se X .

2. Vw € Q je X(w,.) prvkem mnoziny vSech redlnych funkei definovanych na 7.

Zobrazeni X s témito dvéma vlastnostmi se nazyva stochasticky proces definovany

na 7. Znacise {X;:t € T }.

Hlavnim problémem kazdého stochastického procesu je jeho neurcity vyvoj v bu-
doucnosti. I kdyz je znama pocateéni podminka, existuje mnoho moznosti, jak se bude

dany proces vyvijet. Kazda z téchto moznosti muze nastat s odlisnou pravdépodobnosti.
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Definice 1.2. Necht {X;;t € T'} je stochasticky proces.

a) Je-li mmozina T spocetnd a linedrné usporadand, tj. t3<te< ..., jde

o stochasticky proces s diskrétnim ¢asem (tj. o ¢asovou fadu).

b) Je-li mnozina T interval, jde o stochasticky proces se spojitym ¢asem

(tj. o ndhodnou funkci).

Tato prace se bude zabyvat ndhodnymi posloupnostmi, tj. ndhodnymi procesy
s diskrétnim casem. Tyto posloupnosti s urcitymi, dale specifikovanymi, vlastnostmi

nazyvame fetézci.

Definice 1.3. Necht {X;;t € T'} je stochasticky proces.

a) Jestlize Vt € T je ndhodnd velicina X, diskrétni, jde o stochasticky proces

s diskrétnimi stavy.

b) Jestlize ¥Vt € T je ndhodnd velicina X, spojitd, jde o stochasticky proces

se spojitymi stavy.

Mnozina vSech hodnot, jichz muze nahodnd velicina X; nabyvat, se nazyva mnozina

stavi a znaci se S.

Pro lepsi predstavu stochastického procesu v realné situaci uvedeme ke kazdému
typu procesu piiklad, ktery doplnime grafem. Grafy jsou utvoteny v programu MS Excel

a data jsou zvolena nahodné.

Piiklad 1.1. (Stochasticky proces s diskrétnim ¢asem a stavem.) Dva hraci A a B hraji
o pétikoruny. Na zacatku hry ma hrac A ¢tyri pétikoruny a hra¢ B sedm pétikorun. Hrac
A héazi minci. Pokud padne panna, hra¢ A vyhrava a ziskdva soupetovu pétikorunu.
Pokud padne orel, hra¢ A prohrava a o pétikorunu prichazi. Hra konéi, pokud jeden
z hracu prijde o vSechen svuj kapital. Zavedeme tedy stochasticky proces {X;;t € T'},
kde t = 1,2,... je poradové ¢islo hodu minci a X; = j znac¢i, pokud hra¢ A ma
po t-tém hodu j pétikorun, tedy S = {0,1,...,11}. Jeden z moznych prubéhu daného

stochastického procesu muzeme vidét na obrazku 1.1.
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Obrazek 1.1: Stochasticky proces s diskrétnim ¢asem a stavem.

Piiklad 1.2. (Stochasticky proces s diskrétnim casem a spojitym stavem.) Soucasti
vyrobniho stroje jsou ozubend kolecka. Pti vyrobnim procesu dochézi k opotiebovani
jednotlivych kolecek. Kolecko se po n vyrobnich procesech vymeéni. Mame tedy stochas-
ticky proces {X;;t € T}, kde t je poradové ¢islo vyrobni operace a T' = {1,2,...,n}
je mnozina vyrobnich procesu. Mnozina stavu S = {z € R;0 < = < a} nabyvd
hodnot, které zaznamenavaji opotiebeni kolecka (a je maximélni hodnota opotiebeni).
V naSem piipadé je a = 1. Pro ukdzku nahodnosti jsou zobrazeny dva ruzné piipady.

Interpretace je graficky zobrazena na obrazku 1.2.

Graf opotfebovani kolecka v pribéhu éasu t

1
(]
£ 08 |
@ I
(=]
-
— 0,6
f
[0
0
[
S 04
(o]
o I
X 0,2

0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
cast

Obrazek 1.2: Stochasticky proces s diskrétnim casem a spojitym stavem.



Piiklad 1.3. (Stochasticky proces se spojitym ¢asem a diskrétnim stavem.) Sledujeme
stav bytové jednotky v panelovém domé. Jednotka muze byt pronajatéd, volnd nebo
v rekonstrukei. Zavedeme stochasticky proces {Xy;t € T}, kde t je libovolny ¢asovy
okamzik a X; = j znamena, ze v okamziku ¢ je bytova jednotka ve stavu j. Pronajaté
jednotce prifadime 1, volné 2 a jednotce v rekonstrukci 3. Mnozina stavu je tedy

S ={1,2,3}. Situace je zndzornéna na obrazku 1.3.

Graf stavu bytové jednotky v ¢ase t

vrekonstrukei 3

neobsazena 2
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Cast

Obrazek 1.3: Stochasticky proces se spojitym casem a diskrétnim stavem.

Piiklad 1.4. (Stochasticky proces se spojitym casem a stavem.) Sledujeme Sumové
zkresleni zvukového zesilovace, napi. na elektrické kytare. Stochasticky proces nabyva
hodnot odpovidajicich tomuto Sumovému zkresleni. Zavedeme stochasticky proces
{Xpt e TH kde T = {t;t > 0}, Xy € S, kde S = {x,—00 < z < oo}. Dva ruzné

prubéhy jsou zobrazeny na obrazku 1.4.

Graf Sumového zkresleniv ¢ase t
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Obrazek 1.4: Stochasticky proces se spojitym casem a spojitym stavem.
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Kapitola 2

Uvod do Markovskych retézcu

2.1 Zakladni vztahy

Tato kapitola se zabyvé Fetézci (tj. ndhodnymi procesy s diskrétnimi stavy), které
maji tzv. markovskou vlastnost, kterou popisuje nasledujici definice. Retézce s touto
vlastnosti nazyvame Markovské popt. Markovovy. Markovuv fetézec muzeme blize
specifikovat jako ndhodny proces, ktery nemé pamét. To znamend, Ze stav systému
v budoucnu nezavisi na minulosti, ale pouze na soucasném stavu tohoto systému.
Stavy minulé si tedy fetézec nepamatuje. U Markovskych fetézcti predpokladdame
diskrétnost ¢asu. Diskrétnost znamena, ze ke zméné muze dojit pouze skokem v uréitych

okamzicich.

Definice 2.1. Posloupnost celoc¢iselnych ndhodnych velicin {X,,n € Ny} se nazyva

Markovuv rtetézec s diskrétnim casem a mnozinou stavu S, jestlize
PXpm1=jlXn=0X01=tGn1,...,X0=10) = P(Xp11 =J| X, = 1) (2.1)

pro véechna n =0,1,... a vsechna i, j,i,_1,...,i9 € S takova, ze P(X, =1, X, 1 =

:in_l,...,X0:i0)>0.

Vyse uvedend vlastnost (2.1) se nazyva markovskd. Markovska vlastnost znamena,
ze budouci stav fetézce nezalezi na stavech minulych, ale pouze na stavu pritomném
(vyjadieno ve zjednoduseni podminéné pravdépodobnosti). Z definice tedy vyplyva,
ze stavovy systém sledujeme v casovych okamzicich n = 0,1,... Stavovy systém se
z nahodnych pri¢in muze nachdzet v mnoziné stavia S. Nahodnd veli¢ina X,, nam

popisuje stav tohoto systému v ¢ase n. Pokud se systém v ¢ase n nachézi ve stavu k € S,
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fikdme, Ze nastal ndhodny jev (X,, = k). Zméni-li se ¢asovy okamzik o jednotku, tedy
z n na napt. n + 1, mluvime o prechodu za jeden krok. Pro oznaceni fetézci budeme

déle pouzivat pouze zjednoduseny zapis { X, }.

Definice 2.2. Podminéné pravdépodobnost (je-li definovéana)
pijn,n+1)=P(X,p1=J|X,=14), ¢,j€S, n=0,1,... (2.2)

se nazyva pravdépodobnost prechodu prvniho tTddu neboli pravdépodobnost prechodu

za jeden krok. Podminéné pravdépodobnosti (jsou-li definovany)
pij(n,n+m) = P(X,pm =J| X, = 1) (2.3)
pro m € N,m > 1, se nazyvaji pravdépodobnosti prechodu m-tého radu.

Obecné pravdépodobnosti prechodu zavisi na case n. Napf. pokud bychom
pravidelné sledovali pocet projizdéjicich aut (napt. kazdych 10 min.) hlavni kiizovatkou
mésta Chrudim (stav systému je pocet aut), pravdépodobnost prechodu ze stavu 40
na 45 bude jina v rannich hodinach, kdy je velky provoz, nez napt. v poledne, kdy aut

projizdi méne.

Definice 2.3. Markovsky fetézec s diskrétnim casem se nazyva homogenni, jestlize
pravdépodobnosti prechodu nezavisi na case n (na case, ve kterém piechod nastava).
Pak pravdépodobnosti prechodu Markovova tetézce ze stavu i do stavu j za m kroku

(tzv. pravdépodobnost prechodu m-tého fadu) znacime

pgyl) =pij(n,n+m) i,j€S,meN,. (2.4)
Poznamka 2.1. Mame-li homogenni Markovsky fetézec {X,,} s pravdépodobnostmi
prechodu P(X, 1 = j|X, = i), pak nam tento vztah k4, jakd je pravdépodobnost,
ze dany ftetézec, ktery se nyni nachazi ve stavu i prejde do stavu j. Pokud jsou
definovany, jsou tyto pravdépodobnosti nezavislé na n a znacime je p;;. Piivlastek

prvniho fadu je vynechan, tedy pgjl-) = Dij-

Je zvykem definovat
1, jelidi = j
Py =0 =q (25)
0, je-lii#j

12



Véta 2.1. Pro pravdépodobnosti prechodu homogenniho tetézce plati:

0<py <1, i,jes Y pj=1, i€S (2.6)

jes
Dikaz. Viz [1, str. 10] O
Pro kazdé i € S existuje n € Ny tak, ze P(X, = i) > 0. Podminéné

pravdépodobnosti P(X,+1 = j|X, = i) jsou tedy definoviny a muzeme je sestavit

do tzv. matice pravdépodobnosti prechodu

Poo, DPoi, DPo2,
P10, P11, P12, -
P = = (pij)ijes

P20, P21, P22,

Rédkové indexy u jednotlivych prvka odpovidaji vychozim staviim a sloupcové
indexy stavum budoucim, do nichz s piislusnou pravdépodobnosti fetézec prejde. Tato
matice je ¢tvercova, jejl prvky jsou nezaporna c¢isla a soucet kazdého radku je roven
jedné (viz vztah (2.6)). Matice s témito vlastnostmi se nazyva stochastickd. Uvedme,
co by se stalo, pokud by soucet roven jedné platil i pro sloupce této matice. Pokud by
napf. soucet pravdépodobnosti v prvnim sloupci daval ¢islo 1, znamenalo by to, ze se

fetézec musi dostat zpét do stavu 0 s pravdépodobnosti 1 (s jistotou).

Stochastické matice hraji v teorii stochastickych procesu a Markovskych fetézcu
dulezitou roli, proto si uvedeme alespon nékteré zakladni vlastnosti téchto matic.
Vlastnosti matice prechodu, tedy vztah (2.6), lze prepsat jako Pe = e, kde e je vektor
(1,1,...,1)T. Dostdvame tedy, Ze stochastickd matice je matice nezdporna s vlastnim

vektorem e, jemuz odpovida vlastni ¢islo 1.

Véta 2.2. Soucin stochastickych matic téhoz Tddu je opét stochastickd matice.
Diikaz. Viz [3, str. 99] O

Ke grafickému zobrazeni prechodu v homogennim Markovském fetézci s koneé¢nym
poctem stavu se pouziva tzv. prechodovy diagram. Kazdy stav oznac¢ime ovalem a pro
casové okamziky n € S vyneseme mozné prechody mezi jednotlivymi stavy. Tyto

prechody se znazorni pomoci spojnice s pripsanymi pravdépodobnostmi prechodu. Pro

13



prechody s nulovou pravdépodobnosti se spojnice nevyznacuje. Piiklad prechodového

diagramu pro 4 stavy muzeme zakreslit nasledovné

Po1 P23
Poo

P10 P21 p32

Obrazek 2.1: Obecny prechodovy diagram se ¢tyfmi stavy.

Tomuto prechodovému diagramu odpovida nasledujici matice pravdépodobnosti
prechodu:

Poo por O O

0O 0 0
P P1o

0 pa 0 pos
0 0 p32 O

Dale oznac¢me
pi(n) = P(X,, =1)

a pravdépodobnost rozdéleni v n-tém kroku jako:

p(n) = (po(n), pr(n), . ... pn(n)) (2.7)

Vektor definovany vztahem (2.7) nazyvame vektorem absolutnich pravdépodobnosti.
Jednotlivé slozky tohoto vektoru nam tikaji, jaka je pravdépodobnost vyskytu urcitého
stavu v n-tém kroku. Nyni muzeme jednoduse odvodit rekurentni vztah a vztah
pro n-ty clen. Uvazujme matici pravdépodobnosti prechodu Markovského ftetézce
s mnozinou stava S = {0,1,... N}. Potom pro pravdépodobnost piechodu do stavu

t v ¢case n + 1 podle vztahu pro uplnou pravdépodobnost plati:

pi(n+1) =po(n) - poi + p1(n) - p1i + ... + pn(n) - D

14



Obecné tedy pro vsechny pravdépodobnosti prechodu v ¢ase n + 1 plati:
po(n+1) = po(n) - poo + p1(n) - pro + ... +pn(n) - Pro

pi(n+1) =po(n) - po +p1(n) -pi+ ... +on(n) - P

pn(n+1) = po(n) - pox +p1(n) -piv + ... +pn(n) - pPyN

Tuto soustavu muzeme prepsat pomoci matice pravdépodobnosti prechodu

Poo Por - PonN
Pwo Pun - PIN
(po(n+1),....pn(n+1)) = (po(n),p1(n),...on(0) - |~ . ,
Pno PN1 - DPNN
7 této rovnice nam plyne rekurentni vztah:
p(n+1) = p(n) - P (2.8)

Nyni se vratme zpét k Markovskym Fetézcim. Déle je nutné znét tzv. pocateéni
rozdéleni Tetézce, tedy stav, ve kterém tetézec zacal. Poc¢atecni rozdéleni nam pomuze
urcit, s jakou pravdépodobnosti se homogenni Markovsky fetézec nachazi v daném case
v urcitém stavu.

Oznacme

pi=P(Xo=1), i€S. (2.9)

Nahodné jevy A; = (Xo = 1), i € S tvori uplny systém jevu a plati tedy vztahy

0<p; <1, i€S Y pi=1 (2.10)

ies
Pro zjednoduseni muzeme pocatecni pravdépodobnosti pokladat za slozky
tzv. pravdépodobnostniho vektoru, ktery urcuje pravdépodobnost toho, v jakém
stavu se systém nachdzi v okamziku 0 (tedy rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné

veliciny Xj), oznacujeme p(0).
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Pokud se vrétime k vy$e odvozenému rekurentnimu vztahu (2.8), muzeme tento

vztah prepsat pomoci definovaného vektoru absolutnich pravdépodobnosti.

p(1) = p(0) - P
p(2) = p(1)- P=p(0)- P- P=p(0) - P

(2.11)
p(n) =p(n—1)- P=p(n—2)- P*=...=p(0) P"

Véta 2.3. Necht n > 2 je libovolné prirozené ¢islo, i, j € S libovolné stavy homogenniho

Markovského tetézce. Pro pravdépodobnosti prechodu za n kroku plati
P = ( @) — p" 2.12
Pis ), s , (2.12)

kde P" je n-td mocnina matice pravdépodobnosti prechodu za jeden krok.

Dikaz. Plyne ze vztahu (2.11). O

Véta 2.4. Pro libovolnd nezdporna cela ¢isla m, n a libovolné i,j € S plati

Py = ni (2.13)
kes
pat =" pl s (2.14)
kes
Diikaz. Dukaz nalezneme v [1, str.15]. O

Vyse zminéné vztahy ve vété 2.4 se nazyvaji Chapman-Kolmogorovy rovnosti.
Prechod ze stavu i do stavu j uvedeny ve vztahu (2.14) lze uskutecnit tak, ze se
nejprve v.m krocich prejde do néjakého stavu k£ a nasledné v n zbyvajicich krocich

ze stavu k do stavu j.

Chapman-Kolmogorovy rovnosti muzeme také vyjadrit maticové a to vztahem
pmtn) — p(m) pn)

Piiklad 2.1. Je dan homogenni Markovsky retézec { X, } s matici pravdépodobnosti P,

mnozinou stavu S = {0, 1,2} a s vektorem pocétec¢nich pravdépodobnosti p(0).
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1 2
3 3 0
P=|(1 1 10 p0)=(357375)
3 1
0 7 1

Urcete vektor absolutnich pravdépodobnosti tetézce po 20 krocich a zakreslete

prechodovy diagram.
Resent:

Zobrazeni fetézce pomoci prechodového diagramu

23 1/4
13 1/4
1/2 3/4

Obrazek 2.2: Piechodovy diagram Markovova fetézce.

Vektor absolutnich pravdépodobnosti ur¢ime pomoci programu Octave ze vztahu
(2.11). Jak muzeme vidét na ndsledujicim obrazku, fetézec se zhruba po 6 krocich
ustalil. Po vyslednych 20 krocich jsme zjistili, ze Tetézec se s pravdépodobnosti 0.36
bude nachéazet ve stavu 0, s pravdépodobnosti 0.48 ve stavu 1 a s pravdépodobnosti

0.16 ve stavu 2.

06

05| .
04 - /N N
03

02 — —

01

Obrazek 2.3: Homogenni Markovsky fetézec od 1. do 7. kroku.
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Pro ukdzku zmén pravdépodobnosti mezi jednotlivymi kroky uvedme vektor

absolutnich pravdépodobnosti po 2, 3, 6 a 20 krocich.

p(2) = (0.38194, 0.45139, 0.16667)
p(3) = (0.35301, 0.49248,0.15451)
p(6) = (0.36074, 0.47888,0.16038)

p(20) = (0.36000, 0.48000, 0.16000)
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Kapitola 3

Markovské procesy se spojitym

casem

Druhym typem stochastickych procesu jsou Markovské procesy se spojitym cCasem.
Rozdil oproti Markovskym fetézcum je pravé v case. U Markovskych procesu ¢as plyne
spojité a ke zménadm tedy nedochazi skokové, ale "kdykoliv”’. Pti studiu Markovskych
procesu se vychazi z vyse uvedené teorie Markovskych fetézcu. Markovovy procesy se
vyuzivaji naptiklad k modelovani dynamiky populaci, v systémech hromadné obsluhy

nebo také v ekonomii.

Definice 3.1. Systém celociselnych nezapornych ndhodnych velicin {X,,¢ > 0}
definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) se nazyva Markoviv proces

se spojitym casem a spocetnou mnozinou S, jestlize
P(Xt = ,]|Xs == i,th — in, .. .th - Zl) - P(Xt - ]’XS — Z), (31)

pro vSechna 7, 7,41,...,1, € S a pro vSechna 0 < t; <ty < --- <t, <s <t pro kterd
P(st'i,th :ina"'7Xt1 :Zl) >O

Rovnice vyjadiend vztahem (3.1) vyjadiuje markovskou vlastnost. Vyvoj téchto
typu procest je obdobny jako u Markovskych fetézctl. PotiZze nastdvaji az pii zjistovani
pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi stavy. Pri diskrétnim ¢ase muzeme
tyto pravdépodobnosti sepsat do stochastické matice P, kterda se nazyva matice
pravdépodobnosti ptechodu. V piipadé spojitého casu vsak neexistuje alternativa této
matice. U Markovskych procesi nemuzeme odhadnout, kdy bude fetézec prechazet

z jednoho stavu do druhého. Pti analyzovani Markovského procesu se z tohoto duvodu
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vyuzivaji jiné metody, napi. Kolmogorovy diferencialni rovnice a intenzita prechodu.
7, duvodu rozsahu prace se témito procesy a metodami jejich analyzovani nebudeme

déle zabyvat a uvedeme pouze nékteré situace, kdy se jedna o Markovsky proces.

Piiklad 3.1. Na informac¢ni linku spole¢nosti X ptijdou do call centra v prumeéru 4
hovory za hodinu. Stochasticky proces popisuje pocet prichozich hovoru béhem dne do

call centra.

Piiklad 3.2. Méjme proud zakazniku smeérujicich do banky Y. Z dlouhodobého
pozorovani je znamo, ze v pruméru piijdou do banky 3 zakaznici béhem jedné hodiny.
Stochasticky popis popisuje pocet prichozich zakazniki od hodiny, kdy m&a banka

otevreno.

Piiklad 3.3. Benzinova pumpa ma dvé ¢erpadla. U kazdého cerpadla muze tankovat
pouze jeden automobil. Pokud jsou obé cerpadla obsazend, dalsi pfijizdéjici auta
necekaji a rovnou odjizdéji jinam. Prumérna doba cerpani benzinu je 2 minuty
a prumeérné k pumpé prijizdi 30 aut za hodinu. Stochasticky proces popisuje pocet
prijizdéjicich aut k jednotlivym ¢erpadlim, dobu obsluhy a jejich piipadné cekani

ve fronté.
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Kapitola 4

Vlastnosti Markovskych retézcu s

diskrétnim casem

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim vlastnostem homogennich Markovskych
fetézcu a jejich stavum. Néasledné si na vypoctech jednoduchych prikladi ukazeme

vyuziti téchto vlastnosti. Tato kapitola ¢erpa predevsim z [1] a [4].

4.1 Klasifikace stavu Markovského retézce

Klasifikace Markovského retézce je dulezita, abychom urcili, zda je fetézec vhodny pro

dalsi studium a aplikace. Tato podkapitola je ¢erpana z [2].

Definice 4.1. Cas prvniho ndvratu do uréitého stavu j definujeme jako:
7;(1) =inf{n > 0: X,, = j} (4.1)
piicemz plati, ze inf{(}} = oo a 7;(0) = 0.

7;(1) je tedy ndhodnd veli¢ina, kterd oznacuje ndhodny okamzik, ve kterém
Markovsky Fetézec po té, co opustil poc¢ateéni stav, poprvé vstoupi (vrati se) do stavu
j. Tato veli¢cina muze pak nabyvat hodnot 1,2, ... nebo hodnoty co. Vezméme nyni
priklad (1.1), v tomto piipadé je 75(1) = 4. Toto vyjadieni ndm tika, ze se Markovsky

fetézec ocitl poprvé ve stavu j = 2 po 4 krocich.
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Casy dalsich ndvrati do stavu j muzeme definovat podobné:
7i(k+1) =inf{n > 7;(k) : X,, =7}, k=12,... (4.2)

pokud 7;(k) < o.

Pokud Markovuv fetézec { X, } vychézi z poc¢ateéniho stavu j, budeme podminéné

pravdépodobnosti P(.| Xy = j) znacit jako
Py(.) = P(|Xo = j).

Definice 4.2. Stav j Markovského tetézce se nazyva trvaly, jestlize tetézec, ktery

vychazi z j, se do j vrati s pravdépodobnosti 1 po koneé¢né mnoha krocich, tj.
P;(1;(1) < 00) = 1. (4.3)

Stav j se nazyva prechodny (transientni), jestlize tetézec, ktery vychézi z j se s kladnou

pravdépodobnosti do j nikdy nevrati, tj.

P;(7;(1) = 00) > 0. (4.4)

Pro trvalé stavy déle jesté definujeme nasledujici vztahy.

Véta 4.1. Stav j je trvaly, prdve kdyz

Zpg-?) = 0. (4.5)
n=0
Diikaz. Tento dukaz muzeme nalézt v [2, str. 29]. O

Poznamka 4.1. Stav j je prechodny, pravé kdyz
> vy <o (4.6)
n=0

Predchozi vztahy (4.5) a (4.6) ndm umoznuji rozhodnout o stavu systému pouze na

zakladé pravdépodobnosti p(.?)

;. prechodu n-tého tadu, coz je v fadé pripadu vyhodné.

Déle oznacme symbolem fi(;l) podminénou pravdépodobnost toho, ze se Tetézec

zacinajici ve stavu ¢ objevi poprvé ve stavu j po n krocich.
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Plati:

£ — o,

?

™= P(r(1)=n), n>1

)

o0

Fi =31 = Pi(r;(1) < 00). (4.7)

n=1

Vztah (4.7) ndm uréuje pravdépodobnost toho, ze systém vubec nékdy prejde
do stavu j. MuzZeme vidét, ze stav j je trvaly, jestlize f;; = 1. Dale oznacme
pi=>".n f](;b) jako stiedni dobu prvniho navratu do stavu j. Trvaly stav je nenulovy,
pokud tato fada konverguje, a nulovy, pokud tato fada diverguje. Je-li f;; < 1, stav j

je prechodny. Tyto vlastnosti jsou uzitecné pro klasifikaci stavu fetézce.

Nyni si zavedeme nahodnou velicinu N;, kterd udavé, kolikrat retézec projde po

opusténi pocatecniho stavu stavem 7, tj.

N =Y I(X =) (18)

Tato ndhodna veli¢ina nabyva hodnot 0, 1,2, ...

Piiklad 4.1. Necht je déan homogenni Markovsky fetézec s mmnoZinou stavii

1 0 0 0
025 0.5 025 0

S ={1,2,3,4} amatici prechodu P = . Nakreslete prechodovy
0 03 04 03

0 0 0 1
diagram a klasifikujte stavy na trvalé a prechodné.

Resent:

0.25 0.3

Obrazek 4.1: Prechodovy diagram homogenniho Markovského tetézce

Jiz z prechodového diagramu vyplyva, ze pokud fetézec vstoupi do stavu 1 nebo do

stavu 4, jiz z tohoto stavu nevystoupi. Stavy 1 a 4 jsou tedy trvalé, stavy 2 a 3 jsou
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prechodné. Tato tvrzeni lze odvodit i na zdkladé vyse definovanych vztahu. Vyjde-li
systém ze stavu 1 (tj. p1 = 1,p; = 0,Vj # 1), vréati se s pravdépodobnosti 1 po prvnim
kroku opét do tohoto stavu, tj.

m=1
f™=o0, vn>2.

Tedy f1; =1 a stav 1 je proto trvaly.
Je-li systém v case 0 ve stavu 2 (tj. po = 1, p; =0, Vj # 2), potom

fz(;) =p2 =05

[ = P(X, =2 X =2AX) £2) = P(X; = 2A X, =3 A Xo = 2)
= Dy a3 psp =1-0.25-0.3 =0.075

W =P(Xs=2[X0=2AX1 #2A X, #2) = P(X3 =2A X5 =3A X1 =3/ Xo = 2)
=Py Pa3-P33-P32=1-025-04-03=0.075-0.4

Obdobné navrat do stavu 2 po ¢tytech krocich je mozny pouze po trase:
23 —=-3—=3—=2

a tedy fi3 = 0.075 - 0.42
Stav 2 je tedy prechodny, protoze

0.075

= 0.62 1
104 0.625 <

fr =Y f33 =05+0.075+0.075-0.4+0.075-0.42+ ... = 0.5+
n=1

Stejnym postupem bychom mohli klasifikovat i zbylé dva stavy. Po vysledném vypoctu
ziskame, ze f33 = 0.55 < 1, stav 3 je tedy prechodny. Pro stav 4 plati, ze fyy = fﬁ) =1.
Stav 4 je tedy trvaly.

4.2 Rozklad mnoziny stavu

V predchozi podkapitole jsme zminili dulezitost klasifikace stavu Markovského tetézce.
V nésledujici casti se budeme zabyvat rozkladem mnoziny stavu. Klasifikace stavu
prislusného Markovova Tetézce ndm umozni rozélenit tyto fetézce na dvé skupiny,

fetézce rozlozitelné a mnerozlozitelné, podle kritéria navratnosti drive ¢ pozdéji do
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libovolné zvoleného stavu. Pomoci tohoto rozdéleni docilime 1plné klasifikace stavu
z predchéazejici ¢éasti této préce.

Definice 4.3. Rekneme, ze stav j je dosaZitelny ze stavu i, jestlize existuje n € Ny

E;-L) ™M) — 0 pro véechna n € Ny, itkdme, 7e j je nedosazitelnyj 7 i.

tak, ze p;;° > 0. Jestlize p;;

O —1,

Poznamka 4.2. Kazdy stav je dosazitelny ze sebe samého, jelikoz pj(;

Véta 4.2. Necht i,5,k € S. Je-li stav j dosaZitelnyj ze stavu i a stav k dosaZitelny ze stavu

J, je stav k dosazitelny ze stavu 1.

Definice 4.4. Stavy vzajemné dosazitelné nazyvame sousledné.

7 vysSe uvedené poznamky, véty a definice vyplyva, ze souslednost stavu spliuje
podminky relace ekvivalence na mnoziné S a muzeme tedy zavést tzv. wuzavienou

mnozinu stavi.

Definice 4.5. Neprazdnd mnozina stavu C' se nazyva uzaviend, jestlize zadny stav
vné C neni dosazitelny z zadného stavu uvnitt C tj. pgl) =0VneNy,VieCajé¢C.
Nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnozinu C' se nazyva wuzdver mnoziny C.
Uzaviend mnozina stavu se nazyva nerozloZitelnd, jestlize neobsahuje zédnou uzavienou

vlastni podmnozinu.

Véta 4.3. MnoZina stavi C je uzavrend tehdy a jen tehdy, kdyZ p;j = 0 pro vsechna
i€ C, j¢ C

Diikaz. Tento dukaz muzeme nalézt v [2, str. 38]. O

Jestlize Markovsky fetézec nabude hodnoty z uzaviené mnoziny stavu C, pak jiz
nikdy neopusti tuto mnozinu. Jednoprvkova uzaviena mnozina C' = {i}, ktera obsahuje

pouze 1 stav, se nazyvd absorpéni (pohlcujici). Uved'me zde konkrétni piiklad.

Priklad 4.2. Uvazujme céstici, kterd se nahodné pohybuje na realné piimce po
celo¢iselnych bodech C' = {0, 1,...m}. V kazdém pohybu se ¢astice premisti o jednotku
vpravo s pravdépodobnosti p € (0,1) nebo s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p o jednotku
vlevo. Jednotlivé kroky na sobé nezavisi. Pokud se ¢éstice dostane do stavu 0 nebo m,
jiz se z tohoto stavu nedostane. Stavy 1,2,...m —1 jsou vSechny navzajem dosazitelné
v S. Ze stavu 0 muzeme dosahnout pouze stavu 0 a stejné tak ze stavu m je dosazitelny

pouze stav m. Stavy 0 a m jsou absorpcéni neboli pohlcujici.
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Definice 4.6. Markovuv fetézec se nazyva nerozloZitelny (nékdy oznacovan jako
ergodicky), jestlize v ném neexistuje jind uzaviend mnozina stavi nez mnozina S vsech

stavu. V opacném pripadé je tetézec rozlozitelny.

Véta 4.4. Retézec s koneéné mnoha stavy je rozloZitelny prdvé tehdy, md-li matice
pravdépodobnosti prechodu (po pripadném precislent stavi) tvar
P, O

P= , (4.9)
A B

kde Py, B jsou ctvercové matice.
Dikaz. [2, str. 37 O

Mnozina stavu piislusnd k P; je uzaviena a tetézec je tedy rozlozitelny. Stavy
fetézce precislime tak, aby jako prvni byly stavy z uvazované uzaviené mnoziny. Pokud
prepiSeme odpovidajicim zpusobem tadky a sloupce matice prechodu P, ziskame matici

ve tvaru (4.9).

Pokud je mnozina S kone¢nd, potom mé matice prechodu (po precisleni) nésledujici

tzv. kanonicky tvar:

P O - O O
O P, -~ O O

P=| : = - | (4.10)
O O - P. O

Q Q -~ Q R

kde Pi,... P, jsou ¢tvercové matice pravdépodobnosti prechodu mezi trvalymi
stavy v podietézcich C, ... C,, matice @, ... @, obsahuji pravdépodobnosti pfechodu
z prechodnych do trvalych stavi a R obsahuje pravdépodobnosti pfechodu mezi
prechodnymi stavy. Ci,...C, tvori disjunktni rozklad mnoziny trvalych stavi na
nerozlozitelné mnoziny. Pro upfesnéni, mnozina C je mnozina vSech stavi, kterych lze
dosahnout z trvalého stavu S nejnizsim indexem tj. j;. Pro fetézce s nekoneéné mnoha
stavy muzeme zapsat rozklad pro matice pravdépodobnosti pfechodu analogicky.

Mnozinu S 1ze zapsat ve tvaru:

S=ZUCUGC,..., (4.11)
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kde Z je mnozina pifechodnych stavu a C; jsou nerozlozitelné uzaviené disjunktni
mnoziny trvalych stavi. Mnozinu prechodnych stavii budeme tedy znacit Sz a mnozinu

stavu trvalych St.

Priklad 4.3. Necht je ddn Markovsky fetézec { X, } z predchoziho pifkladu 4.1 s matici

prechodu P. Najdéte kanonicky tvar této matice.

Resent:
V predchozim piikladé jsme urcili, ze stavy 1 a 4 jsou trvalé a stavy 2 a 3 jsou
prechodné. Podle definice kanonické matice tedy precislime stavy podle nejnizsich

indexu a jako prvni budou stavy trvalé, nésledné pak stavy prechodné. Presunutim

stavu na poradi 1, 4, 2, 3 dostaneme matici:

1 0 0 0
0 1 0 0

P=
025 0 0.5 025
0 03 03 04
. 0.25 0 0.5 0.25
Vidime tedy, ze Py = (1), P, = (1), Q, = ,Qy = R =
0 0.3 0.3 0.4

Stavy 1 a 4 jsou sousledné pouze samy se sebou. Retézec je tedy rozlozitelny

a Sy = {1} U{4}, S, = {2,3}.

4.3 Absorpcni homogenni Markovské retézce

V predchozi podkapitole jsme se zabyvali klasifikaci stavii a rozkladem moziny stavi

Markovskych tetézcu. Ukazali jsme, ze plati vztah

kde Z je mnozina ptechodnych stavi a C; jsou nerozlozitelné uzaviené disjunktni
mnoziny. Pokud tyto mnoziny budou obsahovat pouze jeden prvek, odpovidaji

tzv. absorpénim stavim.

Definice 4.7. Necht {X,} je homogenni Markovsky fetézec s mnozinou stavu S.
Rekneme, ze stav j € S je absorpéni stav, jestlize p;j = 1 (tzn., ze ze stavu j neni

dosazitelny zadny jiny stav).
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Poznamka 4.3. Kdyz ftetézec vstoupi do absorpcéniho stavu, fekneme, ze je

absorbovan.

7 definice trvalého stavu 4.2 vyplyva, ze kazdy absorpéni stav je trvalym stavem.

Definice 4.8. Homogenni Markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou stavu se nazyva

absorpéni, jestlize kazdy jeho trvaly stav je absorpcni.

Nyni uvazujme fetézec {X,} s mnozinou pfechodnych stavi Sz a definujme

nahodnou veli¢inu
T=1inf{n >0: X, ¢ Sz}, (4.13)

ktera oznacuje cas vystupu z mnoziny prechodnych stavu Sz. Tato nahodna veli¢ina
nabyva hodnot 0,1,... a s kladnou pravdépodobnosti také hodnoty 7 = oo.
Tato situace muze nastat, pokud Sz = S. V tomto piipadé je P, = (1 =o00) =1
pro kazdé ¢ € S. Déle budeme predpokladat, ze fetézec po konetné mnoha krocich
vystoupi z mnoziny pfechodnych stavii Sz a vstoupi do mnoziny stavu trvalych. To

znamend, ze P; = (T < 00) pro vSechna i. V této mnoziné poté fetézec zustane.

Necht X, je stav, do kterého fetézec vstoupi po opusténi mnoziny pfechodnych

stavu Syz. Definujme pravdépodobnosti
bij = Pi(X; =j), i€ 8z,5 ¢ Sz (4.14)

Pokud je j absorpéni stav, potom b;; je pravdépodobnost, Ze fetézec zacinajici

v pfechodném stavu i je stavem j absorbovdn. Necht C} je néjakd uzaviena

nerozlozitelnd mnozina trvalych stavu, pravdépodobnost toho, Ze fetézec setrva v této
mnozine, je

bi(Cr) = Pi(X: € C) = Y _ by (4.15)

JECK

Nyni si definujeme fundamentalni matici absorpénitho Markovského tetézce, ktera

se vyuziva pii vypoctu matice pfechodu do absorpénich stava B = (b;;). Tato ma-

tice je slozena z pravdépodobnosti, které urcuji, jaka je Sance, ze fetézec, ktery zacal

ve stavu ¢, skon¢i v absorpénim stavu j.

Definice 4.9. Necht {X,,} je absorpéni fetézec s konetnou mnozinou stavi, ktery ma
r absorpénich a s neabsorpénich stavu. Stavy precislujeme tak, aby po r absorpénich

stavech nasledovalo s neabsorpénich. Matice pravdépodobnosti prechodu m&a potom
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I
kanonicky tvar P = , kde I je jednotkova matice tadu r, O je nulova

R Q

matice tadu r x s, R je matice typu s x r, ktera obsahuje pravdépodobnosti prechodu
z neabsorpcnich do absorpénich stavu. @ je ¢tvercova matice fadu s obsahujici

pravdépodobnosti prechodu mezi neabsorpcnimi stavy.

Véta 4.5 (Véta o pravdépodobnostech prechodu do absorpénich stavi). Oznacme
b;j pravdépodobnost, Ze retézec vychdzejici z neabsorpcniho stavu i bude absorbovdn
ve stavu j. Sestavime matici B = (bij)icsy.jes,- Potom plati, Ze B = MR, kde M je
tzv. fundamentdlni matice a R obsahuje pravdépodobnosti prechodu z neabsorpénich do

absorpcénich stavi.

Diikaz. Necht i je neabsorpéni stav a j absorpéni. Stavu j muze byt dosaZeno 1. krokem
s pravdépodobnosti p;; nebo prechodem do neabsorpéniho stavu & s pravdépodobnosti

pir & odtud prechodem do absorpcniho stavu j s pravdépodobnosti by;. Tedy

bij = pij + Z Dik br;j

keJn
Maticoveé zapsano jako
B=R+ QB,
B - QB=R,
(I-Q)B=R,

B=(I-Q 'R=MR

]

Poznamka 4.4. Matice M = (I — Q)7!, kde I je jednotkovd matice fadu s, se
nazyva fundamentdalni matice absorpcniho tetézce. Prvek m;, matice M nam udava
stfedni hodnotu poc¢tu kroku, které fetézec vychézejici z neabsorpcniho stavu i stravi
ve stavu k predtim, nez bude absorbovan. Matice M se také nazyva matice strednich
dob prechodu. Stiedni hodnotu poctu kroku, které retézec vychézejici z neabsorpéniho
stavu ¢ a konc¢ici v absorpcnim stavu j stravi v neabsorpénich stavech, vypocitame jako
soucet prvku v i-tém tfadku fundamentalni matice M. Maticové tento vztah muzeme

zapsat jako t = M - e, kde e je sloupcovy jednotkovy vektor.
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4.4 Stacionarni rozdéleni Markovského retézce

Nerozlozitelné Markovské Tetézce generuji za urcitych podminek v ¢ase n — oo jediné
rozdéleni pravdépodobnosti. Toto rozdéleni se nazyva staciondrni a popisuje chovani
fetézce v jeho ustalené podobé po dostatecné dlouhém sledovani. Stacionarni rozdéleni
predstavuje jednu z klicovych charakteristik Markovskych fetézcu a vyskytuje se tak

velice ¢asto v praktickych tlohach.

Definice 4.10. Pokud jsou vSechny stavy fetézce vzajemné dosazitelné, tzn. je mozné
se dostat z jednoho stavu do druhého po néjakém poétu kroku, nazyvame tento retézec

requldrnim.

7 definice regularniho fetézce vyplyva, ze do puvodniho stavu fetézce se muzeme

kdykoliv vratit. Pro reguldrni fetézce existuje

al a2 « e . aN
. a; ay -+ ayn
lim P"=A =
n—oo
al a2 “ . a/N

Vyse uvedeny vztah znamend, Ze nezavisle na stavu v ¢ase t = 0, skon¢i fetézec

s pravdépodobnosti a; ve stavu 1, s pravdépodobnosti ay ve stav 2, ...

Definice 4.11. Necht existuje pravdépodobnostni vektor Markovského fetézce p(n),
potom stochasticky vektor a, pro ktery plati

lim p(n) = lim (pi(n),pa(n), ... px(n)) = (a1, a9, ... an) = @,

je tzv. stacionarni rozloZeni daného Markovského 7retézce. Vektor a také nékdy

nazyvame limitnim (staciondrnim) vektorem.

Vypocet limitnitho vektoru muzeme odvodit z dfive uvedeného rekurentniho

vztahu (2.8). Pokud n — oo potom
a=a-P, (4.16)

kde P je matice pravdépodobnosti ptechodu daného Markovského tetézce.
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Pro stacionarni rozdéleni daného tetézce tedy plati:
aj:Zakpkj, jEeSs. (4.17)
kes

Poznamka 4.5. Vektor a ukazuje, s jakymi pravdépodobnostmi se systém dostane do

jednotlivych stavii, budeme-li tento systém pozorovat dostatecné dlouhou dobu.

Véta 4.6. Necht je ddn nerozloZitelny Markoviv retézec. Potom plati:
1. Jsou-li vsechny jeho stavy prechodné nebo vsechny trvalé nulové, staciondrni
rozdeleni neexistuje.

2. Jsou-li vsechny jeho stavy trvalé nenulové, stactondrni rozdélent existuje a je jediné.

Diikaz. Dikaz nalezneme v [2, str. 51-53]. O
Priklad 4.4. Vypoctéte stacionarni rozdéleni Markovského fetézce z prikladu 2.1.
Resent:

Vypocet limitniho vektoru a:

a=a-P

1 2
3 3 0
= ) 1 1 1
(a17a27a3) - (al,ag,CLg) 5 1 1
3 1
0 % 1

Resime soustavu rovnic:

! + +0
L7 g™t T g™ 3

2 +1 +3

Ao = — Q —a —a
2T gy

a320a1+1a2+1a3

CL1+CL2+6L3:1

7 nasobeni vektoru a matice nam plynou pouze tii rovnice. Déle vSak musime uvazovat,
ze soucet jednotlivych slozek stacionarniho vektoru je roven jedné, jelikoz se jedna
o stochasticky vektor. Bez této podminky by méla soustava nekonecné mnoho feSeni.

Pridanim této podminky prostfednictvim ¢tvrté rovnice zafixujeme praveé jedno feSeni.
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Po vyfeseni soustavy dostavame jednotlivé slozky limitniho vektoru:

a; = 0.36
a9 = 0.48
as = 0.16

Stacionarni rozdéleni fetézce je tedy a = (0.36,0.48,0.16). Tohoto rozdéleni
by tetézec dosahl po dostatecné dobé sledovani. V nasem piipadé odpovida vyse
uvedenému vypoctu pravdépodobnostiho vektoru po 20 krocich a tento pocet kroku

byl tedy dostatecny.
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Kapitola 5
Aplikace Markovskych retézcu

Doposud uvedené piiklady mély spiSe ilustrativni charakter a jejich ucelem bylo
zejména objasnéni zakladnich pojmu a teorie. V nésledujici ¢asti prace ukazeme, ze se
Markovské tetézce vyuzivaji i pro feSeni praktickych problému napt. z oblasti genetiky
a ekonomie. Vzhledem k rozsahu této prace jsou proto zpracovany pouze dvé oblasti,
i kdyz moznost uplatnéni Markovskych fetézcu je mnohem §irsi. Nésledujici kapitola

je mimo jiné zpracovéna predevsim podle [5] a [6].

5.1 Vyuziti Markovskych retézci v genetice

U jedincu uréitého typu je dan vyskyt sledované vlastnosti dvojici alel A,a. Kazdy
jedinec muze mit dvojici alel aa (recesivni homozygot), AA (dominantni homozygot)
a aA = Aa (hybridni jedinec). Zékladnim genetickym ptredpokladem je, ze pii kiizeni
dostava potomek jednu alelu od kazdého z rodicu. Tyto alely se vybiraji nahodné

a nezavisle na sobé.

Piiklad 5.1. Pomoci homogenniho Markovského tetézce modelujte zkrizeni diploidni
cizosprasné rostliny s dominantnim homozygotem. Diploidni rostlina ma dvé sady chro-
mozomu. JednoduSe muzeme vysvétlit, ze cizosprasnd rostlina potiebuje v dobé kvétu
pro opyleni piitomnost jiné kvetouci odrudy, tzv. opylovace. Najdéte matici prechodu
a stacionarni rozlozeni daného ftetézce. Pokud se bude jednat o absorpcni fetézec,

najdéte fundamentalni matici a matici prechodu do absorpcnich stavu.
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Resend:

Zavedme homogenni Markovsky fetézec {X,} s mnozinou stavu S = {1,2,3}, kde
X, = 1, pokud v n-tém kroku pokusu ziskame dominantniho jedince, X, = 2,
pokud v n-tém kroku pokusu dostaneme recesivniho jedince a X, = 3, kdyz v n-tém
kroku pokusu ziskdme hybridniho jedince. V prvnim sloupci jsou tedy tii ruzné
moznosti dvojici alel ptivodni rostliny, kterou kfizime s dominantnim homozygotem,

tedy s dvojici alel AA. Stanoveni matice prechodu:

AA x AA = AA, AA, AA, AA

aa X AA = aA,aA,aA,aA
aA x AA = aA,AA A, AA

Obrazek 5.1: Prechodovy diagram homogenniho Markovského fetézce a matice

pravdépodobnosti prechodu — kfizeni s dominantnim homozygotem.

Z prechodového diagramu muzeme urcit, ze stavy 2 a 3 jsou prechodné a stav 1 je
trvaly. Ze stavu 1 neni dosazitelny zadny jiny stav tzn. ze stav 1 absorpéni a jde tedy
o absorpéni fetézec. Stacionarni rozlozeni muzeme spocitat pomoci vztahu a = a - P,

kde a; + as + a3 = 1.
Resime soustavu rovnic:

1
@ =a+3a

1
CL3:CL2+§CL3

a1 +as+az=1
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Po vyteseni soustavy ziskavame jednotlivé slozky vektoru:

a1:1
GQZO
(13:0

Staciondrni rozlozeni daného tetézce je tedy a = (1,0,0). Toto rozlozeni nam fika, ze
pri kiizeni diploidni cizosprasné rostliny s dominantnim homozygotem po dostatecném

poctu kroku ziskame vzdy dominantniho homozygota.

Vypocet fundamentdlni matice:

I
Matice P je jiz prevedena do kanonického tvaru P = , kde R =
R Q 0.5
0 1 e " )
a Q= . Fundamentdlni matici spo¢itdme pomoci vztahu M = (I — Q).
0 0.5
-1
0 1 1 2
M: _— pu—
0 1 0 05 0 2

Prvni tadek matice M muzeme interpretovat tak, ze pokud se fetézec v daném
okamziku nachézi ve stavu 2 (tj. recesivni homozygot), tak se pred absorpci ve stavu
dominantniho homozygota (stavu 1) ocitne prumérné jednou ve stavu recesivniho

homozygota a dvakrat ve stavu hybrida. Obdobné muzeme interpretovat druhy radek.

Vypocet matice prechodu do absorpénich stavi:

1 2 0 1
B= MR = =
0 2 0.5 1

Je-1i fetézec v daném okamziku ve stavu 2, tzn. recesivni homozygot, nebo ve stavu
3, tzn. hybrid, tak s pravdépodobnosti 1 bude absorbovan ve stavu dominantniho

homozygota.
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Priklad 5.2. Obdobné postupujte, pokud byste cizosprasnou rostlinu kiizili
s recesivnim homozygotem, tedy s dvojici alel aa.

Reseni:

AA X aa = Aa, Aa, Aa, Aa
aa X aa = aa,aa, ada, aa

aA X aa = aa,aa, Aa, Aa

Prechodovy diagram a matice pravdépodobnosti prechodu by vypadaly nasledovneé:

0 0 1
P=|0 1 0
0 05 05

Obrazek 5.2: Prechodovy diagram homogenniho Markovského tetézce a matice

pravdépodobnosti prechodu — kiizeni s recesivnim homozygotem.

Tento Tetézec ma stavy 1 a 3 prechodné a stav 2 = aa trvaly. Stav 2 je navic
absorpcni, jelikoz z tohoto stavu nelze dosahnout zadného jiného. Jedna se tedy také
o absorpcni fetézec. Pokud bychom si podle predchoziho feseni sestavili prislusnou sou-
stavu rovnic, ziskali bychom po jejim vyteseni stacionarni rozlozeni fetézce a = (0, 1,0).
To znamena, ze po dostatecném poctu opakovani kiizeni diploidni cizosprasné rostliny

s recesivnim homozygotem ziskame vzdy recesivniho homozygota.

Pro vypocet fundamentalni matice fetézce je nejprve zapotiebi prevést matici do

kanonického tvaru. Matice P bude po precislovani stavu vypadat nasledovné:

1 0 0
0 1 0
P= 0 0 1 Jkde @Q = a R=
0 0.5 0.5
05 0 05

Po piislusném vypoctu ziskdme fundamentalni matici M a matici prechodu do

absorpénich stavu B.
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Fundamentalni matice vypada stejné jako v predchozim piipadé, je vSak nutné si
uvedomit precislovani stavii. Radky této matice muzeme tedy interpretovat tak, ze
pokud se fetézec v daném okamziku nachazi ve stavu 1 (tj. dominantni homozygot), tak
se v prumeéru jedenkrat ocitne ve stavu dominantniho homozygota a dvakrat ve stavu
hybrida ptred absorpci recesivnim homozygotem. Obdobné, pokud se fetézec nachazi
v daném okamziku ve stavu 3 (tj. hybrid), tak se v pruméru pied absorpci recesivnim
homozygotem ocitne dvakrat ve stavu hybrida. Matice B nam tika, ze pokud se fetézec
nachdzi ve stavu 1 nebo 3, tak s pravdépodobnosti 1 bude absorbovéan ve stavu 2 (t;j.

recesivni homozygot).

Priiklad 5.3. Stejnym zpusobem vypoctu postupujte i u tfeti moznosti, a to kiizeni

diploidni cizosprasné rostliny s hybridem.

Reseni:

05 0 05
0 05 05
025 0.25 0.5

0.25

Obrazek 5.3: Piechodovy diagram homogenniho Markovského Ttetézce a matice

pravdépodobnosti prechodu — kfizeni s hybridem.

Jiz 7z ptrechodového diagramu muzeme odvodit, ze tento fetézec nemd zadné
absorpéni stavy. Nejedna se tedy o absorpéni fetézec a nelze urcit fundamentalni
matici. Proto zde uvedeme pouze vypocet stacionarniho rozlozeni daného retézce a jeho

vyznam. Podle vzorce a = a - P ziskame soustavu rovnic:

a; = 0.5 a; + 0.25 as
a9 — 0.5 as + 0.25 as
a3 =0.5a; +0.5a5+ 0.25a3

a1+a2+a3:1,
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kde

a; = 0.25
A9 — 0.25
as = 0.5

Stacionarni rozlozeni tohoto tetézce nam tika, ze po dostatecné velkém poctu krokt
kiizeni diploidni cizosprasné rostliny s hybridnim jedincem ziskame s pravdépo-
dobmnosti 0.25 dominantniho jedince, s pravdépodobnosti 0.25 recesivniho jedince

a s pravdépodobnosti 0.5 hybridniho jedince.

Priklad 5.4. Nyni vezméte situaci odlisnou. Budete kiizit diploidni samosprasnou
rostlinu. Vezméte tedy jedince z této populace a samospraste ho (tzn. zkiizte
ho se stejnou dvojici alel). Nésledné vezméte jedince z jeho populace a opét ho

samospraste, atd.

Resent:

Mozné vysledky budou tedy:

AA x AA = AA, AA, AA, AA
aa X aa = aa, aa, aa, ad

aA X aA = aa,aA,aA, AA

0.25

Obrazek 5.4: Piechodovy diagram homogenniho Markovského ftetézce a matice

pravdépodobnosti prechodu - kiizeni samosprasné rostliny.

Retézec ma dva trvalé stavy a to stav 1 a 2, které jsou absorpéni. Jednd se tedy
o absorpcni tetézec. Pokud bychom se snazili vypocitat stacionarni rozlozeni, zjistili

bychom, ze neexistuje. Dand soustava ma nekoneé¢né mnoho feseni. Matice P je jiz
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v kanonickém tvaru a fundamentalni matici M vypocteme jako:
M=(1-05""=2

To znamend, ze pokud je v dané chvili fetézec ve stavu hybrida, tak v ném setrva
v pruméru 2 kroky, nez bude absorbovan ve stavu dominantniho nebo recesivniho

homozygota. Matici B vyjadiime jako:
B=MR=2-(0.250.25) = (0.5 0.5)

Je-li fetézec ve stavu 3 (tj. hybrid), bude s pravdépodobnosti 0.5 absorbovan ve stavu

recesivniho ¢ dominantniho homozygota.

5.2 Markovovy retézce s vynosy

Diky teorii Markovskych fetézcu jsme schopni z pravdépodobnostniho hlediska uréit,
v jakém stavu se proces s vyse definovanou markovskou vlastnosti, v daném ¢asovém
okamziku (kroku) nachézi. Pokud hovoiime o rozhodovéni v ekonomické oblasti, je
zapotiebi zavést urcitd ocenéni. Zde se nabizeji dvé moznosti, ocenit stavy nebo ocenit
prechody. Pokud zavedeme tato ocenéni, muzeme hledat mozné kombinace pruchodu
systému, tzv. cesty vijvoje systému jednotlivymi stavy, které pro nas budou z danych

hledisek optimalni.
Predpokladejme, Ze s prechodem systému ze stavu ¢ do stavu j je spojen vynos
(zisk, néklady, ztraty apod.) oznacovany r;;. Vynosy pro vSechny dvojice stavi tvoii

matici hodnoceni prechodu R, kde

1 T2 N

T21  To2 ToNn
R =

Nt Tn2 o TNN

Déle oznacime v;(n) jako stredni hodnotu celkového vinosu procesu po n krocich

podminénou pocdatecnim stavem i. Pro v;(n) plati rekurentni vztah

N N N
vi(n) = Zpij(mj +ov;i(n—1)) =q¢+ Zpijvj(n —1), kde ¢; = Zpij'r’ij (5.1)
j=1 j=1 j=1
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Maticové muzeme tento vztah vyjadrit nasledovneé:
v(n) = q+ Pv(n —1)

Poznamka 5.1. Jeli {X,} homogenni Markovsky fetézec s mnozinou stavu

S=4{0,1...N} s ocenénim prechodu nerozlozitelny, pak existuje jeho stacionarni

rozlozeni a = (ag,aq,...,ay) a plati:
N
7}5&(%(” +1) —vi(n)) = Z ajq; =g
=0

Konstanta g se nazyva zisk retezce.

Piiklad 5.5. Firma dala do prodeje vyrobek, ktery z hlediska dalsi vyroby charakteri-
zujeme jako trzné uspésny, pokud se ho prodd alespon stanoveny pocet kusi, a naopak
jako trzné neuspésny, pokud se ho prodd méné nez stanoveny pocet kusu. Sledovani
vyvoje spotieby ukazalo, ze je-li vyrobek trzné ispésny v jednom obdobi, pak v dalsim
obdobi ze 40 % zustane uspésnym a z 60 % se stane netspésnym. Vyrobek, ktery je
trzné neispésny v jednom obdobi, zustane v dalsim obdobi z 50 % netspésny a z 50 %
se stane uspésnym. Pro ¢ = 1,2 polozime v;(0) = 0. Pro oba stavy vypoctéte stiedni
hodnotu celkového vynosu, ktery se ziska za n = 1,2,...,5 a urcete zisk retézce. Ma-
tice ocenéni R, kterd jednotlivym prechodum ptifazuje vynosy, popt. ztraty (v CZK),
je dana jako:

9 3

3 =7

R—
Resend:
Uvazujeme 2 stavy systému, tedy S = {1;2}:
— vyrobek je trzné uspésny: s; = 1
— vyrobek je trzné neuspésny: so = 2
Matice pravdépodobnosti prechodu ma tvar:

0.4 0.6
0.5 0.5
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Podle vztahu (5.1) vypoéteme stfedni hodnotu vynosu pii jednom piechodu ze stavu

1 resp. 2 jako:

2
@ =Y Py =purn +piorz = 0.4-9+0.6-3 =54
j=1

2

q2 = szﬂ"zj = po1Ta1 + Pagta2 = 0.5-34+0.5- (=7) = =2
j=1

Nyni vypocitdme v(1) a v(2) jako

0.4 0.4 0.6 0 5.4
v(1) = g+ Pv(0) = + =
—2 0.5 0.5 0 -2
0.4 0.4 0.6 0.4 6.36
v(2) = ¢+ Pyv(1) = + =
—2 0.5 0.5 —2 -0.3
n 1 2 3 4 d

vo(n) 54 636 7.764 9.1236 10.48764
v (n) —2  —03 1.03 2397  3.7603
vo(n+1) —wv(n) | 0.96 1.404 1.3596 1.36404
v(n+1)—wv(n)| 1.7 133 1367 1.3633
w(n) —vi(n) | 74 666 6.734 6.7266 6.72734

Tabulka 5.1: Stfedni hodnoty celkovych vynosu pron =1,2,...5

Z vypoctu vidime, ze s rostoucim n se rozdil vg(n) — vi(n) blizi konstanté 6,727.
Znamena to, ze kdyz je vyrobek na pocatku sledovaného obdobi trzné uspésny, tak po
dostatecné dlouhé dobé ziska vynos o 6.727 jednotek vyssi nez v pripadé, kdy je vyrobek
na pocatku trzné neuspésny. Dédle muzeme pozorovat rozdil mezi v;(n+1) —v;(n), ktery
se v naSem piipadé blizi k 1.364. To souvisi s limitnimi vlastnostmi fetézce.

K vypoctu zisku fetézce je nutné znéat stacionarni rozlozeni. Resenim prislusné

4 6

e ﬁ). Zisk tetézce pak muzeme spocitat jako

soustavy rovnic ziskame a = (
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Cilem této prace bylo podat pirehled vlastnosti Markovskych fetézcu s vyuzitim
stochastickych matic a ukazat nékteré jejich aplikace. Prvni ¢ast prace zavadi obecné
stochastické procesy. Na piikladech s grafy je pfehledné ukazano, jaky je rozdil
mezi diskrétnim a spojitym casem a stavem. Toto rozliSeni je klicové k naslednému
zavedeni Markovskych fetézcu a procesu. Druha kapitola se zabyva zakladnimi
vztahy, popfr. jejich odvozenimi. Déle se prace z duvodu rozsahu pouze strucné
zminuje o Markovskych procesech se spojitym ¢asem. Ctvrtd kapitola podrobné ro-
zebird jednotlivé vlastnosti Markovskych tetézcti. Na prikladech je ukézano vyuziti
zavedenych definic a vét. Posledni kapitola prace zpracovava vybrané aplikace. Aplikace
byly zaméfeny na Markovské fetézce s vyuzitim v genetice a Markovské Tetézce

S VYNOSy.

Aplikacim Markovskych fetécu by se samoziejmé dalo vénovat i podrobnéji,
napt. prostrednictvim metod Monte Carlo. To by vsSak bylo jiz nad ramec této
bakalarské prace. Na tuto praci by bylo vhodné navéazat studiem Markovskych procesu

se spojitym Casem.
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