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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva vlastnostmi a algoritmy vypocétu hladkych kiivek, kon-
krétné B-spline kiivek. Tyto krivky maji své uplatnéni v pocitacové grafice. Vypocet
B- spline ktivek je definovan rekurentné, a proto je témér nutnosti pouzivat pocitace
s naprogramovanymi algoritmy pro ziskani téchto kiivek. Jako prakticka cast této préace
byly vytvoreny tii programy pro vypocet aproximacnich B-spline krivek, interpolacnich
B-spline krivek a NURBS krivek.

Summary

This bachelor’s thesis deals with properties and algorithms of smooth curves calculation,
specifically the calculation of B-spline curves. These curves can be applied in computer
graphics. Since their calculation is defined recurrently, it is almost a necessity to use com-
puters with programmed algorithms to obtain these curves. As for the practical part of this
work, three programs for the calculation of approximating B-spline curves, interpolating
B-spline curves and NURBS curves were created.
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krivka, aproximace, interpolace, NURBS, B-spline, hladké kfivka, kontrolni body, uzlovy
vektor, stupen, bazové funkce, algoritmus, vahovy vektor
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1. Uvod

Pocatek vyvoje B-spline kiivek saha az do Sedesatych let 20. stoleti, kdy designéfi a na-
vrhari v riznych odvétvich priumyslu potiebovali nalézt zptusob, jak modelovat hladké
krivky. Chtéli nejdfive na pocita¢i navrhnout potiebnou soucastku, kterou mohli jesté
pripadné upravit, nez bude tato soucast vyrobena. Prikopnikem v tomto sméru se stal
francouzsky matematik a inzenyr Pierre Bézier, ktery prisel s novym systémem zvanym
UNISURF. Tento systém umoznoval designerim kreslit kiivky piimo na pocitaci pri za-
dani kontrolnich bodu. Bézier prispél k rozvoji poc¢itacové grafiky a ¢asem se vyvinul obor
zvany CAD — Computer Aided Design.

Postupem c¢asu Bézierovy kiivky nahradily B-spline kfivky, které vznikly koncem 70. let
20. stoleti. Mezi hlavni iniciatory v oblasti B-spline ktivek jisté patii C. de Boor, M. Cox
a L. Mansfield. Kazda B-spline k¥ivka se sklada z nékolika tisek, kde kazdy tsek je tvo-
fen Bézierovou kfivkou a zména jednoho bodu neovlivni tvar celé kiivky, ale jen nékolika
usekt. To je zakladni rozdil mezi témito k¥ivkami.

Mezi dalsi kiivky, které se v praxi pouzivaji, patii NURBS kfivky (Non-Uniform Rational
B-Spline). Jedn4 se vlastné o B-spline kiivky s tim rozdilem, ze 1ze ménit vahu kazdého
bodu a tim ovliviiovat tvar krivky.

V préci se budeme zabyvat také pouzitim B-sline a NURBS krivek pro interpolaci. Inter-
polacéni kfivky maji tu vlastnost, Ze musi ptimo prochazet zadanymi body, B-spline kiivky
ani NURBS kfivky tuto vlastnost nemély. V pocitacové grafice se vyuzivaji interpolacni
kiivky nejvyse stupné pét, protoze velky stupen krivky zptisobuje velké zakmity. Interpo-
lace se uplatnuje predevsim v numerické matematice a v matematické statistice, kde se
vyuziva pro predpovidani budouciho chovani néjakého jevu (hovorime o extrapolaci).

Na zavér budou uvedeny algoritmy a teorie tykajici se aproximacnich krivek. Tyto kiivky
nemusi prochazet zadanymi body, ale dokdzou vystihnout zavislost mezi namérenymi ve-
licinami. Aproximace mé své uplatnéni v pocitacové grafice, kde se nejcastéji vyuzivaji
kubické krivky (kiivky tfetiho stupné), protoze zajistuji dostatecnou flexibilitu krivky pro
modelovani redlnych dat. Dalsi vyhodou je rychly vypocet.

Jako soucast této prace byly vytvoreny tii programy v softwaru Matlab, které dokazou
modelovat hladké krivky. Popis a vysvétleni téchto programii je uveden v posledni kapi-
tole.



2. B-SPLINE

2. B-spline
2.1. B-spline funkce

B-spline krivky jsou definovany pomoci B-spline funkce, které jsou dany bazovymi funk-
cemi N. Béazové funkce jsou definované rekurentné a podrobny popis lze nalézt napft.

v [8].

Definice 2.1 Necht U = (ug, uy, ..., up) je uzlovy vektor.
Bdzovd funkce NP stupné p je definovdna vztahem:

1 ro U € (U;, U;
NY(w) = {0 bro u € {u, i)
jinak
U — U —1 Ujyp+1 — U -1
Nf(u) = ———N/""(u) + ————N/; (u)
Up4i — Uy Ui4p+1 — Uit1

0<i<m—p-—1, 1<p<m-—1.

Vyraz 8 je definovan jako 0.

Vlastnosti uzlového vektoru

1) U je posloupnost neklesajicich redlnych ¢isel, tedy plati: ug < u; < ... < Uy,.

2) Pokud se uzel u; objevi k-krat v uzlovém vektoru U, kde k > 1, jedna se o nasobny

uzel s nasobnosti k. V opacném pripadé se jedna o jednoduchy uzel.

Definice 2.2 Uzlovy vektor U nazveme uniformndi, jestlize jsou jednotlivé uzly rovno-
meérne rozloZeny, tj. u;i1 — u; je konstanta, kde 0 < i <m — 1. V opacném pripadé je U

neuniformni.

Priklad 2.1 Méjme uniformni uzlovy vektor U, ktery se bude sklddat ze ctyr uzli:

ug = 0,uy; = 1, us = 2, uz = 3. Spoctéme bazové funkce stupne nula, jedna a dva.

Bazové funkce stupné nula jsou:

1 pro u € (0,1)
No(u) = {0 jinak

1 pro u € (1,2)
Ni(w) = {0 jinak

1 pro u € (2,3)
N () = {0 jinak



2.1. B-SPLINE FUNKCE

Obrazek 2.1: Hodnota bézové funkce stupné nula pro uzlovy vektor (0, 1, 2, 3)

Bazové funkce stupné jedna jsou:

(

u pro u € (0,1)
No(u)=42—u pro u € (1,2)
L0 jinak

(

u—1 pro u € (1,2)
Ni(u)=<{3—u pro u € (2,3)
0 jinak

0.8 1

0.7 r

051

04r

02r

01t/

Obrazek 2.2: Hodnota bazové funkce stupné jedna pro uzlovy vektor (0, 1, 2, 3)



2. B-SPLINE

Bazové funkce stupné dva jsou:

u?/2 pro u € (0,1)
) w2 —u)+ B3 —u)(u—1)]/2 pro u € (1,2)
NO (U) = 2
(3 —u)?/2 pro u € (2,3)
0 jinak
0.8 T | T . .
N
0.7 ]
06 .
05 L :.I;_.-'I |
04 ]
03 vA ]
0.2+ / 1
/
01 / §
O " I I I I I .
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Obrazek 2.3: Hodnota bézové funkce stupné dva pro uzlovy vektor (0, 1, 2, 3)

Priklad 2.2 Vypoctéete bazové funkce stupne nula, jedna a dva pro zadany neuniformni
uzlovy vektor U = (0,1,1.4,1.8,3).

Bazové funkce stupné nula jsou:

NO(u) = {1 pro u € (0,1)

0 jinak
NO(u) = 1 pro u € (1,1.4)
0 jinak

1 pro u € (1.4,1.8)
0 jinak

NO(u) = 1 pro u € (1.8,3)
0 jinak



2.1. B-SPLINE FUNKCE

Bazové funkce stupné jedna jsou:

u pro u € (0,1)
Ny(u) =< (1.4 —u)/0.4 pro u € (1,1.4)
0 jinak
((u—1)/0.4 pro u € (1,1.4)
N} (u) =< (1.8 —u)/0.4 pro u € (1.4,1.8)
L0 jinak
((u—1.4)/04  prowue (1.4,1.8)
Ny(u) =< (3 —u)/1.2 pro u € (1.8,3)
0 jinak

\

1.2 . . . . .

0.2t / : .

Obrazek 2.4: Hodnota bézové funkce stupné jedna pro uzlovy vektor (0, 1, 1.4, 1.8, 3)

Bazové funkce stupné dva jsou:

u?/1.4 pro u € (0,1)

N(u) = u(1.4 —u)/0.56 + (1.8 — u)(u —1)/0.32 pro u € (1,1.4)
(1.8 — u)?/0.32 pro u € (1.4,1.8)
0 jinak



2. B-SPLINE

—1)2/0.32 pro u € (1,1.4)
—1)(1.8 = u)/0.32+ (3 —u)(u—1.4)/0.64  prou € (1.4,1.8)
(3 —u)?/1.92 pro u € (1.8,3)
0 jinak

(u
N(w) = {

09 T T T T T

0.7 - /

0.5 / } 1
0.4 f / / -
03+ / f .
0.2 f / /

0.1F / / 1

Obrazek 2.5: Hodnota bazové funkce stupné dva pro uzlovy vektor (0, 1, 1.4, 1.8, 3)

Vlastnosti bazovych funkci
1. Nezapornost
NP(u) > 0 pro libovolné hodnoty i, p, u.
2. Lokalni podptrné intervaly
N7 (u) # 0 pro w € (U, Uitp+1)-
3. Rozklad

Na libovolném intervalu (u;, u;;1) musi platit rovnost:
P
>N =1
=0

4. Spojitost

V uzlu nasobnosti k ma bazova funkce NP (u) spojitost CP~*.

5. Vlastnost intervalu

Na kazdém intervalu (u;, u;+1) je nejvyse p+1 bazovych funkei stupné p nenulovych.

Konkrétné to jsou: N, N7, ..., Nip_p.



2.1. B-SPLINE FUNKCE

Algoritmus vypoctu B-spline funkci

B-spline funkce jsou definovany rekurentné, proto je jejich vypocet zdlouhavy. Pii vypo-
¢tu se uvazuje dilezitd vlastnost B-spline funkei 2 o lokdlnich podpiirnych intervalech.
Algoritmus vypoctu lze zapsat nasledovneé:

Vstup:

e index 17

o stupenp=p+1

o uzlovy vektor U

e parametr u
Vystup:

+ hodnota B-spline funkce N’ (u) ulozend v proménné y

1 function y = BsplineBazoveFunkce(i,p,U,u)

2 begin

3 ‘ y = RekurentniBsplineBazoveFunkce(i,p,U,u)
4 end

5 function y = RekurentniBsplineBazoveFunkee(i,p,U,u)
6 begin

7 y = zeros(size(u));

8 if p > 1 then

9 b = BsplineBazoveFunkce(i,p — 1,U,u);

10 citatell = u - U(i+1);

11 jmenovatell = U(i+p) - U(i+1);

12 if jmenovatell #0 then

13 ‘ y =y + b.*(citatell./jmenovatell);

14 end

15 b = BsplineBazoveFunkce(i + 1,p — 1,Uu);
16 citatel2 = U(i+p+1) - u;

17 jmenovatel2 = U(i+p+1) - U(i+1+1);

18 if jmenovatel2 #0 then

19 ‘ y =y + b.*(citatel2./jmenovatel2);

20 end

21 | else if U(i+2) < U(end) then

22 | y(U(i+1) <= uand u < U(i4+2)) = 1;

23 else

24 | y(U(i+1) <=nu) = 1;

25 end
26 end

Algorithm 1: Algoritmus vypoctu B-spline funkei [0]



2. B-SPLINE
2.2. B-spline krivky
Nasledujici text cerpa z [1, 11].

Definice 2.3 Je zaddno n + 1 kontrolnich bodu Py, P, ..., P,, uzlovy vektor
U = (ug, U1, ..., Uy,) a stupen krivky p.
Potom B-spline krivka je definovdina jako:

C(u) = Z N?(u)P;, (2.3)

kde NY(u) jsou bdzové funkce krivky stupné p.

Vsimnéme si, ze n, m a p musi spliiovat jednoduchou rovnici m = n+p-+1. Presnéji feceno,
pokud chceme definovat B-spline kiivku stupné p s n+ 1 kontrolnimi body, musime dodat
n+ p+ 2 uzli. Na druhou stranu, pokud uzlovy vektor ma m + 1 uzli a n+ 1 kontrolnich
bodt, pak je stupen B-spline kiivky p =m —n — 1.

Poznamka 1 Pokud p prunich a poslednich kontrolnich bodi je shodnijch, kde p je stupen
krivky, tak se tato krivka nazyvd uzavrend. V tomto pripadé se zacdtek a konec vyge-
nerované krivky spoji a vytvori uzavrenou smycku. V opacném pripadé se krivka nazyva
otevrend.

Oteviena krivka je zndzornéna na obr. 2.6 a uzaviena krivka je na obr. 2.7.

Obrazek 2.6: Oteviend kiivka

Obrazek 2.7: Uzavrena kiivka



2.3. KNOT INSERTION - VKLADANI UZLU
2.3. Knot insertion - vkladani uzlua

Metoda vkladani uzlt spoc¢iva v tom, ze pridame novy uzel do jiz existujiciho vektoru
uzlti beze zmény tvaru krivky.

Tento novy uzel se mize rovnat jiz existujicimu uzlu (¢imz se zvysi jeho nédsobnost o jedna)
nebo miuzeme zadat tplné novy uzel. Po pridani nového uzlu musime zvysit bud stupen
krivky p nebo pocet kontrolnich bodi na zékladé rovnosti m = n+ p + 1. Zvyseni stupné
kiivky by vedlo ke globalni zméné tvaru kiivky, proto je vhodnéjsi spocitat novy kontrolni
bod kiivky.

Pridani nového uzlu nam tedy zpusobi zvyseni kontrolnich bodt. Presnéji jsou nékteré
body odstranény a nahrazeny body novymi.

2.3.1. Vlozeni jediného uzlu

Méjme n + 1 kontrolnich bodu Pg, Py, ..., P,,, uzlovy vektor U = (ug, ug, ..., u,,) a stupen
krivky p. Predpoklddejme, Ze novy uzel ¢, ktery chceme vlozit do U lezi v intervalu
<Uk, Uk—f—l)-

Z vlastnosti 5 jiz vime, Ze nam staci najit pouze kontrolni body Py, Py_1, ..., Px_,, protoze
ostatni body nemaji na vlozeny uzel ¢ vliv.

Vzorec pro vypocet nového kontrolniho bodu Q; mezi body P; P, je nasledujici:

Q,=(1—-a)Pi1+aP; (2.4)
t— Uy .
a;=———— pro k—p+1<i<k. (2.5)
Uip — Uy

Podrobny postup pro odvozeni vzorce mizeme najit v [11].

Cislo «; vyjadiuje podil intervalu, jak je zndzornéno na obr. 2.8.

U Qo 1— Qo Uitp

Obrézek 2.8: Geometricky vyznam vkladani uzli

Nyni uz jen staci vykreslit kiivku pro nové kontrolni body Pg, Py, ..., Py,
Qk—p—l—l? SE) Qk—1> Qk> Pk> SEp) P,.

Strucné receno, pokud chceme vlozit novy uzel t, potfebujeme nejprve najit interval
(up, ugy1), ve kterém se ¢ nachdzi. Dale spocitame p novych kontrolnich bodit Qy_,,14, .-, Qy
podle vzorce (2.4). Nase nova kiivka bude definovana body Py, Py, ..., Py_,,

Qk—p—l—l? SE) Qk—1> Qk> Pk> SEp) P,.
Po vloZeni uzlu t se zméni také uzlovy vektor na (ug, wq, ..., Uk, t, Uks1,s -y U )-

10



2. B-SPLINE

Priklad 2.3 Méjme zadany stupen p = 3 a uzlovy vektor
U=1(0,0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1,1). Viozte do vektoru U novy uzelt = 0.5 a vypoctéte
prislusné nové kontrolni body.

Z rovnice n = m — p — 1 dostavime n = 11 — 3 — 1 = 7, tedy mame 8 kontrolnich
bodu. Vzhledem k tomu, ze ¢ lezi v intervalu (us,ug). Ovlivnéné kontrolni body jsou
P;, P4, P3, Py . Pro stanoveni tfi novych kontrolnich bodt Q5, Q4 a Q4 , musime spocitat
a5 , 04 a (32

Ct—u;  05-04 1
O e—us  1-04 6
Ct—uy 05-02 1
a4_u7—u4_0.8—0.2_§
t—us 05-0 5

g = = = —.

U — U3 0.6—-0 6

1
Q5:(1—6>P4+
Q4:(1—%)P3+

Q= (1-7) Pt gPa

Vypocet Q5, Q, & Qj:

~P,

(O S N ) e N et

6 6

Nové kontrolni body tedy budou: Py, Py, Ps, Q4, Q,, Qs, Ps, Ps, P7 a novy uzlovy vektor
U = (0,0,0,0,0.2,0.4,0.5,0.6,0.8,1,1,1, 1).

Pridali jsme jeden uzel, museli jsme pridat i jeden kontrolni bod, aby zlstala zachovana
rovhost n=m—p—1=12—-3—-1=28.

Zvolme tedy body:

Py=10,0, Py=][1,1], Py=10,3], P3=[2,5], P,=1[4,6], P;=][6,4],
Ps=1[8,2], P;=16,2|

Dale bude potreba si spocitat nové body Qs,Q, a Q5.

Q= (1-5)-0+5-2=3 Qs = (1- )3+55_%
Qu=(1-1)-2+1.4=3 Q, = (1 _ 1.5 1
Q= (1-5) 4+50=75 Qs = (1 —%)-6+ 4_g

Na obr. 2.9a je vykreslena B-spline ktivka s kontrolnimi body Py, ..., P;. Obr. 2.9b zna-
zornuje tutéz B-spline kiivku po pridani nového uzlu t = 0.5.
2.3.2. Vicenasobné vlozeni uzlu

Opakované vkladani uzli je analogie vlozeni jediného uzlu. Pokud chceme vlozit uzel
t r-krat, nejprve zjistime jeho nasobnost s a pouze upravime vypocetni vzorce:

Qi,r = (1 - ai,r) Pi1,1+a;,;Pi,1 (2.6)

Qg = ' pro kEk—p+r<i<k-—s (2.7)
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2.3. KNOT INSERTION - VKLADANI UZLU

B-spline kiivka
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(a) Pavodni B-spline kiivka

B-spline kfivka

N

Q

o0sa x

(b) B-spline kfivka s pridanym uzlem ¢

Obrazek 2.9

Algoritmus vicenasobného vlozeni

Véta 2.4 Pokud je ndsobnost uzlu t rovna stupni krivky, tak bod C(t) je bodem krivky.

Tato véta nam 1ika, pokud provedeme algoritmus knot insertion tolikrat, kolik je stu-
pen kiivky, tak ziskdme bod na kiivce. Nejprve musime uréit nasobnost s daného uzlu
t a o tento pocet snizit opakovani knot insertion.

Podrobny postup a algoritmus vypoctu lze nalézt v [5].

Vstup:

» zadané body Q,

e stupen p

o uzlovy vektor U

e parametr ¢
Vystup:

» bod na kiivce C(t)

Princip algoritmu:

1. Nalezneme interval (ty,txy1), ve kterém lezi t.

2. Uréime nasobnost s, s jakou se parametr t jiz vyskytuje v U.

3. Provedeni algoritmu knot insertion (p — s)-krét.

Tento algoritmus se nazyva deBoortuv algoritmus a jedna se o nejcastéji vyuzivany algo-

ritmus pro vykresleni vyslednych kiivek.
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3. NURBS KRIVKY

3. NURBS krivky

Slovo NURBS je zkratka, ktera vznikla z anglického ndzvu Non-Uniform Rational B-Spli-
nes. Jednd se o zobecnéni B-spline ktivek, kterymi jsme se zatim zabyvali. Non-Uniform
znamena, ze budeme pouzivat obecné neuniformni uzlovy vektor, viz Def. 2.2. Racionalita
predstavuje pridani vahy kazdému bodu. Jednoduse feceno, uré¢ime vyznamnost kazdého
kontrolniho bodu a vysledna kiivka bude blize k bodim s vétsi vyznamnosti.

Vaha krivky tedy bude predstavovat dalsi moznost, jak ménit tvar kiivky. Touto cestou
dokazeme také zavést kuzeloseckové oblouky, nebot naptiklad kruh jsme doposud nebyli
schopni pomoci B-spline ktivek vykreslit.

Abychom mohli s NURBS kfivkami pracovat obdobné jako s B-spline krivkami, potiebu-
jeme definovat projektivni rozsiteni prostoru a homogenni souradnice.

vvvvvv

feni. Podrobnéjsi teorii 1ze nalézt napt. v [10].

Projektivni rozsireni roviny E; a prostoru E;
Projektivni rozsiteni roviny Es se provadi zavedenim axiomu:
Axiom 1 KazZdé dve primky leZici v jedné roviné, maji vidy alespon jeden spolecny bod.

Dostaneme se do sporu s axiomem o rovnobézkach, ktery rika, ze kazdé dvé rizné rovno-
bézky nemaji zadny spolecny bod. Tento problém vyTesime tak, ze zavedeme dva rizné
typy bodi. Body, které jsme az do ted uvazovali (tzv. vlastni body) a body nevlastni, coz
jsou ,,body v nekonec¢nu“. Upraveny axiom o rovnobézkach bude znit nasledovné:

Axiom 2 Bodem A nelezicim na primce p prochdzi pravé jedna primka q, kterd memd
s primkou p ani jeden spolecny vlastni bod.

Pokud tedy kazdé dvé rtzné rovnobézky nemaji zadny spolecny vlastni bod, musi mit
na zakladé axiomu 1 spolecny nevlastni bod. Rovinu resp. prostor, kde misto axiomu
o rovnobézkach plati axiomy 1 a 2 nazveme projektivni rovinnou resp. projektivnim
prostorem. Budeme znacit E5° resp. E3°.

Homogenni souradnice v projektivnim prostoru

Kontrolni body P; € E$° napiSeme jako sloupcové vektory se ¢tvrtou soutadnici pfedsta-
vujici vahu bodu danou projektivnim rozsitenim:

P.=|Y]. (3.1)

Tento tvar reprezentace bodi nazyvame homogenni souradnice (vice v [11]).
Nyni vynasobime souradnice P; vahou w; abychom ziskali novy tvar v homogennich sou-
fadnicich:
Wiy
w. .
pv =YY, (3.2)
W;iz;
w;

13



Body P; a P}’ predstavuji tentyz bod v homogennich soufadnicich. Pfipojenim tohoto
nového homogenniho tvaru do rovnice (2.3) ziskdme tvar B-spline kfivky v homogennich
soutadnicich:

Z NP (u)(w;x;)

" " wW;T; ZNP wzyz
w w WiY;
C"(u) = 3 NP (P? = 3" N(w) | 1 | = SER)
i=0 i=0 w. ZNP (w;z)

ZN”

Pro prechod z homogenniho tvaru zpét do Kartézskych souradnic nam staci vydélit C*'(u)
¢tvrtou souradnici

Z NP (u)(wia;)
Z N (u

Z NP (u)(wiy)
Z N (u

Z NP (u)(w;z;)
Z N (u)(w
i=0

1

Definice 3.1 Necht mame n+1 kontrolnich bodi P;, n+ 1 cisel zvangch vahy w;, uzlovy
vektor U = (ug, Uy, ..., Up,) a stupen krivky p. Potom NURBS krivka je definovana jako:

_ =0 ]
Z NP (u)w
=0

NURBS kfivku muzeme zapisovat i jako:

> Rl(wP;, (3.6)

C(u) (3.5)

14



3. NURBS KRIVKY
kde RY(u) je definovano nasledovné:

R() = r

m ~ (3.7)
Z NP (u)w;

Vlastnosti vahy

1. Védha muze byt libovolné redlné ¢islo, tj. w; € R (v této praci budeme uvazovat
pouze kladné vahy).

2. Pokud bude vaha kazdého bodu stejna, z NURBS krivek dostaneme B-spline kiivky
a vahovy vektor bude posloupnost samych jednicek.

3. Pocet kontrolnich bodt musi byt totozny s poc¢tem vah, kazdy bod ma svou jedno-
znacné urcenou vahu.

4. Je-li vdha z intervalu (0,1), znamena to, ze dany bod ma na kfivku mensi vliv.

5. Je-li vaha z intervalu (1,00), znamena to, Ze dany bod ma na kiivku vétsi vliv.

Priklad 3.1 Mé¢jme zadany uzlovy vektor U = (0,0,0,0,0.3,0.6,1,1,1,1), stupen krivky
p =3 a kontrolni body Py = [—3,—4|, P, = [-1,0], P, = [3,—2|, P3s = [4,5],

P, = [77 _2]>P5 = [107_5]

Vykreslete NURBS' krivku pro 3 ruzné vihové vektory:

wy =(1,1,1,1,1,1), wo = (1,1,5,1,1,1) a ws = (1,1,0.2,1,1,1).

Lze vidét, ze zména vahy kontrolntho bodu Py vyrazné ovliviiuje tvar krivky. Vysledna
kiivka s vektorem w; je uvedena na obr. 3.1a, kfivka s vektorem ws je uvedena na obr.
3.1b a na obr. 3.1c je ktivka s vihovym vektorem ws.

osay

N -
*

S N b N S o 2N e a o
*

G A b N o s N w s o
*

“a 2 0 2 4 6 8 10 4 2 4 2 4 6 8 10 4 2 0 2 4 6 8

(a) Kiiva s vektorem w; (b) Kfiva s vektorem wo (c) Kfiva s vektorem ws

Obrazek 3.1
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4. Interpolacni krivky

Interpolace predstavuje moznost, jak ze zadanych hodnot (bodi) sestavit funkei, ktera
témito zadanymi hodnotami pfimo prochézi. Interpolace se casto vyuziva napr. v geo-
grafii, kde je potieba sestavit teplotni mapu z dat ziskanych na nékolika rovnomérné
rozprostienych meteorologickych stanicich. Diky interpolaci dokédZeme odhadnout teplotu
v mistech bez zaznamenanych dat pomoci okolnich namérenych hodnot. Predpokladame,
Ze namérena data nejsou zatizena chybou méreni.

Méjme zaddno n + 1 bodi Q, Qy, ..., Q,,. Tyto body chceme interpolovat kiivkou stupné
p, kde p < n. Kazdému bodu Q, prifadime parametrickou hodnotu wy. Z téchto parame-
tru zvolime vhodny uzlovy vektor U = (uy, ..., U ), kde musi platit rovnost m = n+p+1.
Timto zpusobem ziskame uzlovy vektor, stupen k¥ivky mame zadany a jediné, co potie-
bujeme spocitat, je n 4+ 1 kontrolnich bodi.

Véta 4.1 Méjme zaddny body Q,.,k =0,1,...,n a stupen p. Potom B-spline krivka, kterd
primo prochdzi body Q, md tvar:

Q, = C(ux) = ZNf’(Uk)Pu (4.1)

kde P;, i =0,1,...,n jsou neznamé kontrolni body.

Vyskytuje se problém jak nejlépe vybrat hodnoty u a uzlovy vektor U, protoze jejich vol-
bou ovlivnime vysledny tvar a parametrizaci ktivky. Po celou dobu budeme predpokladat,
ze parametr u € (0, 1).

4.1. Vypocet parametra u;

Podrobny névod na vypocet parametru @, muzeme nalézt napt. v [3].

¢ Uniformni metoda

k

Uy, = k=1,..,n—1, (4.2)

kdewg=0aw, = 1.
Nicméné, tato metoda neni prilis vhodna. Pokud jsou zadané hodnoty nerovnomérné
rozmisténé, tak mohou na kfivce vznikat smycky a ostré hrany.

o Tétivova metoda
Necht d je celkova délka

d= Z Q) — Qyil (4.3)
k=1
potom
ﬂk:ﬂk_l—l—w k=1,...,n—1 (44)
ﬂo - 0 ﬂn =1

Tato metoda je v praxi nejpouzivanéjsi.
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4. INTERPOLACNI KRIVKY

¢ Dostrediva metoda

Necht .
d= |Qk_Qk—1|> (4 5)
k=1
potom
Ty = Tp_1 + |Q’f;Q’H| k=1,..,n—1 (4.6)
u =0 wu,=1

Jedna se o novéjsi metodu, kterda nam dokéaze poskytnout lepsi vysledky nez tétivova
metoda, pokud soutadnice zadanych bodi mezi sebou sviraji velmi ostré uhly.

Vybérem jedné z téchto metod ziskdame hodnoty g, uy, ..., u,. Dale budeme potiebovat
urcit uzly uo, ..., U, abychom z rovnice (4.1) ziskali body P, ..., P,. Na tento tcel nam
poslouzi metoda zvand prumérovdni [11]:

1j+p—1
Ui = dw j=1..,n—p (4.7)
i=j

Uug=...=u, =0 Up—p = oo = Uy, = 1.

Z rovnice (4.1) dostaneme (n + 1) x (n + 1) linedrnich rovnic s neznamymi P;. Bazové
funkce N¥(wy) pocitdme v hodnoté parametru uy pro uzlovy vektor U.

Noi(?o) Ni(?a) Nfg(?o) Py Qo
Ny (Ul) Ny (U1) anul) I?l _ (?1 (4.8)
Ng(ﬂn) Nf(an) o Ng(ﬂn) Pn Qn

Piiklad 4.2 Méjme zaddno Sest bodi Q, = [0,0], @, = [1,3], @, = [2,7], Q; = [5,9],
Q,=[7,3], Q; = [5,0]. Najdéte B-spline krivku stupné p = 3, kterd tyto body interpoluje.

Nejprve spocitame vektor @ napt. tétivovou metodou, nasledné metodou priumeérovani ur-
¢ime uzlovy vektor U.

Vysledné vektory jsou:

u = (0,0.1519,0.3499, 0.5231, 0.8268, 1),

U = (0,0,0,0,0.3416,0.5666, 1,1, 1, 1).

7 rovnice
1 0 0 0 0 0 Py, Py, 0 0
0.1713 0.5561 0.2545 0.0181 0 0 P, Py, 1 3
0 0.1409 0.6378 0.2213 0 0 Py, Py | |2 7
0 0.0011 0.3775 0.5600 0.0613 0 Ps, Ps,| |5 9
0 0 0.0182 0.2274 0.5379 0.2165 Py, Py 7 3
0 0 0 0 0 1 Ps, Ps, 50
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4.2. VLIV PARAMETRU Uy A UZLU NA KRIVKU
ziskame hledané kontrolni body P;:

0 0
1.5430  2.0503
—0.0188 6.4798
8.1089  11.6504
7.5735  0.4317
) 0

P =

Vysledna kiivka je uvedena na obr. 4.1. Cervené hvézdy predstavuji zadané body a erné
hvézdy jsou vypoctené kontrolni body.

osa x

Obrézek 4.1: Vyslednd interpolac¢ni B-spline krivka

4.2. Vliv parametra u; a uzld na krivku

Dopad vybranych parametri na k¥ivku se neda jednoduse odhadnout. Nicméné muzeme
fici, ze pokud rozdéleni parametri w; tétivovou metodou je priblizné stejné, tak vSechny
tfi metody vytvori pribliznou ktivku.

Na obr. 4.2, 4.3a a 4.3b je vykreslena interpolac¢ni kiivka pro ty samé kontrolni body
P;, ale kazda z nich ma vypocteny uzlovy vektor jinou metodou. V prvnim z téchto
obrazkul byla pouzita uniformni metoda. Jak si mtizeme povsimnout, tak se kiivka protina.
Ktivka na druhém obrazku ma uzlovy vektor spocitany tétivovou metodou a na poslednim
obrazku je pouzita dostrediva metoda, kiivka se sama sebe dotyka. B-spline ktivky jsou
stupné p = 3.
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4. INTERPOLACNI KRIVKY

osa x

Obrazek 4.2: Uniformni metoda

osay

0sa x

(b) Dosttedivd metoda

osa x
(a) Tétivova metoda

Obrézek 4.3
4.3. Vliv stupné na tvar krivky

Nésledujici pojednani cerpa z [11]. V1iv stupné na tvar interpolac¢ni B-spline krivky také
neni jednoduché odhadnout. D4 se ale fici, Ze uniformni metoda je vhodné na vétsi vzda-
lenosti mezi zadanymi body. Na kratsich vzdalenostech se vyskytuje problém, vznikaji
hrany a vytvari se smycky. Tato situace je tim horsi, ¢im je vétsi stupen, protoze vétsi
stupen poskytuje vétsi volnost pohybu ktivce.

U tétivové metody neni zadny vyznamny rozdil ve zméné tvaru kiivky s rostoucim stup-
ném. To samé plati i pro dostredivou metodu, jelikoz je tato metoda rozsitenim tétivové
metody.

Tyto vlastnosti jsou znazornény na obr. 4.4a a 4.4b. Dalsi obrazky najdeme v Priloze
8.1a — 8.4a.
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4.4. ALGORITMUS VYPOCTU INTERPOLACNI KRIVKY

osa y
IS

(a) Uniformni metoda pro stupet p = 2 (b) Uniformni metoda pro stupeti p = 3

Obrazek 4.4
4.4. Algoritmus vypoctu interpolacni krivky

Pro vypocet jednotlivych kontrolnich bodu interpolacni kiivky potiebujeme znat mimo
jiné i bazové funkce, které jsou definovany rekurentné. Na zdkladé naroc¢ného vypoctu
se tedy vyuzivaji pocitacové softwary pro reseni téchto tloh. Algoritmus pro vypocet kon-
trolnich bodii interpolac¢ni kiivky mtiize vypadat nasledovné:

Vstup:

o stupen kiivky p € N

o zadané hodnoty Q,, kde 0 < k <n
Vystup:

e kontrolni body P;, kde 0 < i <n
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4. INTERPOLACNI KRIVKY

© 00 N O otk W N
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m=size(Q,2)-1;

/* VypoCet vektoru u tétivovou metodou

u(1)=0;

for i=1:m do

| d(i)=nom(Q(i+1)-Q(i);
end

d=sum(d);

for i=1:m-1do

| u(i+1)=u(i)+(norm(Q(:i+1)-Q(:,i))/d);

end
u(end+1)=1;
/* VypoCet uzlového vektoru
v(1:p+1)=0;
k=[]
for j=1:m-p do
for i=j:;j+p-1do
| k(end+1)=u(i+1);
end
v(end+1)=sum(k)/p;
k=[]
end
v(end+1:end+1+p)=1;
t=v;
/* VypoCet kontrolnich bodu
for i=1:m+1do
for j=1:m+1 do

’ N(j,i)= BsplineBasis(i-1,p+1,t,u(j));

end

end
P=N"'Q";

*/

Algorithm 2: Algoritmus vypoctu interpolacni kiivky
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5. Aproximacni krivky

Interpolace znamenad, ze kiivka musi pfimo prochazet vsemi zadanymi body v daném
poradi. Aproximace tuto vlastnost nevyzaduje, kromé prvniho a posledniho bodu kfivka
nemusi primo prochazet zadanymi body. Tuto metodu pouzijeme napi. pokud mame data
zatizena chybou méreni.

Abychom zjistili, jak dobte kiivka aproximuje zadané hodnoty, zavadime pojem kritickd
délka. Kriticka délka je vzdéalenost mezi zadanym bodem a jeho odpovidajicim bodem
na krivce. Pokud tedy minimalizujeme soucet vSech kritickych délek, tak vysledné kiivka
bude velmi dobre aproximovat hledané feSeni. Interpolac¢ni kiivka je urcité takovym te-
senim, nebot kriticka délka kazdého bodu je rovna nule. Je vSak nepravdépodobné, aby
formulace zminéné nize poskytla interpolacni ktivku.

Korektni zavedeni aproximacnich kfivek najdeme v [].

Véta 5.1 Méjme zaddno n+ 1 bodi Q,, ..., Q,, stupen p a cislo m, kden >m >p > 1.
Potom hledand B-spline krivka stupne p zadana m + 1 kontrolnimi body je tvaru:

C(u) = ZNf’(u)Pi ue (0,1). (5.1)

Aproximacni kiivka spliuje nasledujici vlastnosti:

 Kiivka prochdzi prvnim a poslednim zadanym bodem, tj. Q, = C(0) = Py
aQ,=C(l)=P,.

e Zbylé body Q, jsou aproximovany metodou nejmensich ¢tverci, tj.

3
—

| Q. — C(@) (5.2)

1

e
Il

je minimum vzhledem k m + 1 proménnym P;, 1 je vektor vypoctenych paramet-
rickych hodnot, viz 4.1.

Jak jiz vime, sta¢i nam najit jen m — 1 kontrolnich bodt Py, Ps, ..., P,,_1. Rovnice kiivky
se tedy zméni na:

Clu) = N (u)Qy + 3 N ()P, + N (), 5:3)

5.1. Hledani reseni

Nésledujici postup cerpa z [3].
Necht

potom
—1

n—1 m—1
F=Y1Qu—C@m) =) | Rp— Y N(w)P; |° =
k=1 =1

k=1

3
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5. APROXIMACNI KRIVKY

n—1 m—1 m—1
- <Rk -y Nf’(ﬂk)Pi> : <Rk - Nf’(ﬂk)Pi> -
k=1 =1 i=1

n—1 m—1 m—1 m—1
i=1

k=1 =1 i=1

f je skalarni funkce m — 1 proménnych Py, Py, ..., P,,_1. Nyni aplikujeme metodu nejmen-
Sich ¢tverci, provedeme parcidlni derivaci aa—lfl a polozime rovno nule. To predstavuje
extrém funkce f, kde nabyva svého minima.

8f_n_1 o o m—1 b
o ; <—2Nl (k)R + 2N/ (ug) ; Ny (ux)P;
1

n— n—1 m—

1
= NP(@)Re+ Y > NP () NP (w,)P; = 0
1

1 k=1 i=

3 o

-1 /n—-1
<Z NP () N? (T ) P, = ZN;’ (TR (5.5)
1

i=1

Rovnice (5.5) je linearni rovnici s neznamymi Py, ...,P,,_1. Pokud [ = 1, ...,m — 1 ziskdme
systém m — 1 rovnic s m — 1 neznamymi z rovnice:

(NTN)P =R, (5.6)
kde N je matice skalara
Nip(@) -+ Npo1p(Un)
N = : : : (5.7)
Nip(Wn—1) -+ Npe1p(Tp1)
R je sloupcovy vektor
Nl,p(al)R1+ tt +N17p(an_1)Rn_1
R = : (5.8)
Nm—l,p(al)R1+ et +Nm_17p(ﬂn_1)Rn_1
a P je vektor neznamych
Py
P = : (5.9)
Pm—l

Nyni budeme potiebovat spocitat uzlovy vektor pro nové ziskané kontrolni body Py, ..., P,,.
Uzlovy vektor je tvoren m + p + 2 uzly, kde je m — p vnitinich uzli. Postup vypoctu je
nasledujici:
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5.1. HLEDANI RESENI

Necht o
m—-—p+1
potom
i = int(jd) a=jd—1
U(]:...:Upzo Um4+1 = -+ = Um4p+1 = 1
Upr; = (1 — Q)T +am  j=1,..,m—p, (5.11)

kde int(jd) zaokrouhli soucin jd na nejblizsi nizsi celé ¢islo, napt. int(1.9) = 1.

Piiklad 5.2 Méjme zaddno Sest bodi Q, = [1,0], Q, = [2,—5], @, = [14,10],
Q; = [17,15], Q, = [20,12], @5 = [25,6]. Nasim ikolem bude najit aproximacni krivku
stupné p = 3 pro pét kontrolnich bodui.

Po vypocitani parametrického vektoru a uzlového vektoru tétivovou metodou ziskdme na-
sledujici hodnoty:

u = (0,0.1209,0.5761,0.7143,0.8149, 1) ,

U =(0,0,0,0,0.4704,0.7018,1,1,1,1).

Z rovnice (5.6) ziskame t¥i kontrolni body Py, Py a P3. Vektor kontrolnich bodu méa tvar:

1 0
0,6236 —9.4839
P=|11.1621 —5.6249
16.1255 23.0190

25 6

Na obr. 5.1 je modfe vykreslena kiivka B-spline kfivka pro zadané body Q,, ..., Q5 a cer-
vend kiivka je aproximaéni kiivka spoctend pomoci metody nejmensich ¢tvercii. Cervené
symboly " % " predstavuji body P; a ¢erné symboly " + " znazornuji body Q,, ke kterym
ma byt kiivka co nejblize.

Miuizeme vidét, ze cervend kiivka lépe kopiruje zadané body a je k nim i blize. Praimérna
chyba aproximace modré kiivky, nebo-li soucet vzdalenosti bodi Q, od krivky podélenych

poctem bodt, je 0.9209j. Zatimco prumérna chyba aproximace cervené kiivky je pouze
0.3424j.

0 5 10 15 20 25
o0sa x

Obrazek 5.1: Aproximacni krivka
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5. APROXIMACNI KRIVKY

5.2. Vliv stupné a poc¢tu kontrolnich bodé na tvar
krivky

Nésledujici pojednéani ¢erpa z [3]. Je zfejmé, ze stupen krivky i pocet zadanych kontrolnich
bodt ovlivni vysledny tvar aproximacni kiivky. Obr. 5.2a a 5.2b ukazuji kivku s deseti
zadanymi body pro rizny pocet kontrolnich bodu a rtzny stupen. Dalsi obrazky muzeme
najit v Priloze 8.4b — 8.7b. Parametrické hodnoty u; na vSech obréazcich jsou spoctené
tétivovou metodou.

Nedoporucuje se pouzivat vysoky stupen kiivky, protoze ¢im vétsi stupen kiivky zvolime,
kiivky. Pro pocet kontrolnich bodu plati to, ze ¢im jich je vice zadanych, tim je kiivka
flexibilnéjsi a tim lépe odpovida zadanym bodim. Mizeme pouzit vétsi pocet kontrolnich
bodu? Odpovéd na tuto otazku zni ne, protoze pri globalni aproximaci je pocet kontrolnich
bodt vzdy mensi nez pocet zadanych bodi. Pokud by se pocet zadanych a kontrolnich
bodt mél rovnat, museli bychom pouzit globdlni interpolaci misto aproximace.

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
osa x osa x

(a) Krivka pro 6 kontrolnich bodi a p=2  (b) Kfivka pro 6 kontrolnich bodu a p = 3
Obrazek 5.2

5.3. Algoritmus vypoctu aproximacni krivky

Pro ziskani aproximac¢ni kiivky se stejné jako v pripadé interpolace vyuziva vypocetni
technika vlivem naroc¢nosti vypoctu. Zadame stupen kiivky, zadané hodnoty a pocet kon-
trolnich bodi, pro ktery se bude aproximacni kfivky vykreslovat. Néasledujici algoritmus
ukazuje mozny zpusob vypoctu téchto kontrolnich bodu:

Vstup:

o stupen kiivky p € N

o zadané hodnoty Q,, kde 0 <7< n

o cislo m, které udava pocet kontrolnich bodt Pj, tj. n >m >p >1
Vystup:

 kontrolni body P;, kde 0 < j <m
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5.3. ALGORITMUS VYPOCTU APROXIMACNI KRIVKY

n=size(Q,2)-1;

/* Vipolet vektoru u tétivovou metodou x/

u(1)=0;

for i=1:n do

| d()=norm(Q(:,i+1)-Q(11));

end

d=sum(d);

for i=1:n-1do

| u(i+1)=u(i)+(norm(Q(:,i+1)-Q(:,i))/d);

end

u(end+1)=1;

/* Vipolet uzlového vektoru x/

v(1:p+1)=0;

k=[]

for j=1:n-p do

for i=j:;j+p-1do

| k(end+1)=u(i+1);

end

v(end+1)=sum(k)/p;

k=[]

end

v(end+1:end+1+p)=1;

t=v;

/* VipoCet kontrolnich bodd x/

for i=1:n-1do
a=BsplineBasis(0,p+1,t,u(i+1));
b=BsplineBasis(m,p+1,t,u(i+1));
rx(1)=Q(1,i+1)-a*Q(1,1)-b*Q(1,size(Q,2));
ry()=Q(2,i+1)-Q(2,1 )b Q(2,si7e(Q.2));

end

for i=1:m-1do
for j=1:n-1do
| N(j,i)= BsplineBasis(i,p+1,t,u(j+1));
end

© ® N O otk W N =

e e e e e e e e
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end
for i=1:n-1 do
for j=1:m-1do
Rx(j,i)=BsplineBasis(j,p+1,t,u(i+1))*rx(i);
Ry (j,i)=BsplineBasis(j,p+1,t,u(i+1))*ry(i);
end

AW W W W W
© © W N & O

end

Rx=sum(Rx,2);
Ry=sum(Ry,2);

Px = (N'% N) " Ru;
Py = (N'x N)_1 Ry;

[l T
[« N N

Algorithm 3: Algoritmus vypoctu aproximacni kiivky
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6. PROGRAMOVA IMPLEMENTACE

6. Programova implementace

V ramci této bakalarské prace vznikly tii programy, kde si uzivatel sam zvoli potiebné
parametry a kazdy program vykresli vyslednou kiivku. Prvni program zahrnuje kapitolu
2 a kapitolu 3, kde si uzivatel sdm zada body, stupen a také vahovy a uzlovy vektor.
Program mu vykresli vyslednou NURBS krivku.

Druhy program zahrnuje kapitolu 4, uzivatel si sam zada body a zvoli stupen, program
vykresli interpolacni ktivku.

Posledni program se vénuje kapitole 5, kde uzivatel musi zadat t¥i hodnoty: stupen, pocet
zvolenych bodii a pocet kontrolnich bodti. Program nalezne a vykresli aproximacni kiivku.
Cilem této kapitoly je vysvétlit ovladani vytvorenych programi.

6.1. Program NURBS

Ovladani programu NURBS
Na obr. 6.1 je znazornéno Cervené ocislované uzivatelské prostiedi. Vysvétleni jednotlivych
Cisel:
1. Uzivatel si sdm zada stupen kiivky p, kde p € N.
Uzivatel zada pocet kontrolnich bodu n, kde n > p.

Do tabulky se nahravaji souradnice kontrolnich bodii.

= L

Uzivatel ma moznost sam si zvolit uzlovy vektor, kde celkovy pocet uzli se musi rov-
nat p+n+1. V tomto pripadé nesmi byt zaroven zaskrtnuto pole ¢islo 6. Jednotlivé
uzly musi byt od sebe oddéleny mezerou.

5. Do pole cislo 5 muze uzivatel nahrat vahovy vektor, zvolit vyznamnost kazdého
kontrolniho bodu. Jednotlivé vahy musi byt oddéleny mezerou.

6. Uzivatel ma moznost zvolit vypocet uniformniho uzlového vektoru. V tomto pri-
padé zistane pole ¢islo 4 uzivatelem nevyplnéné a program zde vypise vypocteny
uniformni uzlovy vektor.

7. Uzivatel ma moznost zvolit vahu kazdého bodu stejnou pti zaskrtnuti pole ¢islo 7.
V tomto pripadé zustane pole ¢islo 5 uzivatelem nevyplnéné a program zde vypise
vypocteny konstantni vahovy vektor.

8. Po stisku tohoto pole se uzivateli zpristupni moznost zadat n kontrolnich bodu
do pole ¢islo 12.

9. Vymaze vSechny vykreslené kiivky, souradnice bodiu, vahovy a uzlovy vektor.
10. Ukon¢i program.
11. Znézornéni bazovych funkei ovlivnénych zadanymi vahami.

12. 'V poli ¢islo 12 si uzivatel zvoli soutadnice kontrolnich bodu stiskem levého tlacitka
mysi. Zde bude také vykreslena vyslednda NURBS kiivka.
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6.2. INTERPOLACNI PROGRAM

(4 NURBS_fig - X

Vysledna krivka

NURBS kiivka T
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1
2
3
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7
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v y 5L
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1
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0.6
1k
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Obrézek 6.1: Program NURBS

Vliv poc¢tu bodt na délku vypoctu NURBS algoritmu

V tabulce 6.1 najdeme uvedenou zavislost zvoleného stupné ktivky p a poc¢tu bodii na case.
Nameérené casové hodnoty jsou uvedeny v sekundach.

Obr. 6.2 znazornuje linearni zavislost mezi zvolenym poctem bodu a délkou vypoctu
programu. Casové hodnoty uvedené v tabulce jsou zndzornény v grafu symbolem " " pii-
slusnou barvou pro odpovidajici stupen a pocet bodi. Jednotlivé linearni zavislosti byly
vypocteny metodou nejmensich ¢tverct a jejich predpis je nasledujici:

p=1:f(z) =2.894-1072 + 0.008444 p=2:f(x) =3.766 - 10752 + 0.01045

p=3: f(z) =3.934- 10~z + 0.01397

p=5:f(z)=4.7-10"5z + 0.02398

10 bodt 50 bodt 100 bodt 300 boda | 500 bodt
p=1 0.006 0.011 0.012 0.02 0.021
p=2 | 0.012 0.013 0.013 0.019 0.031
p=3 || 0.015 0.017 0.019 0.019 0.037
p=5 | 0.024 0.027 0.029 0.037 0.048

Tabulka 6.1: Zavislost poctu bodu a zvoleného stupné kiivky na case

6.2. Interpolacni program
Ovladani interpolac¢niho programu

Na obr. 6.3 se nachéazi uzivatelské prostiedi interpola¢niho programu s ¢iselnymi popisky

jednotlivych poli. Vysvétleni jednotlivych cisel:

1. Uzivatel si sdm zada stupen kiivky p, kde p € N.

2. Uzivatel zada pocet kontrolnich bodd n, kden > p + 1.

3. Do tabulky se nahravaji souradnice kontrolnich bodt.
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6. PROGRAMOVA IMPLEMENTACE
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Obrazek 6.2: Znazornéni linearni zavislosti po¢tu bodi a stupné na Case

Po stisku tohoto pole se uzivateli zpristupni moznost zadat n kontrolnich bodu
do pole ¢islo 8.

Vymaze vSechny vykreslené kiivky a soutradnice bodi.
Ukon¢i program.
Znazornéni bazovych funkei.

V tomto poli si uzivatel zvoli souradnice kontrolnich bodu stiskem levého tlacitka
mysi. Zde bude také vykreslena vyslednd interpola¢ni ktivka.

Vliv poc¢tu bodt na délku vypoctu interpola¢niho algoritmu

Tabulka 6.2 uvadi naméfeny ¢as v sekundéch pro zvoleny stupeti p a pocet bodi. Casové

namérené hodnoty jsou uvedeny na obr. 6.4, kde jsou znazornény symbolem

n

x ". Tyto

namérené hodnoty byly prolozeny aproximacni ktivkou, kterda ma nasledujici predpis:

p=1:f(z) =0.4694 - 0005741z p=2: f(x) = 0.7601 - 0000355
p=23: f(x)=1.698 . 0006319 p=5: f(x) = 6.287 . 0006815z
10 bodu 50 bodu 100 bodu 300 bodu 500 bodt
p=1 0.011 0.01 0.386 3.468 8.150
p=2 0.016 0.208 0.789 6.216 18.378
p=3 0.029 0.719 2.010 13.422 39.690
p=> 0.091 1.810 6.512 56.729 188.65

29
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Obrézek 6.3: Interpolacni program
Tabulka 6.2: Zavislost po¢tu bodu a zvoleného stupné kiivky na case
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Obrazek 6.4: Exponencialni zavislost po¢tu bodt a stupné na case
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6.3. Aproximacni program

Ovladani aproximac¢niho programu

Obr. 6.5 ukazuje ocislované uzivatelské prostfedi aproximacéniho programu. Vysvétleni
jednotlivych ¢isel:

1. Uzivatel si sdm zada stupen kiivky p, kde p € N.

2. Uzivatel napise pocet zadanych boda m, kde m > p+ 1.

3. Uzivatel napise pocet kontrolnich bodu n, kde (n < m) A (n > p+1).
4. V tabulce se po vykresleni kiivky zobrazi souradnice kontrolnich bod.
5. Tato tabulka ukazuje soutadnice zadanych bodt.

6. Po stisku tohoto pole se uzivateli zpristupni moznost zadat m zadanych bodu do pole
¢islo 11.

7. Vymaze vsechny vykreslené kiivky, souradnice bodi a vypoctenou primérnou
chybu.

8. Ukon¢i program.

9. Po vykresleni kiivky se spocita prumeérna chyba, které se pri aproximaci dopoustime.
Primérna vzdélenost krivky od zadanych bodt.

10. Znézornéni bazovych funkei.

11. V poli ¢islo 11 si uzivatel zvoli soutadnice kontrolnich bodu stiskem levého tlacitka
mysi. Zde bude také vykreslena vyslednd aproximacni kiivka.

Vliv poc¢tu bodt na cas vypoctu aproximacéniho algoritmu

V nasledujici tabulce 6.3 je uveden cas v sekundach, za ktery program dokaze vypocitat
body aproximacni k¥ivky pro zvoleny stupen p a zvoleny pocet bodi. Tyto ¢asové zavis-
losti byly vyneseny do obr. 6.6, kde jsou zndzornény symbolem hvézdy " * " pfislusnou
barvou pro dany stupen. Ziskané hodnoty byly pomoci minimaliza¢ni metody prolozeny
nasledujicimi k¥ivkami:

p=1:f(z) =1.019 . 00064252
p=3: f(x) =4.739 - 006463

p=2: f(:l?) = 2.997 . 0-006415x
p=>5: f(x) =20.71 - 006434

10 bodt 50 bodt 100 bod@ | 300 bodi | 500 bodu
p=1 0.012 0.566 0.943 8.344 25.111
p=2 | 0.033 0.586 1.923 19.129 56.127
p=3 | 0.064 1.190 4.566 39.667 118.940
p=5 | 0.176 4.436 18.70 173.350 512.145

Tabulka 6.3: Zavislost po¢tu bodu a zvoleného stupné krivky na case
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Obrazek 6.5: Aproximacni program
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Obrazek 6.6: Znazornéni zavislosti po¢tu bodt a stupné na cCase
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7. ZAVER

7. Zaveér

Tato prace ma za kol shrnout dosavadni poznatky v oblasti modelovani hladkych k¥i-
vek s pouzitim B-spline funkei a priblizit ¢tenari zakladni principy, na zakladé kterych se
krivky vytvareji.

Nejprve bylo potteba ziskat takovy algoritmus, ktery by dokazal vypocitat bazové funkce
2.1, nebot pravé bazové funkce tvori jadro B-spline kiivek a vyuzivaji se témér ve vsech
ostatnich algoritmech pro vypocet B-spline krivek. Déle byly vytvoreny celkem tii pro-
gramy v softwaru Matlab s uzivatelskym prostredim. VSechny tyto programy vyuzivaji
algoritmus vypoc¢tu bazovych funkci. Tyto programy maji za kol znazornit vypocet
B- spline kfivek pomoci riiznych metod.

Tato prace se sice soustiedila na demonstraci kfivek v roviné, ale toto téma mutizeme rozsi-
it i do dalsi dimenze, do prostoru. Modelovani v prostoru je velmi dilezité, nebot vétsina
odvétvi, které vyuzivaji pocitacovou grafiku (pocitacové hry, tprava filmu, strojirenstvi
atd.) by se neobesly bez modelovani v prostoru. V pocitacové grafice se kromé kiivek
vyuzivaji také plochy, které mizeme ziskat rozsitenim algoritmii pro kiivky. Nabizi se
tedy moznost pokracovani v této tématice v prostoru, kde by se mimo B-spline kiivky
vyuzivali také hladké plochy.

Pred pocatkem 21. stoleti se zacala prudce vyvijet pocitacova grafika a nyni jisté patii
k dominantnim obortim, bez kterych bychom si kazdodenni svét nedokézali predstavit.
S rozsirenim pocitact do doméacnosti vzrostl také zajem o pohodlné ovladani, coz byl star-
tovaci motor pro grafiku. Pokud srovndme naptiklad prvni poc¢itacové hry pred 40 lety, kde
byly vidét jednotlivé pixely, s dnesnimi hrami, tak si zajisté vSimneme pokroku, ktery po-
¢itacova grafika stihla za pomérné kratky cas ujit. Grafické zobrazeni nabyva velmi rychle
na realisticnosti a moznd za par let nebudeme moci ani rozeznat jestli to, co vidime, je
skutecnost nebo dokonala iluze v podobé pocitacové grafiky.
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8. SEZNAM PRILOH
8. Seznam priloh

A) Vliv parametri na tvar interpolac¢nich a aproxi-
macnich krivek

osa x 0sa x
(a) Uniformni metoda pro stupen p = 4 (b) Tétivova metoda pro stupen p = 2

Obrazek 8.1

osay

osa x o0sa x

(a) Tétivova metoda pro stupen p = 3 (b) Tétivova metoda pro stupen p = 4

Obrazek 8.2
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(a) Dostfedivd metoda pro stupen p = 2
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s

o0sa x

(b) Dosttedivd metoda pro stupen p = 3

Obrazek 8.3
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(a) Dostfedivd metoda pro stupen p =4
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(b) Kfivka pro 6 kontrolnich bodu a p = 4

Obrazek 8.4
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B) Soubory potiebné pro spusténi vytvorenych pro-

gramil
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Soubor Aprozimace_fig.fig, coz je soubor, obsahujici uzivatelské prostiedi aproxi-
macniho programu.

Soubor Aproximace__fig.m, ktery obsahuje algoritmy vypoc¢tu aproximacnich kiivek.
Pres tento soubor spustime aproximacni program.

Funkce bspline__basis.m, ktera je zapotiebi pro vypocet bazovych funkei kiivek.
Funkce bspline__deboor.m, ktera vypocita jednotlivé body B-spline kiivky.
Funkce bspline__wdeboor.m, ktera vypocita jednotlivé body NURBS krivky.

Soubor Interpolace_fig.fig, ktery obsahuje uzivatelské prostiedi interpola¢niho pro-
gramu.

Soubor Interpolace_fig.m, skript obsahujici algoritmy vypoctu interpolac¢nich kii-
vek. Po stisku klavesy F5 se spusti interpola¢ni program.

Soubor NURBS_fig.fig.

Soubor NURBS _fig.m, ktery po spusténi zapne program pro vykresleni NURBS
krivek.

Funkce Prum__ Chyba.m, kterou vyuziva aproximac¢ni program pro vypocet pru-
meérné chyby.



