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Uvod

Clovék se dobie udf na piikladech a poznava véci, které dokdze vnimat
svymi smysly. Na jeden konkrétni smysl - zrak - se zamérime v této praci
a podporime vyuku statistiky ptisobenim na zrak prostfednictvim vizuali-
zaci. Toho chceme dosdhnout skrze webovou aplikaci. Ta je vytvorena auto-
rem ve vyvojovém prostiedi RStudio a méa za cil interaktivné priblizit teore-
tické statistické pojmy. Aplikaci muze spustit jakykoli zajemce o statistiku,
zejména pak ti, kteri navstévuji zakladni statisticky kurz na Prirodovédecké
fakulté v Olomouci. Pro velmi Siroky rozsah probiraného uciva vybirame
pravé ty pojmy, které tizce souvisi se statistickou inferenci a s jejimi odno-
zemi - testovanim hypotéz a odhadovanim parametrii. Ostatné to jsou také
jedny z hlavnich motivt statistické ¢asti skript, které jsou zakladni literatu-
rou zminéného kurzu (viz [2], kapitola 5 - 8). OvSem kromé uciva, o kterém
se pojednava v téchto skriptech, se budeme zabyvat i koncepty, které v nich
jsou zminéné jen nepiimo nebo vibec, protoze napomohou k uchopeni sta-
tistické inference jako celku. Dovolime si to, protoze z hlediska teoretického
je vSe pripraveno pro to, aby byly uchopeny. Prace je rozdélena do 3 kapitol.

V prvni kapitole se seznamime se zakladnimi koncepty programovaciho
jazyku R; zvlastni pozornost vénujeme balicku Shiny, ktery je hlavni prostre-
dek pro vyvoj aplikace.

Ve druhé kapitole vymezime matematické pojmy, které jsou potiebné
k uchopeni konkrétnich vizualizaci. Budeme se vénovat popisu nezbytnych
zakladu teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky:.

Stézejni treti kapitola nam bude stiidavé formou uzivatelského manu-
alu a matematického popisu dopodrobna komentovat tvodni zalozku witejte!
a b hlavnich ¢asti shiny aplikace. V nich se teoreticky zabyvame priklady
demonstrujici pojmy p-hodnota, hladina testu «, nestrannost a konzistence
odhadu parametru a sila testu. V posledni zalozce hod minci (velikost testu)
provadime interaktivni praktickou ilustraci pojednané teorie.

Aplikaci 1ze spustit prostiednictvim odkazu https://sumpikpepa.
shinyapps.io/Statistika v kostce/|, kde ji lze omezené dlouho pouzivat.
Navod jak sdilet aplikaci 1ze najit zde [1J.


https://sumpikpepa.shinyapps.io/Statistika_v_kostce/
https://sumpikpepa.shinyapps.io/Statistika_v_kostce/

1 Programovaci jazyk R

R je programovaci jazyk slouzici ke statistickym vypoctim a vykreslo-
vani grafii. Ke zkoumani tohoto jazyka a prislusnych knihoven nés zavede
zdroj [3]. Rada knihoven otevird mnoho dalsich moznosti pro préci s grafy,
statistickymi funkcemi a dal$imi matematickymi prosttedky. V nésleduji-
cich sekcich se v jednoduchosti zamérime na nékteré aspekty jazyka a také
na dilezité knihovny, které byly pri praci pouzity. Prace neni informaticka,
pobavime se tedy zvlasté o praktickém pouziti nékterych uzitecnych funkei,
které knihovny nabizi.

1.1 Vykreslovani grafi

Velmi ¢asto je vysledkem préace s R vizualizace dat. Vykreslovat data spolu
s odhady jejich rozdéleni miizeme napiiklad pomoci histogrami, krabicovych
grafi, violin plotli, boxplot nebo bodovych diagrami. V R najdeme vice
zpusobt, jak s pomoci i bez pomoci knihoven data vizualizovat. Pro tcely
aplikace pouzijeme kvilli jejimu teoretickému zaméreni predevsim bodové
grafy a histogramy.

1.1.1 GGplot2

Mezi nejpopularnéjsi volby grafické vizualizace patii ggplot2 (Grammar
of graphics plot 2). Knihovna neni zabudovana v R pii instalaci, ale lze v
kratkém case nainstalovat. Umoznuje podrobné modifikovat vzhled celého
grafu, jeho tvary, popisky os i konkrétnich bodi a automaticky pridavat
statistické ukazatele (napt. vykresleni regresniho pasu kolem primky). V ne-
posledni fadé umoznuje ménit souradnicovy systém a volit nameéty vzhledu
grafu (tzv. themes). Slozité zachdzeni s knihovnou uleh¢uje tzv. Cheat sheet
[4], ktery ucelené graficky shrnuje hlavni funkce knihovny.

V mém ptipadé byl ggplot2 prvni volbou pro splnéni cile mé prace
nicméné pro vétsi naroky na vykonnost, které zacaly byt zjevné pii delsim
pouzivani knihovny, a protoze pro mé potreby nema knihovna prednosti pred
zakladni knihovnou graphics, rozhodl jsem se knihovnu ggplot2 nepouzit.

1.1.2 Graphics

Tato knihovna je zabudovand v R pfi instalaci (je tzv. built-in), proto
Ize pouzit jeji funkce bez jakékoli dalsi instalace balicki. Ustfedni pro apli-
kaci je funkce plot (), ktera umoznuje vykreslit dvourozmérny graf zadanim
x-ovych a y-ovych souradnic. Volbou parametri lze specifikovat typ grafu



(napt. zda-li dostaneme kiivku nebo pouze body), ndzvy os, ndzev celého
grafu ¢i vétsiho poctu grafii. V pripadé vizualizace bodt dale tvar, velikost
nebo barvu; v pripadé kiivky pak zda-li je zobrazena plné, teckované ¢i car-
kované, jeji tloustku a barvu. Nesmime opomenout také specifikace zobrazeni
o0s, kdy lze rozhodnout, které casti os = a y budou zobrazeny nebo zda-li vi-
bec budou zobrazeny, a kde budou lezet oznaceni osovych hodnot. Osy lze
upravovat také zpétné funkei axis ().

Pro vykresleni vice pfimek do jednoho grafu nabizi balicek funkci
lines(). Pro 1-dimenzionalni zobrazeni hodnot zaddme rug(). Funkci
polygon() znazornime plochu v nadmi uréené oblasti, coz je vhodné pro
vykresleni plochy mezi grafem a osou z. To lze uplatnit naptiklad pri vi-
zualizaci hodnoty distribu¢ni funkce spojitého rozdéleni pravdépodobnosti
pomoci hustoty.

Abychom rozuméli znaceni v grafu, nelze opomenout funkci legend ().
S jeji pomoci Ize k bodim, kfivkam a barvam priradit nazev ¢i vysvétleni.
Stejné jako funkci axis () nemohu legend () pouzit bez predeslého zavolani
funkce plot(); v pripadé potieby lze ovSsem vykreslit prazdny graf a na-
slednym zavoldnim legend() mohu ziskat samostatnou legendu. Tento trik
je uziteény, pokud je legenda obsahla a jeji velikost by vyrazné narusovala
vzhled celého grafu.

Nakonec bych se chtél zminit o funkci par (), kterd ma mnoho vyuziti.
V kontextu shiny aplikace bych zduraznil zejména moznost zmensit prazdny
prostor mezi grafem a okolnim uzivatelskym prostredim. Toho 1ze dosdhnou
vhodnou volbou hodnot vektorového parametru mar.

1.1.3 Plotrix

Funkce abline() z balicku graphics vykresli linearni funkci pres cely
graf. Balicek plotrix zminuji kvili funkci ablineclip(), pomoci niz lze
zobrazit linearni funkci na omezeném definicnim oboru. Toho mohu vyuzit
napr. pri zvyraznovani kritického oboru hustoty rozdéleni testové statistiky.
Pro pouziti je tfeba knihovnu nainstalovat.

1.2 Stats

Knihovna poskytuje funkce pro statistické vypocty a generovani nahod-
nych ¢isel. Cisla mohou byt generovana z riznych pravdépodobnostnich roz-
déleni. Balicek tedy umoznuje simulovat nahodny vybér, provadét testy, vy-
¢islit kvantily z rtznych rozdéleni nebo vytvorit model linearni regrese. Vy-
uzivame ji také pri konstrukci jadrové hustoty. Knihovna je built-in.

10



1.3 Shiny a pribuzné knihovny

Usttedni knihovnou prace je Shiny (verze 1.7.3). Programéator a analytik
Christ Beeley ve své knize pojednavajici o Shiny rika:

”Shiny je perfektni spoleénik R umoznujici rychlé a jednoduché predévani
analyz a grafickych vystupti z R, se kterymi mohou uzivatelé interagovat, a
do kterych mohou zadavat dotazy pres webové prostiedi.”

(Volné prelozeno autorem z [5], str. 21)

S jeho vyrokem nemohu nez souhlasit. Naprogramovat jednoduché inter-
aktivni rozhrani nezabere mnoho casu, zvlasté pokud mé vyvojar dostatek
zkusenosti. Knihovna nabizi novou dimenzi ptiblizeni datovych analyz a sta-
tistickych vypoctit oproti pouhym nehybnym grafim a obrazkim.

Kazda Shiny aplikace ma dvé zakladni struktury (komponenty). Prvni je
ui nebo-li UzZivatelské rozhrani (anglicky User interface), ve kterém definu-
jeme vzhled aplikace a to, jakym zptusobem budeme s aplikaci komunikovat.
Ve druhé struktuie server definujeme fungovani aplikace a provadéni vypo-
¢ti. Obé struktury mohou byt bud jako dva objekty v jednom R skriptu
pojmenovaném app.R anebo dvé funkce ve dvou rtznych skriptech s nazvy
wi. R a server.R. Na pojmenovani skriptu nezalezi, ale pouziti ustalenych na-
zvu je vhodné pro prehlednost. Kvili obsahlosti aplikace a pro vétsi orientaci
v kédu jsem aplikaci vyvijel ve dvou ruznych skriptech.

V nasledujicich kapitolach pojedname o zptisobech, kterymi miizeme in-
teraktivni vizualizace dosdhnout. Nejprve pokryjeme zplsoby vytvareni uzi-
vatelského prosttedi, dale zminime nékteré aspekty server komponenty jako
je naptiklad princip reaktivniho programovani. V neposledni radé se neopo-
meneme zamérit na nékteré knihovny ¢i celé programovaci jazyky otevirajici
nové zpusoby prace s Shiny. Diraz bude kladen zejména na funkcionality,
které byly pouzity pii vytvareni aplikace.

Béhem vyvoje aplikace mi bylo ndpomocné uziti tahaku, ktery zajemce
nalezne ve zdroji ¢islo [6]. Pro ziskédni povédomi o zékladnich principech
knihovny doporucuji online knihu Hadley Wickhama [7].

Knihovnu i vSechny ptibuzné knihovny je treba nainstalovat pomoci pti-
kazu install.packages, ktery je v R automaticky zabudovan.

1.3.1 Uzivatelské prostredi Shiny

Uéelem uzivatelského prostiedi (dle jen uz) je budovani vzhledu aplikace,
vytvareni tzv. vstupi (anglicky input), a nasledné zpracovani a zobrazovani
tzv. vystupi (anglicky outputs).
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Vstupy

Vstupy urcuji nejen to k jakym procesim dojde ve skriptu server, ale
i jaké hodnoty budou v téchto procesech figurovat. V server skriptu se na
né odkazujeme pomoci nami zvolenych identifikaci, coz jsou oznaceni, které
mohou byt tvoreny jak ¢isly, tak i pismeny. Vysledny kod néasledné putuje
zpét do ui jako vystup. Takto je zajisténa komunikace mezi nami a aplikaci.
Zpusobu jakymi miizeme navolit hodnotu vstupi je nékolik.

NumericInput() ndm umoznuje zadat ¢iselnou hodnotu. Pomoci Sipek
lze hodnotu zvysovat nebo snizovat. Pripustné hodnoty lze omezit maximem
a minimem. Nevyhodou je, Zze mtizeme pomoci klavesnice zadat i ¢islo mimo
povoleny interval. To lze vytesit pomoci knihovny ShinyFeedback a funkce
req() pripadné validate().

Pro mé tucely byl nejvyhodnéjsim ciselnym vstupem SliderInput().
Umoznuje posuvnikem zvolit hodnotu na omezeném intervalu, ze kterého
nelze zadnou klickou vystoupit. Argumenty vstupu lze navic upravit tak,
ze si nevybereme pouze jednu hodnotu, ale cely interval. Pfidanim argu-
mentu Animate = TRUE lze SliderInput() vyuzit pro animaci. Zasrtnutim
tlacitka play se automaticky méni hodnota vstupu o jednu jednotku, kterou
lze navolit pomoci parametru step. Modifikovat 1ze i frekvenci téchto zmeén.
Pouziti bylo uplatnéno napt. pti volbé hodnot parametri rozdéleni za plat-
nosti nulové hypotézy anebo pti volbé velikosti nahodného vybéru. Animace
pak dostala své misto pri simulaci konzistence odhadu s rostoucim rozsahem
vybéru.

TextInput () je vstup, do kterého piseme text. V aplikaci tento vstup
neni. V ¢élanku [8] z webu rstudio.com je varovani, ze pokud dojde k vlozeni
textového vstupu do funkce HTML () (prikaz oznaci text jako soucast jazyku
HTML), mize zlomyslny uzivatel zneuzit nebo ponicit aplikaci, proto je tfeba
dbat zvysené opatrnosti.

Ve vstupu radioButtons() si muzeme vybrat jednu z predem definova-
nych moznosti. V aplikaci vstup vyuzivam napt. pti volbé druhu alternativni
hypotézy; tzn. vybér jedné ze tii moznosti.

Velmi podobny je selectInput() nebo selectizeInput (). Pri prvnim
vstupu si stejné jako v pripadé radioButtons () vybirame pouze jednu moz-
nost, ale moznosti volby se nam zobrazi az po kliknuti na panel vstupu.
Vyhodou je prehlednost a skladnost tlac¢itka v ui. Vhodné vyuziti nalezneme
v kombinaci s conditionalPanel() (viz nasledujici kapitola o budovani uzi-
vatelského prostredi). V druhém pripadé muzeme vybrat vice moznosti sou-
casné.

CheckBoxInput () a CheckBoxGroupInput() jsou vstupy, které umoznuji
vybrat libovolny pocet z jedné nebo vice moznosti. Hodnoty, ze kterych vy-
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birame, jsou predem dané; jsou to TRUE v pripadé zaksrtnutého policka nebo
FALSE, pokud policko zasktrnuté neni.

Stézejni je tlacitko, nebo-li actionButton(). Po stisknuti se zvysi hod-
nota vstupu o 1, pricemz pred stisknutim je rovna 0. Pocateéni hodnota
zarucuje, ze pri inicializaci aplikace nedojde k provedeni kédu v reaktivnim
prostiedi, které ma na prvnim radku req(input$actionButton). Vyplnime-
li vhodné argument class, bude vstup zobrazen v nami zvoleném stylu (napf.
zelené pro tlacitko tspéchu). Tlacitko je dilezité pri praci s reaktivitou. S jeho
pomoci lze zamezit chaotické zméné vystupi, které jsou zavislé na nékolika
vstupech. Vice se na problém podivame v kapitole o reaktivité.

Vystupy

Vystupy chapame v Shiny jako kod vytvarejici grafy, texty, tabulky, ob-
razky, HTML nebo celé uzivatelské prostiedi zpracované v server skriptu.
V wi na né odkazujeme jejich identifikaci v prislusné funkci (napr.
textOutput () nebo uilutput()). Pro vzhled aplikace je dilezité spravné
navolit hodnotu boolean parametru inline, kterym rozhodneme, zda bude
vystup vlozen na novy radek ¢i nikoliv. Kazdy vystup mizeme pouzit pouze
jednou! Nelze vykreslit dva stejné grafy anebo dvé textové pole pomoci stejné
identifikace.

Do plotOutput () mizeme vlozit argumenti vice. Rozhodneme-li se, mi-
zeme pridat interaktivitu grafu, napt. priblizovani, pridavani bodl, mazani
bodii, a to pomoci obdélnikové selekce ¢asti grafu, kliknuti, dvojitého kliknuti
nebo jen pouhého prejizdéni kurzoru mysi. Tyto moznosti mé velmi nadchly,
nicméné vysledné grafy byly prilis prekombinované, proto jsem od nich po
kratsim zkouméni upustil. Podrobnéjsiho pouceni nac¢erpame napr. zde: [9.

Budovani uzivatelského prostredi

Vytvorené vstupy je dilezité do ui prehledné umistit a popsat, abychom
dokazali rozlisit, co aplikace dokéaze, a kde najdeme co pottebujeme. Shiny
nabizi mnoho zplsobti, jak wi zkonstruovat. Pro komplexnéjsi aplikace vy-
zdvihneme zvlasté knihovnu shinydashboard, ktera prinasi nesCetné moznosti
vytvareni struktury stranek shiny aplikace pomoci tzv. dashboardi. V apli-
kaci tato knihovna pouzita neni, protoze si myslim, ze funkce Shiny knihovny
oteviraji dostatek potencialu pti vytvareni prehlednych struktur.

Pro vytvoreni zakladni stranky, do které se budou nasledné vkladat
dalsi struktury se vstupy a grafy, se nejc¢astéji pouziva funkce fluidPage ().
Skaluje sviij obsah, aby vyplnil veskerou &fiku prohliZece. Alternativa
fixedPage () méa pevné danou sitku v pixelech a neumoznuje pouziti struk-
tury sideBarLayout (). RozloZenim navbarPage () vytvorime stranku s na-
vigacnim panelem v horni ¢asti stranky. Zadanim argumentu fluid ur-
¢ime, zda se bude tato stranka chovat jako prostiedi fluidPage() nebo
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fixedPage (). Pro casté pouzivani rozlozeni sideBarLayout () jsem si zvo-
lil funkeci fluidPage(). Diilezitym argumentem funkce je theme, kde si
miizeme pomoci balicku bslib vybrat z Siroké skaly vhodnych témat apli-
kace a grafu (barvu tlacitek, vstupt, pozadi a jiné) nebo si pomoci funkce
bs_theme_preview vytvorit své vlastni téma, coz si ze své zkusenosti troufam
tvrdit, Ze neni dobry napad. Najit pekné vyvazeni barev je obtizné. Témata
jsou vytvoreny pomoci programatorské sady néastroju Bootstrap (neplést se
statistickou metodou bootstrap). Podrobny popis vytvareni a pouzivani styla
1ze nalézt zde: [10].

Podle volby prostredi zakladni stranky se dale pouzivaji funkce
fluidRow() nebo fixedRow(), které umoznuji vkladat text, vstupy nebo
vystupy do jednoho fadku. Funkci column() uvnitt fluidRow() lze tadek
rozdélit na sloupce rizné sirky; soucet sitek nesmi presahnout hodnotu sitky
radku, ktera je vzdy 12.

SideBarLayout () je struktura vhodna pro vykreslovani grafii. Rozdéluje
prosttedi na dvé ¢asti, z nichz prvni nazyvand sidebarPanel () (bo¢ni panel),
je vhodna pro vstupy a jeji obsah je uzavien v Sedém obdélniku se zaoblenymi
rohy, a druhd mainPanel () (hlavni panel) se pouziva pro vystupy. Sitka obou
casti je volitelna uzivatelem s defaultnim nastavenim pomeéru velikosti 1:2.

Pouzijeme-li funkci wellPanel (), bude podobné jako v pripadé struktury
sidebarPanel () jeji obsah zaobalen v Sedém obdélniku. Muzeme tak rozlisit
dilézité od nedtlezitého nebo vstupy od vystupi.

Navolime-li u vyse zminénych funkei (kromé navbarPage () ) hodnotu pa-
rametru align = "center", ziskdme vycentrovany nejen text, ale cely obsah
rozlozeni.

Funkci tabsetPanel() vytvorime listu zalozek, ve kterych mohou byt
dalsi struktury. V ramci rozlozeni miizeme pridéavat funkce tabPanel (), ktera
kazda prida jednu zalozku se zvolenym nazvem. Struktura je idedlni pro
prechod mezi riznymi tématy, proto je tustrednim rozlozenim nasi aplikace.

Struktura conditionalPanel() je specidlni tim, zZe podobné jako kod
ve skriptu server pracuje s hodnotou vstupu v wui. Zadanim argumentu
condition si mizeme zvolit, za jakych podminek bude obsah panelu zobra-
zen. Odvazime-li se kombinovat prostiedi s funkei selectInput (), dokazeme
vytvorit uzivatelské prostredi, které je privétivé, usporné a prehledné. Napr.
muzeme zvolenim tohoto vstupu ménit vzhled celé stranky. Vytvorime tak
tzv. Dynamické uZivatelské prostredi nebo-li dynamické ui. V aplikaci vyu-
zivame conditionalPanel () pri volbé odhadovaného parametru rozdéleni
zkoumané veli¢iny nebo pti vybéru vhodné odhadové statistiky:.
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Ukazatele prubéhu

Tzv. ukazatele pribéhu (anglicky progress bar), slouzici k informovani uzi-
vatele o nacitani, aplikace muzeme do Shiny zabudovat mnoha zpusoby. V
aplikaci je pouzit progress bar knihovny waiter pro inicializa¢ni nac¢itani apli-
kace vytvoreny funkci waiterPreloader (). Informace o mozném uplatnéni
funkce spolu s vyuzitim celého balicku nalezneme v rozsahle dokumentaci
Comprehensive R Archive Network. Odkaz je v literatufe [11]. Informace o
funkci waiterPreloader() pak na str. 25, 27. Prubéh vykreslovani graft
ukazuje progress bar funkce withSpinner() balicku shinycssloaders. Oba
balicky disponuji svymi vyhodami i nevyhodami; ale také Sirokou skélou
moznosti zobrazeni ukazatele.

Informovat uzivatele o probihajicich vypocétech napt. for() cyklu mu-
zeme pomoci zabudovaného progress baru withProgress (). Pti kazdém do-
kon¢eném cyklu zvysime hodnotu ukazatele zavolanim incProgress (), ktery
jako argument prijme ¢islo mezi 0 a 1 vyjadrujici procentudlni navyseni uka-
zatele.

Vyuziti HTML pti praci s Shiny

Pti zkouméani knihovny Shiny diive nebo pozdéji zjistime, Ze je prova-
zana s nekterymi dalsimi jazyky. Neni tfeba panikarit, protoze to neznamena,
ze musime nutné s témito jazyky umét zachézet. Pro tpravu uzivatelského
prostiedi je uziteény zejména znackovaci jazyk HTML (Hyper Text Mar-
kup Language), protoze skript ui je zamaskovany HTML dokument. HTML
kod muzeme vytvaret bud pomoci funkci zabudovanych v Shiny, tzv. helper
funkci, anebo psat cisté retézec v HI'ML, ktery nasledné vlozime do funkce
HTML (). Pro uvedeni do obrazu budu znovu citovat Christa Beleeyho:

"Shiny je velmi vstiicny a zjistite, ze celkem bez problému zpracuje Shiny
koéd smichany s HTML kédem, ktery vytvorite pomoci Shiny helper funkei a
nezpracovaného HTML.”

(Volné prelozeno autorem z [5], str. 129)

Pokud chceme mit v aplikaci kontrolu nad vzhledem uzivatelského pro-
stredi, je uzitecné se s HTML vice seznamit. VSechny pochybnosti o uzitec-
nosti prace s jazykem snad vyvrati jednoduchy kod, kde integrujeme LaTeX s
nasi aplikaci a tak si umoznime psat matematické definice a vypocty pomoci
LaTeX syntaxe. O této integraci je dopodrobna pojednano v dokumentaci [12]
v kapitole TeX and LaTeX math delimiters. Abychom toho dosahli, je tieba
do server funkce anebo do zakladni stranky (napt. fluidPage()) v ui zadat
kéd, ktery je uveden na obrizku
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tags$script(“Mathlax.Hub.Config({
tex2jax: {
inTlineMath: [['$','$'1],

processgEscapes: true

1)),

Obréazek 1: Kéd integrace LaTeXu a Shiny

V hranatych zavorkach definujeme, jaké oddélovace aktivuji LaTeXovy
matematicky inline mod; v pripadé nasi aplikace se tak stane ohranicenim
textu pomoci symbolu §. Argument processEscapes: true umoziuje psat §
bez vstupu do matematického médu pomoci lomitka. Pro pouziti LaTeXové
syntaxe je tfeba kdekoli v ramci zakladni stranky anebo server funkce pridat
prikaz withMathJax () zabudovany v Shiny knihovné.

Pouzitim tag$ ziskavame piistup k 110 tagtim (znackam) HTML otevira-
jici mnoho moznosti, o kterych se mizeme doéist napt. v [13]. V rdmci helper
funkci nalezneme ty nejpouzivanéjsi tagy, mezi které patii hl,...,h6 umoznu-
jici hierarchické formatovani textu. Znacku p () najdeme v aplikaci pro bézny
text. Helper funkci a() vytvorime pouzitelné URL odkazy a zadanim br ()
se presuneme na novy radek. Pouzijeme-li funkci span(), mizeme si zvolit
vlastni font, velikost, barvu, zarovnani, odsazeni a mnoho dalsiho. V aplikaci
mé tato znacka velmi Siroké uplatnéni pti upravé textu jak c¢isté v ui, tak
pri zpracovavani vystupi ze skriptu server. Chceme-li, mizeme vytvorit list
znacek funkci taglist().

A¢ pro renderovani obrazkii nalezneme v knihovné Shiny funkci
renderImage(), pouzil jsem misto toho znacku img() v kombinaci s
renderUI (). Syntaxe i proces zobrazeni je jednodussi a vSe pracuje bez pro-
blémt. V argumentech helper funkce lze zadat pozadovanou sitku a vysku
obrazku.

1.3.2 Vypocetni prostredi Shiny

V této kapitole se zaméfime na koncepty aplikace souvisejici predevsim
se skriptem server. Podivame se na zpracovani vstupi, generovani vystupt
a jakou roli v tom vSem hraje reaktivni programovani. V neposledni radé se
dotkneme moznosti prace s dalsimi knihovnami.

Reaktivni programovani

Nejdrive se podivame na specialitu, ktera knihovnu odlisuje od vétSiny
ostatnich programovacich jazyki; je to tzv. reaktivni programovdani. Hlavnim
principem je provazanost reaktivnich objekti, které na sebe automaticky re-
aguji. V ¢lanku o reaktivité z jiz zminovaného webu shiny.rstudio.com [14]
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rozliSujeme 3 zakladni objekty reaktivniho programovani: Reaktivni zdroj,
Reaktioni vodi¢ a Reaktivni konec (volné prelozeno autorem).

Za reaktivni zdroj povazujeme zpravidla uzivatelsky vstup, jehoz hodnotu
ziskame pomoci kédu input$identifikace. Neni zavisly na zadném objektu,
ale jiné objekty jsou na ném zavislé. Oproti tomu reaktivni konec je zpravi-
dla zavisly na néjakém objektu. Nejcastéji ho mizeme ztotoznit s vystupem.
Znacime output$identifikace a zpracovdavame v ném hodnotu (tabulku,
graf, text), kterou pomoci identifikace ziskdme ve skriptu wui. Jako reaktivni
vodi¢ chapeme reaktivni objekt, ktery umoznuje provést mezikroky mezi re-
aktivnim zdrojem a reaktivnim koncem. Je zavisly na objektu a zaroven jsou
na ném zavislé jiné objekty.

Fungovani reaktivnich proménnych muzeme vizualizovat pomoci balicku
reactlog, zaddme-li reactlog_enable() do funkce server skriptu. Po spusté-
nim aplikace dostaneme reaktivni graf stisknutim CTRL + F3, ktery muze
vypadat napr. jako na obrazku

clientData$output_distPlot_height -

D—

input$velikost_vybéru Tint 20
. plotobj (138ms

clientDaLa$0utputimwidth -

output$distPlot (1&1ms

clientData$pixelratio ‘num 1.

Obrézek 2: Jednoduchy reaktivni graf

Objekty v levé ¢asti obrazku jsou reaktivni zdroje (zde parametry grafu),
objekt uprostied je reaktivnim vodi¢em (zde proménnd umoznujici vykreslit
graf) a v pravé ¢asti grafu vidime reaktivni konec, ktery nese kéd vystupu
(vysledny graf). Dulezité je si povsSimnout Sipek, které znazornuji zavislost
mezi reaktivnimi objekty. Na obrazku nalezneme i délku vykonavani kédu
v milisekundach. Vykresleni reaktivniho grafu v nasi aplikaci je pro mnozstvi
proménnych zbytecné a chaotické.

Vstupy v Shiny rozpoznavame jako reaktivni promenné. Reaktivni pro-
ménné si mizeme definovat i vlastni; zaddanim x~=~reactiveValues() vy-
tvofime reaktivni proménnou, kterd muze nabyvat vice reaktivnich hodnot.
Oproti tomu x~=~reactiveVal() nabyva pouze jedné hodnoty, kterou zis-
kame zavolanim funkce x(). Volat reaktivni proménné muzeme jen v re-
aktivnim prostredi, které je zaobaleno do slozenych zavorek a automaticky
vytvareno ¢imkoli, co umoznuje pracovat s reaktivnimi proménnymi.

Praci s reaktivitou nam usnadnuji observers; volnéji prelozeno pozoro-
vatelé. Sami zadnou hodnotu nepritazuji, ale vytvareji reaktivni prostredi,
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ve kterém se modifikuji reaktivni proménné nebo provadéji jiné ¢innosti apli-
kace. Funkce observe() provede kéd zadany v ramci reaktivniho prostredi
pri zméné libovolné reaktivni proménné, kterou prostiedi obsahuje. V apli-
kaci ji vyuzivame, kdyz pfi incializaci nac¢itdme grafy pomoci click() (vice
viz kapitolu Java Script a CSS) anebo v uzivatelské zpétné vazbé. Stézejni
je funkce observeEvent (), kterd provede kdd uvnitt pravé tehdy, kdyz se
zméni hodnoty reaktivni proménné (vstupu) v prvnim argumentu funkce.
Diky tomu miizeme mit reaktivitu vice pod kontrolou a nedojde k nefizenym
zménam vystupti nebo reaktivnich proménnych pri zméné vstupi. Uplat-
néni v aplikaci nalézame pti nastavovani tlacitek. Pozorovatelé maji své pro-
téjsky ve funkcich reactive() a eventReactive(), které pouzijeme, kdyz
chceme vyslednou hodnotu (graf, tabulku) vlozit do reaktivni proménné bud
pri zméné jakékoli proménné nebo jen pti zméné nékterych nami zvolenych
proménnych.

Pouzitim isolate() odstranime reaktivitu vystupu kédu zaobaleného
uvniti reaktivniho prostredi. Funkci v kodu aplikace nenajdeme, protoze je
pro nase potfeby zastupitelna pozorovateli.

Princip reaktivity ma velmi mnoho aspekti a muze ptisobit zmatecné.
Jednoduché pochopeni bez prilisného zavaleni pojmy lze nabyt v ceském
¢lanku z webu Karlovy univerzity zde: [15].

Generovani vystupu

Jak uz bylo Teceno v kapitole o uzivatelském prostiedi, vstupy putuji
do server skriptu, kde se podileji na vytvareni vystupti bud piimo anebo
prostrednictvim reaktivnich proménnych. Vystupy mizeme generovat rozdil-
nymi renderovacimi (zobrazovacimi) funkcemi, které podobné jako pozoro-
vatelé provadéji kod v reaktivnim prostiedi. Na vystupy se v ui odkazujeme
odpovidajicimi funkcemi (napt. vystup vytvoreny pomoci RenderTable()
ziskdme zaddnim tableOutput ()). Zobrazovaci funkce rozlisujeme podle je-
jich tcelu a ¢innosti.

RenderText () nam umoznuje zobrazit v aplikaci text v podobé retézce.
Pomoci funkce paste () pripadné paste0() mizeme k fetézci pripojit jednu
nebo vice ¢iselnych hodnot. Bohuzel nelze timto vystupem renderovat text
vygenerovany pomoci withMathJax (), ktery umoznuje generovani matema-
tickych symboli syntaxi LaTeXu (vice viz Vyuziti HTML pfi praci s Shiny).

Do renderPlot() vlozime graf, ktery chceme vygenerovat. Argumenty
width a height mulzeme navolit sitku ¢i vysku grafu v pixelech, coz je
nutné v pripadé, ze ve vystupu plotOutput() mame zadany argument
V aplikaci pouzivame renderPlot () pfi vykreslovani grafti a legend.

Problém pii generovani LaTeXu vytesime pomoci renderUI (), ktery vy-
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kresli matematické vzorce. Chceme-li, zobrazime celd uzivatelska prostredi
nebo obrazky. Funkci v aplikaci pouzivame pri vykreslovani vsech obrazku a
proménlivého LaTeXu.

Dynamické uzivatelské prostredi

V server skriptu je ndm dovoleno upravovat uzivatelské prostiedi nejen
prostrednictvim zminéného renderUI() a conditionalPanel(), ale i speci-
alnimi funkcemi updateInput (). Nimi zménime nastaveni hodnot parametri
libovolného vstupu. Uplatnéni nalezneme zejména pri filtrovani dat, kdy se
mohou ménit napf. maxima, minima ¢i soucasné hodnoty sliderInput(),
moznosti selectInput() pripadné pocet kiizkti checkBoxGroupInput ()
v zévislosti na zvolenych datech. Pfed pouzitim updateInput () je vhodné za-
volat freezeReactiveValue (), jenz zamezi ptistup uzivatele k zmrazenému
vstupu. Vyhneme se tak nechténému vybéru hodnoty vstupu v nevhodnou
dobu.

Jistou dynamiku miizeme uzivatelskému prostredi pridat s knihovnou Shi-
nyFeedback, se kterou pridame ke vstupim barevnd upozornéni, varovani
nebo oznameni tspéchu. Jak uz bylo zminéno v odstavcich o vstupech, zpét-
nou vazbu zobrazime uzivateli, pokud napriklad zada nechténou hodnotu
v numericInput (). Informaci o tom, zda-li je hodnota nami chténa, zjistime
pomoci vyrazu s hodnotou TRUE nebo FALSE (tzv. booleanu) zaobaleného
funkci req() nebo validate().

1.3.3 Java Script a CSS v Shiny

Shiny muzeme provazat také s JavaScriptem (zkracené JS), ktery prida
aplikaci interaktivitu. Podobné jako v pripadé HTML se nemusime trapit
psanim koédu v tomto jazyku, protoze knihovna shinyjs importuje potiebné
stiskne nami zvolené tlacitko. V aplikaci tak zavolanim funkce pred iniciali-
zaci uzivatelského prostredi automaticky nacteme grafy a nemusime se bat,
ze by bylo v aplikaci neuzité prazdné misto, které ceka na graf. Pouzitim
enable(),~disable() muzeme dle libosti aktivovat nebo deaktivovat nami
zvoleny vstup. Funkce jsou uzitecné, pokud chceme zamezit uzivateli volit
hodnoty vstupii, ale zaroven nechceme, aby vstupy zmizely.

Potiebujeme-li si vice pohrat s formatovanim a mnohymi dalsimi dekora-
tivnimi aspekty aplikace, je vhodné uziti jazyku Kaskddovych styli (zkrédcené
CSS; Cascade style sheets), ktery mizeme stejné jako JS psat dvéma zpusoby:
primo do aplikace anebo vytvorit skript, ktery si nahrajeme do R.
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1.4 (Ne)uzitecné typy pro praci v R

Na zavér pojednani o R bych chtél zhodnotit praci v programovacim
jazyku R verze 4.2.2 pomoci vyvojového prostiedi Rstudio s nejaktualnéjsi
verzi k 01.03.2023. Vérim, ze i z pohledu matematika, tedy neodbornika na
informacni technologie, mohu pomoct uzitecnymi typy nékterym uzivateltim.

V prvni fadé vyzvedneme vhodnost kolekce funkei apply (). Funkce jsou
vhodné jako nahrada za for cyklus, protoze je jimi provedeny vypocet rych-
lejsi. Konkrétné funkce lapply() vezme jako argument objekt list a na
vsechny prvky v ném obsazené aplikuje funkci v dalsim argumentu. Vysled-
kem je list, ktery mizeme pomoci funkce unlist () transfromovat na vek-
tor.

Pro vétsi prehlednost kodu lze pouzit funkci switch(), kterda na jednom
radku prehledné umozni dosdhnout stejného vysledku jako nékolik if,~else
klauzuli. Funkci ale nemtzeme s klauzulemi zaménit pokazdé.

Nevime-li, co se skryva za nékterou funkci, mizeme si o ni precist
podrobny popis spolu s priklady uziti, zadame-li pred funkci otaznik,
napi. ?apply (). V okné Pomoc (anglicky Help) v pravém dolnim rohu na-
lezneme podrobny popis spolu s ilustra¢nimi priklady.

Pokud chceme okomentovat vice fadku kédu soucasné (napriklad protoze
potiebujeme vyzkouset, jak se bude shiny aplikace chovat bez nékterého grafu
¢i vypoctu), miuzeme vybrat piislusné radky a nésledné stisknout CTRL +
SHIFT + C. Pokud je tadkt 50, vyznamneé si uleh¢ime préci. Stejnym zpt-
sobem muzeme radky kédu vratit do piivodniho stavu. Pokud potfebujeme
usetTit cas spoustenim aplikace posouvanim mysi k tlacitku Spustit aplikaci
(anglicky Run App), jednoduse na klavesnici stiskneme CTRL + SHIFT +
ENTER.

O téchto tricich a mnohych dalsich se lze do¢ist zde: [16].
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2 Matematicky aparat aplikace

Kromé znalosti programovani potiebujeme k vytvoreni, popsani a ucho-
peni spravné fungujici aplikace i vhodné nacini ze sady matematické statis-
tiky. Neobejdeme se tedy bez fadného vymezeni pojmu, které uz byly mno-
hokrat popsany a rozmysleny v ¢etnych statistickych knihéch. Jako dilezity
zdroj vezmeme jiz zminénd skripta [2], protoze se chceme vyhnout nechténym
zmatkim ve znaceni (napiiklad nebudeme znacit obecnou statistiku pisme-
nem S, jak je to v [I8], ale T'). Dalsi dulezitym literarni dilem je obs&hla
kniha jak nazvem tak obsahem Probability € statistics for engineers €9 scien-
tists [17], kterd je prinosnd tim, jak se na aspekty statistiky diva nékolikrét
z mnoha riznych thli a vse se snazi dukladné priblizit. Velky pedagogicky
potencial dokazuje pocet prikladii na procvi¢eni spravného mysleni i prak-
tického pocitani (je jich nékolik set). V neposledni fadé budeme Cerpat z
knihy [18], Zdklady matematické statistiky, kterd objemnosti a presnosti ma-
tematickych postupt, definic a vét otevira cestu k hlubokému porozuméni
obecné teorie.

2.1 Motivace k statistické inferenci

Pustime-li se do teoretického zkoumani, je uzitecné se nejdiive podivat na
to, za jakym tcelem je tak tfeba uéinit (zvI4asté chceme-li namotivovat stu-
denty). V praxi se setkdvame s mnoha ruznymi daty, kterd muzeme popsat
prostiedky popisné statistiky, mezi které patii vypocet momentovych charak-
teristik (napf. aritmeticky prumeér, rozptyl) nebo robustnéjsich kvantilovijch
charakteristik. Oba typy disponuji rtiznymi vyhodami, nevyhodami, vlast-
nostmi a interpretaci. Zavéry popisné statistiky ¢inime pouze pro konkrétni
data. Naopak pfi feSeni statistickych problémiu jako je napt. otazka, zda-li
je prumérna vyska ¢lovéka 180 cm (hleddme nezndmou hodnotu parametru
rozdéleni ndhodné veli¢iny), se chystame ucinit obecné rozhodnuti (indukei)
na zakladé dat. Ta ale reprezentuji jen urcitou ¢ast reality. Proto vyuzivame
hypotetickych rozdéleni testové nebo odhadové statistiky, kterd urcuji jak by
se data chovala, pokud by splnovala pozadavky z hypotézy (napt. kdyby pru-
mérné vyska ¢lovéka byla opravdu 180 cm). Z téchto hypotetickych rozdéleni
vypocitame pravdépodobnosti, na zakladé kterych vyslovime zavér o datech.
Ucinime to tfeba tak, Ze porovname hodnotu specidlni funkce dat (realizace
testové statistiky) s kvantilem rozdéleni pravdépodobnosti. Teorie pravdépo-
dobnosti nam tedy slouzi k pfechodu mezi popisnou statistikou a metodami
statistické inference. Tento pravé pojednavany princip je velmi vhodné vizu-
alizovdn a popsan v [17] na str. 6 nejen obrézkem, jehoZ mirné upravenou
formu zde prikladam jako obrézek ¢islo [3]
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Teorie pravdépodobnosti

Rozdéleni nahodné veliciny Data

Statisticka inference

Obrazek 3: Vztah pravdépodobnosti a statistické inference

Koncept je také v jednoduchosti demonstrovan v jiz zminéné knize [17]
v prikladu 1.1, str. 4. V ném pojednavame o praktickém problému, kdy zkou-
mame data o 100 vyrobcich z vyrobniho procesu. Na zakladé dat zjistime, ze
10 z téchto vyrobku je vadnych, ale firma si muze dovolit pouze 5% vadnost
vyrobkil. Za pomoci teorie pravdépodobnosti urc¢ime, jak zavazny je fakt, ze
jsme misto 10 vadnych vyrobkt nasli 5. Pravdépodobnost objeveni 10 vad-
nych vyrobku v ndhodném vybéru velikosti 100 za predpokladu 5% vadnosti
je 0.0282, coz je velmi malé ¢islo. Mizeme tedy rtici, Ze nam data ukazuji, ze
vadnost vyrobku bude spisSe vySs$i nez povolenych 5 %.

Priklad slouzi pouze k ilustrovani pouziti pravdépodobnosti a neni zde
uzito radné matematické teorie testovdni statistickych hypotéz. Na zakladé
zminénych uvah je zfejmé, ze v zajmu nasi prace bude tieba vyletu do svéta
pravdépodobnosti.

2.2 Charakteristiky nahodné veliciny

Nejzakladnéjsimi pojmy teorie pravdépodobnosti se nebudeme zabyvat a
zameérime se rovnou na charakteristiky ndhodné veli¢iny. Mozné realizace né-
hodné veli¢iny mizeme shrnout nejen vykreslovanim tvaru rozdéleni pomoci
hustoty nebo distribuéni funkce, ale i pouhym jedinym realnym ¢islem. Necht
méme ndhodnou veli¢inu X. Cislo E(X) definované vztahem:

E(X) = Z LiPi»
i=1
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respektive

o]
E(X) :/ zf(x)dx
—00
nazveme stredni hodnotou pripadné ocekdvanou hodnotou ndhodné veli¢iny,
pokud takové &islo existuje. Cislem vyjadiime hodnotu, v jejiz blizkosti se
budou vyskytovat konkrétni realizace veli¢iny.

Distribu¢ni funkci muzeme priradit i odpovidajici kvantilovou funkci, vy-
jadrenou:

Flla)=inflr eR: F(z) > a},0<a <1,

jejiz funkéni hodnoty z, nazveme « - kvantily rozdéleni. Jsou charakteris-
tické tim, Ze ndhodna veli¢ina se realizuje hodnotou mensi nebo rovnu z,,
s pravdépodobnosti nejméné o a vétsi nebo rovnu x, s pravdépodobnosti
nejméneé 1 — a.

Hojné pouzivané jsou v riaznych pravdépodobnostnich i statistickych vy-
poctech tzv. momenty r-tého fadu. Pokud existuji, jsou definovany stredni
hodnotou pfislusné mocniny nadhodné veli¢iny. E(X") nazyvame r-ty obecny
moment; pro r = 1 dostavame stiedni hodnotu. E(X — FE(X))" nazyvame r-ty
centralni moment; pro r = 2 definujeme rozptyl ndhodné veli¢iny a znacime:

var(X) = E(X — E(X))2.

Odmocninou z rozptylu rozumime smerodatnou odchylku. V definici rozptylu
je dulezité, Ze je odchylka nahodné veli¢iny od své stfedni hodnoty | X —FE(X)|
umocnéna na druhou. To v praxi znamend, ze pokud se hodnoty nahodné
veli¢iny realizuji blizko stfedni hodnoty, bude hodnota rozptylu mala (malé
¢islo umocnéné na druhou muze byt dokonce zmenseno, pokud je mezi 0 a 1),
a naopak pokud je odchylka velka, bude hodnota rozptylu vysoka.

2.3 Neéktera konkrétni rozdéleni

V naésledujici podkapitole si uvedeme néktera rozdéleni nahodnych veli-
¢in, jejich charakteristiky, vlastnosti a zvlasté parametry, které tvar rozdéleni
jednozna¢né urcuji. Ve statistické inferenci jsou rozdéleni ustfednim téma-
tem, protoze pravé jejich parametry nebo tvar chceme odhadnout a o nich
formulujeme hypotézy. Uvedeny budou postupné tak, jak se s nimi budeme
setkavat pfi pojednani o nasi aplikaci. Neopomeneme také grafickou vizuali-
zaci hustot, ze kterych si mizeme o rozdélenich udélat decentni predstavu.

Normalni rozdéleni
Nejpouzivanéjsim rozdélenim je normdlni rozdeéleni. Svym symetrickym,
spojitym charakterem a tvarem hustoty nazyvanym Bellova krivka priblizné
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popisuje mnoho jevi, které se vyskytuji v prirodé, v pramyslu a ve vy-
zkumu. Je zakladem, na kterém stavime teorii induktivni statistiky. Znacime
X ~ N(u,0?), kde p a 02 jsou parametry rozdéleni, které maji interpretaci
stfedni hodnoty a rozptylu. Hustota rozdéleni ma tvar:

1 _(z—p)?

e 202
V2mo

Pro = 0 a 02 = 1 dostavame normdlni normované rozdélend, jehoZ distri-
buc¢ni funkci znac¢ime ®.

flz) =

Normalni rozdéleni

X ~N(2, 0.8)
X ~N(0, 1)

0.5

0.3
|

Hustota nahodné veli¢iny
0.2
I

0.1

0.0

-5 0 5

Hodnoty nahodné veli¢iny

Obréazek 4: Hustota normalniho rozdéleni s riznymi parametry

Na obrazku 4| vidime barevné rozlisené Gaussovy (bellovy) kiivky pro
rizné parametry normalniho rozdéleni.

Studentovo t-rozdéleni

Dalsim spojitym, symetrickym rozdélenim je Studentovo t-rozdéleni s je-
dinym parametrem n, ktery oznacujeme jako stupen volnosti. Veli¢inu tidici
se timto rozdélenim budeme oznacovat X ~ t,. Muzeme se docist zde [19],

ze rozdéleni vzniklo za tcelem kontroly kvality na zakladé malého rozsahu
dat.
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Studentovo rozdéleni

X ~N(0, 1)
X~t3

0.3
I

Hustota ndhodné veli¢iny
0.2

0.1

0.0

Hodnoty nahodné veli¢iny

Obrazek 5: Studentovo rozdéleni s 3 a 15 stupni volnosti

Obrazek [filustruje konvergenci studentova rozdéleni. S rostoucimi stupni
volnosti se totiz vice a vice priblizujeme normalnimu normovanému rozdé-
leni. Pfi malém n m4 hustota mensi vysku (maximum) a tézsi chvosty (klesa
pomaleji). Slouzi k popséani standardizovanych vzdélenosti stfedni hodnoty
od vybérového prumeéru za predpokladu, Zze nezname rozptyl u dat z nor-
malntho rozdéleni. Stredni hodnota je definovana jen pron > 1 a je rovna
E(X) = 0. Matematické vyjadreni hustoty nalezneme napt. v [18] na str. 28,
kde je rozdéleni oznacovano jako rozdéleni t.

Binomické rozdéleni

Binomickym rozdélenim s parametry n a p se 1idi diskrétni ndhodnéa veli-
¢ina, ktera popisuje vysledek n nahodnych Bernoulliho pokusti, nabyvajicich
hodnot 0 a 1, které reprezentuji netspéch a tspéch. Uspéch nastane s prav-
dépodobnosti p. Vyjadiujeme ho pravdépodobnostni funkei:

P(X=k) = (Z)pk(l )Rk =0,1,..,m

a znacime X ~ Bi(n,p). Prakticky Casto zminovanym piikladem tohoto roz-
déleni je vysledek n hodt minci. Pouziti nalezneme ale i ve zdravotnictvi
a v armadé, kde miizeme pocitat napr. pocet uzdravenych, respektive po-
Cet zésaht cile. Na obrdzku [6] vidime pravdépodobnostni funkci dvou velic¢in
s binomickym rozdélenim vyjadirenou pomoci histogramu.
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Binomické rozdéleni s n =50, p=0.25an =50, p = 0.6.

X ~ Bi(50, 0.25)
X ~ Bi(50, 0.6)
1

Pocet uspéchu

Obrazek 6: Binomické rozdéleni s parametry n = 50 a p = 0.25, n = 50 a
p=0.6

Stredni hodnota a rozptyl jsou uréeny vztahy E(X) = np a var(X) =
np(1—p).
Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni ma diskrétni nahodnéa veli¢ina s parametrem A,
kterd se realizuje libovolnym nezapornym redlnym ¢islem & s pravdépodob-
nosti:

Rozdéleni je charakterizovano parametrem A\, ktery vyjadiuje pocet
vyskyti ur¢itého jevu v néjakém casovém tuseku (na néjaké plose, v né-
jaké vzdalenosti...) a reprezentuje stfedni hodnotu a dokonce i rozptyl. Veli-
¢ina se oznacuje X ~ Po(\). Na obrazku [7] je vyobrazena hustota rozdéleni
X, ~Po(7) a Xy ~ Po(2).
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Poissonovo rozdélenisA=7air=2

0.15
|

0.10
|

Pravdépodobnost
l
JY)
O
—~~
~l
~—"

0.05
|

0.00

Pocet vyskytt uréitého jevu

Obrazek 7: Poissonovo rozdéleni s parametrem A =7 a A = 2

2.4 Nahodny vybér a statistika

Vérim, ze jsme probrali vSechny pottebné aspekty teorie pravdépodob-
nosti; nyni uz je snad konecné cas postarat se o diivod pravdépodobnost-
niho snazeni. V néasledujicich podkapitolach se budeme zaobirat statistikou
a jejimi metodami. Uvodem je dillezité se zminit o formalité, Zze praktickou
interpretaci pravdépodobnosti budeme chapat frekventisticky v souladu s li-
teraturou [2], str. 155. To znamend, Ze pokud je pravdépodobnost zpozdéni
vlaku o 5 minut a vice rovnd 10 % (P(X > 5) = 0.1, kde X je zpozdéni
vlaku), tak 10 ze 100 vlaku bude mit zpozdéni.

Abychom mohli zkoumat pocet vlakt se zpozdénim nebo testovat, zda-li
je mince falesna ¢i prava - ¢ili souhrné testovat hodnotu vektorového para-
metru 0 z parametrického prostoru @ prislusny statistickému znaku X majici
kvantitationi nebo kvalitativni charakter - potfebujeme definovat data sadou
nahodnych veli¢in, které ndm na zédkladé ndhodného pokusu (napf. prijiz-
déni vlaku ¢i hod mince) poskytnou konkrétni hodnoty. Pfesné toto nam
umoznuje ndhodny vijbér vysloveny nésledujici definici z [2], str. 160:

Definice 1. n-tice nezavislych nadhodnych velicin X,,..., X, , které maji
stejné rozdéleni jako zkoumana ndhodné veli¢ina X, se nazyva nahodny vybér
rozsahu n z rozdéleni ndhodné veliciny X.

Abychom zamezeli nedorozuméni podotknéme, zZe nahodné veli¢iny
X1, ..., X,, nejsou jen z rozdéleni stejného typu (napt. binomického), ale ze
dané rozdéleni ma také stejné parametry a tim i cely tvar. Matematicky ob-
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jekt, ktery oznacuje vice veli¢in s obecné jakymkoli rozdélenim, nazyvame
nahodny vektor a zna¢ime X = (X, ..., X,,).

Konkrétni data (statisticky soubor) ziskame realizaci ndhodného vybéru
(napt. opakovanym zapisovanim délky zpozdéni, pripadné zapisovanim, zda-
li mél ¢ nemél vlak zpozdéni, zaobirame-li se diskrétni veli¢inou), kterou
stejné jako v pripadé ndhodné veli¢iny nazyvame realizaci resp. hodnotou
ndhodného vybéru a znac¢ime X(w) = x = (x4,...,,,). MnozZina moznych
hodnot ndhodného vybéru se nazyva vybérovy prostor.

Vigbérovou funkci nebo-li statistikou rozumime kazdou borelovsky meri-
telnou funkeci ndhodného vybéru a znacime T'(Xy,...,X,) = T(X) s re-
alizacemi, které oznac¢ujeme T'(zq,...,x,). Je tfeba zdiraznit, Ze hodnoty
vybérové funkce jsou nepiimo zavislé na hodnoté parametru zkoumaného
rozdéleni a to prostrednictvim nahodného vybéru. Dilezité je si také uve-
domit, ze statistika je stdle nahodna velic¢ina, protoze borelovsky méritelna
funkce nahodné veli¢iny je znovu nahodna velicina. Podle ucelu statistiky
rozlisujeme dva zakladni typy:

Bodovym odhadem parametru 0 rozumime vybérovou
funkei T(X,,...,X,,), jejiz rozdéleni nezavisi na 6, avsak jeji funkéni
predpis ano. Jeji redlné hodnoty musi dobfe aproximovat hodnotu parame-
tru 6. V nasi aplikaci odhadujeme pomoci bodového odhadu vzdy pouze
jednodimenzionalni parametr.

Jako testovou statistikou chapeme tu, ktera prinasi informaci o platnosti
nulové hypotézy. Stejné jako v pripadé bodového odhadu se zaméfime pouze
na l-dimenzionalni parametr 6 C O.

2.5 Vlastnosti odhada a nékteré dulezité bodové od-
hady

Odhady charakterizujeme pomoci jejich vlastnosti. Ty jsou tzce spjaty
s charakteristikami, které znacime E,[T(X)], resp. vary[T(X)] (v praxi
napi. E,[T(X)]), protoze jsou jejich hodnoty rizné pii zméné nezndmého
vektorového parametru 6.

Castym pozadavkem na vlastnost odhadu je jeho nestrannost.

Definice 2. Vybérova funkce T'(X) je nestrannym odhadem hodnoty para-
metru 6, jestlize plati:

E,[T(X)] = 0,76 € ©.

Rozdil b(0) = |Ey[T(X)] — 6] nazveme vychyjlenim odhadu.
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Pokud plati lim,, , . Ey[T(X)] = 0,V0 € O je odhad asymptoticky ne-
stranny. To mizeme chapat tak, ze se blizi nestrannosti s rostoucim n. Ne-
strannost nemusi byt sama o sobé garantem kvality odhadu, pouze vyjadiuje,
ze se hodnota bodového odhadu bude okolo redlné hodnoty parametru. Kon-
krétni realizace vSak miize byt vzdalend, pokud ma statistika velky rozptyl.

Dalsi dulezitou vlastnosti je konzistence odhadu.

Definice 3. Vybérova funkce T(X,, ..., X,,) je konzistentnim odhadem pa-
rametru 6, plati-li:

lim Py(|T(X)—0] <e) =1,Ve>0,V0 € ©
n—oo

, tj. posloupnost s rostoucim poctem pozorovani statistického znaku X kon-
verguje podle pravdépodobnosti ke skutecné hodnoté parametru 6.

Pomoci konvergence podle pravdépodobnosti vyjadiujeme priblizovani
testové statistiky k realné hodnoté parametru. V praxi to znamena, ze se
hodnoty bodovych odhadt pro nizkd n pohybuji ddle od hodnoty parame-
tru a pro vysokd n velmi blizko. Hodnota n se pak v praxi vycisluje, pro
pozadovany rozptyl, ktery chceme co nejmensi.

Kvalitu odhadu (estimatoru) muzeme posuzovat také pomoci jeho roz-
ptylu. Cim mensi rozptyl, tim je odhad lepsi - ma vyssi eficienci. Dale mu-
zeme posuzovat kvalitu odhadu pomoci intervali spolehlivosti, které sdéluji,
do jakého intervalu bude testova statistika spadat s 1 — a% pravdépodob-
nosti. V nasi aplikaci pouzivame k posouzeni kvality odhadu dvou cisel, které
nejsou zavislé na nestrannosti. Prvnim je stredni absolutni chybu E4|0 — 6,
ktera udava hodnotu, kolem které se budou soustredovat absolutni hodnoty
chyb. Vyuzijeme také stredni ctvercovou chybu neboli MSE (mean squared
error) vyjadfenou vztahem Ee(é —6)2, ktera udava rozptyl chyb. 0 chépeme
jako odhadovou statistiku parametru 6.

Mezi vSemi odhady se ddle zamérime na ty nejznaméjsi. Ukazeme si, jak je
matematicky vyjadiujeme, a fekneme si o nékterych jejich specialnich vlast-
nostech. Necht mame nahodny vybér X, ..., X,, prislusny libovolné ndhodné
veli¢iné X.

V pripadé zZe existuje prvni moment, tak definujeme veli¢inu
X, = %ZZL: |, X, kterou nazveme vybérovy prumeér. Je dokazano, ze je
nejlepsim nestrannym linearnim odhadem stiredni hodnoty X; zéroven je od-
hadem konzistentnim. Pokud méame vybér z normalniho rozdéleni, lze za
pomoci vét o transformaci ndhodnych veli¢in dokazat, ze plati

X, ~ N, —). (1)



Déle uvazujeme existenci druhého centralnitho momentu. Vybérovy roz-
ptyl budeme pro n > 1 znacit S = 253" (X; — X,,)%. Stejné jako
vybérovy prumér je tento odhad nestrannym a konzistentnim ale tento-
krat aproximuje rozptyl veli¢iny X. Jeho realizaci znacime s2, o ¢islu
n — 1 nékdy hovorime jako o stupnich volnosti odhadu rozptylu protoze
pri znalosti vybérového primeéru, mizeme posledni pozorovani dopocitat ze
vztahu Z?Zl (x; —T) = 0. Odmocnina z vybérového rozptylu se nazyva
vybérova smeérodatnd odchylka a ztraci nestrannost, protoze pro nahodnou
veli¢inu X obecné neplati: /E(X) = BE(vVX).

Oznaceni vybérovy rozptyl se v nékteré statistické literature
(napt. [18]) pfitazuje wvybérovému momentu druhého Tddu urceného
vztahem M, = 53" (X; — X,)? protoze je podobné uénny pii
aproximaci rozptylu (mé priblizné stejny rozptyl). Neni sice nestranny, ale
je dokdzano v [18], str. 102-103, Ze ma mensi stiedni ¢tvercovou chybu.
Nicméné dokonce ani M, neni ve smyslu MSE optimalni, jak se lze docist
na stejném misté.

2.6 Empirické odhady hustoty

Kromé hodnot parametri mizeme pro ndhodny vybér odhadovat i
hustotu zkoumané veli¢iny X pomoci tzv. empirickych odhadi hustoty.
Pouzijeme-li je, ziskdame slusnou predstavu o tvaru rozdéleni pravdépodob-
nosti X. Radi se mezi neparametrické metody, protoze nemusime mit pfedpo-
klady o tvaru rozdéleni nebo o hodnoté parametru. V zavislosti na spravném
zvoleni urc¢itych parametri, které ovliviiuji tvar vysledné funkce, dostavame
vice ¢i méné presny odhad hustoty f(x). V této kapitole bylo ¢erpano ze
zdroju [20], [21] a [22].

Castym odhadem hustoty je histogram. Pouzijeme-li ho k vizualizaci dat,
budeme pomoci sloupciti aproximovat realné hodnoty hustoty. Pro ndhodny
vybér rozsahu n mtzeme odhad Vo € [ay,a;, ;) vyjadiit (s Gpravami pfe-
vzato z [20], str. 11):

. 1 &
f(ﬂ?) = % le[ak,ak+1)(Xi)7 (2)

kde h rozumime $itku jednoho sloupce vyjadienou intervalem [a;, a;,,) € R.
Kazdy sloupec reprezentuje pocet pozorovani, které do néj spadaji, znormo-
vany velikosti vybéru n a zminénou sitkou h, které zajistuji, ze funkce bude
mit vlastnosti hustoty. Funkei I}, , )(X;) nazyvame indikdtorovou funkct,
kterda nabyva hodnoty 1, v pripadé Ze realizace ndhodné veli¢iny spada do
intervalu [ay,a;. ), a 0, pokud nespada. Histogramem budeme v aplikaci
aproximovat hustoty odhadovych statistik.
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Velmi pouzivany jddrovy odhad je zpravidla hladsi nez histogram. De-
finujeme ho pomoci jidra K(x), jehoz tvar je uréen splnénim nésledujich
podminek zkrdcené prevzatych z [21], str. 2:

K (z) je symetrické (I)
/K(x)dx =1 (1I)
R

/ij(m)dle,jzl,...,k—l (I11)
R

/ka(a@)dm #1 (IV)
R

Podminka I zajistuje rozumny tvar aproximace. Podminky III a IV pracuji s
radem jadra k, které charakterizuje jeho prvni nenulovy moment. Vysledna
hustota se ziska tak, ze kazdému pozorovani z nasi datové sady pritadime ja-
dro odpovidajiciho typu se stejnou sitkou vyhlazovaciho okna h. Tyto zpra-
vidla miniaturni funkce nascitame a vydélime velikosti vybéru n a sitkou
vyhlazovaciho okna h. Vysledna funkce je také hustotou, protoze plati pod-
minka II. Pro ndhodny vybér X, ..., X, vypocitame hodnoty v bodé x ze

vztahu: | o X
S K ¢ R.

V aplikaci se setkdme se tfemi typy jader tadu k = 2: Gaussovské pra-
cuje s hustotou normalniho normovaného rozdéleni. Rovnomérné konstruuje
kolem bodi hustotu tvaru obdélniku a trojuhelnikové se vyznacuje, jak uz
nazev napovida, hustotou tvaru trojihelnika. Jak jadra vypadaji, ptiblizuje
obrazek 8.
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Vizualizace jader s h =0.15
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Obrazek 8: Vizualizace typi jadrovych funkei

Funkcni predpisy téchto jader jsou dany tvary:
1 o2

Gaussovské—K (x) = ez

V21

1
Rovnomeérné—K (z) = §I(|m| <1)

Trojuhelnikové— K (z) = (1 — |x|)I(|x| < 1)

2.7 Testovani hypotéz a prislusné pojmy

Ustfednim tématem jak statistcké inference tak nasi aplikace je testovdnd
hypotéz. Hypotézy obecné formulujeme, kdyz chceme na zakladé dat rozhod-
nout o podpore néjakého tvrzeni nebo ho naopak vyvratit (napf. nevinnost
obzalovaného u soudu). Rozhodnuti prifazujeme kazdé datové sadé zvlast.
V aplikaci se zabyvame pouze jednorozmérnymi parametrickymi testy, kte-
rymi odhadujeme hodnotu parametru 6 zkoumaného rozdéleni. Také bych
rad zminil ucebni text Pardubické univerzity [23], ze kterého jsem cerpal pii
pojednani o statistickych hypotézach, a [24] pojedndvajici o velikosti testu.
Necht mame nadhodny vybér X ze zkoumaného rozdéleni X. Pii testovani
hypotézy o parametru X se ridime nasledujicim postupem:

1. Pokud jsou znamé, stanovime predpoklady o rozdéleni zkoumané veli-
¢iny a formulujeme nulovou hypotézu Hyy : 0 = 0, jejiz prijeti poda dilezitou
informaci, a kterou povazujeme apriori za platnou. Alternationi hypotéza H 4
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je formulovana tak, ze se vylucuje s tvrzenim nulové hypotézy. Podle umis-
téni vzhledem k nulové hypotéze rozlisujeme oboustrannou, levostrannou resp.
pravostrannou alternativu.

2. V dalsim kroku volime dilezitou konstantu tzv. hladinu testu o, ktera
omezuje pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy, pokud plati. Rozhod-
nuti nemuzeme nikdy ucinit se 100% jistotou, ledaze bychom znali presny
tvar rozdéleni (pak bychom ale nemuseli nic testovat). Volime zpravidla 5%
nebo 1% chybovost, podle dusledku ktery by chyba mohla mit (napi. vysoké
riziko smrti pacienta nebo finanéni ztraty).

3. Zvolime vhodnou testovou statistiku, kterd bude na zakladé predpo-
kladi dobre vypovidat o rozdéleni dat, uvazujeme-li ho za platnosti nulové
hypotézy, a vycislime jeji hodnotu pro nas vybeér.

4. V tomto kroku miizeme postupovat dvéma zpiisoby. Bud stanovime po-
dobu kritického oboru W C R anebo vypocitame p-hodnotu. V obou pripadech
za platnosti Hy. Kriticky obor obsahuje velmi nepravdépodobné hodnoty tes-
tové statistiky a p-hodnota udava pravdépodobnost, s jakou dostaneme nase
konkrétni data anebo data jesté vice odporujici nulové hypotéze.

5. Ve findlnim kroku vyslovujeme zavér testu, ktery stanovime pomoci
kroku 4. na zvolené hladiné a.. Hypotézu zamitame na hladiné testu «, pokud
padne hodnota testového statistiky do kritického oboru anebo je p-hodnota
velmi mald (mensi nez «). V opaénému piipadé hypotézu nezamitime ve
prospech alternativy.

Pokud nulovou hypotézu zamitneme, neznamena to, ze neplati, nybrz
pouze to, Ze realizace ndhodného vybéru svédéi o jeji neplatnosti. Stejné
tak pri nezamitnuti nulové hypotézy nemuzeme se 100% jistotou tvrdit, ze
hypotéza je pravdiva; pravda je, ze data svédci v jeji prospéch. Mnoziny
hodnot parametrii prislusnych hypotéz oznacujeme ©, a © 4. Tvrzeni H,, :
0 = 60, tak lze matematicky zapsat jako 6 € O.

Cislo, které ohrani¢uje interval kritického oboru s oborem, ve kterém nulo-
vou hypotézu nezamitame, nazyvame kritickou hodnotou. Toto ¢islo je zavislé
na typu hypotézy, takze jich mize byt vice. Jeho hodnotu ziskdme pomoci
F~! kvantilové funkce rozdéleni testové statistiky a znac¢ime napi. u,, re-
spektive t,,. Mnozinovy doplnék kritického oboru nazveme obor prijeti nulové
hypotézy.

P1i rozhodovani se o platnosti hypotézy se miizeme dopustit 2 chyb. Zpra-
vidla zavaznéjsi chyby 1. druhu se dopustime, pokud zamitneme H, ackoliv
plati. Pravdépodobnost této chyby nemuze byt pro konkrétni data vyssi nez
a. Nicméné je treba vzit v tvahu také chybu 2. druhu B, kterda udava prav-
dépodobnost, ze hypotézu nezamitneme, kdyz neplati. Ta s rostouci chybou
1. druhu klesa. Zjistujeme ji pro konkrétni hodnotu parametru 6 z mnoziny
alternativni hypotézy. Kromé toho se tato pravdépodobnost zmensuje také s
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rostouci velikosti vybéru. Spravné rozhodnuti ucinime s pravdépodobnostmi,
kdyz uvedené chyby odecteme od 1.

V nasi aplikaci se budeme kromé zminénych pojmi souvisejicich zabyvat
také jesté s jednim pojmem, ktery primo nenajdeme ve skriptech zakladniho
kurzu [2], ale izce souvisi s testovanim hypotéz. Je jim pravdépodobnostni
komplement chyby 2. druhu (tedy pravdépodobnost, Ze zamitneme H, kdyz
neplati), tzv. sila testu, kterou lze vyjadrit ndsledujicim vztahem S =1 — .
Sila testu je rozhodujici faktor, pomoci kterého si mizeme vybrat ze dvou
a vice moznych testl, které splnuji nami pozadované predpoklady, a jsou
vhodné pro testovani hypotézy (test s vétsi silou je zddanéjsi). Navic se mize
chyba 1. druhu. V takovém ptipadé stanovime nejdiive pozadovanou silu
testu a z ni nasledné dopocitame hladinu testu. Nebo mutzeme urcit pozado-
vany pomér chyb a dopocitavat jak hladinu testu, tak silu testu.

Necht mame nahodny vybér o rozsahu n a testujeme hypotézu H,. Silu
testu pocitame pro konkrétni hodnotu parametru hypotézy H, : 0 = 0, ktera
odporuje nulové hypotéze. Odchylka |6, —6, | vyjadiuje jakousi miru poruseni
nulové hypotézy a obecné se nazyva velikost efektu (anglicky magnitude of
the effect). Sila testu pro prislusnou velikost efektu vyjadiuje schopnost testu
rozligit odchylky od nulové hypotézy (zvlasté ty mirné). Cim mensi je velikost
efektu, tim mensi hodnoty bude S dosahovat. S je také primo timérna hla-
diné testu «; obé hodnoty vsak mizeme optimalizovat zvySovanim velikosti
vybéru.

Funkci, kterda vzhledem k formulaci H, prifadi libovolné hodnoté para-
metru pravdépodobnost, ze zamitneme H, nazveme silofunkci a znacime
S(0). Jeji tvar (a tedy i predpis) je zavisly na hodnoté parametru v nulové
hypotéze. Minimum silofunkce v pripadé oboustranné alternativy je hodnota
parametrického prostoru nulové hypotézy, tudiz v tomto pripadé S(6,) jiz
neni sila testu. Toto ¢islo nazyvame velikost testu V. Velmi casto je rovno
hladiné «, ale v aplikaci si ukdzeme priklad, kdy tomu tak byt nemusi. Pti
dané hladiné a chapeme silu testu jako maximélni pravdépodobnost zamit-
nuti nulové hypotézy, za predpokladu ze plati, na zdkladé vybéru velikosti n.

Vztah vyjadiime jako V' = sup (T'(X) € W).
e,

2.8 Neékteré konkrétni testové statistiky

Pr1i testovani pouzivame vhodnych testovych statistik, které pouzivame
podle formulace nulové hypotézy a znamych predpokladii. V nasi aplikaci
pouzijeme pouze dvé testové statistiky.

V pripadé ze mame vybér X, ..., X, z normalniho rozdéleni se znamym
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rozptylem, muzeme ze znalosti rozdéleni vybérového primeéru a nasledné
standardizace odvodit rozdéleni testové statistiky:

U= @ﬁNN(o,m. (4)

Necht mame nyni vybér z normalniho rozdéleni, ale tentokrat s neznamym
ropztylem. Lze dokédzat (napr [18], str. 74), ze pfi nahrazeni rozptylu vybéro-
vou smérodatnou odchylkou bude mit za predpokladu n > 2 a 02 > 0 testova
statistika o

R N 5)

n

studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. Nahrazeni smérodatné od-
chylky vybérovym protéjskem intuitivné vysvétluje konvergenci studentova
rozdéleni k normalnimu s rostoucim rozsahem vybéru, protoze vybérova smé-
rodatna odchylka je nestrannym a konzistentnim odhadem o. To znamen3,
ze pro rostouci n se budeme priblizovat vztahu . Rédny diikaz nalézdme v

literatufe (napf. v [2], str. 195). Pracujeme v ném s rovnici [d] s vzdjemnou
(n—1)S3

o2

nezdvislost{ 52 a X,, a podilem , ktery md rozdéleni x2_,.
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3 Rozbor aplikace

Finalni 3. kapitola je stézejni, nebot pravé ona ma ukazat prakticky vy-
sledek prace. Je koncipovana tak, aby se skrze ni realizovaly predchozi dvé
kapitoly, které slouzi jako nastavby. Postupné si projdeme vsSechny c¢asti z
matematického (a také trochu programéatorského) hlediska a budeme demon-
strovat, co muze pripadného zvédavce obohatit. Je nutno podotknout, ze ide-
alné by mél uzivatel (obzvlasté jedné-li se o nového studenta ¢i statistického
zacatecnika) pri pouziti aplikace néhlizet do této prace a projit si stézejni
stranky skript zakladniho kurzu [2] (pfipadné také procist dalsi literaturu).
V neposledni fadé budou detailné popsany 2 zpusoby, kterymi muze uzivatel
aplikaci spustit.

Ustfedni myslenku aplikace miizeme vyjadiit jako interaktivni vizualizace
pojmu na prikladech, za pomoci realizace nahodnych vybért z prislusnych
neznamych rozdéleni. Simulujeme tak praktické tlohy, kdy dostaneme data,
na jejichz zédkladé chceme néco zjistit nebo ovérit.

Na obrézku [J] vidime zahlavi aplikace, které je viditelné pii jakékoli dalsi
akci. Nalezeneme na ném nazev a, jak uz bylo zminéno v tvodu prace, za-
kladni rozdéleni do 6 ¢asti; kazda z nich je reprezentovana 1 zalozkou (tab z
tabsetPanel). Vétsina zalozek se drzi jednoduchého schématu, ve kterém je
na prvnim misté nazev, nasledovany vstupy, pomocnymi texty a grafy vhodné
umisténymi do rozlozeni sideBarLayout. V bo¢nim panelu mame zpravidla
umistény text, ktery ma za kol uzivateli vysvétlit tlohu demonstrujici pti-
slusny pojem. V hlavnim panelu se setkame s tlacitky, ktera aktivuji vizualni
znazornéni prostrednictvim vystupt umisténych pod nimi. Ty mohou byt
také okomentovany pomocnym textem.

Inferen¢ni pojmy v kostce

P-hodnota

Obrazek 9: Nahled zahlavi aplikace

3.1 Domovska zalozka

Na obrazku dislo [10] je zobrazen nahled prvni zalozky. Kromé nazvu zde
nalezneme text, ktery podava odpovédi na otazky v podnadpisech. Mizeme
si vSimnout, Ze se jednd pouze o fluidPage, v niz jsou uvniti studnicovych
panelt vypsany dilezité informace a nékteré bibliografické iidaje. Pod ¢islem
1 se mzeme strucné seznamit s tim, co tato aplikace dokaze. U cisla 2 je
v kratkosti naznaceno, co je obsahem aplikace. Cislo 3 oznacuje kratky od-
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stavec s bibliografickymi tidaji. Nesmime také opomenout posledni odstavec
oznaceny cislem 4, kde nalezneme email na autora, ktery miize uzivatel vyu-
zit, chce-li podat dotaz ¢i oznamit nékteré problémy. Na stejném misté si 1ze
pomoci downloadLink stahnout pdf této prace, ktera mize pomoct k lepsi
orientaci a k objasnéni matematiky.

Vitejte v aplikaci
K ¢emu slouzf aplikace? 1

Ugelem Ji interaktivni vizualizace matematické statistiky. Budeme se zabjvat zékladnimi pojmy metod statisticks inference.

Primémi zaméfent Je cfleno k padpofe wyuky zikladniho kurzu statistiky na Katedfe matematické analjzy Pfirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Clomauci. Konkrétnich pffklady ochalui skryté zékonitosti
réiznyich metod. Pro pachopen jednotiivych pifklad je nejprvé dobré si pcfst levy badnf panel s informacemi. Diky interaktivnim prvkm v pravé éésti aplikace umoZiiuje (pouzitim pifslusnfich tiaéitek) zobrazit
Vlivy konkrétnich parametrd na Glohy.

| Covninalézame? 2

Pifklady v piti riiznjch z4lazkdeh, které se snaff teoreticky podrobné prozkoumat statistické pojmy. Z&lozka p-hodnata vizualizuje pifsiusny pojem hustotou rozdélent ze zkoumanf chyby méficiho pristroje.

Hladinu alfa si predstavime opakovanyin testovénim hmotnosti baleného cukru. Zkoumén nestrannost]  konzlstence provedeme pomocf odhadu pH neutrdlnfho roztoku nebo poctu hurikdnu v USA. Naproti ‘
tomu pii demonstraci slly_testu se zaméfime na rozdélenf vbrového priméru potu strdnek u zavéretné préce bakalaiského cboru, Vypacetns zaméfendjsf ¢ést predstavuje hod mincf (vellkost test), kde
testujeme hypotetické tvrzenf spoluzéka o vyvdzenosti mince.

Odkud cerpém? 3

Hlavnf zdroj védomostf v podporovanén kurzu jev Iiteratufe - Hion, K, Kunderovd, P, Vencalek, Q. Zdklady poctu pravidépodobnosti @ metod matematické statistiky (4 doplnéné vyddni), Univerzita Palackéhov
Olomouci, Olomouc 2018. Skripta. ISBN: 9788024459905,

Zdrojem pouzitjch prikladd a vizualizaci je kromé ji2 zminénych skript a konzultacf také - Walpole, R., Myers, R., H, Myers, S, L, Ye, K: Probability & statistics for engineers & scientists (. edition). Pearson
Education, Inc., Boston 2012. ISBN: 9780321629111,

Méte dotazy a pripominky? 4

Pists email na adresu sumpic00@upolcz .V piipads zajmu si miZete stahnout a piecist bakalaiskou préci,v ramci ni tato aplikace vznikla: Stihni pdf précel

Obréazek 10: Domovska stranka aplikace

3.2 P-hodnota

P-hodnota je pri praci se statistickym softwarem velmi dulezité ¢islo. Pri
testovani hypotéz okamzité dostavame informaci o tom, jak si nase data ve-
dou za platnosti nulové hypotézy H,. Osvédcuje se rozhodovani o platnosti
H na zakladé srovnani p-hodnoty s hladinou testu «, jak uz bylo zminéno
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pri popisu testovani hypotéz. P-hodnotu totiz mizeme chapat jako nejmensi
hladinu vyznamnosti, pii které bychom povazovali vyskyt nasich dat za statis-
ticky vyznamny. V néasledujicich fadcich si podrobnéji rozebereme, jak mame
p-hodnotu uchopenou v aplikaci.

P-hodnota

Necht mdme n&hodny vybér Xy ,..., X, olibovolném razsahun = 002mm 6
zrozdélenl X ~ N(p, 72:\, které charakterizuje chybu pristroje (v
mm) vyrab3jiciho soucastky, s volitelnou nezndmou stiedni
hodnotou 4 a se zndmym rozptylem ot =1mm.

( - ) Rozdéleni testové statistiky U
Rozsah vybéu 7
1 34 W Realizace teslové stetistiy E(u)
s 8 100 B P-hodnota ocekavans testové sitistky
| IR | "
5 5 5 35 & 5 & ki i) &5 100
\, /
e P N -
Neznama stredni hodnota i 2 24
-12 0 12
O —
R 0 LI I ¥ E]
\. J £ 94
2 o
Budeme se snait ovéfit, zda se X idi normalnim normavanym =
rozdglenim X ~ N(0, 1) (cili méficf pifstioj pracuje s nulovou
otekdvanou chybou i = 0 mm), pfipadné nas zajima, zda je
stiedni hodnota zkoumanéha rozdéleni vétsi nebo mensi nez -
stfedni hodncta normalniho normovaného razdéleni. Proto s
formulujeme hypotézu o stfednf hodnoié rozdélent ndhodné
veliciny:
Jednostranné/ohoustrannd alternativa o |
S
O Oboustranna
() Levostranna 3 o s
estova stafistica
) Pravostranna

. P-hodnota oéekévané testové statistiky = 1
Hy:p=0mmH, : p#0mm

Necht se nas nahadng vyber s kaZdyfm stisknutim tlacitka realizuje
hodnotami z 1. . ., . K provedeni testu nejdiive vypocitame
aritmeticky pramer ...

Rozdéleni testové statistiky U

B W Realizace teslové statistiky u
@ P-hodnota wypocitang lestove sialistiky

04

Realizaci testové statistiky u tak Ize vypccitat ze vztahu:

Coime) 4

o
Hodnota ndm udava vchylenf wbérového primeru od stiedni &
hadnoty nerméIniho rozdélenf vynasobeného odmacninou z
pottu pozorovéni, za piedpokladu Ze platf nulova hypotéza.

P-hodnotu charakterizuje ¢ervené vyplnény obsah pod hustotou

a
g

rozdélen( testové statistiky, jak miZeme vyjadfit témito vzori. § 2

P-hodnota

2 =2P(U 2] 5 .

54
P-hodnota oZekdvané testové statistiky
»=2P(V] 2 B,V))]

e

S

Testova statistica

P-hodnota vypoditané testové statistiky = 0.87

Obrézek 11: Néhled zalozky p-hodnota

Na obréazku ¢islo muzeme vidét veskery obsah zalozky. Bocéni panel
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umistény nalevo v Sedém pozadi studnicového panelu (wellPanel) nés sezna-
muje s ulohou testovani pomoci p-hodnoty, zda-li mame byt na zakladé dat
znepokojeni vykonem pristroje vyrabéjiciho soucastky (napf. srouby ¢i ma-
tice). To znamend, zda-li je podezieni, Ze pristroj pracuje s nenulovou chybou
(v mm). P-hodnota je demonstrovana pomoci dvou podobnych grafi z nichz
prvni znazornuje p-hodnotu, kterou oc¢ekavame, vyjadienou pomoci stredni
hodnoty testové statistiky. Druhy graf ukazuje p-hodnotu pro nas konkrétni
vybér. Jednotlivé ¢asti stranky jsou oznaceny cervenymi cisly, které slouzi k
lepsi orientaci.

Cervenym ¢islem 1 mame oznaceny posuvnik, kterym volime rozsah vy-
béru n, neboli pocet pozorovani normalné rozdéleného statistického znaku
X, ktery reprezentuje odchylky pozadované délky od namérené délky vyro-
bené soucastky. Pro vétsi rozsah vybéru budeme dostavat presnéjsi odhad
parametru p. V pripadé, ze hypotéza neplati, ndim vynéasobeni odhadu /n,
jak vidime v ovélu 4, brzy naznac¢i nepravost hypotézy. V ovalu oznaceném 2
vybirdme stfedni hodnotu zkoumaného rozdéleni, kterou v praxi nezndme.
Muzeme demonstrovat, ze se vzdalujici se redlnou hodnotou parametru od
hodnoty v nulové hypotéze (s narustajici redlnou chybovosti pristroje) se
bude p-hodnota oc¢ekdvané testové statistiky i konkrétni p-hodnota naseho
vybéru zmensovat (a tudiz data svédéi ve prospéch nenulové chyby pristroje).
V sekei 3 si uréujeme typ hypotézy podle toho, co chceme v praxi ovérit (napf.
muzeme chtit ovérit tvrzeni, ze se o¢ekdvana chyba méreni vychyluje pouze
jednim smérem). Vztah 4 dostdavame uzitim testové statistiky, kterou jsme
si uvedli pod &slem 4, kde dosadime hodnoty u = 0 a 02 = 1. Vypocet
p-hodnoty, jak se provadi ve statistickych softwarech, miizeme vidét v ovalu
s ¢islem 5. Vysledna p-hodnota bude kolisat kolem p-hodnoty ocekdvané tes-
tové statistiky (v naSem pripadé E(U) = py/n), kterou pro oboustrannou
alternativu vyjadiime vypoctem:

P(|U| > pv/n) =1 =P(—pv/n < U < pv/n) =1 — &(uy/n) — ®(—pv/n) =
=2®(uy/n)

, kde jsme pouzili pravdépodobnosti komplementu ndhodného jevu, vyjadreni
nahodného jevu pomoci distribuéni funkce a symetrie normalniho normova-
ného rozdéleni kolem 0.

Studnicovy panel oznaceny cislem 6 obsahuje tlacitko, kterym se reali-
zuje ndhodny vybér z N(u, 1) a vykresli do grafi prislusné p-hodnoty. Vedle
tlacitka je uvedena realizace vybérového pruméru (aritmeticky prumeér dat),
kterou muze zvédavec porovnavat s grafy, aby si udélal predstavu o vlivu
vybérového priméru na p-hodnotu. Graf 7 zdiraznuje, ze testova statistika
neni ¢islo, nybrz veli¢ina, a tudiz je p-hodnota stfedni hodnoty testové statis-
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tiky pri neménnych parametrech tlohy stale stejna. Obsah plochy v grafu 8
by mél pri opakovani vybéru kolisat kolem obsahu plochy v grafu 7.

3.3 Hladina testu «

Za pomoci hladiny o urcujeme, jakou hodnotou je omezena chyba 1.
druhu pri testovani hypotéz. Chapeme ji jako pravdépodobnost zamitnuti
pravdivé hypotézy, protoze predpokladame, ze H, plati. Je dilezité se u
konkrétnich prikladt zamyslet, jak konstantu zvolime. Diisledky volby o na
testovani hypotéz se nam pokusi priblizit zalozka znézornéna na obrazku

¢islo M2

Necht mame nahodng vber X ,. .., X,, z rozdelen
X ~ N(p,0?) o libovolném rozsahu 72, s neznémou stiednf
hodnotou i = 1000 g a neznamym rozptylem o2 = 10 g.
Uvazujme, Ze se timto rozdélenim fidf hmotnost baleného cukiu v
gramech.

Rozsah vyberu 7 1
s 100
R e e
5 EE

' (v i )
E T T

|

Zajima mé, za Gcelem kontroly, zda platf 2 = 1000 g (cukr vaz(
1kg), pipadné chci rozhodnout, je-li 2 mensf i vatsf nez 1000 g,
Testuji hypotézu:

Jednostranna/oboustranna alternativa

© Oboustranna
2 Levostranna
) Pravostranna

Ho: p=1000 g Hy : o7 1000 g

Hypotézu otestuji na mnou zvolené hladiné testu o

Hladina testu o 3
0.05

Hladina testu « 6

Proved vypocet s novou Zakresli hodnotu testové odr es
hodnotou n! statistiku! 1 a tej ne

Hustota

Rozdéleni testové statistiky T

J =7
ty =7
ty =7

| ty=?
ts =7

bor 20
Testova statstia
Legenda grafu f" ik

Necht se nas nahodny vyber s kazdym stisknutim tacitka Zakresli
hodnotu testové statistiky! realizuje hodnotami &1, . . ., @y.. K
provedent testu vypocitame nejdiive aritmeticky primér ,,. Dale
vypocitime vybérovou smérodatnou odchylku sn. Realizaci testové
Statistiky t; vypocftame pomocf vztahu

, ktery udava rozdil hypotetické stiednf hodnoty od vybérového
priméru vydéleny vybérovou smérodatnou odchylkou a
y inou z poctu

Pired rozhodnutim o platnosti hypotézy uréime kriticky obor W,
abychom védéli, pii kterych hodnotach testové statistiky budeme
zamftat nulovou hypotézu.

podit (38, 440 realizac testove statistiky v kritickém oboru se
priblizuje s rostoucim N k hladiné testu
& = P( zamitnuti Ho| H plati ), kde N je pocet wpoctii testové
statistiky z N provedenych nahodngch vybéri.

Jadrova hustota aproximuje teoretickou hustotu testové statistiky
pomoci M bodd. Vgznamnou roli v presnosti aproximace hrajf
také parametry empirické distribuénf funkce; $ifka vyhlazovaciho
okna f a typ jadrové funkce.

r ~
Potet vyuzitych realizac testové statistiky M-
()30 @200 11000 5
Vyber jadrové funkce
Gaussovskéa ~
$ffka vyhlazovaciho okna - vyhlazovact parametr
o 3
D R R e e e e e
\. J

Hustota

W = (—c0,-2.01 |JU[ 201 c0)

am Y, ) NaN

W 20,025 - Kyvanti studontova t-rozdéleni
| Kriticky obor (W)

Vykresli graf odhadu rozdé&leni testové statistiky s navolenymi parametry jadrové hustoty!

Rozdéleni testové statistiky T

50 25 00 25 50

Tostova staistka
s =3, ¢ _0.03 & =32 2 _0.04 4, = Tie fnt) - 0.04
‘ Presnost a stabilita aproximace hustoty je provazana také <

aproximac( hladiny c, jejiz odhad je vyjadien ¢isly
&1, i, B, kde

_[1 new
i {o T g W

Obrazek 12: Nahled zalozky hladina testu o

V zélozce se zabyvame problémem, kdy chceme urcit, zda-li je divod k
podezreni, ze normalné rozdélena hmotnost cukru v obchodé (X) nevyhovuje
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predepsané hmotnosti 1000 g, vyznacené na obalu. Stejné jako v prechozim
prikladu demonstrujeme pojem pomoci testovani hypotézy o stredni hodnoté
normalné rozdélené X, ale tentokrat nezndme rozptyl, jehoz hodnota repre-
zentuje urcitou povolenou toleranci hmotnosti. Hypotézu testujeme pomoci
kritického oboru. Zptsob testovani je podrobné popsan v bo¢nim panelu,
kde si také volime rtizné hodnoty proménnych, které v testu figuruji. Kromé
toho si zde mizeme navolit také parametry jadrového odhadu hustoty pomoci
odpovidajicich vstupi, ktery slouzi k aproximaci hypotetického rozdéleni tes-
tové statistiky. V hlavnim panelu budeme popisovat grafy a dalsi vystupy,
které interaktivné pobizeji k zamysleni.

Cervenym ¢islem 1 je oznacen posuvnik s poc¢tem vysledki vazeni cukru n,
ktery ma podobné vlivy na testovou statistiku v ovilu 4 (viz vzorec [5)) jako
tomu bylo v predchozi zalozce. Z konzistence vybérového priméru a vybé-
rové smérodatné odchylky plyne, Ze s rostoucim n dostavame presnéjsi od-
hady parametriit u a o2. Navic nAm rozsah vybéru urcuje i tvar t-rozdéleni,
protoze n — 1 oznacuje pocet stupni volnosti. Oznaceni 2 ndm umoznuje
radiovymi tla¢itky volit typ hypotézy, kterda v tomto piipadé vzdy plati (jiz
nelze modifikovat redlnou hodnotu parametru p) a také zde vidime prislus-
nou formulaci hypotéz. V praxi se mizeme zamérit, zda-li je cukru spise
vice anebo méné. V sekci 3 volime pomoci ¢iselného vstupu hodnotu hladiny
testu, kterou v praxi chceme co nejmensi. Nicméné uzivatel si muze navolit
libovolnou hodnotu v intervalu (0, 0.3], abychom mohli i absurdnéjsi volbou
demonstrovat chovani testu. Nizsi o volime, je-li rozhodovani o cukru velmi
dulezité (napf. v prestiznim obchodé). Interval je zabezpeceny uzivatelskou
zpétnou vazbou v pripadé, ze uméle zadame hodnotu prilis vysokou. Ménit a
muzeme i tehdy, kdyz jsme jiz provedli vypocet a otestovali hypotézu. Lze
demonstrovat, jak by se zachoval nas konkrétni vysledek pti rtizné hladiné
testu. Oval s ¢islem 4 zobrazuje tvar testové statistiky, kterd ma za platnosti
nulové hypotézy (tedy v nasem pripadé vzdy) studentovo t-rozdéleni.

Plocha oznacena ¢islem 5 obsahuje parametry jadrového odhadu. Zaskr-
tavacimi policky si navolime jednu nebo vice hodnot M - poc¢tu pouzitych
testovych statistik pii aproximaci. Defaultné je vybrano pouze M = 200.
V nésledném vybiracim policku si mtuzeme zvolit typ jadrové funkce; de-
faultné mame funkci Gaussovského jadra, které je nejhladsi. Sitka vyhlazo-
vactho okna h pro Gaussovské jadro je pomoci metody referenéni hustoty
pro M = 200 defaultné navolena na h = 0.35. Metoda je detailnéji popsana
v [20], str. 19, kde je také odvozeni pouzitého optimalniho A Gaussovského
jadra:

h=1.060M%

, kde o je smérodatna odchylka testovych statistik. Pro M = 1000 hodnota
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kolisa kolem A = 0.25 a pro M = 30 musime pro co nejkvalitnéjsi odhad na-
volit priblizné h = 0.6. Optimalita je mérena z hlediska asymptotické stredni
integralni kvadratické chyby, o které se lze docist v jiz zminéné literatuie [20]
na str. 16. Pro ostatni typy jader se defaultni hodnota A neméni.

U cdisla 6 vidime 3 tlacitka. Prvni tlac¢itko slouzi k aktualizaci hodnoty
n a naslednému vypoctu 1200 realizaci testovych statistik. Druhé tlacitko
vykresluje testové statistiky po jedné do grafu a tretim tlac¢itkem se vSechny
zakreslené statistiky odstrani a nasledné se vypocitaji nové pro stejnou hod-
notu n. Cislem 7 je oznaceno prostedi, ve kterém vidime graf zakreslenych
testovych statistik spolu s teoretickou hustotou. Néalezitosti grafu popisuje le-
genda umisténa pod grafem. Pro prvnich 5 testovych statistik se v pravé casti
zobrazi jejich hodnota spolu s rozhodnutim o nulové hypotéze. Podivame-li
se do pravého dolniho rohu oblasti, uvidime zapsané hodnoty vybérového
prumeéru a vybérové smérodatné odchylky spolu s kritickym oborem ohra-
nicenym kvantily studentova rozdéleni (kritickymi hodnotami). V pravém
hornim rohu sledujeme rozhodnuti o platnosti nulové hypotézy. Kiizek znaci
statisticky signifikantni vysledek (nebo-li ze data svédéi proti spravné hmot-
nosti cukru), zatrzitko ukazuje statistickou nevyznamnost (data svédéi ve
prospéch H,)). Chapeme-li indikdtorovu funkci Iy(7;) jako nahodnou veli-
¢inu s alternativnim rozdélenim s parametrem p, kde 7 je testova statistika
pro i—ty vybér, mizeme pro N testovych statistik psat:

E(A) :E(Z [W](VTi>> _ Z EUV}/\;TJ) _ %p =

= P(zaminutiH | H,plati) = «

, kde p je pravdépodobnost, ze testova statistika bude v kritickém oboru; ¢i-li
pravdépodobnost, ze se dopustime chyby 1. druhu, ktera je v tomto prikladu
N E(lw(T}))
=1 N
Cely ¢len Zf\i 1 mNT) vlastné mizeme chapat jako vybérovy primeér ndhod-
ného vybéru Iy, (1Y), ..., Iy (Ty) pro ktery vime, Ze je nestrannym a konzis-
tentnim odhadem stredni hodnoty; v tomto pripadé p. Indikatorova funkce
kritického oboru je borelovsky méritelna, tudiz jsou i ¢leny transformovaného
vybéru nezavislé.

Pod ¢islem 8 médme vyobrazeny graf s prislusnymi jadrovymi hustotami,
které se zobrazi po stisknuti prilehlého tlacitka. Tim aplikujeme navolené
parametry jadrové hustoty. Na grafu mizeme pozorovat, jak dobfe odhady
aproximuji teoretické rozdéleni. Pod grafem vidime odhady &y, s, @5 pro
prislusny pocet realizaci testovych statistik. Pro lepsi aproximaci teoretické
hustoty, bychom méli na prislusnych hodnotach sledovat presnéjsi a stabil-

vzdy rovna hladiné «. Vidime, ze ) je nestrannym odhadem .
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néjsi odhady. Nicméné nemusi to tak byt pokazdé; velmi zalezi také na na-
voleni parametri jadrové hustoty. Kromé legendy zde nalézame i vyjadreni
indikatorové funkce.

3.4 Vlastnosti bodového odhadu parametru

Kromé testovani hypotéz je soucasti statistické inference i odhad para-
metri. Vyuzivame jich, chceme-li zjistit pribliznou hodnotu parametru; ne-
vyslovujeme zadné rozhodnuti. Od odhadti nemtizeme oc¢ekavat bezchybnost,
ale velka duvéryhodnost v jejich presnosti je zddouci. V nasledujici zalozce se
zaméiime zvlasté na dveé dilezité vlastnosti bodovych odhad: nestrannost
a konzistenci. P¥iklady jsou inspirovany [17], str. 15, str. 297 a str. 260.

Pti prvnim pohledu na zalozku, jejiz nahled vidime na obrazku (13 si
vSimneme, Ze je rozdélena na 2 boc¢ni a 2 hlavni panely; prvni 2 slouzi k
vizualizaci nestrannosti odhadu, druhé dva k vizualizaci konzistence odhadu.
Za pomoci vstupu moznosti (selectInput) si muzeme zvolit zadani tlohy,
které transformuje vzhled boc¢niho panelu za pomoci podminéného panelu
(conditionPanel). Jednd se o tlohy: zkouméni normélné rozdéleného pH
neutralniho roztoku, zjistovani proporce rodin s HBO kanalem v Hamiltonu,
jejichz spésné nalezeni se Fidi alternativnim rozdélenim a sledovani poctu
hurikdanu na vychodé USA v prubéhu 1 roku, ktery se idi poissonovym roz-
délenim. Veli¢inu reprezentujici prislusna rozdéleni oznac¢ime X. Ve druhé
casti prebirame jiz navolené zadani z predchozi tlohy a pro konkrétni odhad
pozorujeme tvar rozdéleni a ukazatele kvality odhadu s rostoucim rozsahem
vybéru. Vysledky obou bo¢nich paneltt mtizeme sledovat na hlavnich panelech
vykreslenim 1-dimenzionalni pfimky s hodnotami realizaci bodového odhadu
a také histogramii, které aproximuji hustotu rozdéleni bodového odhadu. Po-
zorujeme také legendy popisujici nalezitosti grafu.
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Nestrannost

Necht mame nahodng vibér X, ..., X,, prisiusng nahodné

g 5 Proved vypocet bodos
velicing X o rozdélenl zndmého typu s nezndmymi parametry.

Rozsah vybé G, . g 3 ety
0V 1 Rozlozeni 100 odhadi parametru ze 100 vybéru kolem realného parametru

s 100 .
W Redlna hodnota parametru Potet vyskytd
| T=], i Pt e e = O Odhad hustoty histogramem 1x
s o8 03 s 0% @ n 0B %W

Vyber znamého rozdéleni 2
Kvantitativni znak s normalnim rozdélenim ~ ~ 4 I
o _—
X~ N(p,0?). 23x

Uvazujme, Ze se timto rozdélenim ifdf pH neutralnfho roztoku s
neznamymi parametry 2 a o2, které budou v nagem pifpadé ]
rovny 2 =7 ao'® = 0.05. Hodnoty téchto parametrii chceme
urcit pomocf bodovych odhadd, mezi nimiz hleddme ten s
nejlepgimi viastnostmi.

Vybér parametru, ktery chceme odhadnout

= 3 o

Zvolime odhadovou funkei ke zkoumani R ]

Vybér odhadové statistiky 02 04 06 068 08 1

Hodnoty odhadu

Vybérovy primér - Odhad rozptylu odhadové funkce je v, [T'(X)] = 001 im mensfje rozptyl; tim leps je odhad.
=~ Odhad stiedni hadnoty odhadové funkee je ,,[P(X)] = 0.7 . Stredni hodnota blizko redIné hodnoté parametru zpravidia znaéi vhodnou
Pouzijeme odhadovou funkei 7'(X) = £ neboli viberovy aproximaci a nestrannost.

priimér, ktery je nejlepsim linearnim nestrannym odhadem.
Nestrannost vyjadiujeme vztahem:

By[T(X)] =6,¥0 € 6.

Konzistence

Necht méme jesté jeden nahodng vibér X1, ..., X, ze stejného Brovedipocetbodovyen odnadu
rozdélent X ~ N(p, %) jehoz velikost se zvyguje. Chceme

odhadnout stejny parametr 2 pomoct jiz zvolené testové statistiky
X s - o x
&) Odhady parametru pro zvysujici se velikost vybéru

Rozsah vybéru m —
5 @ Redlna hodnota parametru — Pocet vyskytd
« | O Odhad hustoty histogramem 1x

Budeme sledovat realizace testové statistiky s rostoucim
rozsahem vybéru mm: (tacitko animace). § postupym nardstdnim
m budev piipadé konzistence statistiky 7°(X) jeji rozdélent vice
avice koncentrovéno kolem relné hodnoty parametru, jak
Wpljva ze vztahu:

Odhad hustoty

I PA(T(X) ~6] < 5) =L¥e > 0, W6 € ©. ~

To znamens, Ze vzdlenost konkrétnf realizace od parametru
(nebo-1i absolutni chyba) i kvadratické chyba se budou s T L et
nartstajicim m snizovat. r T T T |

02 04 06 068 08 1

Konzistence zpiisobuje postupny pokles stiedni absolutnf chyby
(MAE) a stredn( kvadratické chyby (MSE) odhadd z riznych
realizac vjbérti. Nezavisle na konzistenci pozorujeme, ze s suma rozdilti -1 ST [7(x:)— 4 | = 0,037 udava odhad absolutni chyby (MAE) bodového odhadu od rediné hodnoty parametru z vybéru

fostoucim 72 jsou chyby stabilngjs. velikosti m, kde a; je realizace vybéru velikosti 1.

Hodnoty odhadu

suma rozdilt —L; 7 (7(x;)— 1#)?= 0.0027 udava odhad stiednf kvadratické chyby (MSE) bodového odhadu od redlné hodnoty parametru z

=1

vybéru velikosti m.

Obrazek 13: Nahled zalozky o vlastnostech bodového odhadu

Cislem 1 znovu zaéindme navolenim rozsahu vybéru n, ktery pii vysokych
hodnotach zvysuje presnost odhadu. Pro vyssi n bude x-ova osa histogramu
vice koncentrovana kolem redlné hodnoty (odhad bude mit mensi rozptyl).
Ovél 2 nam nabizi moznost zvolit si priklady, kde odhadujeme konkrétni pa-
rametry rozdéleni, a dynamicky vypise prislusny matematicky zapis. Bude-li
nam to umoznéno, vybereme si v sekci 3 parametr, ktery chceme odhad-
nout. Kromeé toho si zde miizeme vybrat také vhodnou odhadovou funkci. Po
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stisknuti tlac¢itka v prostredi 4 se zobrazi histogram zkonstruovany pomoci
100 bodovych odhadi. Na ném sledujeme v zavislosti na zvolené statistice
nasledujici pozorovani:

1. V pripadé, ze odhadujeme parametr 1 normalné rozdéleného pH, dosté-
vame pro statistiku 7(X) = X, odhad hustoty s tézkymi chvosty a s nizsimi
hodnotami na ose y. To znaci vysoky rozptyl, ktery ukazuje nevhodnost této
statistiky, a to i prestoze je nestrannd. Jeji konkrétni realizace mutze byt s
nezanedbatelnou pravdépodobnosti daleko od realné hodnoty.

2. Distribuce odhadu ¢ (rozptyl pH v neutralnim roztoku) je prakticky k
nerozeznani, pouzijeme-li vybérovy rozptyl S2 nebo druhy vybérovy centralni
moment M,. Jak uz bylo zminéno, M, ma dokonce mensi stfedni ¢tvercovou
chybu a tudiz miize byt preferovany pred nestrannym S2.

3. Parametricky prostor parametru p (proporce rodin s HBO) binomic-
kého rozdéleni obsahuje pouze hodnoty mezi 0 a 1, proto dostdvame (v po-
rovnani s jinymi aproximacemi vybérovym prumeérem) velmi malé odhady
rozptylu, i kdyz jsou nékteré realizace vzhledem k velikosti intervalu velmi
daleko od realné hodnoty.

4. Aproximace parametru A (pocet hurikdni v USA) pomoci vybérového
rozptylu v pripadé Poissonova rozdéleni neni vhodna, protoze k vypoctu po-
trebujeme hodnotu vybérového prameéru, ktery je navic lepsim odhadem pa-
rametru.

Vsimnéme si, ze ackoli je histogram casto pouzivan pro vycet absolutnich
cetnosti, zde ho vyuzivame k aproximaci hustoty, jak jsme nastinili ve vzorci
pri normovani ¢lenem ni Vypocet poctu sloupct k je prenechany default-
nimu nastaveni R priblizné se ridici Sturgesovym pravidlem, které vyjadiuje k
vzorcem:

kE=1+[2logyn].

Vice viz [20], str. 12.

V ovalu 5 si posuvnikem volime velikost jiného vybéru m, ktery ma za
kol dopomoci k vizualizaci konzistence. Pro zvysujici se hodnotu m se po
stisknuti tlacitka v sekci 6 zobrazi v grafu pod tlacitkem m — 4 bodovych
odhadi, které jsou realizacemi prislusného (velikosti) odpovidajictho vybéru,
a dale také odhad hustoty konstruovany pomoci histogramu. Posuvnik umoz-
nuje sledovat animaci, kterd do grafu zakresluje po 5 nové realizace statistiky
pro dana m, kterda v pripadé konzistence s rostoucim m konverguje podle
pravdépodobnosti k realné hodnoté parametru. Tomu odpovida i histogram
v pozadi, ktery se pro velkd m priblizuje rozdéleni, které se soustreduje s
velmi vysokou pravdépodobnosti kolem redlné hodnoty parametru (je Spi-
¢até kolem realné hodnoty parametru). V pripadé, ze odhad neni konzistentni
(napf. jiz zminény 7'(X) = X;), tento efekt nenastane. Ve spodni ¢asti sekce

45



muzeme pro ruzné hodnoty vybéru vidét vycisleni odhadu sttedni absolutni
chyby (MAE) a stfedni kvadratické chyby (MSE). Znovu si uvedme zajimava
pozorovani:

1. Pri odhadu g pomoci T'(X) = X, se pohybuje odhad MAD okolo
konzistentni. Odhad MSE je pfi pouziti této statistiky velmi nestabilni (kvuli
povaze umoctiovani) a nevykazuje znamky konvergence.

2. Odhadujeme-li pomoci Xm, an ¢i M,, pozorujeme pii vysokém m
pokles hodnot, jak odhadu MAE, tak i odhadu MSE, ktery klesa rychleji.

3. P1i odhadovani parametru p (proporce rodin s HBO kandlem) je po-
kles pomalejsi nez pti odhadu jinych parametrii; hodnoty parametrického
prostoru © = (0, 1) jsou totiz velmi malé.

3.5 Sila testu

O sile testu jsme se jiz zminovali v 2. kapitole. Vime, ze jde o pravdépo-
dobnost spravného rozhodnuti, za predpokladu neplatnosti nulové hypotézy
(tedy piipad, kdy hypotézu zamitame). Je to také jev opacny k chybé 2.
druhu (nastane, pokud nenastane chyba 2. druhu za predpokladu, ze neplati
nulovd hypotéza). Muzeme ji tedy vypocitat jen pro konkrétni parametr z
alternativni hypotézy. Pro jakou hodnotu je vhodné silu testu pocitat? Jedna
se 0 hodnotu, jejiz nezamitnuti by mélo vazné dusledky (zpravidla to jsou kri-
tické hodnoty testové statistiky uvazované za H,). Vizualizace v nésledujici
zéloZce je postavena na literatute [17], str. 325, figura 10.3.

Tato zélozka ma velmi podobnou strukturu, jako pojednani o hladiné a.
Opakuje se pro nasi aplikaci typicky vzhled ve formé hlavniho a boc¢niho pa-
nelu. V bo¢nim panelu jsme sezndmeni s tilohou, kde formulujeme hypotézu
o stfedni hodnoté normalné rozdélené veliciny X, ktera vyjadiuje pocet stra-
nek zavérecné bakalarské prace. Mame totiz podezteni, ze odevzdavani praci
neodpovida prislusnému rozdéleni X ~ N(50,50). Déle si zde volime vstupy,
jez figuruji pfi testovani ocekavaného poctu stranek p za znamého rozptylu
o2, ktery miizeme chapat jako jakousi strankovou toleranci. Pomocny text
priblizuje hlavni panel s vystupy. V ném podobné jako v pripadé hladiny «
sledujeme grafické zakresleni testovych statistik, avSsak nyni s pomoci dvou
riznych rozdéleni. Spodni graf vykresluje silofunkci, kterd udava prehled sily
testu, pro miru poruseni hypotézy F pri navolenych testovacich parametrech.
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Sila testu S

Necht mame nahodny vibér X1, ..., X,, z rozdalenf
X ~ N(,0%) o libovolném rozsahu 7, s neznémou stiedni
hodnotou ¢ = 50 strének

Proved vyypocet s novymi Y Viymaz vberoveé pi
hodnotami na £ a vykresli

silofunkeil
Rozsah vybéru n 1
T
A T S )
a se zndmym rozptylem o > = 50. Uvazujme, Ze nam tato velicina
udéva pocet stranek zavérecné prace. Déle uvazujme testovani na
hladiné &, zda-li prace vyhovuje predepsané normé 50 stranek, 24
1z, o = 50, pipadné zda-li je stredni hodnota mensf nebo vatsi
nez stiedni hodnota z hypotézy. s 34
1
Jednostrann/oboustranna alternativa = g
© Oboustranna o~
S
Levostranna 2
O Pravostranna S
Hy:p=50H, : ps50 R
— T T T T T T T T T T T T T T T T T T
Hladina teshu o 3 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 50 60
Vybérovy primér
0.05 |
Legenda grafu s~y @ _NaN
Necht se nés nshodny whér se stisknutim tlaéitka Vypogitej =l TN T
vibérovy pramér! realizuje hodnotami z 1, .. ., . 0,025 - Kvantil ozdéleni za plainosti nulové hypotézy
B Siatestu 322
Mie se stét, 7 chceme zkoumat silu testu S, nebo-1i W = (—co,469]U] 531 c0)

pravdépodobnost 7e hypotézu zamitnu za predpokladu, Ze neplati,
Takto mézeme zjistt, s jakou pravdépodobnosti zamitneme, pokud
odchylka od normy nabude hodnoty, terd jiz presahuje rozsah
préce nebo mu nedostatuje. Intuitivné tusime, Ze sfla testu zavisf
na zvolené nulové hypotéze, na hiading o a na velikosti vbéru .
Dale budeme predpokladat, ze nulové hypotéza neplati ale plati

Procento realizaci testové statistiky v kritickém oboru rozdélent za platnosti nulové hypotézy konverguje k sile testu S = 1 — 8, kde IV je pocet
provedenych vypotti testové statistiky z riiznych realizaci néhodného vybéru a 8 je pravdépodobnost chyby 2. druhu; nebo-li pravdépodobnost
Zzamitnuti nulové hypotézu za predpokladu, Ze neplati. Pro Iyy(X ) plati

e 2 e Iw(f)*{l X, eW
)= G 2
alternativa Hy, jeji? hypotetickou hodnotu vyjadiime pomoci E. 0 X, gW
Mira porugent hypotézy B = pig — iy 4
Silofunkce
7 7
LA L L L L LS . e |
7 56 42 28 4 0 14 28 a2 56 7 o4
H:p=%
Ke grafické vizualizaci sy testu si vykreslime hustotu vjbérového R
praméru za platnosti Hy a Hj. Sflu testu mdzeme vyjadiit
vztahem:
S = Py(T(X € W),V € & o 24
3 * Teoreiick sila testu S
Vybérovy pramér ma za platnosti Hy rozdélent: F] ! s
X % N(50,2). 5 ® ]
4
Uvazujeme-li platnost ;, ma wbérovy’ primar rozdéleni:
=,
X~ N(53,2)
o
s
Pro dalsf vpocty bude tieba vy&islenf aritmetického priméru Z,,.
Nesmime také opomenaut uréit kriticky obor W vybérového
praméru za platnosti Hy. & 7
Silofunkce je redInd funkce, ktera pro prislugnou miru porugent T T T T T T T
hypotézy zobraz( silu testu za daného o a . Jejim zkouménim si 6, & 2 o 2 L L
udglame predstavu o schopnosti testu spravné zamitnout Mira poruseni hypotézy E

nepravdivou nulovou hypotézu,
zévéiné dislediy.

ezamitnuti by mohlo mit
Silofunkce ménf zcela svij tvar pfi volbé typu hypotézy; pii zméné hladiny o a rozsahu vybéru n pozorujeme jejf zuzeni/roztazenf podie osy E.

Teoretick hodnota silofunkee, kterou vytteme z grafu je s = 048 .

Obréazek 14: Néahled zalozky sila testu

Na obrazku
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vidime néhled celé zalozky. Ovalem ¢islo 1 je oznacena
velikost vybéru n, se kterou chceme pracovat. Tentokrat budeme uvazovat
nejen vliv na odhad stfedni hodnoty, ale také vliv na rozptyl vybérového
prumeéru, jehoz rozdéleni najdeme u ¢isla 5. V ¢asti oznacené cislem 2 po-
zorujeme formulaci nulové a alternativni hypotézy, ktera ma podobu pouze
jednoprvkové mnoziny. Alternativni hypotéza je v této zalozce obzvlast du-
lezitd. V sekei 3 volime hladinu testu o omezenou intevalem (0, 0.3], ktery



je uzivatelsky zabezpecCeny stejné jako v zalozce Hladina alfa. V sekci 4 vo-
lime miru poruseni nulové hypotézy E. Vybér hodnot E je rtizny vzhledem
k typu hypotézy. Pod timto vstupem mame znazornénou hypotézu, ktera je
oznacena Hy : pu = pq, vyjadiujici jednoprvkovou podmnozinou hodnot pa-
rametrl z alternativni hypotézy; tedy az na vyjimku py = g, kdy dostavame
upozornéni. Tuto hypotézu dale povazujeme za platnou. V praxi volime napr.
E = 5, kdyz nas zajima sila testu, pokud by se rozsah bakalaiskych praci
Fidil N(55, 2).
n —_—

V ovélu ¢islo 5 nalezneme statistiku X, fidici se rozdélenim urcenym ze
vztahu , do kterého dosadime hodnotu o2 = 1 a hypotetické stfedni hodnoty
o, t1- Tim si ji pripravime, abychom ji mohli zkoumat za platnosti H, a H;
zvlast. Kriticky obor, ktery uréujeme nize, se pouziva zpravidla pro znamé
testové statistiky. Nicméné vybérovy primeér muzeme v tomto konkrétnim
pripadé také uvazovat jako testovou statistiku, le¢ pri rozhodovani o platnosti
H, je urcité preferovana statistika ze vztahu 4] protoze vede k normovanému
normalnimu rozdéleni, které ma neménné hodnoty parametrii, a jeho tvar
rozdéleni muzeme lehce popisovat.

Vystupy v sekci oznacené ¢islem 6 ndm demonstruji silu testu. Nejdiive
se zamérime na funkcnost akcénich tlacitek, které se nachazeji v horni casti
sekce. Prvnim tlacitkem R zpozoruje a zapiSe navolené vstupy (zejména E
a n, které uz nelze dale ménit) a vygeneruje 250 realizaci. Zelenym tla-
citkem zakreslujeme hodnoty vybérového prumeéru a aktualizujeme vstupy,
které nemaji nechténé vlivy narusujici logiku vykreslovani grafu (zde pouze
«). Poslednim tlacitkem stejné jako v pripadé zélozky o a vymazeme ves-
keré zakreslené body v grafu a provedeme novy vypocet s danymi vstupy.
V grafu pozorujeme rozdéleni vybérového priiméru za platnosti hypotéz. Za-

kreslujeme testové statistiky a sledujeme aproximaci sily testu pomoci podilu
=1 N

Iy (X;), charakterizovanou alternativnim rozdélenim nabyvajici hodnoty 1,
pokud vybérovy primér padne do kritického oboru a 0 nestane-li se tak.
Vzhledem k tomu, ze H, neplati, zméni se interpretace podilu, ktery nyni
konverguje s rostoucim n prave k sile testu S. Kromé legendy nalezneme v
sekci také vycisleni kritického oboru a hodnotu aritmetického praméru.

Pod ¢islem 7 vidime zobrazenou silofunkci prirazujici mite poruseni hypo-
tézy E silu testu S. PTi zvySovani velikosti vybéru n se funkce ztzuje (rychleji
stoupa) podle E. Minimum nalezi stfedni hodnoté z nulové hypotézy p,, kdy
se zméni interpretace sily testu v pripadé oboustranné alternativy na velikost
testu V. Rychlejsi stoupani je také patrné, navolime-li v prilis vysoko, nebot
je znamé, ze chyba 1. druhu se zvysSuje pri poklesu chyby 2. druhu, ktera je
komplementem S. Pti volbé jednostranné alternativni hypotézy dostavame

umisténym pod grafem. Zde znovu vidime indikatorovou funkci
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silofunkci ve tvaru pismene S ¢i jeho zrcadlového obrazu, protoze v takovém
piipadé je jedna strana realné osy ¢isté ve prospéch nulové hypotézy (takze
silofunkce uz zde znovu nemd interpretaci sily testu). Pod grafem v dolni
casti sekce miizeme sledovat hodnotu teoretické sily testu pro nami zadané
vstupy.

3.6 Hod minci (velikost testu)

Hod minci je jednoduchy statisticky experiment, ve kterém mutzeme do-
jit pouze ke 2 vysledkim: bud padne rub nebo lic. Jedna se o jednoduchy
priklad, na kterém se dobte ilustruji zédkonitosti, a to jak teorie pravdépo-
dobnosti tak matematické statistiky (skripta kurzu [2] zndzornuji tuto tlohu
na strané 172, 173). V néasledujici zdlozce popiseme interaktivni tlohu testo-
vani (ne)vyvazenosti mince. Nejcastéji nas zajimé, zda-li je mince vyvazena,;
nicméné tento priklad je pojmut demonstrativnéji a muzeme se v ném za-
obirat libovolné volenou hypotézou. V této tloze se setkdvame s mnoha jiz
zminénymi statistickymi pojmy, jako je napt. kriticky obor ¢i hladina a.
Také zde bude kladen vétsi dliraz na velikost testu V, kterou jsme jiz zminili
v minulé kapitole.

Testovani (ne)jvyvaZenosti dané mince pomoci opakovaného hodu
Provedenme statisticky experiment, ve klerém hodime 7 x mincf a budeme pozorovat pocet rubdi. Zkoumame tak rozdéleni néhodné veliciny X, ktera je rovna poétu padiych rubd. Jeden rub padne v 1 z celkovich

hod s neznamou pravdépodobnosti p, tzn. X ~ Bi(n, p). Na hlading o chceme otestovat tvizenf spoluzéka, ze rub padne pravé s . To pomoci nulové hypotézy Hy : p = 0.5 proti
oboustranné alternativé H 4 : p # 0.5

Pocet hodii 7 Realng parametr p Hladina o Hypoteticky parametr pg

V1. scéndii se reprezentuje konkiétni vybér, ktery se realizuje Pr lithodd!

stisknutim tlacitka Proved sérii hodu!

V 2. scéndii miizeme pozorovat ocekavany vsledek, v piipadé ze 2 1. Vizualizace & hoddi mincf. Rub pad! 1 X.

platf nulova hypotéza.

Scénaie 3 a 4 reprezentujf hranice kritického oboru (kritické /|

hodnoty). Prvnf kiiticka hodnota je reprezentovana £ kvantilem, = - _ . = _ . =
druhd 1 — 5 kvantilem rozdélenf X ~ Bi(n, p). Rozhodnuti o 2. Otekdvame, ze se rub vyskytne 4 rubym piedpokladu, Ze nulova hypotéza plati.
hypotéze na zakladé téchto scéndi je nasledujict & ~ <

Nulovou hypotézu nezamitémel ( )

3. Pokud bychom dostali méné nez T rub , zam tame nulovou hypotézu.

‘ I 4, Pokud bychom dostalivice nez 7 FUbU , zamitéme nulovou hypotézu.

V pifpadé platnosti nulové hypotézy je hod mince kvl své
alitativni povaze idedini pro demonstraci situace, kdy je
velikosti testu
V= sup (T(X) € W) = 0008 3
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(maximdlnf pravdépodobnost zamtnuti Hy, je-1i sprévna) velmi
casto odlisna od hladiny testu o Velikost testu Ize vycislit pouze v
pifpads pravdivosti nulové hypotézy!

Obréazek 15: Néhled zélozky hod minci (velikost testu)

49



Na obrazku c¢islo vidime nahled zélozky, ktera se sklada ze 3 sekci
oznacenymi Cervenymi ¢isly 1, 2 a 3. V prvni sekci vidime zadani tlohy,
spolu s prvnimi 2 kroky postupu testovani statistickych hypotéz (stanoveni
predpokladii, formulace hypotézy, volba hladiny «). Parametry zkoumaného
rozdéleni, hladinu « a hypotetickou hodnotu p, mizeme upravovat pomoci
vstupt umisténych v fadé pod textem. Formulace nulové a alternativni hy-
potézy pak méa tento tvar:

Hy:p=pyHy:p+#pg

Pr1i testovani hypotézy postupujeme od 3 kroku déle (podle postupu v 2.
kapitole) pomoci vizualizaci. Nebudeme jiz pouzivat rozdéleni testové statis-
tiky, jako tomu bylo v predchozich prikladech, ale urc¢ime kriticky obor jed-
noduse vizualnim porovnanim naseho vybéru. V ¢asti oznacené ¢islem 2 po-
zorujeme nejdiive vizualizaci konkrétniho vybéru, ktery se realizuje po stisk-
nuti tlacitka Proved sérii hodi. Rozlozeni rubu a licti je ndhodné, abychom
lépe vystihli realnou situaci opakovaného hodu. Druha skupina minci uka-
zuje ocekavanou situaci v n hodech s hypotetickou pravdépodobnosti p,
kterou nam sdéli spoluzék; tedy ze padne |np,] rubt (pocet rubu zaokrouh-
lujeme dolit). Kolem této hodnoty kolisa za platnosti H, pocet rubti prvni
vizualizace. Rozhodnuti znazornéné vyraznym krizkem ¢i zatrzitkem v boc-
nim panelu je provedeno na zakladé 3. a 4. skupiny minci, jejichz tcelem
je ohranicit kriticky obor za pomoci kritickych hodnot. Vybér bude svédcit
ve prospéch nulové hypotézy v pripadé, ze jeho hodnota padne do intervalu
mezi kritickymi hodnotami. V opa¢ném pripadé nulovou hypotézu zamitame
ve prospéch alternativy. U ¢isla 3 mame v pripadé platnosti H; danu velikost
testu. Neplati-li H, je hodnota nahrazena krfizkem.

Priklad napomaha porozumét principu testovani hypotéz a ukazuje, ze i
v pripadé pravdivé hypotézy (které docilime, navolime-li p = p;), nemusime
mit 100% jistotu nezamitnuti H,. Tento typ prikladu také ukazuje, kdy je
velikost testu odlisna od a. Je to diky kvalitativni povaze statistického znaku

X.
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Zaveér

V této praci byla za pomoci programovaciho jazyka R vyvinuta webova
aplikace pro podporu vyuky statistiky. Za timto ic¢elem jsme se nejprve zao-
birali programovacim jazykem R a pouzitymi knihovnami. Dale jsme podnikli
zkoumani teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky, abychom mohli
ve findle rozebrat obsah aplikace (se kterou jsme se mohli setkat prostied-
nictvim obrazki).

Praci doprovéazelo zevrubné studium statistické literatury. PTi vyvoji se
objevovaly problémy s programovanim aplikace, jak je to pti prvotnim sezna-
movani s programovacimi jazyky ¢asté. Vsechny byly nastésti diive ¢i pozdéji
vyTeseny. Dokonce i vykonnostni problémy, které z pocatku casto prichéazely,
byly vsechny odstranény po nahrati aplikace prostfednictvim shinyapps.io,
kde se jiz prakticky nevyskytuji.

Literatura [2] zékladniho statistického kurzu pojednava o velkém mnoz-
stvi u¢iva. Jako autor jsem se zaméril zejména na hlubsi porozumeéni 5 kapi-
toly, protoze jsem ji vnimal jako stéZejni. V literatute [18] se objevilo mnoho
dalsich podnétii statistické inference, které by mohly byt demonstrovany -
napt. suficientni ¢i ancildrni statistiky - nicméné zkoumani téchto vlastnosti
uz prilis presahuje jak rozsah prace, tak ucivo podporovaného kurzu.

P1i teoretickém pojednani byly demonstrovany nékteré matematické po-
jmy na jednoduchych prikladech. Aplikace pak ma formu spise teoretického
pohledu na priklady z praxe, jejichz zdrojem byla zejména literatura [17].
Pti jejich feseni jsme se mohli zamyslet nad skrytymi zédkonitostmi, které
iidi provadéné vypocty. To jsme udélali prostfednictvim dynamického uzi-
vatelského prostredi, grafi a obrazkt. Podpora kurzu pak je zamyslena tak,
ze si studenti sami zkusi tuto aplikaci; pripadné mtze byt vhodné priklady
demonstrovat vyucujicimi pti probirani dané latky nebo na konci semestru.
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