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Uvod

Cilem této prace je matematicky zkoumat pohyb matematického kyvadla.

Prace je rozdélena do péti zakladnich kapitol. Prvni popisuje odvozeni modelu
matematického kyvadla s vyuzitim II. Newtonova zadkona. V druhé kapitole fesime
pohyb kyvadla s vyuzitim skutecnosti, Ze sin x ~ x pro velmi malé hodnoty x. Pro
feSeni pohybu kyvadla ve tfeti kapitole vyuzivame metodu linearizace a ve ctvrté
pak teorii Hamiltonovskych systémi. Pata a posledni kapitola shrnuje poznatky
celé prace do popisu fazového portrétu matematického kyvadla.

V praci znacime vektory i vektorové funkce podtrzenim.



1 Odvozeni modelu matematického kyvadla

Fyzikdalnim kyvadlem chapeme kazdy zavéseny objekt, ktery se pohybuje tam a
zpét. Specialnim pripadem tohoto kyvadla je matematické kyvadlo predstavujici
nehmotnou tyc¢ku s upevnénou kulickou na svém konci, kde veskerd hmotnost
kyvadla je soustiedéna v kulicce. Predpokladejme, Ze na kyvadlo neptisobi zadna
sila(napf. odpor vzduchu) kromé gravitaéni. Hmotnost kuli¢ky oznacime m, m >
0, a symbolem [, [ > 0, oznacime konstantni délku tycky. Pohyb kyvadla je v
kazdém okamziku ¢ uréen thlem 6(t) a thlovou rychlosti #'(¢). Tyto dvé funkce
budeme vysetiovat. Uhel (¢) svira ty¢ s rovnovaznou polohou v okamziku t.
MiiZzeme jej méfit dvéma zpuisoby. Pokud mérime proti sméru hodinovych rucicek,
mé thel 6(¢) kladné znaménko. P¥i méfeni po sméru hodinovych ruci¢ek ma

thel (t) znaménko zaporné(viz. obrazek nize).
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Obr. 1: Méteni thlu
Na pohyb kyvadla v okamziku ¢ piisobi tecna slozka gravitacni sily mg, tj.

slozka mgsin6(t), a ma smér teény k draze kulicky.



Obr. 2: Schéma sil
Dle schématu a II. Newtonova zdkona dostavame pro silu F(¢) ptsobici na
kulicku F'(t) = ma(t), kde a(t) je zrychleni kulicky. Z podminky rovnovahy mezi
silou F(t) a vratnou silou F,(t) vyplyva rovnost F(t) = F,(t), kde F,(t) =
—mgsin 0(t). Znaménko minus vyskytujici se u sily mgsin6(t) znaci, Ze vratna

sila F,(t) sméfuje k rovnovazné(svislé) poloze a ptisobi proti sile F'(¢). Plati proto
ma(t) = —mgsin 6(t). (1)

Oznacime-li drahu kulicky xz(t), pak jeji zrychleni a(t) v ¢ase t je x”(t), tedy
ma"(t) = —mgsin6(t) a pak

2" (t) + gsin(t) = 0. (2)

Vzhledem k thlu #(f) mohou nastat tii situace.

Obr. 3: Znazornéni sméru sily F,(t)

Na obrazku A je (t) < 0, kyvadlo se nachazi nalevo od svislé polohy, F,(t) > 0

>
a sméfuje doprava. Na obrazku B je 6(t) = 0, kyvadlo je ve svislé poloze a F,(t)
)

0. Na obrazku C je 6(t) > 0, kyvadlo se nachazi napravo od svislé polohy, F,(t) <
6



0 a sméfuje doleva. (Pfipomertime, Ze délka oblouku kruznice x(t) s polomérem [
je nasobkem st¥edového thlu 0(¢), tj. z(t) = 16(t).) Vztah (2) upravime pouzitim
rovnosti x(t) = (0(t). Tento vztah dvakrat zderivujeme, dosadime x”(t) = 16"(t)
do rovnice (2) a upravime. Ziskdme

0" (t) + %me(t) — 0. (3)

Rovnice (3) popisuje matematické kyvadlo bez tlumeni a nazyva se pohybovd
rovnice matematického kyvadla. K rovnici (3) pfifadime ! systém diferencialnich

rovnic prvniho fadu

{ xil(t) = x2(t)v‘ (4)

kde z1(t) = 0(t), z2(t) = 0'(t) a b= /7.

Pozménime-li rovnici (3) na
0" (t) + all () + %sin&(t) =0, (5)

dostaneme rovnici matematického kyvadla s tlumenim, kde a predstavuje koefi-
cient odporu vzduchu. Pfedpokladame, Ze a je kladnd konstanta. K rovnici (5)

pritadime opét systém diferencialnich rovnic prvniho fadu

{ 7y (t) = x2(), (6)

2h(t) = —axy(t) — b? sin w1 (t),

kde 21 (t) = 0(t), z2(t) = 0'(t) a b= /.

Ackoliv rovnice (3) a (5) zndzornuji velmi jednoduché chovéni, diferencialni
rovnice nemohou byt FeSeny zékladnimi analytickymi metodami, nebot jsou neli-
nearni 2. V dalsich kapitolach ukdZeme metody, kterymi lze vySetiovat rovnice (3)

a (5) resp. systémy (4) a (6).

INapt. dle [3], str. 41.
2Obsahuji funkci sinus, ktera je nelinearni.



2 Rovnice kyvadla resena jako linearni rovnice

2.1 Nahrazeni rovnice kyvadla linearni rovnici

Uzijme pro rovnici kyvadla (3) skuteénost, ze pro velmi malé thly, kdy |0(t)| <
Z, je sinf(t) ~ 0(t). Pro piehlednost zvolme jesté substituci b = /9. Obdrzime

linearni diferenciélni rovnici
0"(t) + b*0(t) = 0, (7)
kterou prevedeme na systém diferencialnich rovnic prvniho fadu

2y (t) = (1),
{ (1) = —b2a (t). (8)

Volbou b = 1 v systému (8) dostaneme systém, ktery je zndm jako linedrni

harmonicky oscildtor.

2.2 Linearni homogenni diferencialni rovnice

Nyni uvedme teorii, pomoci které v dalsi podkapitole vyfesime systém (8).

Uvazujme linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, tedy rovnici
2'(t) = Ax(t). (9)

Ve slozkéch

{ .I'll(t) = a11T1 (t) + algl'g(t),
.T,Q(t) = A21T1 (t) + aggl'g(t).

Matice A je ¢iselna matice tvaru

a11 A12
A= )
21 Q22

Uvedme jesté, ze x(t) zna¢i vektorovou funkci takovou, ze ve slozkidch ma tvar
z(t) = (z1(t), zo(t)). Rovnice (9) bude slouzit jako nastroj pro vySetfovani neli-
nearnich diferencialnich rovnic, zvlasté pak pro urcovani fazového portrétu rov-
nice z(t)’ = f(z(t)). Po¢atetni podminka ma tvar z(0) = z°. Ve slozkach ji pak
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miuzeme zapsat takto
0
0 (10)
2-
Véta 2.1. Uloha (9), (10) md pro libovolné z° € R? jediné feseni o(t,a°)
definované na celé R.

Resen{ tlohy (9), (10) lze psat ve tvaru

p(t, 2°%) = eMa®, (11)

kde e je maticova funkce definovana takto

=1+ At+ +o +.o., (12)

n! 21 n!

[o.¢]
m Z (At)™ A? Angn
n=0
v v . . v v v X
coz predstavuje mocninnou fadu s polomérem konvergence nekonec¢no, nebot

1
lim,, .., —#— = o0. Proto tato fada stejnomérné konverguje na kazdém inter-
(n+1)!

valu (0,1).
Ukazme, 7e funkce (11) je fesenim tlohy (9), (10). Radu (12) Ize derivovat

¢len po ¢lenu 3 . MtiZzeme tedy psat

A2t2 Antn

(e = (I + At + TR )
_ag At A
B 1! (n —1)!
242 AMn

= A(I + At + o Tt )

= Ae t € R.
Funkce ¢(t,2°) spliiuje (9), nebot ¢/(¢,2°) = (e*z%) = Ae'z® = Ap(t, 2°).
Funkce ¢(t,2°) spliuje i (10), nebot ¢(0,2°) = e%2% = I2® = 2°.

3Nebot jsme pravé ukazali, ze fada (12) stejnomérné konverguje.



2.2.1 Postup k nalezeni reseni systému

Matici e4* neumime p¥imo uréit z matice A, proto uzivame teorii Jordanovijch

kanonickijch forem a misto matice e uréime matici e’* a dale matici Pe’/*P~1,
kde P je vhodna regularni matice a J je Jordantv kanonicky tvar matice A. Takto
pak muzeme vysetfit kazdou tlohu (9), (10) a popsat vSechny typy fazovych
portrétt diferencidlni rovnice 2'(t) = f(z(t)).

Nastinény postup shriime do ¢tyt krokt:

1. K urceni Jordanova kanonického tvaru matice A naleznéme vlastni ¢isla

této matice pomoci charakteristické rovnice det(A — \I) = 0,tj.

=0,

a;p — A ap
az Qg — A

2

a11G22 — A1 — Aage + A° — ajpas = 0,
2

A — Mar + ag2) + ar1a22 — ar2a9; = 0,

A2 — MrA+detA = 0.

Odvodili jsme pravé vzorec pro vypocet vlastnich ¢isel matice A

trA+./(trA)? — 4det A
5 :

)\172 - (13)

Po vypoctu vlastnich ¢isel jsme schopni sestrojit matici J nasledovné:

(a) Ziskdme-li dvé riznd realna vlastni ¢isla, tj. A\; # Ao, plati

(M0
J—(O/\2).

(b) Jsou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzend, tj. Ay = a + i, \a = a — if3,

=)

plati



(c) Posledni moznosti je, Ze se vlastni ¢isla budou navzajem rovnat, tj.

A1 = Ag. Zde volime matici J dle toho, zda matice A spliuje h(A —

M) =1, pak volime
(M1
=)

nebo spliiuje h(A — A\ 1) = 0, pak volime

A O
J= (0 A1) .
2. V druhém kroku hledame requldrni transformacni matici P. Tu najdeme z
rovnice AP = PJ. V teorii matic se dokazuje, ze takova regularni matice

vzdy existuje. Neni vSak urcena jednoznacné. Sloupce matice P lze urcit

jednoznacné az na nasobek.

Stejné jako v prvnim kroku rozclerime tlohu na tii piipady:

(a) Pro A; # Ay feSime soustavu

a1 @12 P11 _ b1 A 0
Q21 Q22 P2 T2 P2 T2 0 A/~
Vypocteme a dostaneme

ajip1 + ai2p2 = \ipi,
a1p1 + agep2 = Aipo,
a1171 + 1279 = Aoy,

9171 + Q9979 = )\27”2.

Piepiseme do tvaru Ap = A\ip, Ar = Aor. Vidime, Ze vektor p =
(p1,p2)T je vlastnim vektorem matice A piislusnym vlastnimu ¢&islu

A1 a vektor r = (ry,72)7 je vlastnim vektorem matice A p¥islusnym

vlastnimu ¢islu As.

11



(b)

Pro pripad, kdy A; a A; byla komplexné sdruzena ¢isla, obdrzime sou-

<a11 @12> <P1 7“1> _ (pl 7’1) (/\ —5>
Q21 (22 P2 T2 P2 T2 B X))

Vypoctenim dostaneme, Ze sloupce matice P nejsou vlastnimi vektory

stavu

matice A a ze matice A nemé realné vlastni vektory.

Rovnaji-li se vlastni ¢éisla a je-li h(A — M) = 1, mame soustavu

aip ai12 prmi) _ (P17 A 1
az1 azz ) \P2 T2 P2 T2 0 A/
Ziskdvame Ap = A;p postupem stejnym jako v piipadé (a) a p je

vlastnim vektorem prislusnym k vlastnimu ¢islu A\;. Pro vektor r plati

soustava

a1y + aary = p1 + A7y,

a171 + GoaTy = P2 + AiTa.

Zde vektor r neni vlastnim vektorem. Pro tento pfipad existuje prave
jeden vlastni vektor a to az na nasobek. Jiny vysledek ovSem ziskame,

kdyz h(A — AI) = 0. Soustava ma tvar

(an a12) (Pl 7“1) _ (p1 7’1) <)\1 0)
a21 G22 P2 T2 P2 T2 0N

a oba vektory p i r jsou linearné nezavislymi vlastnimi vektory pti-
slusnymi k vlastnimu ¢islu A;. Libovolnéd linearni kombinace téchto
vektorl je ovSem také vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢islu Ay,
z ¢ehoz plyne, ze pro tento pripad existuje nekonecné mnoho vlast-
nich vektorti z prostoru dimenze dva generovaného pravé vektory p
a r, tedy kazdy vektor je vlastnim vektorem. Zminme vsak, Ze tento

ptipad, kdy existuje jedno vlastni ¢islo a h(A — AI) = 0, je vyjimecny.

12



3. Kazdé matici J piifadime piislusnou maticovou funkei e’* ze étvrtého sloupce.

_ )\]_ O Jt 6)\1t O
(a) AL 7# A2 J—(O )\2> e _(O ot

at at o7
- . - B It e“cosft —e*sinft
) | M =a+if, a=a—ip | J= € eMsinfBt e*cosft

e)xlt te)\lt

(3)
(c) At = Ao J = (O )\1) e’t = < 0 em)
Jt Mt 0
U

Tabulka 1: Pfifazeni matice e’?.

4. Uréime fedeni p(t, 2°). Dokézeme * | Ze je-li A = PJP~!, je e = Pe/' P71
Vzpometime tlohu (9), (10). Zavedme substituci z = Py, kde P~"AP = J.
Potom 2’ = Py’ = APy. Tedy

A jests y(0) = P~'z(0). Pak

Q(()) — P—lzo —

<
o

Resen{ tlohy y' = Jy, y(0) = P~'2° v kanonickém tvaru mé tvar ¢ (¢, y°) =
e’'y°. Reseni ptvodni tlohy (9), (10) méa tvar
plt,2%) = Pib(t, ) = Pel'yP = PeltP-1g® = ety

Ziskali jsme et = Pe’tP~1. Pak o(t, o 0) = peltp~1g0

2.3 Aplikace na kyvadlo bez tlumeni

Teorii predeslé podkapitoly demonstrujme na systému (8). Systém (9) mé

£ = (o) 2o

4Pfipometime, ze piedpokladame, Ze P je regularni matice.

nyni tvar

13



kde 2'(t) = (z1(t), z2(t)). Vypoclteme, Ze vlastni ¢isla jsou A\; = ib, Ay = —ib, kde

b > 0. Vyuzili jsme vzorec (13). Jordanova matice m4 tedy tvar

-(07)

a soustava rovnic AP = P.J vypada nasledovné

01 P11 LA 0-—b
—b? 0 P2 T2 N D2 T2 b 0 '

Rozpocitame do tvaru

p2 = bry,
—521?1 = bry,
r2 = —bp1,
—527“1 = —bpy

a pak za volby napt. p; =1, r; = 1 mame

(11 !
p_(b_b)a P _5(

Reseni ¢(t, 2°) soustavy (8) mé tvar

(t,2°) = Pe’'P7lg’ = % G _1b> (Zfﬁ((zfg _cils?zg%)) G —2) ‘

Po upraveé pak ziskame
o [ cos(bt) 7sin(bt) Y
gt 2) = (—bsin(bt) cos(bt) ) )

Obecné Teseni piivodni soustavy je ve tvaru

1
1 51)
1=

1
o1(t, 2°) = 2% cos(bt) + xgg sin(bt),

©a(t, 2°) = —2%sin(bt) + 23 cos(bt)

14



s po¢ate¢nimi podminkami x1(0) = 29, 22(0) = z9. Upravime-li, dostaneme

1 1
(1, 2%) + 3ot 2%) = Ba)? + 3 () (14

Volbou z; = 1 (t,2°), 23 = ¢a(t,2°), & = ba? + La9® 12 = € a n? = b lze

rovnici (14) zapsat do tvaru

{L’2 .172
Z+=2=1 (15)
nom

Rovnice (15) znazorfiuje elipsy se stfedem v bodé [0,0]. Vysledkem tedy je, ze
systém (8) lze popsat pomoci elips se stredem v pocdatku, coz nam ale umoziuje
vyslovit pouze hypotézu o eliptickém tvaru pivodniho systému (4) v okoli bodu

[0,0]. Pro ditkaz této hypotézy musime uzit metody z dalsich kapitol.

15



3 Rovnice kyvadla studovana pomoci linearizace

Nyni ukdzeme metodu linearizace, kterd spoc¢iva v nalezeni kritickych bodi
(ekvilibrii) studovaného diferencidlniho systému a urceni fazovych portréti to-

hoto systému v okoli hyperbolickych kritickych bodi. Uvazujme systém

2'(t) = f(z(t)), (16)
kde f € C'(R2).

Definice 3.1. Necht o(t,z°) je feseni systému (14) definované na intervalu Io C
R a spliujici pocdtecni podminku (10). MnoZina {¢(t,z°) : t € Io} C R? se

nazyvd orbita fesent p(t, z°). Znacime ji ~(°).

Definice 3.2. Bod T € R* spliiujici rovnici f(Z) = 0 se nazjvd kriticky bod

systému (16). Kritické body oznacujeme nadtrzitkem.

Poznamka 3.1. Je-li T kriticky bod systému (16), pak ¢(t,T) =T je konstantni

resent systému (16) a jeho orbita je jednobodovd.

Definice 3.3. Mnozina orbit systému (16) spolecné se Sipkami na orbitach, které
vyznacuji pohyb bodu g(t,go) na orbité pro rostouci t se nazyvd fdzovy portrét
tohoto systéemu.

Definice 3.4. Kriticky bod T systému (16) se nazyvd hyperbolicky kriticky bod,
jestlize Jacobiho matice D f(Z) je hyperbolickd, tj. jestliZe jeji vlastni cisla maji
nenulové realné slozky. V opacném pripadé se bod T nazyva nehyperbolicky kri-

ticky bod.

Definice 3.5. Nechl' T je kriticky bod systému (16). Rovnice

y' = Df(z)y, (17)
se nazyvd linedrni variacni rovnice systému (16) v bodé T.

Definice 3.6. Systémy (16) a (17) se nazyvaji lokalné topologicky ekvivalentni,
existuji-li oteviené mnoZiny U,V C R a homeomorfismus h : U — V zobrazujici
orbity jednoho systému na orbity druhého systému, pricemz zachovdva smeér sipek

na orbitdach.

16



Véta 3.1. (Grobman-Hartmanova) Necht f € C'(R?) a T € R® je hyperbolicky
kriticky bod systému (16). Pak existuje okoli U bodu T a okoli V' bodu 0, na nichz

jsou lokdlné topologicky ekvivalentni systém (16) a linedrni variacni rovnice (17).

Na zékladé véty 3.1 lze tedy fazovy portrét systému (16) v okoli hyperbolic-
kého kritického bodu z charakterizovat pomoci fazového portrétu linearni vari-
acni rovnice (17) s hyperbolickym kritickfm bodem 0. Polozime-li A = Df(Z),
mé (17) tvar (9). Pfitom pro linedrni systém (9) s hyperbolickymi kritickym
bodem 0 existuji nasledujici typy fazovych portrétu.

Oznacme detA determinant a trA stopu matice A.

Definice 3.7. Hyperbolicky kriticky bod 0 systému (9) se nazgvd

e sedlo, jestlize detA < 0,

e 27idlo, jestlize detA >0 atrA >0,

o vylevka, jestlize detA > 0 a trA < 0.

Prislusny fazovy portrét systému (9) pak také nazgvame sedlem, ziidlem nebo

vylevkou.

Obr. 4: Fazovy portrét-sedlo®

50brazky z této prace byly nakresleny v programech MATLAB a OpenOffice.

17



Pro nelinearni systém (16) analogicky definujeme:

Definice 3.8. Hyperbolicky kriticky bod T systému (16) se nazygvd sedlo(zridlo,
vylevka), md-li tuto vlastnost bod 0 u linedrni variacni rovnice (17). Cdst fazového
portrétu systému (16), kterd lezi v okoli bodu T pak také nazveme sedlem(zridlem,

vylevkou,).

Vyse uvedend klasifikace je topologicka a zavisi pouze na znaménku detA a

trA.

Véta 3.2. (O stabilnich a nestabilnich varietach) Necht [0,0] je hyperbolicky
kriticky bod(sedlo) diferencidlni rovnice (16). Pak fdzovy portrét rovnice (16)
obsahuje dvé hladké krivky WN a WS prochdzejici pocdtkem a dotykajici se v
pocatku vlastnich primek prislusngch k vlastnim cislim matice Df([0,0]). Na

krivce W* sméruje tok k bodu [0,0] a na krivce WY od bodu [0, 0].

Definice 3.9. Krivku WY 2z véty 3.2 nazjvdme nestabilni varietou rovnice (16)

a krivku W9 nazjvame stabilni varietou rovnice (16).

Poznamka 3.2. Z véty 3.1 plyne, Ze krivka WV se dotykd vlastni primky pri-
slusné ke kladnému vlastnimu ¢islu a krivka W?° se dotykd vlastni primky prislusné

k zapornému vlastnimu cislu.

V pripadé, ze detA > 0 a trA # 0, mizeme jesté urcit znaménko vyrazu
D = (trA)? — 4det A. Toto znaménko ndm umozni nésledujici jemnéjsi klasifikaci

ziidel a vylevek.

Definice 3.10. Necht bod O je ziidlo nebo vylevka systému (9). Pak se tento
kriticky bod nazyva uzlem, je-li D > 0, a ohniskem, je-li D < 0.

18



Obr. 6: Fazovy portrét-ziidlo-ohnisko
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Obr. 8: Fazovy portrét-vylevka-ohnisko

Definice 3.11. Necht bod T je zridlo nebo vylevka systému (16). Pak se bod T na-

zyvd uzlem(ohniskem), ma-li tuto vlastnost bod 0 u linedrni variacni rovnice (17).

Poznamenejme, ze pokud plati detA = 0 nebo trA = 0, je kriticky bod 0
systému (9) nehyperbolicky. V tomto pfipadé vétu 3.1 nelze pouzit k charak-
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teristice fdzového portrétu nelinedrniho systému (16) pomoci linearni variaéni
rovnice (17), v niz D f(z) = A.
3.1 Aplikace na kyvadlo bez tlumeni
Uvazujme systém (4) s b > 0, ktery m4 kritické body
[2km,0], [(2k + 1)7,0], k€ Z.

Vzhledem k periodi¢nosti funkce sinus, kterd se vyskytuje v systému (4), staci

vySetfovat pouze body [0,0] a [, 0]. Jacobiho matice ma tvar

DI = ( ey ) 2200 = (5 0). Dam.0) = (3 o).

Vlastni ¢isla matice Df([0,0]) jsou A = ib, Ay = —ib, a tedy bod [0,0] je
nehyperbolicky kriticky bod.

Vlastni ¢isla matice Df([m,0]) jsou Ay = b, Ay = —b, a tedy bod [r,0] je
hyperbolicky kriticky bod. Uzitim Grobman-Hartmanovy véty a definic 3.5 a 3.7

zjistime, Ze bod [m, 0] je sedlo, nebot

detDf([x,0]) = —b* < 0.

3.1.1 Nalezeni tvaru sedla metodou fad

Tvar sedla v bodé [r,0] lze pfiblizné uréit pomoci vlastnich vektori odpo-
vidajicich vlastnim ¢islim matice Df([r,0]). Dle teorie uvedené v kapitole 2

vypocteme, ze hledané vektory jsou napf.

=) 2= (%)

pricemz p odpovida vlastnimu ¢islu Ay a r vlastnimu ¢islu ;. V tomto pripadé

jsou c¢asti fazového portrétu linearni variacni rovnice

, (01
Y=\p20)¥
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dvé vlastni pfimky, které prochazi bodem [0, 0] a maji smér vlastnich vektorii pa
r. Sipky na téchto pfimkach jsou uréeny znaménky vlastnich ¢isel A\; a \o. Vlastni
primky soucasné urcuji tvar sedla.

Zvolme naprtiklad b = 1. Linearni varia¢ni rovnice mé tvar

Y = (‘1) (1)> y (18)

Vlastnimu ¢éislu A\; = 1 odpovida vlastni vektor p = (1, )T a vlastnimu ¢islu

A2 = —1 odpovida vlastni vektor r = (1, —1)7.

Obr. 9: Fazovy portrét rovnice (18)
Podobny fazovy portrét jako na obrazku 9 pak bude mit nelinearni systém (6)
v okoli bodu [, 0]. Vlastni pfimky zde pfejdou na kfivky prochazejici bodem [, 0]
a dotykajici se vlastnich pfimek. Tvar téchto kiivek v okoli bodu [, 0] lze urcit
napftiklad metodou 7ad. Ukazme to tedy.
Uzijeme vétu 3.2. Proto zavedeme substituci y; = xy — 7, yo = 2. Touto

substituci je bod [, 0] transformovan do pocatku a rovnice (4) prejde na tvar

yi = Y2,
yh = b?siny;.
Funkci sin y; vyjadfime pomoci Taylorova vzorce v bodé 0:
) 1
siny; = Y1 — gyi’ +O0(yy),

kde vyraz O(yY) zna¢i ¢leny s mocninami vy$$imi, nebo rovnymi k, pro k € N.
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Dostavame tedy pro b = 1 rovnici

{ Y1 = Y2, (19)

vy =y — g¥i + O(y)).
Nyni uréime tvar kiivek W¥ a W9 v okoli po¢atku.

1. Rovnici kiivky W budeme hledat ve tvaru y, = h(y;), pficem# funkci h

vyjadiime pomoci Taylorova vzorce v bodé 0:

1 1 1
yo = h(y1) = h(0) + 7' (0)y1 + 5h”(0)yf + gh”’(O)yi’ + O(y).

ProtoZe kiivka W prochézi poc¢atkem, tak plati h(0) = 0. ProtoZe kiivka
W se navic v po¢atku dotyka piimky se smérem p, tak plati A'(0) = 1.

Funkci h proto hledame ve tvaru

y2 = h(y1) = v1 + ayi + By} + O(y), (20)
kde a, p jsou neznamé konstanty. Urceme jesté derivaci

dh
dn 1+ 2ay; +38y7 + O(y7). (21)
1

Neznamé koeficienty «, 5 nyni urc¢ime nasledujicim postupem. Derivaci rov-

nice yo(t) = h(y1(t)) dostavame

dip(t) _ dh dys(0)

29
dt dyr dt (22)

a dosazenim z rovnice (19) mame

1
Y1 — gyi’ +O(y7) = (1 + 201 + 38y7 + O(y7)) (y1 + s + Byt + O(u1)).

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin dostavame

1
-0 -
“=5 24
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Ktivka W ma proto rovnici

1
Y2 = Y1 — ﬂy% + O(y).

Obr. 10: Tvar kiivky WV

2. Podobné rovnici kiivky W* budeme hledat ve tvaru

Y2 = h(y) = —y1 + ayi + Byt + Oy}),
rovnici (21) pfeménime na

dh

—— = —14 2ay; + 38y + O(y)
d.%

a dosazenim z rovnice (19) do (22) mame

1

—y1— 3+ OWF) = (—1+20y, 30 +0(u1) (—v1 +ai + 8y +0(u1)).

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin dostavame

Ktivka W m4 proto rovnici

1
Y2 = —n + ﬂy% + O(y).
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Obr. 11: Tvar kiivky W*

Tedy ¢ést fazového portrétu diferencialni rovnice (4), kde b = 1, v okoli bodu

[7,0] bude mit tvar jako na nésledujicim obrédzku. Na tomto obrazku jsme jiZ
vratili zpét transformaci.

x,(27)

Obr. 12: Fazovy portrét rovnice (4) v okoli bodu [, 0]

Podafilo se ndm vySetfit bod [, 0], nicméné bod [0, 0] se nam vysSetfit nepo-
darilo, protoze je nehyperbolicky.

3.2 Aplikace na kyvadlo s tlumenim

Uvazujme systém (6) s a > 0, b > 0. Jeho kritické body jsou

[2km,0], [(2k+ 1), 0], k€ Z.
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Vysetieme body [, 0] a [0, 0]. Jacobiho matice ma tvar

Df(z) = <—62 <(:)osx1 _1a> , Df([0,0]) = (_(;,2 _1a) , Df([m,0]) = (l?? —1a> ’

a) Bod [, 0] je hyperbolicky kriticky bod, protoze vlastni ¢isla matice D f ([, 0])
jsou Ao = —1(a + va? + 4b?). Vzhledem k tomu, Ze

detDf([x,0]) = —b* <0,
je bod [, 0] sedlem.

b) Nyni se podivejme na bod [0, 0]. Vlastni ¢isla matice D f([0,0]) maji tvar
M2 = —i(a £ va®> —4b?). Pro Va > 0,b > 0 je bod [0,0] hyperbolicky
kriticky bod a plati

detDf([0,0]) = b* > 0,
trD f([0,0]) = —a < 0.

Dle definice 3.7 je tedy bod [0, 0] vglevka.

Zvolme a = 0,25, b = 1 a vypo¢téme znaménko vyrazu D = (trA)*—4det A.
Protoze D = a® — 4 < 0, je bod [0, 0] ohniskem, jak vidime na obrazku 13.

Zde vidime ohniska [0, 0] a [27, 0] a mezi nimi sedlo [, 0].

>

X,(2m)

A S N R
?2\ = . o S ; —

02 04 06 08 1 1.2

Obr. 13: Fazovy portrét matematického kyvadla s tlumenim(pro a = 0,25; b = 1)
26



Zvolme nyni @ = 3, b = 1. Pak D = a> — 4 > 0 a bod [0,0] je uzlem, jak

vidime na obrazku 14, kde kromé uzlu [0, 0] vidime jesté sedlo [, 0].

P

§ WY BRI
y \\N \\\\
AV TR RINAYR R R AR
0z AUV R L R P
AN Ao ey b\
0-1-;;;\\‘\\\\\;‘:1\‘;
AR T U A A A N WA S T L\ U SR A SR R R
AN TR
TR A A VWY A

x,(2r)

Obr. 14: Fazovy portrét matematického kyvadla s tlumenim(pro a = 3; b = 1)

Je ziejmé, Ze pro kazdou volbu poc¢ateéniho bodu z° = [x1, 5] ptjde orbita

zadinajici v daném bodé z° do jednoho z kritickych bodt [k7, 0], kde k € Z.
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4 Reseni pomoci Hamiltonovskych systému

Metoda linearizace nam nedava informaci o typu nehyperbolickych kritickych
bodu [2k~, 0], k € Z, systému (4). Proto zde uvedeme zdklady teorie Hamilto-

novskych systému a ukdzeme jejich pouziti pro systém (4).

4.1 Hamiltonovské systémy

Definice 4.1. Necht H : R? — R a necht H € C*(R?), kde H = H(x1,2).

Systém tvaru
,  OH(x1,72) , _0H($1,x2)

Ty = Ty =
! 81'2 ’ 2 81‘1

(23)
se nazyvd Hamiltonovsky systém a funkce H se nazyva Hamiltonovskad funkce.

Poznamka 4.1. Pro prehlednost nékdy vynechdvame u funkci x1,x5 proménnou

t.

Véta 4.1. Celkovd energie H(x1,x9) Hamiltonovského systému (23) zistava kon-
stantni na orbitach rovnice (2), tj. pro libovolné teseni (x1(t), x2(t)) rovnice (23)

existuje ¢ € R takové, Ze plati H(x1(t),zo(t)) = ¢, prot € R.
Dukaz: Derivujme prot > 0

dH(z1(t), 22(t))  OH(x1(F),22(t)) , OH (z1(t), 22(1)) ,
di = Oz, 3 (t) + 02y To(t) =

_ OH (x1(t), z2(t)) OH (x1(t), 22(t)) B OH (z1(t), z2(t)) OH (x1(t), 22(t)) _0
Oxy O Oy 0y '

Funkce H(x1(t),x2(t)) je konstantni, pokud z(t) = (x1(¢), z2(t)) je FeSenim sys-
tému (23).
Specialnim pfipadem Hamiltonovskych systémii jsou tzv. konzervativni sys-

témy. Uvazujme rovnici z”(t) = f(z(t)), kde f € C*(R). Pfevedme ji na systém

(B2 (24)
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Prislusnd Hamiltonovska funkce se zde nazyva energeticka funkce a znaci se ob-
vykle E(z1,x2). Systém (24) se nazyva konzervativni, protoze podle véty 4.1 ener-
getickd funkce E tohoto systému je na orbitach (24) konstantni, tj. konzervovana.
Energetickd funkce ma vzhledem k (23) a (24) tvar

By, 22) = %x% V), kde V() = /0 " fs)ds. (25)

Clen %x% se nazyva kineticka energie systému (24) a funkce V' se nazyva poten-
cidlova energie(potencidlovd funkce) systému (24).
Poznamka 4.2. Orbity systému (24) lze najit jako hladiny funkce E.

Orbita jdouci bodem z° je ¢asti hladiny funkce E ve vysce Ey = E(z°). Pro

7(z") mame tedy 23 + V(z1) = Ep, z ¢ehoz dostdvame

Ty = ++/2(Ey — V(x1)), pro V(z;) < Ey. (26)

Vidime, ze hladiny jsou symetrické vzhledem k ose z;.
Kritické body konzervativniho systému (24) lze rovnéz vySetiovat pomoci

potencialové funkce V.

Definice 4.2. Bod T, se nazyvd kriticky bod funkce V : R — R, jestlize V'(71) =
0. Hodnota V(T1) se nazyvd kritickd hodnota. Kriticky bod se nazjvd nedegene-

rovany, je-li V"(Z,) # 0.

Poznamka 4.3. Bod [Z1,0] je kriticky bod systému (24) prdvé tehdy, kdyZ T, je
kriticky bod funkce V.

Pomoci funkce V' mtizeme kromé hyperbolickych kritickych bodt vysetfovat

rovnéz izolované nehyperbolické kritické body popsané v nasledujici definici.

Definice 4.3. Nehyperbolicky kriticky bod [Ty, 0] se nazyvd stred, existuje-li okoli

tohoto bodu, v némz lezi pouze uzaviené orbity obihajici tento bod.(Viz obr. 15.)
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Obr. 15: Stied
Je-li 71 nedegenerovany kriticky bod funkce V', pak bod [Z1, 0] je bud hyper-

bolicky kriticky bod nebo izolovany nehyperbolicky kriticky bod systému (24).

Presnéjsi klasifikaci uvadi nasledujici véta.

Véta 4.2. Necht T, je nedegenerovany kriticky bod potencidlové funkce V. Pak
plati:

1. (71,0) je sedlo systému (24), jestlize V" (Z1) < 0,

2. (Z1,0) je stred systému (24), jestlize V"' (z1) > 0.

4.2 Aplikace na kyvadlo bez tlumeni

Uvazujme systém (4), kde b > 0. Potencialova funkce mé zde tvar
Z1
V(zy) = / b?sinsds = b*(1 — cosxy).
0

Kritické body systému (4) jsou

[2k7,0], [(2k + 1)7,0], k€ Z.
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Nés v8ak zajima uz jen bod [0,0]. Tento bod je nedegenerovany kriticky bod
fuknce V', nebot
V"([0,0]) # 0.
Plati, ze
V"([0,0]) = b* > 0,
proto podle véty 4.2 je bod [0, 0] stredem.
Podrobnéjsi informaci o tvaru orbit lze ziskat z funkce E(x1,z5). Orbity

1ze hledat jako hladiny energetické fuknce E(xq,x2) = %3 + b*(1 — coszy), kde
E(l'l, 513'2) = EO, pak

Ty = ++/2(FEy — b2(1 — cos 1)), kde b*(1 — cosz;) < E.

Pro konkrétni volbu E, dostavame jednotlivé orbity.

4.3 Urcovani tvaru orbit

Predpokladejme, Ze b = 1, tj. systém (4) ma tvar

Vzhledem k periodi¢nosti funkce sin x; staci vySetfovat orbity pro x; € (—m, 7).

Z (26) dostavame rovnici 2 = +4/2(FEy — 1 + cos ;) pro Ey — 1 > | cos 1]

a) Zvolme napi. bod z° = [0, v/2]. Dosazenim dostaneme

EozE(O,\@):(\/_TmQ—l—l—cos(O)zl

a potom

Ty = +/2cosxi, w1 € (—E z).

272

Necht z; € (0,5) a 2 = \/2cos 1.



Pro ¢t > 0 z prvni rovnice v soustavé (4) dostavame 2/ (t) = z2(t) > 0, kde

t € (0,%) a ty je bod, v némz x1(tg) = § a x2(ty) = 0. Derivujme

dza 1 2sinx; sin 2

d_:cl N _5\/200sx1 B _\/2008331'
Plati 25(0) = v/2, 25(%) = 0. Navic

de dl‘Q ™
—0)=0, —(=)=—oc.
dxl( ) ' d;z:l(Z) e

Protoze 422 < 0 pro z; € (0, %), funkce x5 = /2 cosz; klesa.
2

dxq

V2

"l'[/z X
Obr. 16: Cést orbity ()

Necht z; € (=5,0) a 23 = /2 cos z;.

Pro ¢ < 0 z prvni rovnice v soustavé (4) dostavame z(t) = za(t) > 0,
kde t € (1,0) a ty je bod, v némz x,(tg) = —5 a x3(ty) = 0. Plati, ze
22(0) = V2, 25(—%) = 0. Navic

dre, ™ dxs

Protoze % > 0 pro z; € (—73,0), funkce x5 = /2 cosz; roste.
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V2

-2 0%

Obr. 17: Cést orbity ()

Urcili jsme ¢ast orbity o rovnici x9 = /2 cos x1. Ze symetrie dostaneme tvar

pro druhou ¢ast orbity s rovnici o = —+/2 cos x;.

v2 1%

-Tt/2 0 T2

V2

Obr. 18: Orbita v(z°)

Pokud periodicky zopakujeme nalezenou orbitu, dostaneme celou hladinu

funkce E ptislusnou konstanté Fy = 1.
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Obr. 19: Hladina E(z1,z3) = 1.

b) Jinou volbou z° = [0, 2] dostaneme

Eo = E(0,2) =2

a potom

g = £v/2(1 +cosxzy), w1 € (—m, ).

Necht z; € (0,7) a x5 = \/2(1 + coszy).
Prot > 0, kde t € (0,%) a to je bod, v némz x(tg) = 7 a z2(ty) = 0,

dostavame ) (t) > 0. Zde je to = oo, protoze bod [r,0] je orbitou rtznou

od v(z%). Derivujme

dxo sin x1

dry _\/2(1 +coszy)

Plati 29(0) = 2, x5(m) = 0. Navic

dz, . dxy

&2 0y = lim 22 <.

dl’l (O) O’ xll—l:rﬂl’* dl‘l <0
Protoze gﬁ—j < 0 pro x1 € (0,7), funkce 25 = 1/2(1 + coszy) klesa. V &asti
3.1 jsme urdili, Ze bod [, 0] je hyperbolicky kriticky bod - sedlo, a bod [0, 0]
je nehyperbolicky kriticky bod. V &asti 4.2 jsme urdili, Ze bod [0, 0] je stied.

Dalsi vlastnosti téchto dvou bodt ur¢ime pozdéji.
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Obr. 20: Cést orbity ()

Necht z; € (—m,0) a 23 = \/2(1 + cosxy).

Prot < 0,kdet € (t9,0) a ty je bod, v némz x(ty) = —m a x2(ty) = 0, opét
dostavame 2/ (t) > 0. Zde je to = —oo. Plati, Ze x2(0) = 2, xo(—7) = 0.

Navic
dl’g deQ
lim — >0, —(0)=0.
T1——T" dl‘l dl‘l( )
Protoze % > 0 pro z; € (—m,0), funkce x9 = /2(1 + cosx;) roste.
2
-t 0 1

Obr. 21: Cést orbity v(z°)

Nasli jsme tvar orbity x5 = /2(1 + cosx;). Ze symetrie dostaneme tvar

orbity s rovnici 5 = —4/2(1 + cosz1). Obé tyto orbity nazyvame hetero-
klinické, protoze spojuji kritické body [—,0] a [r, 0].
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Obr. 22: Orbita ~(z°)

Ptidadme-li k obéma heteroklinickym orbitam kritické body [—m, 0] a [, 0],
dostaneme ¢ast hladiny F(z,z5) = 2. Pokud tuto ¢ast periodicky zopaku-

jeme, ziskame celou hladinu funkce E pfislusnou konstanté Ey = 2.

AN

Tt

Obr. 23: Hladina E(z1,25) = 2

¢) Volbou z° = [0, 3] dostaneme

9
E() — E(0,3> — 5

a potom

o = /T4 2coszy, w1 € (—m, 7).

Necht z; € (0,7) a 2y = ++/7T+ 2cosz;. Pak 25(0) = 3 a zy(7) = /5.
Derivujme

dxs sin a1

dr, /Tt 2cosz;
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Plati
d.ﬁCQ dwg

TR0 =0, T2 =0

Protoze % < 0 pro z1 € (0,7), funkce x5 = /7 + 2 cos 27 klesa.

Obr. 24: Cést orbity ()
Nechf 2; € (—x,0). Pak 25(0) = 3 a z5(—7) = /5.

Navic
d.ClIg
dﬂ?l

drs
dl’l

(—7) =0 (0) = 0.

Protoze % > 0 pro z1 € (—m,0), funkce xy = /7 + 2 cos 1 roste.

|-n 0

Obr. 25: Cést orbity v(z°)

Nasli jsme tvar ¢asti orbity zo = /7 + 2 cos xy. Ze symetrie dostaneme tvar
casti druhé orbity s rovnici xo = —/7 + 2 cos x;.
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Obr. 26: Cést orbity ()

Pokud nalezené casti orbit periodicky zopakujeme, ziskdme celou hladinu

funkce E prislusnou konstanté Fy = %.

[
[ |

| | |
I 2T X
[ [
[

I
|
=21l -TT 0 Tt
I
|

Obr. 27: Hladina E(z1,25) = 3

d) Volbou z° = [0, 0] dostaneme
Eo = E(0,0) =0

a navic

Ty = +/2(—1 + coszy),

coz znamena, ze jedinou hodnotou z; na intervalu (—m, ), pro kterou je

pod odmocninou nezaporné ¢islo, je x; = 0.

Tedy hladina F(z1,z2) = 0 se sklada pouze z kritickych bodi [2km, 0], kde
ke Z.
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Zavérem ukazme dalsi vlastnosti kritickych bodi [0,0] a [, 0].

Parcialni derivace funkce F jsou tvaru

0L([z1,22]) _ 2 sin 21, OE([xy, x2]) _ L.
0y 0Ta
Dosazenim za bod [z, 5] obdrzime
9E£((0,0)) dE([0, 0]) OE([m, 0]) OE([m,0])
. 07 5. = 07 —a_____ - 07 - = 0
c%l 8%2 al’l 85E2

a body [0,0] a [r,0] jsou tedy staciondrnimi body funkce E.

Hessova matice pro body [x1,x2],[0,0] a [r,0] ma tvary

D2E([11, 5]) = (52 o ‘1)) D?E([0,0]) = (b; (1’) D?E([r,0]) = (‘52 (1)) .

ProtoZe matice D?E([0,0]) je pozitivné definitni, je bod [0, 0] ostré lok4lni
minimum funkce F, a protoZe matice D*E([m,0]) je indefinitni, bod [r, 0]

neni extrémem funkce £. Je tzv. bodem minimaxu.

Ziskali jsme nékolik typt rozliénych orbit. Vykreslenim vSech takovychto or-

bit(pro jiné volby pocatecnich podminek) bychom zaplnili cely prostor, proto na

vvvvvv
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Obr. 28: Fazovy portrét matematického kyvadla bez tlumeni(pro b = 1)

40




5 Popis fazového portrétu

Zabyvejme se nyni pohybem matematického kyvadla.

. U, i
. . -
A B c D N
LY ¢ E
. ’
[ N
[}
'
L J L ] L J L J i
1 1 o
'
[
| I [ Y |
’ .
| I | N |
+ .
£ 4
! 1 ¢" ! ¢“ ‘.‘~ | ¢o"
(@] Quan=" Oan=" LN @R

Obr. 29: Pohyb kyvadla

Klidova poloha je znazornéna na obrazku A. Kyvadlo se nehybe. Ve fazovém
portrétu na obrazku 28 mu odpovida bod [0, 0], tj. stabilni kriticky bod, stied.

Obrazek B ukazuje kyvadlo, které je také v klidu. Ve fazovém portrétu odpo-
vida bodu [, 0], tj. nestabilnimu kritickému bodu, sedlu.

Uzaviené orbity(cykly) ve fazovém portrétu ukazuji na obrazek C. Kyvadlo
periodicky kmita.

Obdobny pohyb ukazuje i obrazek D, kde kyvadlo ale dojde do vrcholu, a to
v nekonecném case. Ve fazovém portrétu takovémuto pohybu odpovidaji hetero-
klinické orbity, které zac¢inaji v jednom kritickém bodé a kon¢i v jiném.

Nad a pod vSemi témito orbitami na obrazku 28 lezi nekone¢né orbity, které

ukazuji na obrazek E. Kyvadlo se stéle to¢i dokola.b

6P¥ipomefime, Ze jedini sila, kterou uvazujeme, je ta gravitaéni.
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ZAavér

V préci jsme si ukazali, jak zakreslit fazovy portrét matematického kyvadla,
ktery dava tiplnou informaci o pohybu kyvadla.

Tento portrét je slozen z nejriznéjsich typi orbit, kde kazda jedna popisuje
urcity pohyb kyvadla. VSechny tyto orbity jsou v préaci rozebrané.

Fazovy portrét se zméni, pridame-li tlumeni nebo buzeni. Tato problematika
vSak v textu neni prili§ rozebrana. Vétsi pozornost je vénovana matematickému
kyvadlu bez tlumeni. Mozna pro uceleni této tématiky by bylo vhodné rozpraco-
vat jesté problematiku kyvadla s tlumenim a buzenim.

Zna¢nym prinosem této prace by mélo byt nemalé mnozstvi obrazki, které se

snazi jednoduse demonstrovat, to, co matematicky vypocitame.

42



Literatura

Hale, J., Kocak, H., Dynamics and Bifurcations. New York: Springer, 1991.

Hubbard, J.H., West, B.H., Differential Equations: A Dynamical Systems
Approach. New York: Springer, 1995.

Kalas, J., Rab, M., Obycejné diferencialni rovnice. Brno: Masarykova uni-
verzita, 1995.

Diblik, J., Rtzickova, M., Obycajné diferencidlné rovnice. Zilina: EDIS, 2008.

Perko, L., Differential Equations and Dynamical Systems. New York: Sprin-
ger,1991.

Cipera, S., Diferencidlni rovnice a dynamické systémy. Praha: CVUT, 2006.

Kotek, Z., Kubik, S., Razim, M., Nelinedrni dynamické systémy. Praha:
SNTL, 1973.

Nagy, J., Soustavy obycejnych diferencidalnich rovnic. Praha: SN'TL, 1980.

Kuben, J., Obycejné diferencialni rovnice. Olomouc: Vydavatelstvi UP, 1995.

43



	Úvod
	Odvození modelu matematického kyvadla
	Rovnice kyvadla rešená jako lineární rovnice
	Nahrazení rovnice kyvadla lineární rovnicí
	Lineární homogenní diferenciální rovnice
	Postup k nalezení rešení systému

	Aplikace na kyvadlo bez tlumení

	Rovnice kyvadla studovaná pomocí linearizace
	Aplikace na kyvadlo bez tlumení
	Nalezení tvaru sedla metodou rad

	Aplikace na kyvadlo s tlumením

	Rešení pomocí Hamiltonovských systému
	Hamiltonovské systémy
	Aplikace na kyvadlo bez tlumení
	Urcování tvaru orbit

	Popis fázového portrétu
	Záver

