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Abstract
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na hledana rozdéleni. Prace se dédle zabyva odvozenim intervalu spolehlivosti pro odha-
dované pravdépodobnosti. Obsahuje také praktické aplikace téchto metod.

Summary

Doctoral thesis is focused on solution of the statistical problem to find a probability
distribution of a discrete random variable on the basis of the observed data. These
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Uvod

pravdépodobnosti pozorované ndhodné veliciny nebo ndhodného vektoru. Tato prace se
zabyva odhadem diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti z pozorovanych hodnot, ktery
respektuje pfedem dané pozadavky na vlastnosti tohoto rozdéleni.

Stézejnim  pojmem pro tyto odhady je pojem f-divergence dvou rozdéleni
pravdépodobnosti, kterd vyjadiuje jejich vzdalenost. 7Z f-divergence pak vychazi v praci
pouzivany pojem tzv. kvazinormy rozdéleni, kterou je f-divergence diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veliciny nabyvajici konecné mnoha hodnot a urc¢itého pevného
rozdéleni na témze pravdépodobnostnim prostoru. Jde vlastné o analogii zavedeni in-
dukované normy na linedrnim prostoru s metrikou pomoci neutralniho prvku. Za tento
"neutralni prvek” volime rozdéleni diskrétni se stejnymi hodnotami pravdépodobnosti,
protoze se jedna o nejvice neurcity prvek na daném pravdépodobnostnim prostoru, napf.
ve smyslu Shannonovy entropie. Kvazinormu tedy muzeme chapat jako jistou miru
neurcitosti rozdéleni. V této praci se nejvice zabyvame tfemi typy kvazinorem a sice
Hellingerovou, Shannonovou a Pearsonovou. Pojem kvazinormy je pak rozsiten o tzv.
dudlni kvazinormu.

Odhad rozdéleni pravdépodobnosti pozorované veli¢iny je zalozen na myslence minima-
lizovat kvazinormu tohoto odhadu pti soucasném zachovani rovnosti vybranych ¢iselnych
charakteristik pozorovaného a odhadovaného rozdéleni. Za tyto ¢iselné charakteristiky
volime obecné momenty. Jinymi slovy hleddme nejvice neur¢ité rozdéleni (ve smyslu
kvazinormy), které spliuje zadané vedlejsi podminky (zachovdvd vybrané momenty).
Proto hovorime o tzv. pesimistickych odhadech. V praci pak je popsano rozsiteni téchto
momentovych podminek na obecné linedrni podminky:.

Stanoveni odhadu pozorovaného diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti je feSenim
optimalizacni ulohy, kterou je minimalizace zvolené kvazinormy pii omezenich danych
vedlejsimi podminkami. Pti absenci vedlejsich podminek je odhad totozny s maximalné
entropickym rozdélenim, ale pridavanim omezeni se odhad blizi pozorovanému empirické-
mu rozdéleni. Pritom testujeme hypotézu o shodé pozorovaného a odhadovaného rozdéleni
a vedlejsi podminky pridavame, dokud hypotéza o shodé neni nezamitnuta.

Po popisu teoretickych aspektu této problematiky je prdace zamérena také aplikacneé.
Jsou v ni konkrétni priklady na stanoveni téchto odhadu, které jsou doplnény grafickou
interpretaci vysledku. Podrobné jsou v praci popsany aproximace vyznamnych diskrétnich
rozdéleni (binomické a Poissonovo) i diskretizovanych spojitych rozdéleni (normalni a
Weibullovo). Jsou pouzity tii nejvyznamnéjsi kvazinormy a v zavérech je provedeno
srovnani, kterd z nich je nejvhodnéjsi pro dané rozdéleni.

V zavérecnych dvou kapitoldch je priace zaméfena na nalezeni aproximaci asymp-
totickych intervalovych (konfidenénich) odhadi hodnot pravdépodobnostni funkce po-
zorované diskrétni ndhodné veli¢iny pro Shannonovu kvazinormu. Pro konstrukci téchto
odhadi jsou pouzity jak momentové, tak i obecné linedrn{ podminky. Regenf této dlohy
je ilustrovano konkrétnimi pitklady vypoctu 95% konfidencnich intervalu pro odhadnuté
pravdépodobnosti.

Vysledky prezentované v praci jsou soucasti feSeni t¥idy iloh fitovani pozorovanych



diskrétnich rozdélen{ pravdépodobnosti v projektech: vyzkumné centrum MSMT Ceské
republiky ¢is. 1M06047 ”Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby CQR”, grantového
projektu GACR reg. ¢. P403/11/2085 ”Konstrukce metod pro vicefaktorové méreni
komplexni podnikové vykonnosti ve vybraném odvétvi” a vyzkumného tkolu Akademie
Sting v Brné " Podpora tizeni malych a stfednich firem s vyuzitim matematickych metod”.



1 Konvexni funkce

V dalsim textu zna¢i R mnozinu redlnych ¢isel a R* mnozinu redlnych cisel rozsitenou
o nevlastni prvky oo a —oo. Mnozina [ (a,b) C R* je otevieny, polootevieny anebo
uzavieny interval, ktery muze byt ohrani¢eny anebo neohrani¢eny a také rozsireny
o nevlastni prvky —oo a +oo. Definice, véty a dusledky uvedené v tomto oddilu jsou
prevzaty z [1], kde jsou také dukazy uvedenych tvrzeni.

Definice 1.1 Funkce f: I (a,b) — R* je konvexni v bodé uy € (a,b), jestlize je
spojitd v intervalu (a,b) C I(a,b), spojitd zprava v bodé a a spojitd zprava v bodé
b, pokud tyto body patii do intervalu I (a,b)), a jestlize existuje A(ug) € R tak, Ze
fuw) > f(uo) + A(uo) (u—wup) pro vSechna u € I (a,b), u # ug. Konverni funkce f
se nazyvd striktné konvexni v bodé ug, jestliZe nahradime viyse uvedenou neostrou
nerovnost ostrou nerovnosti. Funkce f je konvexni, resp. striktné konvexnt, vl (a,b),
je-li f konvexnd, resp. striktné konvexni, v kazdém bodé u € I (a,b).

Jestlize f : E — R*, kde £ C (R*)" je konvexnf{ mnozina, tak konvexnost funkce f
definujeme podminkou spojitosti na vnéjsku mnoziny E, resp. na hranici (kdyz ta patii
do F) a podminkou (1.1), kde ale A(ug) € R a souéin A(ug)(u— ug) chapeme jako skalarni
soucin v (R*)V.

Véta 1.1 Jestlize f: I (a,b) — R* je konvexni a ' < u < u” jsou libovolné tri body
z I (a,b), pak

flu) = flu)  f@0) = f) _ f?) = ()

pricemz nerovnosti jsou ostré, kdyz je f striktné konvexni v bodé u.

Dusledek 1.1 Jestlize je funkce f spojitd na I (a,b) a spliuje Jensenovu nerovnost pro
m > 2, pak je konvexni.

Z monotonnosti derivaci vyplyvaji i urcité lokalni monotonnosti konvexnich funkei f
a to, ze existuje ug € (a,b) takové, ze f je monoténni na intervalech (a,ug) a (ug,d).
Z toho plyne nasledujici dusledek.

Dusledek 1.2 Jestlize je f: I (a,b) — R konvexnd, pak existuji v R* limity

fla) = lim f(u), f(b) = lim f(u),

u—at u—sb—

pricem?Z takto (jednoznacné) rozsirend funkce {a,b) — R* je konvexni. Rozsirend funkce
je striktné konvexni v bodé ug € (a,b), prdavé kdyz f je striktné konvexni v bodé .

Dusledek 1.3 Jestlize f: I (a,b) — R* je konvezni, tj. f(a) > —oo, resp. f(b) > —o0,
pak a, resp. b jsou konecné, kde f(a), resp. f(b) definujeme pro a ¢ I(a,b) ab ¢ I(a,b)
stejné jako v dusledku 1.2.



Véta 1.2 Jestlize f: I (a,b) — R* je dvakrdt diferencovatelnd v I(a,b), pak je konvexnt,
prave kdyz f"(u) > 0 pro vSechna u € (a,b), a strikiné konvexni v bodé ug € (a,b), prdvé
kdyz f"(ug) > 0.

Véta 1.2 plati i pro funkci f vice proménnych, kdyz nezapornost druhé derivace
nahradime nezapornou definitnosti matice druhych parcidlnich derivaci funkce f apod.



2 f-divergence diskrétnich rozdéleni pravdépodob-
nosti

Predpokldddme dale, ze je dan diskrétni pravdépodobnostni prostor (€2, ¥, P), ale az na
vyjimky vystacime s diskrétnim pravdépodobnostnim modelem (€2, p), kde p je hustota
pravdépodobnostni P. Omezujeme se na konecny (ptipadné spocetny) zakladni prostor
Q a o-algebra Y nehraje v nagich uvahach podstatnou roli. Definice, véty a dusledky
uvedené v tomto oddilu jsou pfevzaty z [1], kde jsou také diukazy uvedenych tvrzeni.

V matematické statistice maji velky vyznam ¢iselné miry podobnosti (vzdélenosti)
dvojic hustot p, q definované pomoci urcité konvexni funkce f: I(a,b) — R. Pro
tyto miry se v literatute vzil nazev f-divergence. Jde pfitom o f-divergenci
pravdépodobnostnich modelu (2, p), (2,q), resp. f-divergenci hustot p, q nebo jim
prislusnych pravdépodobnosti P, Q).

Jak vyplyva z dusledku 1.2, existuje pravé jedno spojité rozsiteni f(0), f(oo) tak,
ze rozsitend funkce je konvexni na (0,00) a f(0) > oo. Bez jmy na obecnosti
proto predpokladame, ze funkce f je definovand na (0,00), striktné konvexni v u = 1
a f(0) < oo.

Véta 2.1 Ezistuje limita
pricemz plati

Dale plati

pro kazdé vy € (0, 00).
Dusledek 2.1 Jestlize je f(u) konverni na (0,00), pak funkce

flu) = flu) = f(1)

je také konvexni na (0,00), pricemz f(u) = 0. Jestlize je f(u) striktné konvezni v u =1,
je také f(u) striktné konvexni v u =1, pricemZ f(u) + f(x) > 0.

Tento diisledek ndm zajistuje, ze miZzeme pozadovat f(1) = 0 bez omezeni obecnosti
v nasledujici definici f-divergence.

Definice 2.1 Nechi funkce f(u) je konverni (0,00), striktné konvexni v u = 1,
a f(1) = 0. f-divergenci pravdépodobnostnich modelu (€, p), (£2,q), resp. hustot p
aq na (2, %, P) rozumime funkciondl

Dy(p.a)=Y q(z)f (@) ,

€ q(x)

9



kde klademe Of(g) =0 a 0f(5) = pf(x) pro vsechna p € (0,1). Rikdme, Ze funkce f
generuje danou f-divergenci.

Definice 2.2 Pravdépodobnostni modely (2, p), (2, q), resp. jejich hustoty p a q, jsou
ortogondlni a piseme plq, jestlize existuji takové disjunkini mnozZiny E, F C §, Ze
Yop(x)=1la} qx)=1

el Tz€EF

Dalsi véta vyjadruje, jak f-divergence méri podobnost pravdépodobnostnich modelu.

Véta 2.2 Pro libovolnou f-divergenci plati nerovnost

0<Dy(p,q) < f(0)+f(x),

pricemz obé dvé rovnosti nemohou nastat soucasné. Levd rovnost plati, prdvé kdyZp = q,
a pravd rovnost plati, prdvé kdyz p a q jsou ortogondlni a soucasné je f(0) + f(x) < oo.

Z véty 2.2 plyne, ze pravdépodobnostni modely (2,p) a (£2,q) jsou si podobné,
jestlize jejich f-divergence Dy (p,q) je blizkd 0. Maximdlni podobnost je vlastné shoda
pravdépodobnosti P a () na téze o-algebife podmnozin mnoziny 2, coz nastava prave
tehdy, kdyz p a q jsou totozné na ). Naopak modely jsou tim vice nepodobné, ¢im vice
se jejich f-divergence blizi maximdlni hodnoté f (0) 4+ f (x). Maximélné divergentni jsou
modely ortogonalni.

Prehled nejpouzivanéjsich f-divergenci je v tabulce 1 a jejich vztahy popisuje

nésledujici véta. Misto > dale piseme .
e x

Veéta 2.3 Pro vsechny hustoty pravdépodobnosti p, q na € plati:

Di(p,q) = x'(p,a) = V(p,aq),

D1/2(p7 q) = 2D1/2(p7 q)>
X’(p,q) = D*(p,q),
V(p.q) < (x*(p,q))"* pro a € [1,00),

2 4
o (VP9 Vip.9) <I(p,q) <In x*(p,q),
4 36
max(a,l1—a) min(a,1—aq)
1_(1 N V(r;, Q)) (1 B V(r; Q)) < D (p.q) < V(r;, q) proa e (0.1).

Ddle plati, 7e D'?(p,q), x'(p,q), V(p,q) a Ds(p,q)’ jsou pro libovolné B metriky
na mnoziné vsech hustot pravdépodobnosti na 2.

V této préaci se budeme nejvice zamérovat f-divergence z tabulky 2.

10



yyyyyy

f(u) parametr | oznaceni D;(p,q) tvar Dy(p, q)
nazev
ulnu - I(p,q) > p(x)In 24
I-divergence ’
5 s|/?
5 1|8 B8€(0,1) | Ds(p.a) > p(x) —q(x)
B-divergence
5=12 | Dipip.a) 2(1- S )a)”)
Hellingerova ’
vzddlenost
x'(p,a), V(p,a) > Ip(2) —q(2)]
lu — 1| Totdlni variace ’
a € (1,00) | x*(p,q) > ey
x“— divergence
xr)—qlx 2
=2 | p.q) > (lo)=e(o)
x?— divergence
0,1) | D* 1— “q(z)'
a-divergence
a € (1,00) | D%(p,q) > 1
a-divergence *
Tabulka 2: Nejpouzivanéjsi f-divergence
fuw) | f0)+ f(x) nazev Dy(p,q)
I z
ulnu 00 (p.a) dop(x) ln%
I —divergence x
D
(u1/2 _ 1)2 9 1/2(P> Q) (1 — S (p(2) g (x))l/Q)
Hellingerova vzddlenost x
(w17 N X*(p,q) 5 (P (@) —q(x))’
x? — divergence @ q ()
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3 Dualni f-divergence

f-divergence Dy (p,q) vyjadiuje vzdélenost mezi pravdépodobnostnimi modely p a
q. Vzdalenost byva obvykle symetrickd funkce, definice f-divergence vsak tuto
symetrii nezarucuje, nebot f-divergence nemusi byt metrika. Obecné tedy plati
Dy (p,q) # Dy (q,p), tj. vzdalenost p od q nenf stejnd jako vzdalenost q od p ve smyslu
téze f-divergence. Zamysleme se vsak, zda vzdalenost p od q ve smyslu f-divergence
neni rovna vzdélenosti q od p ve smyslu jiné F-divergence. Pokusme se najit vztah mezi
funkcemi f a F' a zjistit, jestli F' spliuje pozadavky na funkci generujici f-divergenci.
Vyjdeme z pozadavku
Dy (p.q)=Dr(a,p).

Po dosazeni z definice f-divergence dostavame

Sarr (B2) = Spor (45).

x x

Tuto rovnost nam zaruc¢i rovnost uvnitt sum, ze které zavedenim substituce u = %

dostavame vztah mezi funkcemi f a F

Zaménnou u a % lze snadno ukazat, ze vztah je symetricky mezi f a F), tj.

Fu) = uF (%) .

Zbyva ukazat, ze funkce F' také splnuje pozadavky na funkci generujici f-divergenci,
tj. konvexnost na (0, 00), striktni konvexnost v bodé 1 a F(1) = 0. Predpoklddejme, ze
f je dvakrat diferencovatelnd na (0, 00). Pak pozadavky na funkci f muzeme psat jako
f"(u) > 0na (0,00), f’(1) > 0a f(1) = 0. Podle véty o derivaci slozené funkce a derivaci
soucinu ze vztahu F(u) = uf (1) plyne

1 1
F// E— 1! -
=1 (3)
a tedy F”(u) > 0 na (0,00), F”(1) > 0. F(1) = 0 plati ziejmé. Funkce F' tedy také

spliiuje podminky na funkci generujici F-divergenci.
Predchézejici ivahy muzeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 3.1 Necht Dy je f-divergence a funkce F je ddna vztahem F(u) = uf (%) Pak Dy
je opét F-divergence a plati Dy (p,q) = Dr (q,p).

Definice 3.1 F'-divergenci, kterd je generovdna funkci F danou vztahem z wvéty 3.1
budeme nazyvat dudlnt k f-divergenci generované funkci f.

12



Relace duality je symetricka, tj. dudlni f-divergence k dudlni f-divergenci je puvodni
f-divergence.

Zkusme nyni najit generujici funkce dualnich F-divergenci k pouzivanym tiidam
divergenci z tabulky 1.

flu)=ulnu — F(u) =u-—In— Inwu
uou
f(u)—‘ A 1‘1/B—>F(u)—u - -1 S [ —— Z‘UI_B‘I/BZf(U%
u u
N 1 “ 1 —ul*  |Ju—1]"
-1 = F - =1 =u- =
Flu) =l =17 = F(u) = u- |- w e =
Tiida generovana funkci f(u) = ‘uﬂ 1‘1/ 7 je symerickd a patii do ni pouzivana

Hellingerova vzdélenost.

Rozsitme nyni tabulku 2 nejpouzivanéjsich f-divergenci o jejich dudlni protéjsky.
V tabulce 3 jsou uvedeny vzajemé dudlni f-divergence. Konkrétné I-divergence I(p, q) je
dudln{ s logaritmickou divergenci Ip(p, q), x*-divergence x2(p, q) je dudlni s Pearsonovou
divergenci x%,(p, q) a Hellingerova vzdalenost D /2(p, q) je dudlni sama se sebou.

Tabulka 3: Nejpouzivanéjsi f-divergence a jejich dualni protéjsky

oznaceni
D
1o ace o)
I(p,q) p(x)
1 5 I 2
w I—divergence %: p (@) In o

(u1/2 B 1)2 . D1/2(P,Q) ) (1 ~S 1/2)

Hellingerova vzddlenost "

(u—1)° X*(p,q) Z(p( z) —q(x)) Z

x? — divergence = q () = )
Ip(p,
_lnu D(p CI) Z q(z ( ) q(_g

Logaritmickd divergence

(w1)? Xb(p,q) Z(q(ﬂr)—p( x))” :Zq

u Pearsonova divergence = p(x)

13



4 Kvazinorma diskrétniho rozdéleni pravdépodobno-
sti

Vyznamnou roli v aplikacich metod matematické statistiky pfi intervalovych odhadech
parametru a parametrickych testech statistickych hypotéz hraje nalezeni tvaru rozdéleni
pravdépodobnosti pozorované nahodné veliciny nebo nahodného vektoru. 7 vyse uve-
deného pojmu f-divergence lze vyvodit postupy, které umoznuji takové rozdéleni odhad-
nout [7], [8], [9]. Tyto postupy vsak musi obvykle respektovat dalsi podminky kladené na
toto rozdéleni. Jde nejcastéji o podminky dané apriornim stanovenim hodnot vybranych
¢iselnych charakteristik, napr. stfedni hodnoty, rozptylu apod. Zéakladni ideou je najit
takové rozdéleni, které je v jistém smyslu blizké néjakému vhodné zvolenému pevnému
rozdéleni. Pfesnéji jde o nalezeni rozdéleni, které je s takovym pevnym rozdélenim
totozné pii absenci vedlejsich podminek, ale s pridavanim podminek se od tohoto pevného
rozdéleni postupné vzdaluje, ale s minimalizaci zvolené f-divergence hledaného a daného
pevného rozdéleni. Poznamenejme jesté, ze misto pojmu pravdépodobnostni model a hus-
tota uzivanych v [1], budeme pro jednoduchost a vzhledem ke sméfovéani vysledki hovorit
ve stejném smyslu o rozdéleni pravdépodobnosti.

Véta 4.1 Necht (Q,%, P) je koneény pravdépodobnostni prostor, kde P je libovolnd
pravdépodobnostni mira na @ a Ds(p,q) je f-divergence rozdéleni pravdépodobnosti
P=(p1-Pm) ¢ d=(q1,,qm), m > 1 z tohoto prostoru. Oznacme

V() :/Df (p,q)ds,
S

kde S = {p€eR™:Vp; >0, pj =1}, integrdl f-divergenci vsech rozdéleni p od
j=1
néjakého pevné zvoleného rozdélent q. Jestlize existuje funkce V (q), q € S a funkce

L 0Vi(a) _/an (p,q)
G (q) = T 20, ds,

S

(tj. oba wvedené integraly konverguji), ddle jestlize existuje derivace G'(q;) v (0,1)
a funkce f md spojitou druhou derivaci v (0,00), pak V (q) nabgvd absolutniho minima
na S v rozdéleni pravdépodobnosti

(1 1
qQ=pPy= e

S je vlastné mnozina vSech rozdéleni z (2,3, P) a oba integrdly jsou integrdly 1. druhu
po nadplose S dimenze m — 1 v R™.

Dukaz: Oznacme

A(q,A)ZV(q)JrA(qu—l)-

14



Lagrangeovu funkei pro vézany extrém funkce V' (q) za podminky > ¢; = 1, tj. extrém
j=1

na nadplose S. Funkce f je konvexni (jde o f—divergenci), takze z predpokladu existence

jeji druhé derivace je f” > 0 v (0,00). Protoze

dq; q; 4; q;

A ! pj) p; ,(pj)) [P (pj)
Gg)= | L (B -Bip(Pi))as= [Zip(P) gs
(%) S/ dq; (f (qj qu q / G \g =Y

S

pak

a odtud funkce G (g¢;) je rostouci na [0, 1]. Protoze

OA(q,N)
8(]3' _G(q9)+)\>

existuje na [0, 1] jediny kofen ¢; = G~! (=) rovnice G (¢;)+A = 0. Z podminky > ¢; =1
i=1
pak dostaneme ¢; = %, 7 =1,,,m. Déle je

0°V(q) _ PAlq,\) { G'(q;) >0 proj =k,
9q;0qx, 9q;0qy, 0 pro j # k,

j=1,,,mak=1,,,m. Z toho plyne, ze Hessova matice funkce V' (q) je diagonalni a

pozitivné definitni. Jacobiho matice pro jedinou podminku ) ¢; — 1 = 0 ma hodnost 1,
j=1

L 1 ) absolutni minimum.

takze V (q) mé za dané podminky v q = pg = (R’ oy

Podle véty 4.1 se pro pozorovanou diskrétni ndhodnou veli¢inu X nabyvajici konecné
mnoha hodnot nabizi zvolit za pevné diskrétni rozdéleni, od néhoz budeme vzdalenost
pomoci f-divergence mérit, rozdéleni po = (%, e %) Toto rozdéleni je vsem rozdélenim
z (2, %, P) nejblize ve smyslu minima integralu V' (q) vSech f-divergenci a navic ma také
maximalni moznou neurcitost vyjadienou pomoci Shannonovy entropie. To nas opraviuje
k zavedeni nésledujictho pojmu [7]. Jde pfitom o jistou analogii zavedeni indukované

normy na linearnim prostoru s metrikou pomoci neutralniho prvku.

Definice 4.1 Nechi p = (p1,...,pm) @ Po = (%, ce %), m > 1 jsou diskrétni rozdéleni
z pravdépodobnostniho prostoru (§2,3,P) a Dy je f-divergence definovand na daném
prostoru. Kwvazinormou rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,Pm) na (2,35, P)

rozumime f-divergenci Dy (P, Po)-

Véta 4.2 Pro kaZdou kvazinormu Dy (p, po) plati:
a) Dy (p,po) = ;; 2 f (mp)),
j=1

b) Dy (p, po) je nezdpornd symetrickd funkce proménnych p;, j =1,...,m.
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Vysledky z kapitoly o dudlnich f-divergencich néds opravnuji k rozsiteni tohoto pojmu
na kvazinormu.

Definice 4.2 Necht D; (p,po) kvazinorma rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pm)
a (L%, P) a funkce F je ddna vztahem F(u) = uf (1), pak dudlni kvazinormou
k Dy (p,po) budeme nazyvat kvazinormu D (p, Po).

V souladu s predchézejicimi vysledky muzeme shrnout vlastnosti dualni kvazinormy:.

Véta 4.3 Nechi Dy (p,po) je kvazinorma a Dp (p,po) je kvazinorma k ni dudini. Pak
plati:
a) D (P, po) = Dy (po. p). Dy (P, po) =
b) Dr (p,Po) = 5 3. F (mp;) = Z pif

Jj=1

Dy (po, P),

(mi”]>

Tabulka 4 shrnuje nejpouzivanéjsi kvazinormy vcetné jejich dudlnich protéjsku.
Znaceni uvedenych kvazinorem odpovida dalsim kapitolam v praci.

Tabulka 4: Nejpouzivanéjsi kvazinormy

oznaceni
D
f(u) ey +(P, Po)
S(p, po) 1 S
1 ’ . = 1 )= Inp; +Inm
wind Shannonova kvazinorma | ™ J; mp; In(mp;) jz Pj D
H(p, po) 2 2 u
2 _q)e , (vii-2) =2- &
( ) Hellingerova kvazinorma J; VPi m \/_ z:: vPi
2
X*(P, Po) 1 & -
—1)? 1 1
(w=1) Kwvadratickd kvazinorma m J; (mp; ) z::
L(p,po) R -
1 ! . —=>"1 )==>"1 —Inm
e Logaritmickd kvazinorma m 32::1 n (mp;) J; P
(u—1)? P(p,qo) 1 f: (mp—1* _ 1 i 1_q
u Pearsonova kvazinorma mi M m? =P

16
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5 Odhad diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti

Predpokldddme, ze pozorovand diskrétni nahodnd velicina X na (€2, X, P), jejiz rozdéleni
pravdépodobnosti chceme odhadnout (fitovat), nabyva nejvyse konetné mnoha ruznych
hodnot x} € R, (tj. @ = {z7,...,7;,} CR) s nezndmymi pravdépodobnostmi

p;=P(X=2x}),j=1....m m>1

Pozorovanim nahodné veliciny X ziskdme statisticky soubor (zy,...,x,) a jeho roztiide-
nim dostaneme roztiidény statisticky soubor

(1D ).

n

kde f; je absolutni cetnost pozorované hodnoty zj. Dale predpokladame, ze n > m
a f; > 0 pro vSechna j = 1,...,m (jestlize f; = 0, pak j-tou tiidu vynechdme).
Pro odhad rozdéleni p pozadujeme, aby toto rozdéleni navic spliovalo néjaké zadané
podminky, jejichz pocet je K > 1. Mezi tyto podminky nezarazujeme ziejmou podminku
>y pj = 1, ale dalsi napf. momentové podminky

ijl’;k :Mk, k = 1,...,K.
j=1

Hleddme pak takové rozdéleni p, které ma minimalni kvazinormu Dy (p, po)-
Pro odhady diskrétnich rozdéleni za momentovych podminek pomoci minimalnich
kvazinorem volime Hellingerovu, Pearsonovu a Shannonovu kvazinormu.

5.1 Hellingerova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pm) pozorované diskrétni ndhodné veliciny
X mé na pravdépodobnostnim prostoru (2, %, P), kde Q@ = {af,...,z;,}, m > 0
a Y je mnozina vSech podmnozin (2, minimalni Hellingerovu kvazinormu za K
pocatecnich momentovych podminek

ijx;k =M, k=0,...,K,
j=1
jestlize jeho Hellingerova kvazinorma
H(p> pO) =2-

je minimalni pro

M= pii¥, k=0,..., K.
j=1
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Pro K < m — 1 obdrzime [§]

1 .
pJ(A): ]:17"'7m7

K 2
m (Z )\kxjk)
k=0

kde Mg, k=0,..., K, jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu funkci

K m
A(p,A) = H (p,po) + Z Ak <Z piyt — Mk)
k=0 j=1

al= ()\0,...,)\]{).

Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce, anebo pfimo aplikovat nékterou
metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejtho minima.

Jestlize ozna¢ime Hyx = min H (p (A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Hellingerovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak

K
E *k

k=0

HK:2—2Zm:

j=1

Pro K =0 je p; = %, j=1,...,ma Dy =0. Specialné pro K = m — 1 jde o interpolaci

pbj = %,j: 1,...,maHm_1 :2—\/%27;1 ‘/.fj' Plati, 7e HO SHm 1 -
Maé-li pozorovana nahodna velicina X empirické rozdéleni f = (% ,%2), pak

statistika

o (f5 = 1 ( 1 ¢

2 (g _ j J L J
PO = 30U nZ X0
ma pro n — oo asymptoticky rozdéleni chi-kvadrat s m — K — 1 stupni volnosti.
Asymptotickou vlastnost muzeme pouzit k testovani vhodnosti nalezeného rozdéleni
pravdépodobnosti p(A) = (p1(A),...,pm(A)). Pro praktické pouziti pozadujeme [2],
aby bylo np;(A) pro vSechna j = 1,...,m. Pro test vhodnosti odhadnutého rozdéleni
pravdépodobnosti p(A) = (p1(A),...,pm(A)) muzeme také vyuzit piimo Hellingerovu
vzdélenost. Jde o neprili§ znamy tzv. Pitmanitv - Hellingeriiv test shody [12], [14],
ktery spociva ve skutecnosti, ze statistika

i (1) = 3 0~/ 2

ma pro n — oo asymptoticky rozdéleni chi-kvadrat s m— K —1 stupni volnosti. Postupnym
pridavanim momentovych podminek a opakovanym odhadem rozdéleni pravdépodobnosti
pomoci minimalni Hellingerovy kvazinormy lze ur¢it minimélni potfebny pocet K téchto
podminek tak, aby platilo x? (f,p(A)) < x2_,, resp. 4nH (f,p(A)) < x2_;, kde x2_,
je (1 — a)-kvantil rozdéleni chi-kvadrat s danym poctem stupnu volnosti pro hladinu
vyznamnosti .

Jj=1
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5.2 Shannonova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pm) pozorované diskrétni ndhodné veliciny
X mé na pravdépodobnostnim prostoru (2, %, P), kde Q@ = {zf,...,z5}, m > 0
a Y je mnozina vSech podmnozin (), minimalni Shannonovu kvazinormu za K
pocatecnich momentovych podminek

ijx;k =My, k=0,...,K,
j=1
jestlize jeho Shannonova kvazinorma

S(p,po) = Y _pjlnp; +lnm
j=1
je minimalni pro

My =Y pii¥, k=0,..., K.
j=1

Pro K < m — 1 obdrzime [5], [6]

K
Py (A) = eXp <_1 _Z)\kx;k> ) J: 17"'>m>
k=0

kde Mg, k=0,..., K, jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu funkci

K m
A(p,A) =5(p,po) + Z Ak <ij$;k - Mk)
k=0 j=1

al= ()\0,...,)\]{).
Lagrangeovy multiplikatory Ap je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce

m K
Zexp <—1 + ZA,&?’“) =M, v=1,... K,
j=1 k=0

anebo piimo aplikovat nékterou metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejiho minima.

Jestlize oznacime Sk = min S (p (A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Hellingerovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak

m K K
S =1lnm — Z <1 + Z)\kxjk> exp <—1 — Z )\kx;k> )
j=1 k=0 k=0

Pro K =0 je p; = %,j: 1,....,m a Sy = 0. Specialné pro K = m — 1 jde o interpolaci
pi=Lf =1 maS, 1 =1Y" finf. Plati ze Sy <+ < Sp1.
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Déle pak muzeme aplikovat Pearsonuv, resp. Pitmanuv-Hellingeruv, test shody
rozdéleni p (A) stejné jako v pripadé Hellingerovy kvazinormy. Postupnym priddvanim
momentovych podminek a opakovanym odhadem rozdéleni pravdépodobnosti pomoci
minimdalni Shannonovy kvazinormy lze ur¢it miniméalni potfebny pocet K téchto podminek
tak, aby platilo, x? (f,p(A)) < x2_, resp. 4nD (f,p(A)) < x2_,, kde x2_; je (1 — a)-
kvantil rozdéleni chi-kvadrat s danym poctem stupnu volnosti pro hladinu vyznamnosti
a.

5.3 Pearsonova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pn) pozorované diskrétni ndhodné veliciny X
mé na pravdépodobnostnim prostoru (£2,%, P), kde Q = {z7,...,25}, m > 0 a X je
mnozina vsech podmnozin 2, minimalni Pearsonovu kvazinormu za K pocéatecnich
momentovych podminek

ijx;k =My, k=0,..., K,

j=1
jestlize jeho Pearsonova kvazinorma

1 1
P(p,po) = WZf—l

je minimalni pro

My, = ijx;k, kE=0,..., K.

j=1

Pro K < m — 1 obdrzime [16], [19]

1 .
=1,....,m,

- J
K

my | > A
k=0

kde A\g, k=0,..., K, jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu funkci

pj(A) =

K m
A(p,A) =P (p,po) + Z Ak < pjiﬁ;k - Mk)
=

k=0

al= ()\0,...,)\]{).

Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce, anebo pfimo aplikovat nékterou
metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejtho minima.
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Jestlize oznacime Px = min P (p(A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Shannonovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak

Pro K =0 je p; = %, 7=1,....,m a Fy = 0. Specialné pro K = m — 1 jde o interpolaci
p; = %,j: I,....maP, 1= %Z;';% Platize By < -+ < Py,_1.

Déle pak muzeme aplikovat Pearsonuv, resp. Pitmanuv-Hellingeruv, test shody
rozdéleni p (M) stejné jako v pripadé Hellingerovy nebo Shannonovy kvazinormy.
Postupnym pridavanim momentovych podminek a opakovanym odhadem rozdéleni
pravdépodobnosti pomoci minimélni Shannonovy kvazinormy lze uréit minimalni
potiebny pocet K téchto podminek tak, aby platilo, x*(f,p(A)) < x2_,, resp.
4nD (f,p(N)) < x2_;, kde x2_, je (1 — a)-kvantil rozdéleni chi-kvadrat s danym poctem
stupnu volnosti pro hladinu vyznamnosti a.
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6 Podminky pro generujici funkci f

Odhad rozdéleni spociva v feseni ninimalizacni tlohy s ticelovou funkei

m

% > f (mp))

j=1

v proménnych p; a s omezenimi ve tvaru linedrnich rovnic
m
*k
E pjxj :Mk, k= 1,...,K.

Existenci a jednoznacnost feseni zarucuje konvexnost funkce f [4]. Proménné p; v modelu
maji vyznam pravdépodobnosti a je tedy potieba zajistit jejich nezapornost. Tu pifimo
nezarucuji momentové podminky a obecné je tedy nutné pridat do modelu podminky
nezaporosti p; > 0. Tyto podminky nezdpornosti by vsak bylo mozné nahradit néjakou
vlastnosti funkce f vytvorujici piislusnou kvazinormu. Jinak fec¢eno, ptejme se, co musi
splitovat funkce f, aby byla zarucena nezapornost p;.

Zapisme Lagrangeovu funkci pro nasi ilohu

m

K m
1 *
APA) == flmp) + ) M <ijarjk - Mk> .
mn Jj=1 k=0 j=1
Podminkou minima je nulovost gradientu Lagrangeovy funkce, t;.

oA K
5y = 1 (mps) + > it =0
Pj k=0

f'(mp;) Z )\kx*k

Po dpravé dostavame
K
1 — *
pj = E(f/) H=D D k) =0
k=0

kde (f)~! je inverznf funkce k derivaci funkce f.
Predchézejici ivahy muzeme shrnout do nasledujici véty.

Véta 6.1 Jestlize (f')~1(v) > 0 pro viechna v € R, pak pro odhad vzniklyj minimalizact
kvazinormy prislusné funkci f s momentovymi omezenimi platip; >0, j=1...m

Nyni zjistéme, které z pouzivanych kvazinorem spliuji predpoklady této véty.
Pro Helingerovu kvazinormu f(u) = (y/u — 1)% je
1

f(U): _ﬁ>
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takze

a podminka véty 6.1 je splnéna.
Pro kvadratickou kvazinormu f(u) = (u — 1)? je

takze

a podminka véty 6.1 neni splnéna.

Pro Pearsonovu kvazinormu f(u) = @ je

takze

a podminka véty 6.1 je splnéna.
Pro Shannonovu kvazinormu f(u) = ulnu je

f'(u)=1+Inu,

takze
(f) 7 w)=¢e""20

a podminka véty 6.1 je splnéna.
Pro logaritmickou kvazinormu f(u) = —Inu je

/(u) = == prou € (0, 00),

takze |
(F)7 (0) =~ > 0 pro v € (~00,0),

a podminka véty 6.1 je splnéna.
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7 Priklady

7.1 Priklad 1

Pozorovanim diskrétni nahodné veliciny X jsme ziskali statisticky soubor o rozsahu
n = 180. Po jeho roztiidéni jsme obdrzeli diskrétni empirické rozdéleni nahodné veliciny
X dané nasledujici tabulkou 5, kde jsou z} stredy trid a f; pozorované absolutni Cetnosti
[15].

Tabulka 5: Pozorovani

zi| 1|23 [4]5]6]|7

fi [ 15136 21|15 |27 (42|24

Hleddme minimum Hellingerovy, Shannonovy a Personovy kvazinormy za vedlejsich
podminek danych prvnimi péti obecnymi momenty

1 m
M p— [ Jp—
0 nz.fj 17
Jj=1
1 — .
My =~ ijg;j = 12,75,
Jj=1
1 - *2
M2=5ijxj = 65, 85,
Jj=1
M—1 ; 3 =375 15
3_£;fjxj - ) ’

1 = *4
My =~ z;fjg;j = 2251, 05.
J:

Vypocty byly provedeny pomoci specidlné vytvoreného softwaru s optimalizacnim jadrem
z programu GAMS. Vysledky za postupného priddvani momentovych podminek pro
vSechny kvazinormy jsou ilustrovany v tabulce 6.

V tabulce 7 jsou vypoctené odhady absolutnich ¢etnosti, kde horni index odhadnuté
zaokrouhlené cetnosti jH , Tesp. ij, resp. ij = np;(A) odpovidd prvnimu pismenu nazvu
dané kvazinormy.

Vysledky chi-kvadrat testu a Pitman-Hellingerova testu dobré shody pozorovaného
a fitovaného rozdéleni jsou v tabulce 8, kde ” Ano” znamena, ze hypotézu o shodé rozdéleni
nezamitame, "Ne” znamena zamitnuti. Z vysledku je vidét, ze oba testy maji podobnou
citlivost a pii K = 4 je dosazeno jiz dosazeno dobré shody. Grafickd ilustrace je na
obrazku 1.
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Tabulka 6: Hodnoty kvazinorem

Kvazinorma \ K

1

2

3

D (p, po)

0,0039

0,0041

0,0041

0,0318

S (p,po)

0,0078

0,0080

0,0081

0,0647

P (p,po)

o | O | O | D

0,0156

0,0168

0,0169

0,1250

Tabulka 7: Vysledky odhadu

*

8

1

2

3

4

5

e

15

36

21

15

27

42

24

I
o

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

Il
_

21,3

22.5

23,9

25,4

27.1

28,9

30,9

i

20,4

22,4

24,3

26,1

27,7

29,0

29,9

20,8

22,1

23,9

26,1

28,1

29,5

29,4

15,4

34,7

21,9

16,9

23,2

44,5

23,4

I
o |k |w |

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

25,7

Il
_

21,1

22.5

24,0

25,5

27.2

28,9

30,8

7

20,4

22,4

24,4

26,1

27,7

29,0

29,9

20,8

22,1

23,9

26,1

28,1

29,5

29,5

15,3

34,9

21,9

16,4

24,1

43,9

23,6

I
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Tabulka 8: Vysledky testu

Chi-kvadrat test

Pitman-Hellingeruv test

Kvazinorma
Krit. P-hod. | Hyp. Krit. P-hod. | Hyp.
24,4017 | 0,00044 | Ne | 24,0245 | 0,00052 | Ne
22,0124 | 0,00052 | Ne | 20,9359 | 0,00083 | Ne
D (p. po) 21,8920 | 0,00021 | Ne | 20,8431 | 0,00034 | Ne
21,8031 | 0,00007 | Ne | 20.6977 | 0,00012 | Ne
1,0803 | 0,58266 | Ano | 1,0516 | 0,59108 | Ano
24,4000 | 0,00044 | Ne | 24,0185 | 0,00052 | Ne
21,9841 | 0,00053 | Ne | 20,9087 | 0,00084 | Ne
5(p,po) 21,8884 | 0,00021 | Ne | 20,8450 | 0,00034 | Ne
21,8959 | 0,00007 | Ne | 20,7791 | 0,00012 | Ne
0,6264 | 0,73111 | Ano | 0,6138 | 0,73571 | Ano
24,4000 | 0,00044 | Ne | 24,0185 | 0,00052 | Ne
22,1566 | 0,00049 | Ne | 21,0824 | 0,00078 | Ne
P (p, po) 21,8447 | 0,00022 | Ne | 20,7839 | 0,00035 | Ne
21,5744 | 0,00008 | Ne | 20,.4961 | 0,00013 | Ne
2,5037 | 0,28598 | Ano | 2,3902 | 0,30268 | Ano
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Obrazek 1: Grafické zndzornéni
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7.2 Priklad 2

Pocitacovou simulaci diskrétni nahodné veliciny X s Poissonovym rozdélenim
pravdépodobnosti s parametrem A\ = 1,5 jsme ziskali statisticky soubor pozorovanych
hodnot z;, i = 1,...,100 [35]. Po jeho roztiidéni a slouceni puvodnich ti{ t¥id s malymi
cetnostmi pro z; = 4, 5,6 dostaneme roztridény statisticky soubor, ktery je uveden v tab-
ulce 9.

Tabulka 9: Zadani
il172[34]5
x5l 0| 112 1(3]5
fi 1211362797

Pocet tiid m = 5 a rozsah n = 100, takze

My =1,

5
1 Z .
Mlzl’:mj_l fjl’j:l,52,

5
— 1 *2
M2 =T = m jEZl fJQEJ =4.

Pomoci optimalizaéniho néstroje Resitel z Excelu pro uréeni minima Pearsonovy
kvazinormy a nasledujicim chi-kvadrat testem jsme ziskali vysledky v tabulkach 10 a 11.

Tabulka 10: Vysledky - Lagrangeovy multiplikatory

K A Pj

0 o = 1 0,2

[ e=020s )
At = 0, 5862 T syt
N — 0,9217

2| =124 | P = 507 re v
Ao = 0,5971

Tabulka 11: Vysledky odhadu
fi | 21 | 36 | 27 9 7 | Px | xX* | X395 | Hyp.
np; | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 0 |29,80|9,488 | Ne
np; | 37,0 | 21,3 | 16,6 | 14,0 | 11,1 | 0,18 | 26,94 | 7,815 | Ne
np; | 20,8 38,2 1221|12,5| 6,4 |0,42| 29,80 | 5,991 | Ano

o= o| =
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Rozdéleni pravdépodobnosti ziskana pro K = 0 a K = 1 a vedlejsich momentovych
podminek na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme. Dokladaji to také odhady cetnosti np;
v porovnani s pozorovanymi ¢etnostmi v tabulce 11 i zndzornéni vysledku na obrazku 2.

I’lpj ) —&— Observed
\ —8—K=0
30
—a—K=1
\\\\ —o—K=2
20 L L

10

Obrazek 2: Grafické zndzornéni
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8 Aproximace zakladnich rozdéleni pravdépodobno-
sti pomoci kvazinorem

V této kapitole aplikujeme popsany zpusob odhadu rozdéleni pomoci minimalizace kvazi-
normy na vyznamnych rozdélenich pravdépodobnosti, jak diskrétnich, tak diskretizo-
vanych spojitych [45]. Konkrétné se bude jednat o binomické, Poissonovo, normélni a
Weibullovo. Cilem kapitoly bude posoudit, jak dobfe konkrétni kvazinorma s pribyvajicim
poctem momentovych omezeni aproximuje vybrané rozdéleni. Budeme srovnéavat tii nej-
pouzivanéjsi kvazinormy - Hellingerovu, Pearsonovu a Shannonovu.

Pro kazdy typ rozdéleni bude vybrano nékolik zastupcu s konkrétnimi hodnotami
parametru. Pro tyto zdstupce pak bude uméle vytvofen datovy soubor o rozsahu
n = 100. Nebude zde pracovano se simulovanymi datovymi soubory s vyuzitim gene-
ratoru nahodnych cisel, ale Cetnosti jednotlivych tfid budou stanoveny vypoctem po-
dle vztahu f; = nP;, kde P; jsou vypoctené pravdépodobnosti jednotlivych tiid pomoci
pravdépodobnostni ¢i distribu¢ni funkce. Muzeme hovorit tedy v jistém smyslu o te-
oretickych c¢etnostech. Pro srovnatelnost jednotlivych datovych souboru budeme volit
rozsah souboru vzdy n = 100 a pocet t¥id m = 9. Tyto teoretické c¢etnosti budeme
pak pokladat za nase pozorovani a budeme provadét odhad tohoto rozdéleni minimali-
zaci tii kvazinorem. Budeme sledovat, jak se tyto odhady blizi tomuto ”teoretickému
pozorovani” s pribyvajicim poc¢tem momentovych omezeni K = 0...8. Piipad K = 8 ne-
bude az tak zajimavy, protoze dojde k 1iplné shodé pro vsechny kvazinormy. Miru shody
pozorovani a odhadu budeme posuzovat testovym kritériem chi-kvadrat x? = %,
kde p; jsou odhady pravdépodobnosti jednotlivych tiid a budeme také testovat shodu na
hladiné vyznamnosti 0,95. Ke stanoveni hodnot pravdépodobnostni funkce odhadovaného
rozdéleni, minimalizaci ptislusné kvazinormy byl pouzit specialni software Estimator 1.4.1
[52] na béazi optimalizacniho Fesitele GAMS, ktry byl vytvoten pro tyto ucely. Pro kazdé
pozorovani na zaveér vytvorime graf zavislosti chi-kvadrat kritéria na po¢tu momentovych
podminek, ze kterého bude vidét, pro kterou kvazinormu dochazi k nejlepsi shodé po-
zorovani a odhadu.

8.1 Binomické rozdéleni

Jako zdstupce binomického rozdéleni jsme zvolili rozdéleni Bi(8; 0,5) a Bi(8; 0,25). Prvni
parametr je volen zamérné, aby vzniklo 9 pfirozenych tiid pro z; = 0,...8. Volbou
druhého parametru docilime v prvnim ptipadé symetrie, ve druhém levostranné sikmosti.
Hodnoty teoretickych cetnosti f; jsou vypocteny piimo z pravdépodobnostni funkce P;
binomického rozdéleni a odhadované pravdépodobnosti jsou vypocteny Estimatorem pro
pocty momentovych podminek K = 0...8. Podrobné vysledky vypoctu jsou v tabulkach,
uvedenych z duvodu pirevedeni z Excelu jako obrazky 3 a 4. V poslednich dvou fadcich
tabulky je testova statistika chi-kvadrat testu a prislusna kritickd hodnota. Testové kri-
térium je vyznaceno barevné v pripadé, ze chi-kvadrat test zamita shodu pozorovani a
odhadu.

V grafech na obrazcich 5 a 6 je znazornéna zavislost testového kritéria x? na poctu
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Bi(8;0,5) Hellinger
TFida| fi Pi pi (K=0)|pi (K=1){ pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0125 | 0,0125 | 0,0051 | 0,0051 | 0,0040 | 0,0040 | 0,0039
1 3,12 | 0,0312 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0299 | 0,0299 | 0,0267 | 0,0267 | 0,0307 | 0,0307 | 0,0312
2 10,94 | 0,1094 | O0,1111 | 0,1111 | 0,0801 | 0,0801 | 0,1127 | 0,1127 | 0,1111 | O,1111 | 0,1094
3 21,88 | 0,2188 | 0,1111 | 0,1111 | 0,2104 | 0,2104 | 0,2270 | 0,2270 | 0,2154 | 0,2154 | 0,2188
4 27,34 | 0,2734 | 0,1111 | 0,1111 | 0,3343 | 0,3343 | 0,2569 | 0,2569 | 0,2777 | 0,2777 | 0,2734
5 21,88 | 0,2188 | O,1111 | 0,1111 | 0,2104 | 0,2104 | 0,2270 | 0,2270 | 0,2154 | 0,2154 | 0,2188
6 10,94 [ 0,1094 | O,1111 | O,1111 | 0,0801 | 0,0801 | 0,1127 | 0,1127 [ O,1111 | O,1111 | 0,1094
7 3,12 | 0,0312 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0299 | 0,0299 | 0,0267 | 0,0267 | 0,0307 | 0,0307 | 0,0312
8 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0125 | 0,0125 | 0,0051 | 0,0051 | 0,0040 | 0,0040 | 0,0039
Krit.: | 76,7676 |76,7676| 4,5144 | 4,5144 | 0,39058 | 0,39058 | 0,02433| 0,02433 0
Kvantil: | 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,.81688 | 5,99146 | 3,84315 0
Bi(8:0,5) Pearson
Trda| fi Pi  |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0250 | 0,0250 | 0,0090 | 0,0090 | 0,0057 | 0,0057 | 0,0039
1 3,12 | 0,0312 | O,1111 | 0,1111 | 0,0334 | 0,0334 | 0,0184 | 0,0184 | 0,0169 | 0,0169 | 0,0312
2 10,94 | 0,1094 | O,1111 | 0,1111 ] 0,0499 | 0,0499 | 0,0835 [ 0,0835 | 0,1596 | 0,1596 | 0,1094
3 21,88 | 0,2188 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0988 | 0,0988 | 0,3554 | 0,3554 | 0,1184 | 0,1184 | 0,2188
4 27,34 | 0,2734 | 0,1111 | 0,1111 | 0,5856 | 0,5856 | 0,0674 | 0,0674 | 0,3989 | 0,3989 | 0,2734
5 21,88 | 0,2188 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0988 | 0,0988 | 0,3554 | 0,3554 | 0,1184 | 0,1184 | 0,2188
6 10,94 | 0,1094 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0499 | 0,0499 | 0,0835 | 0,0835 | 0,1596 | 0,1596 | 0,1094
7 3,12 1 0,0312 | O0,1111 | 0,1111 | 0,0334 | 0,0334 | 0,0184 | 0,0184 | 0,0169 | 0,0169 | 0,0312
8 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0250 | 0,0250 | 0,0090 | 0,0090 | 0,0057 | 0,0057 | 0,0039
Krit.: | 76,7676 | 76,7676 63,5283 | 63,5283 | 77,4377 | 77,4377 | 26,7123 | 26,7123 0
Kvantil: | 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7.81688 | 5,99146 | 3,84315 0
Bi(8:0,5) Shannon
Trda| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0054 | 0,0054 | 0,0040 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0039 | 0,0039
1 3,12 | 0,0312 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0305 | 0,0305 | 0,0308 | 0,0308 | 0,0312 | 0,0312 | 0,0312
2 10,94 | 0,1094 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1047 | 0,1047 | 0,1099 | 0,1099 | 0,1094 | 0,1094 | 0,1094
3 21,88 | 0,2188 | 0,1111 | 0,1111 | 0,2192 | 0,2192 | 0,2191 | 0,2191 | 0,2187 | 0,2187 | 0,2188
4 27,34 | 0,2734 | 0,1111 | 0,1111 | 0,2804 | 0,2804 | 0,2725 | 0,2725 | 0,2735 | 0,2735 | 0,2734
5 21,88 | 0,2188 | 0,1111 | 0,1111 | 0,2192 | 0,2192 | 0,2191 | 0,2191 | 0,2187 | 0,2187 | 0,2188
6 10,94 | 0,1094 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1047 | 0,1047 | 0,1099 | 0,1099 | 0,1094 | 0,1094 | 0,1094
7 3,12 | 0,0312 | O,1111 | 0,1111 | 0,0305 | 0,0305 | 0,0308 | 0,0308 | 0,0312 | 0,0312 | 0,0312
8 0,39 | 0,0039 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0054 | 0,0054 | 0,0040 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0039 | 0,0039
Krit.: | 76,7676 76,7676 0,15089 | 0,15089 | 0,00259 | 0,00259 | 1,9E-05 | 1,9E-05 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 3: Vysledky pro binomické rozdéleni Bi(8; 0,5)
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Obrézek 4: Vysledky pro binomické rozdéleni Bi(8; 0,25)
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momentovych podminek K. Z obrazku je nazorné vidét srovnani nasich tii kvazinorem
z hlediska kvality aproximace.

Zavislost x2 kritéria na po¢tu momentovych podminek K

100 & ’T—l———'—“'—'\-—i
10

1 2 3 \_\ 6 7
0,1 —e— Hellinger
\. > —&— Pearson

0,01 Shannon

0,001

0,0001

0,00001

Obrézek 5: Graf zavislosti x* na K pro rozdéleni Bi(8; 0,5)

Z vysledku je vidét, ze pro aproximovani binomického rozdéleni se nejvice hodi Shan-
nonova kvazinorma, o néco hute Hellingerova a daleko nejhife Pearsonova. U prvnich
dvou je dosazeno dobré shody na hladiné vyznamnosti 0,95 uz pti K = 2. Pro Pearsonovu
kvazinormu je dosazeno dobré shody pii vyssim poc¢tu momentovych omezeni. Tato kvazi-
norma se chova ”zvlastné” tim, ze pridanim dalsi omezujici podminky je nékdy dosazeno
horsi shody s pozorovanim. Znamena to, ze pridanim dalsi informace o pozorovaném
rozdéleni v podobé predepsani dalsi momentové podminky pro odhad, se tento odhad
vzdali od pozorovani ve smyslu chi-kvadrat kritéria. Tento fakt se muze zdat prekvapivy,
nicméné neni v rozporu s nasim piistupem k odhadu rozdéleni.

Hellingerova a Shannonova kvazinorma se takto nechovaji, tam se zvySenim K ne-
dochdzi k poklesu x?. U rozdélni Bi(8; 0,5) pouze piiddni liché momentové podminky
nezpisobi zménu dohadu a tudiz ani x2. Tato skute4nost je zptisobena symetrif rozdéleni.
U nesymetrického Bi(8; 0,25) dochdzi k poklesu x? pii kazdém vzristu K.

Co se tyce srovnani odhadu nasich dvou zastupct binomického rozdéleni, d4 se fict, ze
pro vSechny kvazinormy jsou aproximace vesmés o néco lepsi pro rozdéleni Bi(8; 0,5). Tato
vlastnost je zfejmé zpusobena mensimi odlisnostmi v teoretickych ¢etnostech jednotlivych
tfid pro rozdéleni Bi(8; 0,5), tudiz vyssi neurcitosti pozorovéni, tj. nizsi odliSnosti
samotného pozorovani od maximalné entropického rozdéleni pg. Tato relativné mald
odlisnost v odhadech téchto dvou rozdéleni se jesté vice zmensuje s rostoucim K, coz
svedél o dobré flexibilité odhadu rozdéleni s vyuzitim minimalizace kvazinorem.
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Zavislost x2 kritéria na po¢tu momentovych podminek K
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Obrézek 6: Graf zavislosti x? na K pro rozdéleni Bi(8; 0,25)

8.2 Poissonovo rozdéleni

Jako zastupce Poissonova rozdéleni jsme zvolili dvé rozdéleni Po(2) a Po(3). Hodnoty
teoretickych ¢etnosti f; jsou vypocteny primo z pravdépodobnostni funkce P; Poissonova
rozdéleni. Abychom dostali devét tiid, stejné jako u binomického rozdéleni, zvolime osm
prirozenych tiid z = 0,...7 a posledni tiida, kterou budeme reprezentovat hodnotou
x = 8 vznikne slou¢enim t¥id pro x > 8. Odhadované pravdépodobnosti jsou vypocteny
Estimétorem pro pocty momentovych podminek K = 0...8. Podrobné vysledky vypoctu
jsou v tabulkach, uvedenych z duvodu prevedeni z Excelu jako obrazky 7 a 8. V poslednich
dvou tadcich tabulky je testova statistika chi-kvadrat testu a prislusna kriticka hodnota.
Testové kritérium je vyznaceno barevné v piipadé, ze chi-kvadrat test zamita shodu
pozorovani a odhadu.

V grafech na obrézcich 9 a 10 je zndzornéna zavislost testového kritéria y? na poctu
momentovych podminek K. Z obrazku je nazorné vidét srovnani nasich tii kvazinorem
z hlediska kvality aproximace.

Vysledky jsou velmi podobné jako u binomického rozdéleni. Hellingerova a Shan-
nonova kvazinorma dopadli dobfe. K dobré shodé na hladiné vyznamnosti 0,95 dochazi
jiz pti k = 2. Pearsonova kvazinorma dopadd huie, obzvlaste pro rozdéleni Po(2), kde se
podobné jako u binomického rozdéleni nékdy objevi pokles x? s rostoucim K. Divody
byly nastinény v podkapitole o binomickém rozdéleni a souvisi ziejmé s velkou nevyrov-
nanosti teoretickych ¢etnosti.
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Po(2) Hellinger
T¥da| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 13,53 | 0,1353 | 0,1111 | 0,3480 | 0,1242 | 0,1495 | 0,1349 | 0,1354 | 0,1353 | 0,1353 | 0,1353
1 27,07 | 0,2707 | 0,1111 | 0,2018 | 0,2655 | 0,2343 | 0,2719 | 0,2701 | 0,2704 | 0,2707 | 0,2707
2 27,07 | 0,2707 | 0,1111 | 0,1316 | 0,3113 | 0,2875 | 0,2698 | 0,2721 | 0,2716 | 0,2706 | 0,2707
3 18,051 0,1805 | 0,1111 | 0,0925 | 0,1747 | 0,1983 | 0,1795 | 0,1789 | 0,1793 | 0,1808 | 0,1805
4 9,02 | 0,0902 | 0,1111 | 0,0686 | 0,0714 | 0,0830 | 0,0918 | 0,0911 | 0,0910 | 0,0899 | 0,0902
5 3,61 | 0,0361 | 0,1111 | 0,0529 | 0,0293 | 0,0297 | 0,0358 | 0,0361 | 0,0360 | 0,0364 | 0,0361
6 1,20 | 0,0120 | 0,1111 | 0,0420 | 0,0133 | 0,0111 | 0,0115 | 0,0117 | 0,0118 | 0,0119 | 0,0120
7 0,34 | 0,0034 | 0,1111 | 0,0342 | 0,0066 | 0,0045 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0034
8 0,11 0,0011 | 0,1111 | 0,0283 | 0,0036 | 0,0021 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011
Krit.: | 86,3354 |47,1513| 1,65319 | 1,24012 | 0,00697 | 0,00431 | 0,00284 | 0,00052 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
Po(2) Pearson
TFida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 13,53 | 0,1353 | 0,1111 | 0,4671 | 0,0544 | 0,2134 | 0,1004 | 0,1455 | 0,1338 | 0,1353 | 0,1353
1 27,07 | 0,2707 | 0,1111 | 0,1196 | 0,2984 | 0,0606 | 0,4174 | 0,2142 | 0,2808 | 0,2703 | 0,2707
2 | 27,07 02707 | 0,1111 | 0,0860 | 0,4912 | 0,3892 | 0,0508 | 0,3972 | 0,2417 | 0,2720 | 0,2707
3 18,05 | 0,1805 | 0,1111 | 0,0706 | 0,0562 | 0,2674 | 0,3000 | 0,0395 | 0,2262 | 0,1779 | 0,1805
4 9,02 | 0,0902 | 0,1111 | 0,0613 | 0,0324 | 0,0304 | 0,1016 | 0,1651 | 0,0486 | 0,0935 | 0,0902
5 3,61 0,0361 | 0,1111 | 0,0550 ( 0,0229 | 0,0158 | 0,0152 | 0,0266 | 0,0570 | 0,0335 | 0,0361
6 1,20 | 0,0120 | 0,1111 | 0,0502 | 0,0177 | 0,0102 | 0,0073 | 0,0069 | 0,0078 | 0,0133 | 0,0120
7 0,34 | 0,0034 | 0,1111 | 0,0465 | 0,0145 | 0,0073 | 0,0044 | 0,0033 | 0,0028 | 0,0030 | 0,0034
8 0,11 | 0,0011 | 0,1111 | 0,0436 | 0,0122 | 0,0056 | 0,0029 | 0,0019 | 0,0014 | 0,0011 | 0,0011
Krit.: | 86,3354 | 112,438 62,8061 | 97,0787 | 109,694 | 60,1205 | 5,8759 | 0,05465 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
Po(2) Shannon
Trida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 13,53 | 0,1353 | 0,1111 | 0,3062 | 0,1564 | 0,1396 | 0,1362 | 0,1353 | 0,1353 | 0,1353 | 0,1353
1 27,07 | 0,2707 | 0,1111 | 0,2166 | 0,2412 | 0,2599 | 0,2674 | 0,2705 | 0,2706 | 0,2707 | 0,2707
2 27,07 | 0,2707 | 0,1111 | 0,1532 | 0,2591 | 0,2754 | 0,2742 | 0,2711 | 0,2710 | 0,2707 | 0,2707
3 18,05 | 0,1805 | 0,1111 | 0,1084 | 0,1940 | 0,1856 | 0,1805 | 0,1800 | 0,1801 | 0,1805 | 0,1805
4 9,02 | 0,0002 | 0,1111 | 0,0767 | 0,1012 | 0,0889 | 0,0887 | 0,0904 | 0,0905 | 0,0902 | 0,0902
5 3,61 | 0,0361 | 0,1111 | 0,0542 | 0,0368 | 0,0339 | 0,0359 | 0,0361 | 0,0361 | 0,0361 | 0,0361
6 1,20 | 0,0120 | 0,1111 | 0,0384 | 0,0093 | 0,0114 | 0,0125 | 0,0119 | 0,0119 | 0,0120 | 0,0120
7 0,34 | 0,0034 | 0,1111 | 0,0271 | 0,0016 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0035 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0034
8 0,11 | 0,0011 | 0,1111 | 0,0192 | 0,0002 | 0,0014 | 0,0009 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011
Krit.: | 86,3354 | 31,1364 | 1,57514 | 0,11216 | 0,02205 | 0,00055] 0,00054| 1E-05 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 7: Vysledky pro Poissonovo rozdéleni Po(2)
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Po(3) Hellinger
Ttida| fi Pi |[pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 4,98 [ 0,0498 | 0,1111 | 0,1995 | 0,0636 | 0,0608 | 0,0530 | 0,0499 | 0,0500 | 0,0498 | 0,0498
1 14,94 | 0,1494 | 0,1111 | 0,1634 | 0,1270 | 0,1274 | 0,1390 | 0,1488 | 0,1483 | 0,1495 | 0,1494
2 22,40 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1363 | 0,2147 | 0,2202 | 0,2319 | 0,2260 | 0,2267 | 0,2237 | 0,2240
3 22,40 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1154 | 0,2451 | 0,2467 | 0,2290 | 0,2210 | 0,2207 | 0,2246 | 0,2240
4 16,81 | 0,1681 | 0,1111 | 0,0990 | 0,1748 | 0,1710 | 0,1626 | 0,1700 | 0,1696 | 0,1674 | 0,1681
5 10,08 | 0,1008 | 0,1111 | 0,0858 | 0,0933 | 0,0909 | 0,0977 | 0,1013 | 0,1017 | 0,1014 | 0,1008
6 5,04 | 0,0504 | 0,1111 | 0,0751 | 0,0459 | 0,0457 | 0,0518 | 0,0488 | 0,0489 | 0,0501 | 0,0504
7 2,16 | 0,0216 | 0,1111 | 0,0663 | 0,0232 | 0,0239 | 0,0244 | 0,0225 | 0,0223 | 0,0217 | 0,0216
8 0,81 [ 0,0119 | 0,1111 | 0,0590 | 0,0124 | 0,0133 | 0,0105 | 0,0117 | 0,0118 | 0,0119 | 0,0119
Krit.: |50,0471 (39,8803] 1,06008 | 0,9927 | 0,21803 | 0,01702 | 0,01858 | 0,00108| 0
Kvantil:[ 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315| 0
Po(3) Pearson
T¥ida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 498 [ 0,0498 | 0,1111 | 0,2324 | 0,0543 | 0,0900 | 0,0474 | 0,0549 | 0,0500 | 0,0497 | 0,0498
1 14,94 | 0,1494 | 0,1111 [ 0,1516 | 0,0891 | 0,0912 | 0,1490 | 0,1227 | 0,1481 | 0,1500 | 0,1494
2 2240 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1208 | 0,2537 | 0,1339 | 0,2545 | 0,2784 | 0,2272 | 0,2219 | 0,2240
3 22,40 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1034 | 0,3496 | 0,3963 | 0,1604 | 0,1743 | 0,2202 | 0,2282 | 0,2240
4 16,81 | 0,1681 | 0,1111 [ 0,0918 | 0,0981 | 0,1436 | 0,2119 | 0,1799 | 0,1696 | 0,1629 | 0,1681
5 10,08 | 0,1008 | 0,1111 | 0,0835 | 0,0575 | 0,0622 | 0,1017 | 0,1128 | 0,1022 | 0,1050 | 0,1008
6 5,04 | 0,0504 | 0,1111 | 0,0770 | 0,0407 | 0,0375 [ 0,0402 | 0,0431 | 0,0484 | 0,0483 | 0,0504
7 2,16 | 0,0216 | 0,1111 | 0,0719 | 0,0315 | 0,0259 [ 0,0215 | 0,0214 | 0,0226 | 0,0222 | 0,0216
8 0,81 0,0119 | 0,1111 | 0,0676 | 0,0257 | 0,0194 | 0,0134 | 0,0126 | 0,0117 | 0,0118 | 0,0119
Krit.: |50,0471(52,9496] 18,5187 | 22,68 |4,07957 | 3,43818]0,02819]0,05352| 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9.49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
Po(3) Shannon
T¥ida| fi Pi |[pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
0 498 [ 0,0498 | 0,1111 | 0,1913 | 0,0701 | 0,0531 | 0,0513 | 0,0497 | 0,0499 | 0,0498 | 0,0498
1 14,94 | 0,1494 | 0,1111 | 0,1637 | 0,1361 | 0,1422 | 0,1448 | 0,1496 | 0,1491 | 0,1494 | 0,1494
2 22,40 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1401 | 0,1990 | 0,2244 | 0,2264 | 0,2239 | 0,2248 | 0,2239 | 0,2240
3 22,40 | 0,2240 | 0,1111 | 0,1199 | 0,2195 | 0,2301 | 0,2274 | 0,2234 | 0,2231 | 0,2242 | 0,2240
4 16,81 | 0,1681 | 0,1111 | 0,1026 | 0,1825 | 0,1687 | 0,1664 | 0,1689 | 0,1683 | 0,1678 | 0,1681
5 10,08 | 0,1008 | 0,1111 | 0,0878 | 0,1144 | 0,0975 | 0,0982 | 0,1010 | 0,1014 | 0,1010 | 0,1008
6 5,04 | 0,0504 | 0,1111 | 0,0752 | 0,0540 | 0,0488 | 0,0505 | 0,0495 | 0,0497 | 0,0503 | 0,0504
7 2,16 | 0,0216 | 0,1111 | 0,0643 | 0,0192 | 0,0234 | 0,0240 | 0,0222 | 0,0219 | 0,0216 | 0,0216
8 0,81 0,0119 | 0,1111 | 0,0550 | 0,0052 | 0,0118 [ 0,0109 | 0,0118 | 0,0119 | 0,0119 | 0,0119
Krit.: | 50,0471 | 36,0561 2,2462 | 0,10398 | 0,06949 | 0,00387 | 0,00235| 0,00014 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,.84315| 0

Obrézek 8: Vysledky pro Poissonovo rozdéleni Po(3)
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Obrézek 10: Graf zavislosti x? na K pro rozdéleni Po(3)
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8.3 Normalni rozdéleni

Pro odhad normélntho rozdéleni jsme zvolili tfi zastupce se stfedni hodnotou 0 a
smérodatnymi odchylkami 3, 2 a 1,5. Pro vSechna tii rozdéleni byla zvolena stejnéd
diskretizace s sitkou tfidy rovnou 1. Ve vysledkovych tabulkach jsou tiidy reprezen-
tovany celymi ¢isly od -4 do 4, které maji vyznam stiedu t¥id, s vyjimkou krajnich dvou
reprezentujicich rozsitené tiidy (—oo; —3,5) a (3,5; 00). Teoretické ¢etnosti byly vypocteny
z distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni. Z hlediska zasad ttidéni se toto tiidéni nejlépe
hodi pro rozdéleni N(0; 4). Pokud bychom vsak zvolili tfidéni imérné smérodatné od-
chylce rozdeéleni, vysly by teoretické Cetnosti tiid stejné a nasSe srovnani by postradalo
smysl.

Odhadované pravdépodobnosti jsou vypocteny Estimédtorem pro poc¢ty momentovych
podminek K = 0...8, stejné jako predchozich podkapitolach. Podrobné vysledky vypoctu
jsou v tabulkdch, uvedenych z duvodu prevedeni z Excelu jako obrazky 11, 12 a 13.
V poslednich dvou tadcich tabulky je testova statistika chi-kvadrat testu a piislusna
kritickd hodnota. Testové kritérium je vyznaceno barevné v piipadé, ze chi-kvadrat test
zamita shodu pozorovani a odhadu.

V grafech na obrdzcich 15, 14 a 16 je zndzornéna zavislost testového kritéria x?
na poctu momentovych podminek K. Z obrazku je ndzorné vidét srovnani nasich tif
kvazinorem z hlediska kvality aproximace.

Pro aproximaci normalniho rozdéleni je dosazeno velmi uspokojivych vysledku. Pro
rozdéleni s nejvétsim rozptylem N(0; 9) dosazeno shody s pozorovénim jiz pii samotném
rozdéleni po (K = 0). Je to v8ak zpusobeno malymi rozdily mezi ¢etnostmi jednotlivych
ttid. Pouzité rozttidéni datového souboru z tohoto rozdéleni je vSsak nevhodné, proto se
jim uz vice nebudeme zabyvat.

Pro dalsi dvé rozdéleni, a to N(0; 4) a N(0; 2,25), je dosazeno dobré shody jiz pro
K = 2 pro vsechny kvazinormy s vyjimkou Pearsonovy u rozdéleni N(0; 2,25). Toto
rozdéleni s nejmensim rozptylem dosahuje nejvétsich rozdilu v ¢etnostech t¥id a obdobné
jako pripadech v minulych podkapitolach je Pearsonova kvazinorma nevhodna.

Ostatni dvé kvazinormy dosahuji podobnych velmi dobrych vysledku a obzvlasté pro
nejlépe tiidény pripad N(0; 4) nelze jednoznaéné tict, kterd je lepsi. Pridani liché mo-
mentové podminky nevede ke zméné odhadu, coz je podobné jako u Bi(8; 0,5) zpusobeno
symetrii normalntho rozdéleni.

Dalsi zajimavosti je rychlost poklesu x? pii rustu K v zdvislosti na variabilité
normélniho rozdéleni. U rozdéleni N(0; 9) s nejvétsim rozptylem dochézi k dobré shodé
jiz pro K = 0, avSsak hodnota testového kritéria chi-kvadrat testu s rostoucim K klesé
nejpomaleji. Pro rozdéleni s vétsim rozptylem, kde jsou vétsi rozdily v teoretickych
¢etnostech, hodnota x? zaéina na logicky na vyssi hodnoté, avsak s rostoucim K je pokles
x? razantnéjsi a od jisté hodnoty K je dosazeno lepsi shody nez pro vice variabilni soubory.
To opét svedci o dobré flexibilité nasich odhadu. Tato zavislost je nejmarkantnéjsi pro
Shannonovu kvazinormu (viz obrazek 17).
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N(0;9) Hellinger
T¥da| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 12,17 | 0,1217 | O0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1203 | 0,1203 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 8,07 | 0,0806 | 0,1111 | O0,1111 | 0,1093 | 0,1093 | 0,0867 | 0,0867 | 0,0808 | 0,0808 | 0,0806
2 10,62 | 0,1062 | O0,1111 | 0,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0984 | 0,0984 | 0,1057 | 0,1057 | 0,1062
-1 12,53 | 0,1253 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1152 | 0,1152 | 0,1247 | 0,1247 | 0,1264 | 0,1264 | 0,1253
0 13,24 | 0,1324 | 0,1111 | O,1111 | 0,1160 | 0,1160 | 0,1398 | 0,1398 | 0,1311 | 0,1311 | 0,1324
1 12,53 ] 0,1253 | O,1111 | O,1111 ] 0,1152 | 0,1152 | 0,1247 | 0,1247 | 0,1264 | 0,1264 | 0,1253
2 10,62 | 0,1062 | O0,1111 | O,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0984 | 0,0984 | 0,1057 | 0,1057 | 0,1062
3 8,07 | 0,0806 | O0,1111 | O0,1111 | 0,1093 | 0,1093 | 0,0867 | 0,0867 | 0,0808 | 0,0808 | 0,0806
4 12,17 | 0,1217 | 0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1203 | 0,1203 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: |2,69119(2,69119] 2,56312 | 2,56312 | 0,25103 | 0,25103 | 0,00378 | 0,00378 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0;9) Pearson
TFida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 12,17 | 0,1217 | 0,1111 | O,1111 | 0,1046 | 0,1046 | 0,1199 | 0,1199 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 8,07 | 0,0806 | 0,1111 | O,1111 | 0,1092 | 0,1092 | 0,0881 | 0,0881 | 0,0809 | 0,0809 | 0,0806
2 10,62 | 0,1062 | 0,1111 | O,1111 | 0,1129 | 0,1129 | 0,0971 | 0,0971 | 0,1052 | 0,1052 | 0,1062
-1 12,53 | 0,1253 | 0,1111 | O,1111 | 0,1153 | 0,1153 | 0,1230 | 0,1230 | 0,1274 | 0,1274 | 0,1253
0 13,24 | 0,1324 | 0,1111 | O,1111 | O,1161 | 0,1161 | 0,1437 | 0,1437 | 0,1298 | 0,1298 | 0,1324
1 12,53 | 0,1253 | O0,1111 | O,1111 | 0,1153 | 0,1153 | 0,1230 | 0,1230 | 0,1274 | 0,1274 | 0,1253
2 10,62 | 0,1062 | 0,1111 | O,1111 | 0,1129 | 0,1129 | 0,0971 | 0,0971 | 0,1052 | 0,1052 | 0,1062
3 8,07 | 0,0806 | 0,1111 | O,1111 | 0,1092 | 0,1092 | 0,0881 | 0,0881 | 0,0809 | 0,0809 | 0,0806
4 12,17 | 0,1217 | O0,1111 | O,1111 | 0,1046 | 0,1046 | 0,1199 | 0,1199 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: |2,69119]2,69119( 2,53889 | 2,53889| 0,39914 | 0,39914 | 0,01393 | 0,01393 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0;9) Shannon
TFida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 12,17 | 0,1217 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 8,07 | 0,0806 | 0,1111 | O,1111 | 0,1094 | 0,1094 | 0,0862 | 0,0862 | 0,0807 | 0,0807 | 0,0806
-2 | 10,62 | 0,1062 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0990 | 0,0990 | 0,1058 | 0,1058 | 0,1062
-1 12,53 | 0,1253 | 0,1111 | O,1111 | 0,1152 | 0,1152 | 0,1251 | 0,1251 | 0,1262 | 0,1262 | 0,1253
0 13,24 | 0,1324 | 0,1111 | O0,1111 | 0,1160 | 0,1160 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1313 | 0,1313 | 0,1324
1 12,53 | 0,1253 | 0, 1111 [ O,1111 | O,1152 | 0,1152 | 0,1251 | 0,1251 | 0,1262 | 0,1262 | 0,1253
2 10,62 | 0,1062 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0990 | 0,0990 | 0,1058 | 0,1058 | 0,1062
3 8,07 | 0,0806 | 0,1111 | O,1111 | 0,1094 | 0,1094 | 0,0862 | 0,0862 | 0,0807 | 0,0807 | 0,0806
4 12,17 | 0,1217 | 0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: |2,69119|2,69119( 2,57125| 2,57125| 0,20884 | 0,20884 | 0,00247 | 0,00247 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 11: Vysledky pro normélni rozdéleni N(0; 9)
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N(0;4) Hellinger
Trida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 4,01 | 0,0400 | O,1111 | O,1111 | 0,0393 | 0,0393 | 0,0392 | 0,0392 | 0,0400 | 0,0400 | 0,0400
-3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0689 | 0,0689 | 0,0690 | 0,0690 | 0,0658 | 0,0658 | 0,0656
-2 12,10 | 0,1210 | O,1111 | 0,1111 | O,1167 | O0,1167 | 0,1168 | 0,1168 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1210
-1 17,47 | 0,1747 | 0,1111 | O,1111 | 0,1739 | 0,1739 | 0,1738 | 0,1738 | 0,1758 | 0,1758 | 0,1747
0 19,74 | 0,1974 | 0,1111 | 0,1111 | 0,2026 | 0,2026 | 0,2023 | 0,2023 | 0,1960 | 0,1960 | 0,1974
1 17,47 | 0,1747 | O,1111 | 0,1111 | 0,1739 | 0,1739 | 0,1738 | 0,1738 | 0,1758 | 0,1758 | 0,1747
2 12,10 | 0,1210 | O0,1111 | O,1111 | O,1167 | 0,1167 | 0,1168 | 0,1168 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1210
3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0689 | 0,0689 [ 0,0690 | 0,0690 | 0,0658 | 0,0658 | 0,0656
4 4,01 | 0,0400 | O,1111 | O0,1111 | 0,0393 | 0,0393 | 0,0392 | 0,0392 | 0,0400 | 0,0400 | 0,0400
Krit.: |26,9861(26,9861| 0,0802 | 0,0802 | 0,07866 | 0,07866 | 0,00309| 0,00309] 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0:4) Pearson
Trida| fi Pi |pi(K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 4,01 | 0,0400 | O0,1111 | 0,1111 | 0,0487 | 0,0487 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0400
-3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0642 | 0,0642 | 0,0665 | 0,0665 | 0,0662 | 0,0662 | 0,0656
-2 12,10 | 0,1210 | 0,1111 | O,1111 | 0,0930 | 0,0930 | 0,1186 | 0,1186 | 0,1187 | 0,1187 | 0,1210
-1 17,47 0,1747 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1596 | 0,1596 | 0,1787 | 0,1787 | 0,1792 | 0,1792 | 0,1747
0 19,74 1 0,1974 | 0,1111 | O,1111 | 0,2690 | 0,2690 | 0,1927 | 0,1927 | 0,1917 | 0,1917 | 0,1974
1 17,47 | 0,1747 | 0,1111 | O0,1111 | 0,1596 | 0,1596 | 0,1787 | 0,1787 | 0,1792 | 0,1792 | 0,1747
2 12,10 | 0,1210 [ O, 1111 | O,1111 | 0,0930 | 0,0930 | 0,1186 | 0,1186 | 0,1187 | 0,1187 | 0,1210
3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0642 | 0,0642 | 0,0665 | 0,0665 | 0,0662 | 0,0662 | 0,0656
4 4,01 | 0,0400 | 0,1111 | O0,1111 | 0,0487 | 0,0487 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0399 | 0,0400
Krit.: | 26,9861 |26,9861 | 4,19495 | 4,19495 | 0,04157 | 0,04157 | 0,04974 | 0,04974 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0:4) Shannon
T¥ida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 4,01 | 0,0400 | 0,1111 | O0,1111 | 0,0349 | 0,0349 | 0,0394 | 0,0394 | 0,0400 | 0,0400 | 0,0400
-3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | O,1111 | 0,0734 | 0,0734 | 0,0681 | 0,0681 | 0,0657 | 0,0657 | 0,0656
-2 12,10 | 0,1210 | O,1111 | O,1111 | 0,1248 | 0,1248 | 0,1178 | 0,1178 | 0,1207 | 0,1207 | 0,1210
-1 17,47 | 0,1747 | O,1111 | 0,1111 | 0,1716 | O0,1716 | 0,1743 | 0,1743 | 0,1752 | 0,1752 | 0,1747
0 19,74 | 0,1974 | 0,1111 | O0,1111 | 0,1908 | 0,1908 | 0,2007 | 0,2007 | 0,1967 | 0,1967 | 0,1974
1 17,47 | 0,1747 | 0,1111 | O,1111 | 0,1716 | 0,1716 | 0,1743 | 0,1743 | 0,1752 | 0,1752 | 0,1747
2 12,10 | 0,1210 | O,1111 | O,1111 | 0,1248 | 0,1248 | 0,1178 | 0,1178 | 0,1207 | 0,1207 | 0,1210
3 6,56 | 0,0656 | 0,1111 | 0,1111 | 0,0734 | 0,0734 | 0,0681 | 0,0681 | 0,0657 | 0,0657 | 0,0656
4 4,01 | 0,0400 | 0,1111 | O,1111 | 0,0349 | 0,0349 | 0,0394 | 0,0394 | 0,0400 | 0,0400 | 0,0400
Krit.: |26,9861 26,9861 0,37128 | 0,37128 | 0,0431 | 0,0431 | 0,00066 | 0,00066 0
Kvantil:| 16,746 [14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315| 0

Obrazek 12:

Vysledky pro normélni rozdéleni N(0; 4)
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N(0;2,25) Hellinger
Trida| fi Pi |pi(K=0)|pi (K=D)|pi (K=2)|pi (K=3)| pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 0,98 | 0,0098 | 0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1203 | 0,1203 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 3,80 | 0,0380 | O,1111 | O,1111 | 0,1093 | 0,1093 | 0,0867 | 0,0867 | 0,0808 | 0,0808 | 0,0806
-2 11,09 | 0,1109 | 0,1111 [ 0,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0984 | 0,0984 | 0,1057 | 0,1057 | 0,1062
-1 21,08 | 0,2108 | 0,1111 | O,1111 | 0,1152 | 0,1152 | 0,1247 | 0,1247 | 0,1264 | 0,1264 | 0,1253
0 26,11 | 0,2610 | 0,1111 | O,1111 | 0,1160 | 0,1160 | 0,1398 | 0,1398 | 0,1311 | 0,1311 | 0,1324
1 21,08 | 0,2108 | 0,1111 | O,1111 | 0,1152 | 0,1152 | 0,1247 | 0,1247 | 0,1264 | 0,1264 | 0,1253
2 11,09 | 0,1109 | O,1111 | O,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0984 | 0,0984 | 0,1057 | 0,1057 | 0,1062
3 3,80 | 0,0380 | O,1111 | O,1111 | 0,1093 | 0,1093 | 0,0867 | 0,0867 | 0,0808 | 0,0808 | 0,0806
4 0,98 [ 0,0098 | 0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1203 | 0,1203 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: | 2,69119 |2,69119) 2,56312 | 2,56312| 0,25103 | 0,25103| 0,00378] 0,00378 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0:2,25) Pearson
Trida| fi Pi |pi(K=0)|pi K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi ®K=4)|pi &K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 0,98 [ 0,0098 | 0,1111 | O,1111 | 0,1046 | 0,1046 | 0,1199 | 0,1199 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 3,80 | 0,0380 [ O,1111 | O,1111 | 0,1092 | 0,1092 | 0,0881 | 0,0881 | 0,0809 | 0,0809 [ 0,0806
-2 11,09 | 0,1109 | O,1111 | O,1111 | 0,1129 | 0,1129 | 0,0971 | 0,0971 | 0,1052 | 0,1052 | 0,1062
-1 21,08 | 0,2108 | 0,1111 | O,1111 | 0,1153 | 0,1153 | 0,1230 | 0,1230 | 0,1274 | 0,1274 | 0,1253
0 26,11 | 0,2610 | 0,1111 | O,1111 | O,1161 | O,1161 | 0,1437 | 0,1437 | 0,1298 | 0,1298 | 0,1324
1 21,08 | 0,2108 | 0,1111 | O,1111 | 0,1153 | 0,1153 | 0,1230 | 0,1230 | 0,1274 | 0,1274 | 0,1253
2 11,09 | 0,1109 | O,1111 | O,1111 | 0,1129 | 0,1129 | 0,0971 | 0,0971 | 0,1052 | 0,1052 | 0,1062
3 3,80 | 0,0380 | 0,1111 | O,1111 | 0,1092 | 0,1092 | 0,0881 | 0,0881 | 0,0809 | 0,0809 | 0,08006
4 0,98 [ 0,0098 | 0,1111 | O,1111 | 0,1046 | 0,1046 | 0,1199 | 0,1199 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: |2,69119]2,69119( 2,53889 | 2,53889| 0,39914 | 0,39914 | 0,01393 | 0,01393 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
N(0;2,25) Shannon
Trida| fi Pi |pi(K=0)|pi (K=D)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
-4 0,98 [ 0,0098 | 0,1111 | O,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
-3 3,80 | 0,0380 | 0,1111 | O,1111 | 0,1094 | 0,1094 | 0,0862 | 0,0862 | 0,0807 | 0,0807 | 0,0806
-2 11,09 | 0,1109 | O,1111 | O,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0990 | 0,0990 | 0,1058 | 0,1058 | 0,1062
-1 21,08 | 0,2108 | 0,1111 | O,1111 | 0,1152 | 0,1152 | 0,1251 | 0,1251 | 0,1262 | 0,1262 | 0,1253
0 26,11 | 0,2610 | O,1111 | O,1111 | 0,1160 | 0,1160 | 0,1387 | 0,1387 | 0,1313 | 0,1313 | 0,1324
| 21,08 | 0,2108 | O,1111 | O,1111 | 0,1152 [ 0,1152 | 0,1251 | 0,1251 | 0,1262 | 0,1262 | 0,1253
2 11,09 | 0,1109 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1130 | 0,1130 | 0,0990 | 0,0990 | 0,1058 | 0,1058 | 0,1062
3 3,80 | 0,0380 | O0,1111 | O,1111 | 0,1094 | 0,1094 | 0,0862 | 0,0862 | 0,0807 | 0,0807 | 0,0806
4 0,98 | 0,0098 | 0,1111 | 0,1111 | 0,1045 | 0,1045 | 0,1204 | 0,1204 | 0,1217 | 0,1217 | 0,1217
Krit.: |2,69119]2,69119( 2,57125 | 2,57125] 0,20884 | 0,20884 | 0,00247 | 0,00247 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692| 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 13: Vysledky pro normélni rozdéleni N(0; 2,25)

41




Zavislost x2 kritéria na po¢tu momentovych podminek K
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Obrézek 14: Graf zavislosti x? na K pro rozdéleni N(0; 9)
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Obrazek 15: Graf zdvislosti x* na K pro rozdéleni N(0; 4)
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Zavislost X2 kritéria na po¢tu momentovych podminek K
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Obrazek 16: Graf zdvislosti x* na K pro rozdéleni N(0; 4)
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Obrézek 17: Graf zavislosti x? na K pro Shannonovu kvazinormu
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8.4 Weibullovo rozdéleni

Poslednim typem rozdéleni, kterym se budeme zabyvat je Weibullovo. Zvolime-li hodnotu
druhého parametru rovnu jedné, prejde Weibullovo rozdéleni na exponencialni. Z tohoto
duvodu je exponencialni rozdéleni zarazeno do této podkapitoly jako specialni pripad
Weibullova. Odhad rozdéleni budeme provadét na ¢tyfech rozdélenich W(10; 1) = E(0,1),
W(4; 1) = E(0,25), W(6; 1,5) a W(8; 2). Pro vsechny zastupce bylo provedeno stejné
titidéni do 9 tiid a to takové Ze hranice tiid jsou suda cisla od 0 do 16. Tiidy jsou
pak ve vysledkové tabulce reprezentovany lichymi ¢isly od 1 do 17 (tfida reprezentovand
hodnotou 17 odpovidd intervalu (16;00)). Pravdépodobnosti P; a z nich pak teoretické
¢etnosti f; jsou vypocteny z distribu¢nich funkci zvolenych rozdéleni.

Odhadované pravdépodobnosti byly vypocteny opét Estimdtorem pro poc¢ty momen-
tovych podminek K = 0...8. Podrobné vysledky vypoctu jsou v tabulkach, uvedenych
z duvodu prevedeni z Excelu jako obrazky 18, 19, 20 a 21. V poslednich dvou fadcich
tabulky je testova statistika chi-kvadrat testu a prislusna kritickd hodnota. Testové
kritérium je vyznaceno barevné v piipadé, ze chi-kvadrat test zamita shodu pozorovani a
odhadu.

V grafech na obrazcich 22, 23, 24 a 25 je zndzornéna zdvislost testového kritéria x?
na poctu momentovych podminek K. Z obrazku je ndzorné vidét srovnani nasich tif
kvazinorem z hlediska kvality aproximace.

Pro aproximaci exponencialniho rozdéleni E(0,1) dopadaji viechny kvazinormy témér
shodné. Pro dalsi zastupce jsou vysledky velmi podobné pro Hellingerovu a Shannonovu
kvazinormu, k dobré shodé staci jedna nebo dvé momentové omezeni. Pearsonova kvazi-
norma dopadé o néco hufe, nicméné v porovnani se zkoumanymi diskrétnimi rozdélenimi,
tato kvazinorma dopada ptrece jenom vyrazné lépe.
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E0,1) Hellinger
Tiida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 18,13 | 0,1813 | 0,1111 | 0,1404 | 0,2161 | 0,1670 | 0,1854 | 0,1804 | 0,1814 | 0,1813 | 0,1813
3 14,84 | 0,1484 | 0,1111 | 0,1314 | 0,1298 | 0,1705 | 0,1369 | 0,1524 | 0,1475 | 0,1485 | 0,1484
5 12,15 | 0,1215 | O,1111 | 0,1233 | 0,0953 | 0,1302 | 0,1260 | 0,1162 | 0,1235 | 0,1212 | 0,1215
7 9,95 | 0,0995 | 0,1111 | 0,1159 | 0,0798 | 0,0913 | 0,1082 | 0,0995 | 0,0974 | 0,1001 | 0,0995
9 8,14 | 0,0814 | 0,1111 | 0,1092 | 0,0738 | 0,0674 | 0,0813 | 0,0859 | 0,0815 | 0,0807 | 0,0814
11 6,67 | 0,0667 | 0,1111 | 0,1030 | 0,0747 | 0,0564 | 0,0589 | 0,0665 | 0,0686 | 0,0673 | 0,0667
13 5,46 | 0,0546 | 0,1111 | 0,0973 | 0,0828 | 0,0567 | 0,0486 | 0,0495 | 0,0526 | 0,0543 | 0,0546
15 4,47 | 0,0447 | 0,1111 | 0,0921 | 0,1021 | 0,0758 | 0,0571 | 0,0487 | 0,0456 | 0,0448 | 0,0447
17 | 20,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,0873 | 0,1455 | 0,1847 | 0,1976 | 0,2010 | 0,2018 | 0,2019 | 0,2019
Krit.: | 22,7352 22,9867 8,57942 | 2,45808 | 0,64765 | 0,14512 0,02283| 0,0016 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692] 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
E,1) Pearson
Trda| fi Pi  |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 18,13 | 0,1813 | 0,1111 | 0,1440 | 0,2295 | 0,1593 | 0,1868 | 0,1801 | 0,1815 | 0,1813 | 0,1813
3 14,84 | 0,1484 | O0,1111 | 0,1315] 0,1125 | 0,1908 | 0,1314 | 0,1537 | 0,1473 | 0,1485 | 0,1484
5 12,15 | 0,1215 | O,1111 | 0,1218 | 0,0902 | 0,1195 | 0,1329 | 0,1136 | 0,1241 | 0,1212 | 0,1215
7 9,95 | 0,0995 | 0,1111 | 0,1139 | 0,0815 | 0,0841 | 0,1076 | 0,1018 | 0,0965 | 0,1002 | 0,0995
9 8,14 | 0,0814 | 0,1111 | 0,1074 | 0,0785 | 0,0681 | 0,0771 | 0,0859 | 0,0823 | 0,0805 | 0,0814
11 6,67 | 0,0667 | 0,1111 | 0,1019 | 0,0795 | 0,0611 | 0,0594 | 0,0648 | 0.0682 | 0,0674 | 0,0667
13 546 | 0,0546 | 0,1111 | 0,0971 | 0,0852 | 0,0608 | 0,0519 | 0,0509 | 0,0527 | 0,0543 | 0,0546
15 447 | 0,0447 | 0,1111 | 0,0930 | 0,0994 | 0.0707 | 0,0549 | 0,0482 | 0.0456 | 0,0448 | 0,0447
17 | 20,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,0894 | 0,1435 | 0,1857 | 0,1980 | 0.2010 | 0,2018 | 0,2019 | 0,2019
Krit.; |22,7352]21,7508]| 10,3472 | 3,00725| 0,71893 | 0,16065 | 0,02816| 0,0024 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
E(0,1) Shannon
Trida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 18,13 | 0,1813 | 0,1111 | 0,1394 | 0,2107 | 0,1683 | 0,1854 | 0,1803 | 0,1814 | 0,1813 | 0,1813
3 14,84 | 0,1484 | 0,1111 | 0,1313 ] 0,1360 | 0,1668 | 0,1376 | 0,1524 | 0,1475 | 0,1485 | 0,1484
5 12,15 | 0,1215 | 0,1111 | 0,1237 | 0,0982 | 0,1321 | 0,1247 | 0,1165 | 0,1235 | 0,1212 | 0,1215
7 9,95 | 0,0995 | 0,1111 | 0,1165 | 0,0793 | 0,0938 | 0,1086 | 0,0989 | 0,0975 | 0,1001 | 0,0995
9 8,14 | 0,0814 | 0,1111 | 0,1098 | 0,0717 | 0,0670 | 0,0828 | 0,0862 | 0,0812 | 0,0807 | 0,0814
11 6,67 | 0,0667 | 0,1111 | 0,1035 | 0,0724 | 0,0540 | 0,0584 | 0,0672 | 0,0689 | 0,0673 | 0,0667
13 5,46 | 0,0546 | 0,1111 | 0,0975 | 0,0818 | 0,0551 | 0,0465 | 0,0484 | 0,0524 | 0,0543 | 0,0546
15 4,47 | 0,0447 | 0,1111 | 0,0918 | 0,1035 | 0,0796 | 0,0591 | 0,0492 | 0,0456 | 0,0448 | 0,0447
17 120,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,0865 | 0,1463 | 0,1833 | 0,1970 | 0,2009 | 0,2017 | 0,2019 | 0,2019
Krit.: | 22,7352 (23,4697 8,12305 | 2,74963 | 0,80543 | 0,18106 | 0,0262 | 0,00167 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692| 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 18: Vysledky pro exponencidlni rozdéleni E(0,1)
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E(0,25) Hellinger
Ttida| fi Pi |[pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 39,351 0,3935 | 0,1111 | 0,4536 | 0,3998 | 0,3859 | 0,3962 | 0,3929 | 0,3936 | 0,3935 | 0,3935
3 23,86 | 0,2386 | 0,1111 | 0,2022 | 0,2347 | 0,2539 | 0,2300 | 0,2413 | 0,2381 | 0,2387 | 0,2386
5 14,47 | 0,1447 | 0,1111 | 0,1139 | 0,1392 | 0,1433 | 0,1516 | 0,1404 | 0,1460 | 0,1445 | 0,1447
7 8,78 | 0,0878 | 0,1111 | 0,0730 | 0,0850 | 0,0812 [ 0,0905 | 0,0897 | 0,0862 | 0,0882 [ 0,0878
9 5,33 | 0,0533 | 0,1111 | 0,0507 | 0,0538 | 0,0492 | 0,0507 | 0,0550 | 0,0539 | 0,0529 | 0,0533
11 3,23 | 0,0323 | 0,1111 | 0,0373 | 0,0352 | 0,0322 | 0,0294 | 0,0312 | 0,0329 | 0,0327 | 0,0323
13 1,96 | 0,0196 | 0,1111 | 0,0285 | 0,0238 | 0,0228 | 0,0193 | 0,0182 | 0,0188 | 0,0194 | 0,0196
15 1,19 | 0,0119 | 0,1111 | 0,0226 | 0,0166 | 0,0174 | 0,0155 | 0,0134 | 0,0123 | 0,0120 | 0,0119
17 1,83 | 0,0183 | 0,1111 | 0,0183 | 0,0119 | 0,0142 | 0,0168 | 0,0179 | 0,0182 | 0,0183 | 0,0183
Krit.: | 120,648 |3,44822] 0,62782 | 0,53248 | 0,21068 | 0,057 |0,01083]0,00113| 0
Kvantil:[ 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315| 0
E(0,25) Pearson
T¥ida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 39,35 0,3935 | 0,1111 | 0,5951 | 0,3035 | 0,3901 | 0,4045 | 0,3905 | 0,3939 | 0,3935 [ 0,3935
3 23,86 | 0,2386 | 0,1111 | 0,0920 | 0,4142 | 0,2406 | 0,1982 | 0,2537 | 0,2359 | 0,2388 | 0,2386
5 1447 | 0,1447 | 0,1111 | 0,0654 | 0,0945 | 0,1563 | 0,1917 | 0,1161 | 0,1518 | 0,1439 | 0,1447
7 8,78 | 0,0878 | 0,1111 [ 0,0535 | 0,0551 | 0,0794 | 0,0782 | 0,1103 | 0,0781 | 0,0894 | 0,0878
9 5,33 | 0,0533 | 0,1111 | 0,0464 | 0,0390 | 0,0471 | 0,0434 | 0,0511 | 0,0599 | 0,0513 | 0,0533
11 3,23 | 0,0323 | 0,1111 | 0,0415 | 0,0302 | 0,0316 | 0,0292 | 0,0273 | 0,0315 | 0,0339 | 0,0323
13 1,96 | 0,0196 | 0,1111 | 0,0379 | 0,0246 | 0,0230 | 0,0220 | 0,0185 | 0,0178 | 0,0188 | 0,0196
15 1,19 | 0,0119 | 0,1111 | 0,0351 | 0,0208 | 0,0177 | 0,0178 | 0,0153 | 0,0131 | 0,0121 | 0,0119
17 1,83 | 0,0183 | 0,1111 | 0,0329 | 0,0180 | 0,0142 | 0,0152 | 0,0173 | 0,0181 | 0,0183 | 0,0183
Krit.: | 120,648 [45,3599] 15,7359 0,62571| 2,668 |1,44383|0,26182]0,02277| o
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9.49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
E(0,25) Shannon
T¥ida| fi Pi |[pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 39,351 0,3935 | 0,1111 | 0,3842 | 0,4011 | 0,3896 | 0,3948 | 0,3932 | 0,3935 | 0,3935 | 0,3935
3 23,86 | 0,2386 | 0,1111 | 0,2386 | 0,2327 | 0,2455 | 0,2346 | 0,2400 | 0,2383 | 0,2386 | 0,2386
5 14,47 | 0,1447 | 0,1111 | 0,1482 | 0,1390 | 0,1458 | 0,1471 | 0,1427 | 0,1454 | 0,1446 | 0,1447
7 8,78 | 0,0878 | 0,1111 | 0,0920 | 0,0855 | 0,0847 | 0,0900 | 0,0883 | 0,0871 | 0,0880 | 0,0878
9 5,33 | 0,0533 | 0,1111 | 0,0572 | 0,0542 | 0,0501 | 0,0525 | 0,0545 | 0,0535 | 0,0531 | 0,0533
11 3,23 | 0,0323 | 0,1111 | 0,0355 | 0,0354 | 0,0312 | 0,0303 | 0,0320 | 0,0328 | 0,0325 | 0,0323
13 1,96 | 0,0196 | 0,1111 | 0,0220 | 0,0238 | 0,0213 | 0,0188 | 0,0184 | 0,0190 | 0,0195 | 0,0196
15 1,19 | 0,0119 | 0,1111 | 0,0137 | 0,0165 | 0,0166 | 0,0146 | 0,0129 | 0,0121 | 0,0119 | 0,0119
17 1,83 | 0,0183 | 0,1111 | 0,0085 | 0,0118 | 0,0152 | 0,0173 | 0,0180 | 0,0183 | 0,0183 | 0,0183
Krit.: | 120,648 | 1,28435( 0,65304 | 0,26756 | 0,09037 | 0,02296 | 0,00392| 0,00035 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,.84315| 0

Obrézek 19: Vysledky pro exponencidlni rozdéleni E(0,25)
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W(6;1,5) Hellinger
T¥da| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 17,50 | 0,1750 | O0,1111 | 0,3108 | 0,1803 | 0,1787 | 0,1780 | 0,1745 | 0,1751 | 0,1750 | 0,1750
3 24,47 | 0,2447 | 0,1111 | 0,1969 | 0,2315 | 0,2332 | 0,2347 | 0,2467 | 0,2439 | 0,2448 | 0,2447
5 21,24 | 0,2124 | 0,1111 | 0,1359 | 0,2198 | 0,2212 | 0,2209 | 0,2095 | 0,2143 | 0,2122 | 0,2124
7 15,34 | 0,1534 | 0,1111 | 0,0993 | 0,1576 | 0,1571 | 0,1562 | 0,1540 | 0,1510 | 0,1539 | 0,1534
9 9,82 | 0,0982 | 0,1111 | 0,0758 | 0,0955 | 0,0946 | 0,0945 | 0,1003 | 0,0993 | 0,0976 | 0,0982
11 5,72 | 0,0572 | 0,1111 | 0,0597 | 0,0545 | 0,0540 | 0,0543 | 0,0562 | 0,0578 | 0,0577 | 0,0572
13 3,08 | 0,0308 | 0,1111 | 0,0483 | 0,0312 | 0,0311 | 0,0314 | 0,0295 | 0,0297 | 0,0306 | 0,0308
15 1,55 | 0,0155 | 0,1111 | 0,0398 | 0,0184 | 0,0186 | 0,0186 | 0,0168 | 0,0160 | 0,0156 | 0,0155
17 1,28 | 0,0128 | 0,1111 | 0,0334 | 0,0113 | 0,0115 | 0,0114 | 0,0125 | 0,0127 | 0,0128 | 0,0128
Krit.: | 56,0746 |18,4067| 0,21463 | 0,20551 | 0,18684 | 0,02972 | 0,01314| 0,00113 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
W(6;1,5) Pearson
TFida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 17,50 | 0,1750 | 0,1111 | 0,4143 | 0,0968 | 0,2149 | 0,1693 | 0,1734 | 0,1757 | 0,1749 | 0,1750
3 24,47 | 0,2447 | 0,1111 | 0,1302 | 0,3225 | 0,1425 | 0,2688 | 0,2522 | 0,2403 | 0,2453 | 0,2447
5 21,24 | 0,2124 | 0,1111 | 0,0944 | 0,3077 | 0,2589 | 0,1768 | 0,1995 | 0,2242 | 0,2105 | 0,2124
7 15,34 | 0,1534 | 0,1111 | 0,0778 | 0,0955 | 0,2061 | 0,1699 | 0,1606 | 0,1371 | 0,1573 | 0,1534
9 9,82 | 0,0982 | 0,1111 | 0,0676 | 0,0571 | 0,0745 | 0,1056 | 0,1017 | 0,1096 | 0,0934 | 0,0982
11 5,72 1 0,0572 | 0,1111 | 0,0607 | 0,0408 | 0,0412 | 0,0508 | 0,0529 | 0,0553 | 0,0611 | 0,0572
13 3,08 | 0,0308 | 0,1111 | 0,0555 | 0,0317 | 0,0272 | 0,0284 | 0,0294 | 0,0282 | 0,0289 | 0,0308
15 1,55 | 0,0155 | 0,1111 | 0,0514 | 0,0259 | 0,0197 | 0,0180 | 0,0181 | 0,0173 | 0,0161 | 0,0155
17 1,28 | 0,0128 | 0,1111 | 0,0482 | 0,0220 | 0,0151 | 0,0124 | 0,0120 | 0,0124 | 0,0127 | 0,0128
Krit.: | 56,0746 | 53,6041 19,0688 | 11,8046 | 1,30241 | 0,23498| 0,43329( 0,07571 0
Kvantil:| 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
W(6;1,5) Shannon
Trida| fi Pi |pi (K=0)|pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 17,50 | 0,1750 | 0,1111 | 0,2786 | 0,2013 | 0,1792 | 0,1773 | 0,1749 | 0,1751 | 0,1750 | 0,1750
3 24,47 | 0,2447 | 0,1111 | 0,2061 | 0,2140 | 0,2336 | 0,2372 | 0,2449 | 0,2443 | 0,2447 | 0,2447
5 21,24 | 0,2124 | 0,1111 | 0,1525 | 0,1972 | 0,2182 | 0,2184 | 0,2125 | 0,2134 | 0,2123 | 0,2124
7 15,34 | 0,1534 | 0,1111 | 0,1129 | 0,1575 | 0,1583 | 0,1560 | 0,1527 | 0,1523 | 0,1536 | 0,1534
9 9,82 | 0,0982 | 0,1111 | 0,0835 | 0,1091 | 0,0968 | 0,0956 | 0,0990 | 0,0986 | 0,0980 | 0,0982
11 5,72 | 0,0572 | 0,1111 | 0,0618 | 0,0654 | 0,0540 | 0,0546 | 0,0574 | 0,0577 | 0,0574 | 0,0572
13 3,08 | 0,0308 | 0,1111 | 0,0457 | 0,0340 | 0,0299 | 0,0310 | 0,0300 | 0,0301 | 0,0307 | 0,0308
15 1,55 | 0,0155 | 0,1111 | 0,0338 | 0,0154 | 0,0178 | 0,0183 | 0,0160 | 0,0158 | 0,0155 | 0,0155
17 1,28 | 0,0128 | 0,1111 | 0,0250 | 0,0060 | 0,0123 | 0,0116 | 0,0127 | 0,0127 | 0,0128 | 0,0128
Krit.: | 56,0746 10,7501 1,92532 | 0,14734| 0,12339 | 0,00533 | 0,00391 | 0,00012 0
Kvantil:| 16,746 |14,0692] 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 20: Vysledky pro Weibullovo rozdéleni W(6; 1,5)

47




W(8;2) Hellinger
T¥ida| fi Pi pi (K=0)[pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)| pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 6,06 | 0,0606 | 0,1111 | 0,1949 | 0,0772 | 0,0715 | 0,0646 | 0,0607 | 0,0608 | 0,0606 | 0,0606
3 16,06 | 0,1606 | 0,1111 | 0,1613 | 0,1354 | 0,1370 | 0,1477 | 0,1598 | 0,1594 | 0,1607 | 0,1606
5 20,90 | 0,2090 | 0,1111 | 0,1357 | 0,2006 | 0,2103 | 0,2187 | 0,2113 | 0,2119 | 0,2088 | 0,2090
7 20,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,1158 | 0,2175 | 0,2207 | 0,2078 | 0,1987 | 0,1984 | 0,2024 | 0,2019
9 15,83 | 0,1583 | 0,1111 | 0,0999 | 0,1663 | 0,1604 | 0,1526 | 0,1600 | 0,1597 | 0,1577 | 0,1583
11 10,42 | 0,1042 | 0,1111 | 0,0871 | 0,1004 | 0,0954 | 0,0996 | 0,1051 | 0,1054 | 0,1047 | 0,1042
13 5,86 | 0,0586 | 0,1111 | 0,0766 | 0,0552 | 0,0540 | 0,0599 [ 0,0567 | 0,0568 | 0,0584 | 0,0586
15 2,85 | 0,0285 | 0,1111 | 0,0679 | 0,0302 | 0,0314 | 0,0328 | 0,0295 | 0,0293 | 0,0286 | 0,0285
17 1,83 | 0,0183 | 0,1111 | 0,0606 | 0,0171 | 0,0192 | 0,0163 | 0,0181 | 0,0182 | 0,0183 | 0,0183
Krit.: | 38,9663 [ 29,0215 1,06572 | 0,88815| 0,32347 | 0,02061 | 0,02183 | 0,00064 0
Kvantil:| 16,746 [14,0692| 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0
W(8;2) Pearson
Trida| fi Pi pi (K=0)|pi (K=1)| pi (K=2)|pi (K=3)|pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 6,06 | 0,0606 | 0,1111 | 0,2246 | 0,0644 | 0,0938 | 0,0612 | 0,0629 | 0,0612 | 0,0605 | 0,0606
3 16,06 | 0,1606 | 0,1111 | 0,1512 | 0,1042 | 0,1060 | 0,1542 | 0,1482 | 0,1569 | 0,1612 | 0,1606
5 20,90 | 0,2090 | 0,1111 | 0,1216 | 0,2514 | 0,1584 | 0,2297 | 0,2353 | 0,2187 | 0,2067 | 0,2090
7 20,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,1045 | 0,2864 | 0,3138 | 0,1738 | 0,1762 | 0,1891 | 0,2064 | 0,2019
9 15,83 | 0,1583 | 0,1111 | 0,0931 | 0,1110 | 0,1516 | 0,1718 | 0,1662 | 0,1662 | 0,1526 | 0,1583
11 | 1042 | 0,1042 | 0,1111 | 0,0847 | 0,0670 | 0,0738 | 0,1087 | 0,1098 | 0,1044 | 0,1087 | 0,1042
13 5,86 | 0,0586 | 0,1111 | 0,0783 | 0,0478 | 0,0459 | 0,0525 | 0,0536 | 0,0552 | 0,0563 | 0,0586
15 2,85 | 0,0285 | 0,1111 | 0,0731 | 0,0372 | 0,0323 | 0,0294 | 0,0295 | 0,0304 | 0,0291 | 0,0285
17 1,83 [ 0,0183 | 0,1111 | 0,0688 | 0,0304 | 0,0244 | 0,0186 | 0,0184 | 0,0179 | 0,0182 | 0,0183
Krit.: | 38,9663 39,33 | 11,2817 | 11,4232 0,86621 | 0,89875| 0,21024 | 0,06366 0
Kvantil:[ 16,746 | 14,0692 12,5936 | 11,0726 | 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315| 0
W(8;2) Shannon
T¥ida| fi Pi pi (K=0)[pi (K=1)|pi (K=2)|pi (K=3)| pi (K=4)|pi (K=5)|pi (K=6)|pi (K=7)|pi (K=8)
1 6,06 | 0,0606 | 0,1111 | 0,1874 | 0,0843 | 0,0662 | 0,0633 [ 0,0607 | 0,0607 | 0,0606 | 0,0606
3 16,06 | 0,1606 | 0,1111 | 0,1615 | 0,1403 | 0,1479 | 0,1524 | 0,1601 | 0,1601 | 0,1606 | 0,1606
5 20,90 | 0,2090 | 0,1111 | 0,1391 | 0,1870 | 0,2114 | 0,2143 | 0,2102 | 0,2103 | 0,2089 | 0,2090
7 20,19 | 0,2019 | 0,1111 | 0,1199 | 0,1995 | 0,2106 | 0,2067 | 0,2005 | 0,2005 | 0,2020 | 0,2019
9 15,83 | 0,1583 | 0,1111 | 0,1033 | 0,1705 | 0,1592 [ 0,1554 | 0,1587 | 0,1587 | 0,1581 | 0,1583
11 10,42 | 0,1042 | 0,1111 | 0,0890 | 0,1166 | 0,0995 | 0,1001 | 0,1050 | 0,1050 | 0,1043 | 0,1042
13 5,86 | 0,0586 | 0,1111 | 0,0767 | 0,0639 [ 0,0560 | 0,0588 [ 0,0576 | 0,0576 | 0,0585 | 0,0586
15 2,85 | 0,0285 | 0,1111 | 0,0661 | 0,0280 | 0,0310 | 0,0324 | 0,0289 | 0,0289 | 0,0285 | 0,0285
17 1,83 | 0,0183 | 0,1111 | 0,0569 | 0,0098 | 0,0183 | 0,0166 | 0,0182 | 0,0182 | 0,0183 | 0,0183
Krit.: | 38,9663 | 26,0713 2,21339 | 0,24843 | 0,16474 | 0,00492 | 0,00492 | 5,6E-05 0
Kvantil:| 16,746 [14,0692| 12,5936 | 11,0726 9,49002 | 7,81688 | 5,99146 | 3,84315 0

Obrézek 21: Vysledky pro Weibullovo rozdéleni W(8; 2)
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Obrézek 22: Graf zavislosti x* na K pro rozdéleni E(0,1)
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Obrézek 23: Graf zavislosti x* na K pro rozdéleni E(0,25)
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Obrézek 25: Graf zavislosti x% na K pro rozdéleni W(8; 2)
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9 Odhad rozdéleni s obecnymi linearnimi podminka-

mi

Predpokladdme stejné jako v kapitole 5, ze pozorovand diskrétni ndhodna velicina X na
(Q, %, P), jejiz rozdéleni pravdépodobnosti chceme odhadnout (fitovat), nabyva nejvyse
konecné mnoha ruznych hodnot z; € R, (tj. Q = {z7,...,25,} C R) s nezndmymi
pravdépodobnostmi

ijP(sz;), j=1,...,m, m> 1.

Pozorovanim nahodné veliciny X ziskdme statisticky soubor (zy,...,x,) a jeho roztiide-
nim dostaneme roztiidény statisticky soubor

(10 ).

n

kde f; je absolutni etnost pozorované hodnoty z7. Déle predpokldddme, ze n > m
a f; > 0 pro vSechna j = 1,...,m (jestlize f; = 0, pak j-tou tfidu vynechame). Pro odhad
rozdéleni p pozadujeme, aby toto rozdéleni navic splinovalo néjaké zadané podminky;,
jejichz pocet je K > 1. Mezi tyto podminky zafazujeme ziejmou podminku Z;nzl pj = 1.
Hleddme pak takové rozdéleni p, které ma minimalni kvazinormu Dy (p,pg) za téchto
dodatecnych podminek. V kapitole 5 jsme se zabyvali momentovymi podminkami

ijx;k:Mk, k=0,... K.
j=1
Jednd se o linedrni podminky v proménnych p; s konkrétnimi koeficienty na levych

stranach, a sice s mocninami pozorovanych hodnot :Bjk V této kapitole se zaméiujeme
na obecné linearni podminky

ijakj = bk, k = 0,...,K,
j=1

zapsano maticoveé

Ap =b,
kde
1 1 1
a1l a12 o Qim
A= azn G ... Qgm
a1 Ao ... Agm
je matice typu K + 1 krat m a
1
by
b e b2
b



je sloupcovy vektor pravych stran omezeni. Hledame pak takové rozdéleni p, které ma
miniméln{ kvazinormu Dy (p, po).

9.1 Hellingerova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pm) pozorované diskrétni ndhodné veliciny
X mé na pravdépodobnostnim prostoru (2, %, P), kde Q = {zf,...,z5}, m > 0
a Y je mnozina vSech podmnozin (2, minimalni Hellingerovu kvazinormu za K
pocatecnich obecnych podminek

ijakj = bk, k= 0,...,K,
j=1
jestlize jeho Hellingerova kvazinorma

2 m
H(p,pp) =2— —= D;
VP

je minimalni pro
ijakj = bk, k = 0,...,K.
j=1

Pro K < m — 1 obdrzime

1 .
pi (A) = j=1,....m,

K 27
m (Z )\kakJ)
k=0

kde Mg, k=0,..., K jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu funkci

K m
A(p,A) = H (p,po) + Z Ak <Z Pjar; — bk)
P =

al= ()\0,...,)\]{).

Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce, anebo pfimo aplikovat nékterou
metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejtho minima.

Jestlize ozna¢ime Hyx = min H (p (A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Hellingerovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak

K
Z )\kakj

k=0

HK:2—2Zm:

Jj=1

ProK:Ojepj:%,jzl,...,maH():O.
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9.2 Shannonova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pm) pozorované diskrétni ndhodné veliciny
X mé na pravdépodobnostnim prostoru (2, %, P), kde Q@ = {zf,...,z5}, m > 0
a Y je mnozina vSech podmnozin (), minimalni Shannonovu kvazinormu za K
pocatecnich obecnych podminek

ijakj = bk, k = 0,...,K,
j=1
jestlize jeho Shannonova kvazinorma

S(p,po) = Y _pjlnp; +lnm
j=1
je minimalni pro

ijakj = bk, k = 0,...,K.
j=1

Pro K < m — 1 obdrzime

K
pj (A) = exp <—1 —Z)\kakj> , J=1,....m,
k=0

kde A\,, £ =0,..., K jsou Lagrangeovy multiplikdtory pro Lagrangeovu funkci

K m
A(p,A) =S (p,po) + Z Ak <ijakj - Mk)
k=0 j=1

al= ()\0,...,)\]{).
Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce

m K
2 exp <‘”ZM%> Gy =by v =1, K.
7j=1

k=0

anebo piimo aplikovat nékterou metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejiho minima.

Jestlize oznacime Sk = min S (p (A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Shannonovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak

m K K
Sk =lnm — Z <1 + Z )\k@kj) exp <—1 — Z )\kakj> )
k=0

j=1 k=0

Pro K=0jep;==,j=1,...,maS;=0.
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9.3 Pearsonova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p = (p1,...,pn) pozorované diskrétni ndhodné veliciny X
mé na pravdépodobnostnim prostoru (£2,%, P), kde Q = {z7,...,25}, m > 0 a X je
mnozina vsech podmnozin 2, minimalni Pearsonovu kvazinormu za K pocéatecnich
momentovych podminek

ijakj = bk, k= 0,...,K,
j=1
jestlize jeho Pearsonova kvazinorma
1 1
P(p,po) = WZf—l
je minimalni pro
ijakj = bk, k= 0,...,K.
j=1

Pro K < m — 1 obdrzime

pj(’\):—> j:1>"'>m>

K
m Z )\kakj
k=0

kde Ai, £ =0,..., K jsou Lagrangeovy multiplikdtory pro Lagrangeovu funkci

K m
A(p,A) = P(p,po) + Z Ak <Z Pjkj — bk)
k=0 =1

al= ()\0,...,)\]{).

Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno ur¢it pomoci nelinedrni soustavy rovnic
odpovidajici nulovému gradientu Lagrangeovy funkce, anebo pfimo aplikovat nékterou
metodu nelinedrni optimalizace pro urceni jejtho minima.

Jestlize oznacime Px = min P (p(A),po), kde p(A) = (p1(A),...,pm(A)) je odhad
rozdéleni pravdépodobnosti s minimalni Shannonovou kvazinormou za danych K < m—1
momentovych podminek, pak
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9.4 Priklad

Predpoklddejme, ze prvni podminkou (k = 1) v zapise
ijakj = bk, k’ = 0,...,K
j=1
chceme zarucit rovnost geometrickych prumeéru pro pozorovani a odhad, tj.

Tuto nelinearni podminku muzeme snadno linearizovat logaritmovanim

Zm:pi In(x}) = Zm: % In(z}) = Gj.
i=1 i=1

Spolu se samoziejmou podminkou fadu 0 muzeme tuto podminku zapsat maticovym
zapisem Ap = b volbou

A= () mioy i)

v (&)

Pokud bychom chtéli zarucit jesté navic stejnou variabilitu pro pozorovani a odhad,
pridame jesté dalsi podminku

Di lnz(x;*) = = In“(z]) = Gy

a v maticovém zapisu Ap = b volime

1 1 e 1
A= In(z7) In(zd) In(x}))
In*(z}) In*(a3) In*(z7,)
a
1
b=| G
G

Jednd se rovnost ” geometrickych” momentu druhého radu.
Méjme nyni konkrétni datovy soubor o rozsahu n = 100, jehoz roztiidénim dostaneme
¢etnostni tabulku 12. Predpoklddejme, ze tato data vyjadiuji koeficienty rustu néjaké
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Tabulka 12: Tabulka ¢etnosti
zr |08 1 [12]14|1,6

7

fi |17 13527 (14| 7

velic¢iny za 100 ¢asovych obdobi, napt. mésicu. Je tedy vécné spravnéjsi pracovat s geo-
metrickym prumérem (pfip. obecné s geometrickymi momenty vyssich fddu) nez aritme-
tickym prumérem (pfip. obecné s aritmetickymi momenty vyssich tadu). Vypocitejme a
srovnejme tedy odhady pomoci minimalizace Pearsonovy kvazinormy v prvnim ptipadé
pii pouziti klasickych aritmetickych momentovych podminek, jejichz pouziti neni pro
takova data vécné spravné a v druhém pripadé pfi pouziti spravnéjsich geometrickych
momentovych podminek. V obou piipadech volime rovnost momentu az do fadu K = 1,
piip. K = 2.
Pocet trid je m = 5 rozsah n = 100, takze

M, = ot = 1,301,
L= 1002fx 30
M, = =1,

y = 1002fl 096,

T Zfl In(z}) = 0,0913,

In?(27) = 0,04
Go = 1002f = 0, 0488.

Pomoci optimalizaéniho néstroje Resitel z Excelu pro uréeni minima Pearsonovy
kvazinormy jsme ziskali vysledky v tabulkdch 13 a 14. Prvni tabulka 13 odpovida
omezenim ve tvaru momentovych podminek pro K = 1, ptip. K = 2 a druhé tabulka 14
odpovida omezenim ve tvaru ” geometrickych” momentovych podminek, popsanych vyse.

Tabulka 13: Vysledky pro aritmetické momentové podminky

i 08 1 [12]14] 16
fi 17 |35 [ 271 | 14| 7
odhad K = 1 31,1 21,0178 ] 154 ] 13,8
odhad K = 2 15,6 | 38,1 [ 25,9 [ 12,4 | 8,0

Pro prehled uvedme jesté grafické zndzornéni vysledki. Na obrdzku 26 je srovndno
pozorovani s odhady pii pouziti aritmetickych a geometrickych momentovych podminek
pro K = 1 (rovnost prumeértu). Na obrazku 27 je srovnani téhoz pro K = 2 (rovnost
pruméru a druhych momentu).
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Tabulka 14: Vysledky pro geometrické momentové podminky

i 08 [ 1 [12]14] 16
fi 17 35 27 14 7
odhad 1 29,6 | 21,3 [ 18,0 | 16,2 | 15,0
odhad 2 150 [ 41,2 [ 224 [ 125 | 89
40
35 y
30 LN /\ —&— Pozorovan fi
20 / \\ \ —=—Ochad.
N aritmetické
1/ \7—‘\\\.‘ podminky
15 \\\-
Qdhad-
10 geometrické
\0 podminky
5
0 T T .
0,8 1 1,2 1,4 1,6
Obrazek 26: Znazornéni vysledku pro K =1
45
. A
35 y —&— Pozorovani fi
, /AR
25 // \ +O(.:|had? ]
wl/ N\ e
15 / \\\ Odhad-
e eometrické
10 = ] ;g)odminky
5
0 T T T
0,8 1 1.2 1,4 1,6

Obrazek 27: Znazornéni vysledku pro K = 2
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10 Intervalové odhady pravdépodobnosti p; pro
Shannonovu kvazinormu

10.1 Odvozeni rozdéleni pro vektor Lagrangeovych multip-
likatoru

V piipadé Shannonovy kvazinormy jsou odhady parametru Ay maximalné vérohodné [5],
6], nebot jde soucasné o odhady parametrii modifikovanou metodou minimélniho chi-
kvadrat [2]. Odhad vektoru A = (Ao, ..., Ax) mé asymptoticky (K +1)-rozmérné normalni
rozdéleni N (/\0, n=t[J (/\0)]_1), kde Ag je teoreticky vektor parametru rozdéleni ndhodné
veliciny X a J(Ag) je Fisherova informac¢ni matice [3].

Specidlné odhad ), teoretické hodnoty jednoho pevné zvoleného multiplikatoru
Ak, k = 0,..., K, ma asymptoticky normalni rozdéleni N ()\Ok, m> Oznacme

A= (XO, e ,XK) odhad vektoru Lagrangeovych multiplikdtoru, ktery dostaneme feSenim
minimalizacni ulohy pro konkrétni pozorovani. Pro vypocet intervalového odhadu Aoy
pomoci tohoto normalniho rozdéleni klademe Ay, = \.. Fisherova mira informace je

kde E znaci stiedni hodnotu, J(Agx) = J(A\) a x = x}. Po tipravdch dostavdme
N _ *2k . f.? *
J(A) = ijxj ~ Z x;7 = Moy,

kde pravdépodobnosti p; jsou uré¢eny pomoci minimalizace Shannonovy kvazinormy.
Obdobné pro prvek Fischerovy informacéni matice dostdavame J;; dostavame pro

t,s=0,...K
_ 81Ilp(l’,A0) 81Ilp(l’, A0)
e =B ( Mo Mos '

Pouzijeme-li jako apriorni odhad p; ~ f = dostaneme

Z fg *(t+s Mt+s~

Predchozi ivahy muzeme shrnout do nésledujici véty.

Véta 10.1 Vektor Lagrangeovijch multiplikatori X md asympoticky (K + 1)-rozmérné
normdlni rozdéleni N (X, [nJ]_1>, kde wvektor strednich hodnot A = (Ao s Ak)
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dostaneme resenim minimalizacni ulohy a odhad Fischerovy informacni matice je

My, M, M, ... Mgk
M, M, My ... Mg
J=| My My, M, ... Mg,
Mg Mgy Mgys ... Mg

10.2 Odvozeni rozdéleni pro vektor pravdépodobnosti

Nyni se budeme zabyvat intervalovymi odhady pravdépodobnosti p;. K tomu je potieba
zjistit tvar rozdéleni vektoru p = (pi,...,pm). Protoze vektor p je zavisly na vektoru
A, ktery ma asymptoticky normalni rozdéleni, je ziejmé, Zze rozdéleni vektoru p je opét
asymptoticky normélni. Zavislost ma tvar

K
p; (A) = exp <—1 —Z)\kx;k> , J=1,...,m.
k=0

Uvedeny nelinedrni vztah linearizujeme na tvar p = a + BA pomoci Taylorova
polynomu prvniho stupné. Jako stied tohoto polynomu zvolime bod A = ()\0, cee )\K).

Polozime
K
D, = exp <—1 —ZAkx;’f) L j=1,...,m.
k=0

V okoli bodu p = (py,...,P,,) nas rozdéleni pravdépodobnosti vektoru p bude nejvice
zajimat. Tayloruv polynom mé tvar

7)) =p (%) + 7 i” (=)

Dosazenim za

— K
8}93 ()\Z) = exp <_1 _ Zxkx;k> ;L’;.i’ J = 1, e, M

o\

k=0
dostavame
K K K
T (pj) (A) = exp <—1 - ZE&:}*) +) aifexp <—1 — Zxkx;k> (A —=N).
k=0 i=0 k=0

Po dpraveé

Muzeme tedy psat



K — .

a = :
K —_ .
=0
a
= 0 = _*1 7 kK
P14 P14 e pll'lK
— %0 = 1 — %
B_ DPaZy™ PaXy .- Paly
— *0 = *1 - * K

Vyuzitim véty o linedrni transformaci normélné rozdéleného nahodného vektoru [3]
dostaneme parametry normélniho rozdéleni vektoru p. Je ziejmé, ze stfedni hodnota
vektoru E(p) = a+BA =p = (p;,...,D,,). Predchazejici ivahy muzeme shrnout do
nasledujici véty.

Veéta 10.2 Vektor pravdépodobnosti p md asympoticky m-rozmeérné normdlni rozdélent

N (,B[nJ)]'BT), kde vektor stiednich hodnot X = (No,...,\x) a vektor
p=D,---,D,,) dostaneme minimalizaci Shannonovy kvazinormy za danych podminek,
My, M M, My
M1 Mg M3 MK+1
J= M,  M; M, Mg o
Mg My Mgy ... Mg
a
na’ iyt o pa”
B 2_925.”;0 2_925.531 e 2_923.731(
Pt Pl - Py

Pomoci této véty muzeme snadno zkonstuovat intervalové odhady (individudlni i sdru-
zené) pravépodobnosti p; pro Shannonovu kvazinormu. Demonstrujeme to v nasledujicim
prikladu.

10.3 Priklad

Pozorovanim diskrétni nahodné veliciny X nabyvajici hodnot x = 1,...,7 jsme ziskali
statisticky soubor o rozsahu n = 180. Po jeho roztiidénim jsme obdrzeli diskrétni
empirické rozdéleni ndhodné veliciny X dané tabulkou 15, kde jsou z} stiedy trid a f;
pozorované absolutni cetnosti.
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Tabulka 15: Cetnostni tabulka

w51 2]3[4|5](6]7

fi | 15]36 |21 | 15|27 |42 | 24

Stanovme 95% individudlni intervalové odhady pravdépodobnosti p; spliujici
minimalni Shannonovu kvazinormu za vedlejSich podminek danych prvnimi obecnymi
momenty

1 m
M = — [
0 . ij 17
Jj=1
1<,
My =~ ijg;j = 12,75,
Jj=1
1 < *2
My = — ijxj = 65, 85,
Jj=1
1 = *3
My =~ ;fjxj = 375, 15,

1 < *4
M= - z;fjg;j = 2251, 05.
J:

Jedna se o nelinearni optimalizac¢ni optimaliza¢ni tilohu, jejiz existenci a jednoznacénost
feSeni zarucuje konvexnost ticelové funkce a linearita v pravdépodobnostech p; omezujicich
momentovych podminek [4]. Pro feSeni byl pouzit klasicky analyticky pristup pomoci Lag-
rangeovych multiplikdtori. Resen{ piislusné nelinedrni soustavy rovnic a dalsf numerické
vypocty byly provedeny v programu Maple. Volme postupné pocet momentovych omezeni
K =0,1,2,3,4. Vysledky pro jednotlivé odhady jsou uvedené v nasledujicim ptehledu,
ktery je doplnén grafickym zndzornénim 95% konfidenénich intervalu na obrazcich 28, 29,
30 a 31.

e =0
Odhad Lagrangeovych multiplikdtoru a pravdépodobnosti:

A = (0,94591),
p = (0,14286; 0,14286; 0,14286; 0,14286; 0,14286; 0,14286; 0,14286).

Fischerova informad¢ni matice a kovarianéni matice vektoru \:

J=(1), varh= (%) |
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Kovarianéni matice vektoru p:

0,1134
0,1134
0,1134
varp= | 0,1134
0,1134
0,1134
0,1134

0,1134 0,1134
0,1134 0,1134
0,1134 0,1134
0,1134 0,1134
0,1134 0,1134
0,1134 0,1134
0,1134 0,1134

0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134

0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134

95% intervalové odhady pro pravdépodobnosti p;:

pro vSechna j = 1,2

e K =1

0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134

P (p; € (0,14263;0,14308)) = 0,95

LT

Odhad Lagrangeovych multiplikdtoru a pravdépodobnosti:

p = (0,11743;0,12503; 0,13313; 0,14174; 0,15091; 0,16068; 0,17108).

A = (—1,20458;0,06270),

Fischerova informaé¢ni matice a kovarianéni matice vektoru \:

J:

1
17
4

17
1
R var A =
20

Kovarianéni matice vektoru p:

0,2848
0,2350
0,1776
p=| 01118
0,0367
—0,0485 —
—0,1450 —

0,2350
0,2000
0,1594
0,1127
0,0593
0,0014
0,0703

0,1776
0,1594
0,1380
0,1133
0,0847
0,0520
0,0146

0,1118
0,1127
0,1133
0,1134
0,1131
0,1123
0,1109

~5% T
0,0367 —0,0485
0,0593 —0,0014
0,0847  0,0520
0,1131  0,1123
0,1448  0,1802
0,1802  0,2564
0,2195  0,3418

95% intervalové odhady pro pravdépodobnosti p;:

439
13995

P (p; € (0,11688;0,11799)) = 0,95,
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2799

0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134
0,1134

) |

—0,1450
—0,0703
0,0146
0,1109
0,2195
0,3418
0,4789

-1073,

-1073,



P (py € (0,12464;0,12543)) = 0,9
P (ps € (0,13285;0,13340)) = 0,9
P (ps € (0,14152;0,14196)) = 0,9
P (ps € (0,15063;0,15120)) = 0,9
P (ps € (0,16018;0,16118)) = 0,9
P (p; € (0,17014;0,17201)) = 0,9
K=1
0,18
0,17 |
0,16
0,15
0,14
0,13
0,12
0,11 I ‘
1 2 3 4 5 6 7
Obrazek 28: 95% intervaly spolehlivosti pro k = 1
o K =2

Odhad Lagrangeovych multiplikdtoru a pravdépodobnosti:

A = (—1,28410; 0,11356; —0,00621),

= (0,11340; 0,12469; 0,13542; 0,14525; 0,15387; 0,16 100; 0,16637).

Fischerova informac¢ni matice a kovarian¢ni matice vektoru A:

1 1T 439 2313 22207 2483
1 20 17561 316098 316098
_ 17 439 2501 | 22207 101419 4235
J = 1 20 20 ) var A = 316098 2528784 842928
439 2501 15007 2483 4235 1555
20 20 20 316098 842028 2528784
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Kovarianéni matice vektoru p:

0,5130 02474  0,0296 —0,1111
0,2474 02007 0,494  0,0963
0,0206 0,1494  0,2273  0,2474

p=| —01111 00963 02474 0,3172

—0,1489  0,0446  0,1958  0,2835
—-0,0626 -0,0028  0,0621  0,1292

0,1617 —0,0429 —0,1592 —0,1555

—0,1489
0,0446
0,1958
0,2835
0,2885
0,1957

—0,0043

95% intervalové odhady pro pravdépodobnosti p;:

P(p €

e K =3

(0,11239;0,11441))
€ (0,12430; 0,12508))
€ (0,13497;0,13586))
(0,14463; 0,14587))
( )
( )
( )

0,15331;0,15444
0,16049; 0,16150
0,16479;0,16796

0,9
0,9
0,9
0,9
0,9
0,9
0,9

—0,0626
—0,0028
0,0621
0,1292
0,1957
0,2584
0,3143

Odhad Lagrangeovych multiplikdtoru a pravdépodobnosti

A = (—1,17237;0,01058; —0,02944; —0,293),

0,1617
—0,0429
—0,1592
—0,1555
—0,0043

0,3143

0,8102

= (0,11574; 0,12255; 0,13288; 0,14496; 0,15634; 0,16378; 0,16376).

Fischerova informad¢ni matice a kovarianéni matice vektoru \:

1 17 439 2501
4 20 20
17 439 2501 15007
J— 4 20 20 20
o 439 2501 15007 18577 ’
20 20 20 4
2501 15007 18577 587119
20 20 4 20
247543 _ 73592 166006 _ 12497
529011 176337 1587033 1587033
_ 73592 942283 _ 554909 172009
var A — 176337 2351160 5290110 21160440
166006 __ 554909 5418727 _ 431513
1587033 5290110 190443960 190443960
_ 12497 172009  _ _431513 17561
1587033 21160440 190443960 95221980
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K=2

0,18
0,17
I
0,16 ——
]
0,15
]
0,14
0,13
0,12
0,11 | T
1 2 4 5 6 7
Obrazek 29: 95% intervaly spolehlivosti pro k = 2
Kovarianéni matice vektoru p :
0,7777  0,1365 —0,1377 —0,1449 —-0,0068  0,0921 —0,0738
0,1365  0,2453  0,2212  0,1091 -0,0235 —0,0751  0,0674
—0,1377  0,2212 0,3345 0,2641  0,0933 —0,0465  0,0094
p=| —0,1449 0,1091 0,2641 0,3200 0,2681 0,1107 —0,1219
—0,0068 —0,0235 0,0933  0,2681  0,3877  0,2979 —0,1481
0,0921 —-0,0751 —-0,0465 0,1107 0,2979  0,3692  0,1617
—0,0738  0,0674  0,0094 -0,1219 -0,1481  0,1617  1,0152
95% intervalové odhady pro pravdépodobnosti p;:
P(p ()11421;0,11726))::0
P (ps € (0,12207;0,12303)) = 0,9
P (p3 € (0,13222;0,13353)) = 0,9
P (ps € (0,14433;0,14559)) = 0,9
P (ps € (0,15558;0,15710)) = 0,9
P (ps ()16306;0,16450))::0
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K=3
0,18
0,17

e
0,16
]

0,15

|
0,14

|
0,13
0,12
0,11 I \
1 2 3 4 5 6 7
Obrazek 30: 95% intervaly spolehlivosti pro k = 3
P (pr € (0,16177;0,16575)) = 0,95.
e K =1

Odhad Lagrangeovych multiplikdtoru a pravdépodobnosti
A = (—6,01720;7,47108; —3,52618; 0,64806; —0,04032),
p = (0,08505; 0,19390; 0,12147; 0,09085; 0,13391; 0,24395; 0,13087).

Fischerova informac¢ni matice a kovarian¢ni matice vektoru A:

1 17 439 2501 15007
1 20 20 20
17 439 2501 15007 18577
1 20 20 20 1
J = 439 2501 15007 18577 587119
= 20 20 20 1 20 )
2501 15007 18577 587119 3769781
20 20 1 20 20
15007 18577 587119 3769781 24508447
20 1 20 20 20
2516161 2252755 17578729 754283 59387
1530387 1020258 18364644 4591161 6121548
2252755 15951643 57254041 111667 602753
1020258 5101290 40810320 453448 10810320
var \ — 17578729 57254041 1424704813 63715379 5165819
= 18364644 40810320 2203757280 550039320 734585760
754283 111667 _ 63715379 5780801 118463
4591161 453448 550039320 275469660 91823220
59387 602753 5165819 118463 2177
6121548 40810320 734585760 91823220 27206880
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Kovarianéni matice vektoru p :

0,4713
0,0422
—0,0603
0,0101
0,0392
—0,0397
0,0095

0,0422 —0,0603
0,8781  0,2469
0,2469  0,2997
—0,0661  0,1996
—0,1305  0,1003
0,1413 —0,1514
—0,0346  0,0400

0,0102
—0,0661
0,1996
0,2407
0,2091
—0,1068
0,0181

0,0392
—0,1305
0,1003
0,2091
0,3213
0,2611
—0,0566

95% intervalové odhady pro pravdépodobnosti p;:

Y41
P2
P3

Ps
DPe
pr

P (py € (0,08412;0,08597))
P (py € (0,19218;0,19562))
P (ps € (0,12089; 0,12206))
P (ps € (0,09038; 0,09132))
P (ps € (0,13328;0,13454))
P (ps € (0,24159; 0,24630))
P (p7 € (0,12949; 0,13225))
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0,9
0,9
0,9
0,9
0,9
0,9
0,9

—0,0397
0,1413
—0,1514
—0,1068
0,2611
1,2031
0,0478

0,0095
—0,0346
0,0400
0,0181
—0,0566
0,0478
0,7028
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0,25
0,24
0,23
0,22
0,21

0,2
0,19
0,18
0,17
0,16
0,15
0,14
0,13
0,12
0,11

0,1
0,09

0,08

=4

Obrazek 31: 95% intervaly spolehlivosti pro k = 4
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11 Intervalové odhady pravdépodobnosti p; pro
Shannonovu kvazinormu a obecné podminky

11.1 Odvozeni rozdéleni pro vektor Lagrangeovych multip-
likatoru

Jak jiz bylo popsdno v kapitole 10, jsou odhady parametru A, pomoci Shannonovy

kvazinormy maximdalné vérohodné, odhad vektoru A = (Ag,..., A\x) ma asymptoticky

(K + 1)-rozmérné normélni rozdéleni N (Ao, n ™ [J (/\0)]_1), kde Ag je teoreticky vektor

parametru rozdéleni ndhodné veliciny X a J(Ag) je Fisherova informacéni matice.

Specidlné odhad ), teoretické hodnoty jednoho pevné zvoleného multiplikatoru

Aok, kK = 0,..., K, ma asymptoticky normalni rozdéleni N ()\Ok, m> Oznacme

A= (XO, e ,XK) odhad vektoru Lagrangeovych multiplikdtoru, ktery dostaneme feSenim
minimalizacni ulohy pro konkrétnif pozorovani. Pro vypocet intervalového odhadu Aoy po-
moci tohoto normalniho rozdéleni klademe Ao, = A\i. Protoze Fisherova mira informace

TOw) = F <{7a e *O)D ,

kde £ znaci stredni hodnotu a pro x = z7 je

K
p(l’;,Ao) = exp <_1 - Z)\kakj> )
k=0

klademe J(Aox) = J(A\;). Po tpravéch je

J\) =D pjag; = #aip
j=1 j=1

kde pravdépodobnosti p; jsou uré¢eny pomoci minimalizace Shannonovy kvazinormy.
Obdobné pro prvek Fischerovy informacéni matice dostdavame J;, dostavame pro

t,s=0,...K
81Ilp(l’,A0) 81Ilp(l’,A0)
- E .
e ( Mot Mos

) =F (atjasj) .
Pouzijeme-li jako apriorni odhad p; ~ % dostavame
fi

Jts = —A¢jAgj.
n 78]

Predchozi ivahy muzeme shrnout do véty 11.1.
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Véta 11.1 Vektor Lagrangeovych multiplikdatori X md v pripadé obecnych linedrnich

podminek asympoticky (K + 1)-rozmérné normdlni rozdéleni N (X, [nJ]_1>, kde wvektor

strednich hodnot A = ()\0, oA K) dostaneme resenim minimalizacni ulohy a
B fig. . g, .
; oy }L alj e ; oy aKJ
Jiq . 1342 Jiq. . )
J— nalj nalj naljaKJ
fi fi fi 2
ga](j Za](jagj e ;aKj

11.2 Odvozeni rozdéleni pro vektor pravdépodobnosti

Nyni se budeme zabyvat intervalovymi odhady pravdépodobnosti p;. K tomu je potfeba
zjistit tvar rozdéleni vektoru p = (p1,...,pk). Protoze p je zdvislé na A, které ma
asymptoticky normélni rozdéleni, je zfejmé, ze rozdéleni vektoru p je opét asymptoticky
normalni. Zavislost ma tvar

K
pj (’\) = €xXp <—1 —Z)\kakj> , g=1...,m.
k=0

K urcéeni jeho parametru tuto zavislost linearizujeme na tvar p = a + BA. Sestavime
tedy Tayloruv polynom prvniho stupné k této transformaci. Jako stied polynomu zvolime
bod A = ()\0, oA K). Jeho dosazenim do transformacnich rovnic dostaneme bod

K
pj =exp <—1 — Zxka@) , g=1...,m,
k=0

ktery je feSenim minimaliza¢ni tlohy pro Shannonovu kvazinormu, V okoli tohoto bodu
nas rozdéleni p bude nejvice zajimat. Vektor a je zfejmeé roven stiedu Taylorova polynomu
a budeme jej znacit p = (py, ..., D,,). Layloruv polynom ma tvar

T () =ps (X) + 82’8—9) (A= X).

=0

Dosazenim za B «
8293' ()\z) ~ .
8—)\i:€Xp —1—2)\kakj Qjj, jzl,...,m
dostavame

K K K
T (pj) (A) = exp <—1 - Zxka@) + ) aexp <—1 -~ Zxka@) (i —N)
k=0 =0 k=0

Po dpravach je



Muzeme tedy psat

kde

L
Pon (1 -, /\z'%)
1=0

P1 P01 ... PiOK1
Dy DPoG12 ... PolGK2

Z_jm Z_jmalm s Z_jmaKm
Vyuzijeme nyni véty o linearni transformaci normalné rozdéleného nahodného vektoru
a dostaneme tak parametry normalniho rozdéleni pro vektor p [3]. Je zFejmé, ze stredni

hodnota vektoru F(p) =a+ BXA=p = (p;,...,D,,). Tyto uvahy muzeme shrnoout do
véty 11.2.

Veéta 11.2 Vektor pravdépodobnosti p md asympoticky m-rozmeérné normdlni rozdéleni

N (p,B nJ] ! BT), kde vektor stfednich hodnot X = (Xo,...,Ax) a vektor
p=(Dy,-.-,D,,) dostaneme Tesenim minimalizacni ulohy,
fi fi fi
Lo L, Ll
J— %alj %a%j e ﬁaljaKj
fi fi fi 2
g]aKj #aKjagj W’aKj
a
P Piann ... PiOki
B — ?2 272712 e 2_92a.1<2
Z_jm Z_jmalm e Z_jmaKm

Pomoci této véty muzeme snadno zkonstuovat intervalové odhady (individudlni i sdruze-
né) pravépodobnosti p; pro Shannonovu kvazinormu. Demonstrujeme to v nasledujicim
prikladu.

11.3 Priklad

Navazme nyni na piiklad z kapitoly 10 a feSme tilohu minimalizace Shannonovy kvazi-
normy za podminek zarucujici rovnost ”aritmetmetickych” resp. ”geometrickych” mo-
mentu pro pozorovani a odhad az do fadu k = 0,1,...,m — 1. Empirické cetnosti jsou
v tabulce 16.
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Tabulka 16: Tabulka cetnosti
;10811 [12]14]1,6

7

il 3sor 14| 7

Matematicky model této ulohy vypada

K
min Z pjlnp;
=0

za podminek

ijx;k = My, resp. ij In® z; =Gy, k=0,...
=1 j=1

kde momenty M a Gy vychazi

Gy =—> filn(z}) = 0,0913,
t? = 1,301,
M, = 100 Zf
In?(z7) = 0,04
Ga = 100 Zf = 0,0488,
M; = 1 mei*?’ = 1,574
100 ': (el b )
Gs = 100 Zfl In®(x}) = 0,0123,
= 1,976,
M = 100 Zf
1 4 *
G =155 g:f In*(z}) = 0,00593,

x;° = 2,565,
M; = 1002;% 56
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2 In® (7)) = 0,0021
Gs = 1002f = 0,00217,

Ms = 1002ﬁ w0 = 3,429,
Go = 100 Z filn®(z}) = 0,000989,
My = 1002ﬁ }T = 4,708,
Gr= 150 Z fiIn"(2F) = 0,000420,

f *8_ 12
My = 100ij 6,6

Gs =15 Zfl In®(x}) = 0,000191.

Lagrangeova funkce

K m
A(p,A) =p;lnp; + Z Ak <ijatjk — Mk> ,
k=0 j=1
resp.

K m
A(p,A) =pjlnp; + Z)\k <ij lnka:j — Gk> )
k=0 j=1

Bodové odhady Lagrangeovych multiplikatori A, jsme dostali FeSenim soustavy rovnic

Zexp( 1+Z)\kx*k> =M, v=1,... K,
j=1
resp.
m K
Zexp <—1 +Z)\klnkx;> ln"a:;. =G, v=1,.. K
Jj=1 k=0

v programu Maple a bodové odhady pravdépodopnosti p; dostaneme jako
K
P; = exp <—1 — Z )\kx;k> ,
k=0
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resp.
K
D, = exp <—1—2Akx;k> L j=1,...,m.
k=0

Urceme déle 95% intervalové odhady pravdépodobnosti p;.
Fischerova informac¢ni matice vychazi

M, M, M, My

M, M, M My
J = M, M; M, Mk 12

MK MK+1 MK+2 M2K

2 : : 499
pro "aritmetické” momenty, resp.

GO G1 Gg e GK

G1 Gg Gg e GK+1
J = G2 Gg G4 e GK+2

Gk Gg+1 Gry2 ... Gk

pro ”geometrické” momenty.

Dalsi numerické vypocty byly provedeny v programu Maple. Jedna se konkrétné
o kovarian¢éni matici pro vektor Lagrangeovych multipikdtorun var A, matici linedrni
transformace B, kovarianéni matici pro vektor pravdépodobnosti var p.  Oproti
predchazejici kapitole je uveden pouze prehled vysledki, konkrétné odhad stredni hod-
noty p;, smérodatné odchylky, dolnf d; a horni h; meze 95% konfidencniho intervalu
pro jednotlivé pravdépodobnosti p;. Tyto vysledky jsou pro aritmetické a geometrické
momentové podminky do fadu k, £k =0,1,...,m — 1 jsou uvedeny v nasledujicich tabul-
kach 17 a 18.
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Tabulka 17: Aritmetické momenty

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

17

35

27

14

7

0,20000

0,20000

0,20000

0,20000

0,20000

0,02000

0,02000

0,02000

0,02000

0,02000

0,19922

0,19922

0,19922

0,19922

0,19922

0,20078

0,20078

0,20078

0,20078

0,20078

0,29085

0,23603

0,19154

0,15544

0,12614

0,05014

0,02662

0,02037

0,02483

0,02967

0,28592

0,23464

0,19073

0,15423

0,12442

0,29578

0,23742

0,19236

0,15665

0,12787

0,19055

0,30297

0,28779

0,16332

0,05538

0,04240

0,03671

0,04029

0,02609

0,01823

0,18703

0,30032

0,28460

0,16199

0,05472

0,19408

0,30561

0,20097

0,16465

0,05603

0,17071

0,34715

0,27427

0,13715

0,07071

0,04106

0,05441

0,039%6

0,02886

0,02581

0,16741

0,34135

0,27116

0,13552

0,06941

0,17402

0,35295

0,27739

0,13878

0,07202

0,17000

0,35000

0,27000

0,14000

0,07000

0,04125

0,05921

0,05206

0,03749

0,02653

0,16667

0,34313

0,26469

0,13724

0,06862

0,17333

0,35687

0,27531

0,14276

0,07138
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Tabulka 18: Geometrické momenty

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

17

35

27

14

7

0,20000

0,20000

0,20000

0,20000

0,20000

0,02000

0,02000

0,02000

0,02000

0,02000

0,19922

0,19922

0,19922

0,19922

0,19922

0,20078

0,20078

0,20078

0,20078

0,20078

0,28373

0,22636

0,18822

0,16103

0,14067

0,05267

0,02486

0,02066

0,02539

0,03000

0,27829

0,22515

0,18738

0,15976

0,13890

0,28016

0,22758

0,18905

0,16229

0,14243

0,17647

0,33131

0,28007

0,15051

0,06164

0,04096

0,04296

0,03712

0,02438

0,01884

0,17318

0,32769

0,27737

0,14934

0,06095

0,17976

0,33493

0,28277

0,15167

0,06234

0,16977

0,35128

0,26750

0,14212

0,06934

0,04107

0,05726

0,04151

0,02732

0,02497

0,16646

0,34485

0,26412

0,14065

0,06812

0,17307

0,35770

0,27087

0,14358

0,07057

0,17000

0,35000

0,27000

0,14000

0,07000

0,04123

0,05916

0,05196

0,03742

0,02646

0,16667

0,34314

0,26471

0,13726

0,06863

0,17333

0,35636

0,27529

0,14274

0,07137
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Zaver

Obvykle pouzivané metody pro odhad rozdéleni pravdépodobnosti a jejich softwarova
podpora jsou obvykle zaméfeny pouze na nejbéznéjsi typy rozdéleni. To vSak muze
byt v nékterych oblastech pouziti omezujici. Popsany pristup nepreferuje zadny typ
rozdéleni. Vyzaduje pouze znalost odhadu vybranych charakteristik rozdéleni (napf.
stfedni hodnoty, rozptylu, pfip. vyssich momentu) a pii jejich respektovani hledd nejvice
neurcité rozdéleni pravdépodobnosti p na piislusném pravdépodobnostnim prostoru. Diky
této zakladni myslence se vzilo oznaceni ”pesimistické odhady”. Je rozumné hledat
odhad rozdéleni pravdépodobnosti timto pesimistickym zptsobem, nebot tim nebudeme
do systému pridavat navic néjaké informace, o kterych nevime, a nase odhadnuté rozdéleni
bude respektovat jen znamé informace. Efektivnost takovych odhadu také dokladaji dale
citované publikace pti odhadech neznamych vicemodalnich rozdéleni pravdépodobnosti.

Tato prace v jistém smyslu navazuje na publikace [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [13],
[19], [20], [22], [24], [34], [35] a [36], které otviraji a prezentuji problematiku kvazinorem
pro odhady rozdéleni, a také na [21], kde je mj. popsan ”entropicky” zaklad piistupu
k odhadu diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti. V [21] je problematika rozsifena
o obdobny odhad nahodného vektoru ve 2D a prace obsahuje zajimavé ptiklady vyuziti.
Jejim prinosem je také implementace této metodiky do softwaru Estimator, jehoz jadrem
je optimalizaéni software GAMS a ktery je piijemnym uzivatelskym prostredim pro
praktické vyuziti odhadu rozdéleni pomoci kvazinorem. Software Estimator a také tesic¢
z Excelu byl pouzit v této dizertacni praci.

Tato prace rozsifuje TeSeni tulohy odhadu rozdéleni pravdépodobnosti pozorované
diskrétni nahodné veli¢iny jak v oblasti teoretické, tak i aplikacni. V tivodnich kapitolach
zavadi pojem dudlni f-divergence a kvazinorma a vycet nejpouzivanéjsich kvazinorem
rozsituje o jejich dudlni protéjsky. Dalsim pfinosem prace je zobecnéni momentovych
podminek na obecné linearni podminky, které maji sirsi moznost pouziti. Jak je ukazano
v prikladé, hodi se napt. pro data, u kterych je smysluplnéjsi pracovat s geometrickym
prumeérem oproti aritmetickému.

Co se tyce aplikacni oblasti, prace podrobné zkouma aproximace vyznamnych rozdéleni
pravdépodobnosti pomoci kvazinorem. Srovnava vhodnost pouziti tii nejvyznamnéjsich
kvazinorem (Hellingerova, Pearsonova a Shannonova) pro aproximace Ctyf v praxi
dulezitych rozdéleni (binomické, Poissonovo, normalni a Weibullovo) s ruznymi parametry.
Pro vétsinu z nich se da souhrnné fict, ze nejlépe dopadaji odhady pouzitim Shannonovy
kvazinormy, naopak nejhuie pro Pearsonovu kvazinormu. Tato ¢ast také ukazuje, ze
metodika priméarné vytvorend pro diskrétni rozdéleni je dobfe pouzitelna i pro diskretizo-
vana spojita rozdéleni, coz nabizi Siroka uplatnéni napt. ve spolehlivosti.

Mozné nejvétsim piinosem prace je konstrukce intervalovych odhadu pravdépodob-
nosti p; pro Shannonovu kvazinormu. Je zalozena na maximalni vérohodnosti odhadu
Lagrangeovych multiplikatoru A; prislusné optimaliza¢ni ilohy a tedy asymptotické nor-
malité rozdéleni vektoru A. Jelikoz vektor p je nelinedrni funkci vektoru A, je pred-
poklddand normalita vektoru p pouze pribliznd. Pro vétsi rozsahy souboru je vsak
tato nepfesnost zanedbatelnd a jde o odhady asymptotické. V této casti prace jsou
také priklady vypoctu intervalovych odhadu pravdépodobnosti p; pro konkrétni datové
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soubory. Préace se zabyva pouze individualnimi konfidenénimi intervaly pravdépodobnosti
p; a dalsim moznym rozsitenim jsou sdruzené intervalové odhady.

Dalsi vyzkum v oblasti aplikaci kvazinorem je provadeén v pracich [42], [43], [44], [46],
48], [49]. Tyto publikace jdou trochu jinym smérem piedevsim v tom, ze se zabyvaji
odhadem kategoridlnich veli¢in a odpada problém minimalizace kvazinormy s vedlejsimi,
napf. momentovymi podminkami. Je zde pouzivana tzv. gradientni metoda, ktera vede
na soustavu diferencidlnich rovnic, a ziskané odhady maji charakter diskrétnich jadrovych
odhadu.

Dalsim smérem, kterym muze jit vyzkum v této oblasti fitovani rozdéleni
pravdépodobnosti, je vyuziti metod bootstrapu [47]. Jedna se o odhady pomoci kvazi-
norem z ndhodnych vybéru s opakovanim ze souboru pozorovanych dat a nabizi Siroké
moznosti predevsim v aplikacnich aspektech tohoto pristupu. Jako teoreticky zajimava
problematika se jevi souvislost v praci pouzitych kvazinorem se statistikami, které maji
asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni [33].
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Seznam pouzitych zkratek a symboli

R
R*

mnozina realnych cisel

mnozina realnych ¢isel rozsitena o nevlastni prvky oo a —oo

pravdépodobnostni prostor
jevové pole
pravdépodobnostni mira

referencni rozdéleni pravdépodobnosti s maximalni neurcitosti

generujici funkce f-divergence
f-divergence hustot p a q
Lagrangeova funkce

Lagrangeuv multiplikator

sttedni hodnota nahodné veliciny X

kvazinorma diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti p

Hellingerova kvazinorma

Pearsonova kvazinorma

Shannonova kvazinorma

kvadraticka kvazinorma

logaritmicka kvazinorma

absolutni ¢etnost

k-ty obecny moment

binomické rozdéleni s parametry n a p
Poissonovo rozdéleni s parametrem [
normalni rozdéleni s parametry p a o
Weibullovo rozdéleni s parametry d a ¢
exponencidlni rozdéleni s parametrem [
Fischerova mira informace

Fischerova informacni matice

Tayloruv polynom

kovarianéni matice nahodného vektoru X
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