VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MATEMATIKY

INSTITUTE OF MATHEMATICS

AKCELERACE NUMERICKEHO VYPOCTU VEDENI TEPLA
V TUHYCH TELESECH V INVERZNICH ULOHACH

ACCELERATION OF NUMERICAL COMPUTATION OF HEAT CONDUCTION IN SOLIDS IN INVERSE TASKS

DIPLOMOVA PRACE
MASTER'S THESIS

AUTOR PRACE Bc. Tomas Ondruch

AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. Ing. Michal Pohanka, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2019






VYSOKE UCENI FAKULTA
I TECHNICKE STROJNIHO

VBRNE INZENYRSTVI

Zadani diplomové prace

Ustav: Ustav matematiky

Student: Bc. Tomas Ondruch

Studijni program: Aplikované védy v inzenyrstvi
Studijni obor: Matematické inzenyrstvi

Vedouci prace: doc. Ing. Michal Pohanka, Ph.D.
Akademicky rok: 2018/19

Reditel dstavu Vam v souladu se zakonem &.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné ur€uje nasledujici t¢éma diplomové prace:

Akcelerace numerického vypoc&tu vedeni tepla v tuhych télesech
v inverznich ulohach

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Inverzni vypocty, u kterych se okrajové podminky poditaji nepfimo, se vyznaduji velkou vypoc&etni
naro¢nosti. BEhem feSeni inverznich Gloh se mnohonasobné provadi vypocet vedeni tepla v tuhych
télesech. Desktopové procesory (CPU) a zejména grafické karty (GPU), které se vyznaduji
potencionalné mnohonasobné vétsim vypocetnim vykonem nez CPU, umozniuji paralelné zpracovavat
velké mnozstvi tloh. Diplomova prace se zaméfuje na prozkoumani a otestovani moznosti urychleni
inverznich vypodtd s vyuzitim paralelizace, kterd mize byt pouzita na rliznych Grovnich, a to jak ve
vlastnim vypoc&tovém jadie vedeni tepla, tak v nékolikanasobném spusténi vypoctového jadra.
Prikladem je fe$eni inverzniho vypo&tu vedeni tepla s vyuzitim genetickych algoritmd, kdy je mozné
dosahnout béhem feSeni velkého stupné paralelizace, a tudiz je mozné vyuzit velké vypocetni sily
GPU. Numericky vypocet vedeni tepla Ize fesit rGznymi pfistupy. MizZe se vyuZit princip superpozice,
ktery vede na velké mnozstvi Gloh s tfidiagonalni matici, které je mozné resit na GPU pomoci
nékterych z metod: Parallel Cyclic Reduction, Cyclic Reduction, Sweep (Gauss elimination
+ reordering optimization for full coalescing). Nebo Ize problém popsat pomoci soustavy linearnich
rovnic, ktera vede na tlohu s velmi fidkou matici a tu resit napr. pomoci metody sdruzenych gradientd
s vyuzitim predpodminéni. Diplomant bude mit na naSem pracovisti zajisténo potfebné HW i SW
vybaveni.

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



Cile diplomové prace:

Diplomant provede reSersni studii pouzitelnych metod vypodtl, které vyuzivaji paralelizaci feSeného
problému. Cilem prace je vybrat vhodné metody, naprogramovat je a otestovat je. V rdmci porovnani
dosazenych vysledki je ukolem zjistit, které metody jsou pro numerické vypocty vedeni tepla v tuhych
télesech v inverznich ulohach nejvhodnéjsi, a jaké je mozné dosahnout zrychleni v porovnani
s klasickymi pfistupy.

Seznam doporucené literatury:

POHANKA, M.; ONDROUSKOVA, J. Implicit numerical multidimensional heat-conduction algorithm
parallelization and acceleration on a graphics card. Materiali in Tehnologije, vol. 50 (2), 2016, pp. 183-
187.

INCROPERA, F. P.; DEWITT, D. P. Fundamentals of Heat and Mass Transfer. 4th ed. New York:
Wiley, 1996. ISBN 0-471-30460-3.

PATANKAR, S. V. Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. Hemisphere Publishing Corporation,
1980. ISBN 0-891-16522-3.

POHANKA, M. Limitation of thermal inverse algorithm and boundary conditions reconstruction for very
fast changes on boundary, IM2007, 2007, pp.229-230, ISBN 978-80-87012-06-2.

RAUDENSKY, M.; POHANKA, M.; HORSKY, J. Combined inverse heat conduction method for highly
transient processes. In Advanced computational methods in heat transfer VII, Halkidiki: WIT Press,
2002, pp. 35-42. ISBN 118531209062.

BECK, J. V.; BLACKWELL, B.; CHARLES, R. C. Inverse Heat Conduction: Ill-posed Problems. New
York: Wiley, 1985. ISBN 0-471-08319-4.

WILLIAM, T. V. Numerical Recipes in C. Cambridge University Press, 2nd Edition, 1992, ISBN 0-52-
-43108-5.

SLAMA, L.; RAUDENSKY, M.; HORSKY, J.; BREZINA, T.; KREJSA, J. Evaluation of quenching test
of rotating roll with unknown time constant of sensor using genetic algorithm. Int. Conf. Mendel, Brno,
1996.

MAN, K. F., TANG, K. S., KWONG, S. Genetic Algorithms.: Concepts and Designs, Springer, 1999.
ISBN 9781852330729.

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



ABSTRAKT

Diplomova prace se zabyva moznostmi urychleni numerickych vypoctd, které jsou prova-
dény v ramci reseni tloh vedeni tepla v tuhych télesech. Prace shrnuje zakladni poznatky
o principech prenosu tepla s diirazem na vedeni. Dale se vénuje teorii metody kontrolnich
objemi, kterd umoznuje prevést danou pfimou tlohu vedeni tepla do tvaru soustavy line-
arnich rovnic s fidkou matici. Prehledové je popsana problematika inverznich dloh vedeni
tepla, v rdmci kterych jsou vypoclty pfimych uloh intenzivné vyuzivany. Jsou predstaveny
vybrané numerické metody, které Ize pro ucely Casové efektivniho feseni primych dloh
vedeni tepla vyuzit. Vysvétleny jsou poznatky o implementaci vypocti a jejich testovani
na modelové lloze dvourozmérného vedeni tepla. Dosazené vysledky jsou porovnany a
zhodnoceny z hlediska ¢asové narocCnosti testovanych pristup.

KLICOVA SLOVA

vedeni tepla, numerické metody, linedrni rovnice, fidka matice, efektivita, paralelizace

ABSTRACT

The master's thesis deals with possible ways of accelerating numerical computations,
which are present in problems related to heat conduction in solids. The thesis summari-
zes basic characteristics of heat transfer phenomena with emphasis on heat conduction.
Theoretical principles of control volume method are utilized to convert a direct heat
conduction problem into a sparse linear system. Relevant fundamentals from the field of
inverse heat conduction problems are presented with reference to intensive computati-
ons of direct problems of such kind. Numerical methods which are well-suited to find a
solution of direct heat conduction problems are described. Remarks on practical imple-
mentation of time-efficient computations are made in relation with a two-dimensional
heat conduction model. The results are compared and discussed with respect to obtained
computational time for several tested methods.

KEYWORDS

heat conduction, numerical methods, linear equations, sparse matrix, efficiency, parallel
computing
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UVOD

Pri feseni tloh z oblasti aplikovaného vyzkumu se 1ze diky technologickému pokroku
stale castéji setkat s vyuzitim numerickych vypocti a simulaci, které umoznuji mo-
delovat zkoumany fyzikalni systém. Pro tcely popisu dynamiky daného fyzikalniho
jevu se pak bézné vyuziva matematicko-fyzikalnich modelt, jejichz odvozeni vychazi
z teorie diferencidlnich rovnic.

Zahrnuje-li vysetrovany fyzikalni systém tuhé téleso, ve kterém je zkouméano vedeni
tepla, a cilem Tesené tlohy je urceni vyvoje teplotniho pole v daném télese, pak
sestaveny matematicko-fyzikalni model ztejmé vychazi z formulace tzv. primé tlohy
nestacionarniho vedeni tepla. Ta pfi popisu prenosu tepla vedenim vyuziva aparat
parcialnich diferencialnich rovnic druhého fadu a zahrnuje rovnéz predepsani po-
¢ateéni podminky a znamych okrajovych podminek. V aplikacni sfére se pri reseni
primych tloh vedeni tepla vyuziva predevsim numericky pristup, diky kterému lze
vypocty teplotnich poli provadét formou pocitacovych simulaci.

V technické praxi byva urceni okrajovych podminek znac¢né problematické, coz kom-
plikuje formulaci ptimé tlohy. Obvykle lze na zdkladé experimentdlniho pristupu
zjistit ¢asovy prubéh teplot pouze ve vybranych bodech uvniti zkoumaného télesa.
Uloha, jejim# cilem je urceni okrajovych podminek ze znamého teplotniho pribéhu
uvniti tuhého télesa, se nazyva inverzni tloha vedeni tepla. [1]

V poslednich letech byla vyvinuta fada metod pro feseni inverznich tloh vedeni
tepla. Vhodnost jejich pouziti se odviji v zavislosti na nékolika faktorech zahrnuji-
cich povahu vysetfovaného jevu nebo vypocetni efektivitu. Vyznamnym spolecnym
rysem vSech znamych metod pro TeSeni inverznich iloh vedeni tepla je skutecnost, ze
pro ucely vypoctu okrajovych podminek je mnohonasobné proveden vypocet reseni
primé tulohy nestacionarniho vedeni tepla. Pravé z tohoto divodu je pro inverzni
ulohy vedeni tepla obecné typicka jejich vypocetni narocnost, a je tak ticelné zaby-
vat se moznostmi urychleni vypoctu okrajovych podminek.

Pro snizeni vypocetniho ¢asu pti feseni inverzni tilohy vedeni tepla je vhodné zamérit
se pravé na organizaci vypoctu feseni primych tloh a numerické metody, které jsou
pri feseni téchto uloh pouzity. Navic se 1ze v souvislosti s nezanedbatelnymi naroky
na vypocetni vykon zabyvat moznostmi paralelizace numerickych vypocta. Koncept
paralelniho programovani se v poslednich nékolika letech v oblasti védeckych vypo-
¢tu hojné vyuziva, zejména diky znac¢nym pokroktim v oblasti vyvoje desktopovych
procesoru (CPU), grafickych karet (GPU) a prislusného softwarového rozhrani. [2]
Numerické metody TeSeni primych tloh vedeni tepla obvykle spocivaji v diskretizaci
casoprostorové domény a nasledném prepisu tlohy do tvaru soustavy linearnich rov-
nic s fidkou matici. V ramci prace jsou nalezeny a popsany takové algoritmy, které
umoznuji dané soustavy efektivné resit, a to jak z hlediska vyuziti specifickych vlast-
nosti matice soustavy, tak i v souvislosti s moznosti paralelizace vypocti. Testovani

vybranych pristupt a vzajemné srovnani dosazenych vysledkt je nasledné provedeno
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na modelové tloze, kterd popisuje dvourozmérné nestacionarni vedeni tepla pii spr-
chovém chlazeni ocelové desky. Tato tiloha vychazi z experimentalniho méteni, které
bylo v ramci aplikovaného vyzkumu pro hutnicky primysl provedeno v Laboratori
prenosu tepla a proudéni.

V oblasti ocelafstvi se feseni inverznich 1iloh vedeni tepla vyuziva zejména pro tcely
optimalizace dil¢ich procesii vyroby a zpracovani oceli. Mezi né se radi napriklad

plynulé odlévani oceli, tepelné zpracovani oceli nebo vélcovani za tepla [2].
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1 ZAKLADY TEORIE PRENOSU TEPLA

Procesy vyroby a zpracovani oceli jsou velmi tizce spojeny s problematikou prenosu
tepla. Tento jev lze z hlediska své fyzikalni podstaty klasifikovat podle zakladnich
mechanismi, kterymi jsou vedeni, proudéni a zareni. V této kapitole budou prehle-
dové vysvétleny principy jednotlivych zptisobi prenosu tepla. Z divodu obsahového

zameéreni diplomové prace bude pozornost vénovana predevsim vedeni tepla.

1.1 Vedeni tepla

Pri prenosu tepla vedenim dochazi k prenosu prenosu energie od vice energetickych
k méné energetickym casticim, kterymi obecné mohou byt atomy nebo molekuly.
Z tyzikdlni podstaty plati, Ze castice ma tim vétsi kinetickou energii, ¢im vyssi je
jeji teplota. Dojde-li ke srazce dvou castic, pak ¢astice s vyssi energii predd ¢ast své
energie ¢astici s energii nizsi. Prenos tepla vedenim probihé ve spojitém latkovém

prostiedi, a to v latkach pevnych, kapalnych i plynnych. [3]

1.1.1 Fourieruv zakon

Pro zékladni popis prenosu tepla vedenim slouzi konstituéni vztah znamy jako Fou-
rieriiv zakon. Ten 1ze pro obecny ptipad vedeni tepla v tfirozmérném télese zapsat

ve tvaru
q=—AVT. (1.1)

Uvedeny vztah lze z fyzikalniho hlediska interpretovat tak, ze hustota tepelného
toku q vedeného z mista o vyssi teploté do mista o nizsi teploté je pfimo imérna

teplotnimu gradientu

a ma vidi nému opaéné znaménko. Symboly i, J, kv zapisu pro gradient teploty
oznacuji jednotkové smérové vektory vzajemné kolmych os soustavy kartézskych
soufadnic. Umérnost ve vztahu uréuje termofyzikdln{ vlastnost ldtky nazyvana sou-
¢initel tepelné vodivosti A\. Hodnota tohoto soucinitele je obecné zavisla na teploté

a v pfipadé nehomogennich latek je rovnéz funkci polohy ve zkoumaném télese. 3]

1.1.2 Diferencialni rovnice vedeni tepla

V ramci védeckovyzkumné ¢innosti v oblasti techniky a pfirodnich véd se casto Tesi
ulohy, jejichz feseni vyzaduje aplikaci vyznamného matematického aparatu, ktery
umoznuje popsat casovy vyvoj teplotniho pole ve zkoumaném télese. Pro tcely mo-
delovani vyvoje teploty uvnitt tuhého télesa slouzi diferencialni rovnice vedeni tepla,

znama rovnéz pod pojmen rovnice tepelné difuze. V pripadé feseni jednorozmeérné
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ulohy nestacionarniho vedeni tepla, kdy lze za zkoumané téleso zvolit napriklad
tenkou ty¢ nebo rovinnou sténu, je diferencialni rovnice tvaru

or o (. oT
= <)\£> +Q, (1.2)

Pt ~ o
kde T' = T(z,t) je hledana skaldrni funkce, kterd popisuje teplotu v télese v bodé
se soufadnici z a Case t a ¢len @ = Q(T'(z,t)) oznacuje vnitini zdroje tepla, které
lze povazovat za teplotné zavislé. Hustota p, mérna tepelna kapacita ¢ a soucinitel
tepelné vodivosti A vystupujici v rovnici predstavuji materidlové vlastnosti, které
charakterizuji dané téleso.

Obsah navazujicich kapitol bude velmi 1tizce spojen s vypoctem teplotniho pole pro
pripad dvourozmérné tlohy nestacionarniho vedeni tepla. Diferencidlni rovnice ve

dvou prostorovych proménnych (z,y) je pak tvaru

oT o (. .0T o (.0T

Pro uplnost prehledu teorie o modelovani dynamiky vedeni tepla v kartézském sou-
rfadném systému se nabizi uvést rovnici pro obecny ptipad nestaciondrniho vedeni

tepla v trirozmérném télese:

oT o (.0T o (.0T o (.0T
w5 = e ) o (V) 2 ) @ L

Symboly x,y, z maji obvykly vyznam tii kartézskych souradnic v prostoru. Rovnice
vedeni tepla se fadi mezi tzv. rovnice matematické fyziky a z hlediska teorie diferen-

cialnich rovnic se jedna o parcialni diferencialni rovnici druhého tadu parabolického
typu. [4], [5]

1.1.3 Pocatecni a okrajové podminky

Pti Teseni ulohy nestacionarniho vedeni tepla v tuhém télese se kromé rovnice dale
uplatnuje také tzv. pocateéni podminka. Ta umoznuje popsat situaci v c¢asovém
okamziku tg, ve kterém uvazovany model zacind prenos tepla popisovat. Pro jedno-

rozmérnou ulohu vedeni tepla se pocatecni podminka predepisuje ve tvaru
T(x>t0) = TO(‘I)> T € (a> b)> (15)

tedy vyjadiuje rozlozeni teploty v télese v poc¢atetnim case tq, pricemz funkce Ty(x)
je zndma. Dvojice hodnot (a,b) predstavuje interval vymezujici oblast v prostoru,
na které jednorozmérné vedeni tepla modelujeme; naptiklad pro tenkou tyc se v
ucebnich textech obvykle povazuji body a,b za levy a pravy konec tyce.

Situaci na hranici uvazované prostorové domény z pohledu zkoumaného fyzikalniho
jevu popisuji tzv. okrajové podminky. V nasledujicich odstavcich budou prehledové
uvedeny jejich tri zakladni typy, pricemz prislusné formulace podminek budou od-

povidat popisu situace pro jednorozmérnou tlohu v pravém krajnim bodé b.
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1. Dirichletova podminka predepisuje teplotu v krajnim bodé b:
T(b,t) = Ty(t), t > to, (1.6)

kde Ty(t) je zndma funkce popisujici ¢asovy vyvoj teploty v krajnim bodé b.
2. Neumannova podminka predepisuje hustotu tepelného toku v krajnim bodeé b:
oT

S =g), >t (L.7)

kde ¢g(t) je dana funkce. Specidlni pripad g(t) = 0 odpovida popisu tepelné
izolovaného konce b. Nékdy se pro ucely explicitniho vyjadieni hustoty tepel-
ného toku ¢ uvadi podminka také ve tvaru, ktery primo vychazi ze zapisu pro
Fouriertuv zakon:

oT

A (b =qbt). >t (1.8)

3. Newtonova podminka (nékdy také oznacovand jako Robinova podminka) pred-
stavuje kombinaci Dirichletovy a Neumannovy podminky, nebot zahrnuje in-
formaci o teploté i hustoté tepelného toku v krajnim bodé b. Jeji zapis je tvaru

oT

A (bt) = h(T(b1) ~Th().  t>to. (1.9)

Podle predpisu Newtonovy podminky zavisi hustota tepelného toku v bodé b
na rozdilu teploty télesa T' v tomto bodé a dané teploty okolniho prostiedi T},
v blizkosti krajniho bodu b. Koeficient h vystupujici na pravé strané predpisu
se nazyva soucinitel prestupu tepla. Tento typ podminky se v tlohach vedeni
tepla vyuziva zejména v pripadé, kdy okolo povrchu zkoumaného télesa proudi
tekutina, kterd jej ochlazuje nebo zahtiva. [4], [5]
Rovnice vedeni tepla spolu s poc¢atecni podminkou a prislusnymi okrajovymi pod-
minkami predstavuje zdklad pro formulaci tilohy vedeni tepla. Obsah kapitoly 2 se
vénuje numerickym pristuptim pii feSeni pifimé tlohy nestacionarniho vedeni tepla
v tuhych télesech, ktera spociva v nalezeni vyvoje teplotniho pole na dané caso-
prostorové doméné. V pripadé, ze nékteré vstupni idaje ilohy nejsou zndmé (napr.
materidlové vlastnosti télesa, popis hranice zkoumané prostorové oblasti nebo data
vystupujici v okrajovych podminkéch), hovoii se o tzv. inverznich tlohach vedeni

tepla. Zakladni princip a metody Teseni tohoto typu tloh shrnuje kapitola 3.

1.2 Proudéni

Dalsim zptsobem pfenosu tepla je proudéni. Z hlediska povahy procesu lze déle
rozliSovat proudéni ptrirozené, nucené a kombinované. Proudéni miize probihat pouze
v kapalinach a plynech. S timto zptsobem prenosu tepla se lze bézné setkat ve

vyrobnich procesech z oblasti hutnictvi, napriklad pii sprchovém chlazeni ocelovych
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produktii. Chladici kapalina se zde dostava do kontaktu s horkym povrchem oceli
a diky teplotnim rozdiliim tak v blizkosti tohoto kontaktu dochazi k pfenosu tepla

proudénim. Fyzikélni jev popisuje Newtontv ochlazovaci zakon
q=h{Ts — Ty), (1.10)

kde symbol h méa vyznam soucinitele prestupu tepla, ktery na pravé strané vztahu
vystupuje v souc¢inu s rozdilem teploty povrchu obtékaného télesa T a tzv. teploty
volného proudu T, kterda ve vztahu c¢iselné vyjadiuje teplotu okolni tekutiny v

dostatecné vzdalenosti od povrchu. [6]

1.3 Zareni

Prenos tepla zarenim lze charakterizovat jako fyzialni jev, pri kterém téleso do pro-
storu emituje energii ve formé elektromagnetického zareni. Ze své podstaty tak pro-
ces tepelné vymeény nemusi byt nutné zprostiedkovan latkovym prostiedim, tedy
narozdil od vedeni a proudéni muze probihat i ve vakuu. V pripadé, Ze je prenos
realizovan prevazné infracervenym zarenim, oznacuje se tento fyzikalni jev pojmem
salani. Vztah pro vypocet hustoty zarivého toku sedého télesa E popisuje Stefanuv -
Boltzmanntv zakon

E = eagT?, (1.11)

kde € € (0,1) oznacuje emisivitu nedokonalého zéfice, o9 = 5,6697 - 1073 W/m?-K*
je Stefanova - Boltzmannova konstanta a 7" ma vyznam absolutni teploty povrchu
télesa [3]. Stejné jako v pripadé proudéni je rovnéz prenos tepla zafenim v procesech

vyroby a zpracovani oceli pti vysokych teplotach nezanedbatelny.

19



2 NUMERICKE RESENI PRIME ULOHY
VEDENI TEPLA

Pri hledani reseni ptimé tilohy vedeni tepla v tuhych télesech lze vyuzit dva zakladni
piistupy. Resen{ tlohy nalezené pii pouziti analytickych metod je pfesné, tedy na-
lezend funkce teploty vyhovuje rovnici, poc¢atecni podmince i zadanym okrajovym
podminkam. Vyuziti analytického pristupu vsak obvykle vyzaduje jednoduchy popis
geometrie a materidlového slozeni daného télesa a rovnéz je mozné pouze pro vy-
brané tvary okrajovych podminek [7]. Mezi analytické metody Teseni tlohy vedeni
tepla se radi napiiklad Duhameltv princip, metoda Greenovy funkce, metoda La-
placeovy transformace nebo Fourierova metoda [4], [8].

V aplikacni sfére se lze castéji setkat s vyuzitim numerického pristupu. Pro vypocet
numerického feseni se obvykle vyuziva vypocetni technika a narozdil od analytického
feSeni jsou hodnoty teplotniho pole urceny pouze v diskrétnich bodech ¢asoprosto-
rové domény. Presnost numerickych metod pak lze testovat naptiklad pravé pomoci
znamych analytickych feseni pro modelové tlohy.

V dalsich odstavcich této kapitoly budou uvedeny nékteré numerické metody, které

se v praxi uplatnuji pri feseni primych tloh vedeni tepla.

2.1 Metoda konec¢nych diferenci

Princip metody konecnych diferenci spociva v pokryti uvazované casoprostorové
domény siti uzlovych bodt a nahrazeni parcidlnich derivaci vystupujicich v zadani
tlohy prislusnymi diferenénimi kvocienty. Podle kombinace tvari zvolenych diferenc-
nich kvocientl se pak rozeznavaji tzv. numerickd schémata, kterd umoznuji formou
rovnosti vyjadrit dynamiku pozorovaného déje v diskrétnim tvaru pro kazdy uzlovy
bod diskretizace. Pomoci téchto rovnosti pak lze vypocitat numerické feseni tlohy,
které je dano hodnotami teploty v uzlovych bodech pro konkrétni ¢asovy okamzik.
V zavislosti na numerickém schématu diskretizace miize vypocet téchto hodnot pro-
bihat budto podle explicitniho predpisu, anebo jako feseni tilohy o nalezeni vektoru
neznamych pro soustavu linearnich rovnic.

Metoda koneénych diferenci je velmi vhodna pro feSeni tuloh, jejichz geometricky
popis prostorové domény vyuziva rovnobéznosti ¢asti hranice s osami kartézského
soufadného systému. Vyznacuje-li se prostorova doména nepravidelnymi tvary, je

pro Teseni takovych tloh vhodnéjsi zvolit nékterou z jinych numerickych metod [10].

2.2 Metoda konecnych objemi

Prestoze se s praktickym vyuzitim metody konecnych objemu lze setkat zejména v

oblasti vypoctové dynamiky tekutin, své uplatnéni metoda naléza i v pripadé fe-
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seni 1loh nestacionarniho vedeni tepla. Princip této metody je zaloZzen na aplikaci
integralni formy energetické bilanc¢ni rovnice na jednotlivé subdomény pokryvajici
uvazovanou oblast, které se oznacuji jako konecné objemy. Pro uvazovany i-ty ko-
necny objem V; a tfirozmérnou ulohu vedeni tepla lze bilan¢ni rovnici s pomoci

Gaussovy - Ostrogradského véty zapsat ve tvaru

// pc—dV # (WT)dAﬁéﬂQdVi, (2.1)

kde A; = dV; je uzaviend plocha vymezujici hranici konecného objemu V;, symbol n
oznacuje pole norméalovych vektoru plochy A; a VT reprezentuje operator gradientu.
Oznaceni p, c, A a @) maji obvykly vyznam veli¢in, jejichz role v ilohach vedeni tepla
byla vysvétlena v rdmci kapitoly 1.

Pouziti metody konec¢nych objemu je vhodné pro reseni tloh vedeni tepla na domé-
nach nepravidelnych tvart. Koneéné objemy pak jsou v pripadé dvourozmérné tlohy
reprezentovany naptiklad trojihelniky nebo konvexnimi ¢tyfuhelniky a hovorime o

metodé konecnych objemu pro nestrukturované sité. [7], [9]

2.3 Metoda konec¢nych prvki

S metodou konec¢nych prvki se lze pro svou univerzalnost a schopnost reseni tiloh
vyzadujicich slozity popis sledovaného fyzikalniho jevu setkat v oblasti pevnostnich
vypocti, simulaci proudéni tekutin i modelovani vedeni tepla. Pii formulaci tlohy

metody konecnych prvki se obvykle vyuziva jeden ze t¥i zakladnich pristupt:

1. Primy pristup

Piimy pristup byva v praxi uplatnovan predevsim v tlohéch analyzy staticky neu-
c¢itych konstrukei a v u¢ebnich textech statiky se ¢asto uvadi pod oznacenim defor-
mac¢ni metoda (anglicky direct stiffness method). Pro tcely feseni uloh vedeni tepla

nebyva pouziti pristupu obvyklé. [10]

2. Variacni pristup

Variac¢ni pristup spociva v reformulaci zadané ilohy na problém hledani stacionar-
nich bodu funkce stavovych proménnych, ktera se nazyva funkcional. Matematicky
zapis funkcionalu je pak sestaven na zakladé tzv. varia¢niho principu, jehoz znéni se
lisi v zévislosti na TeSené tloze.

Ve své publikaci formuloval Gurtin [11] variaéni princip pro tlohu nestacionarniho
vedeni tepla s Dirichletovou okrajovou podminkou. V pripadé feseni praktickych
uloh, které mohou soucasné zahrnovat rizné typy okrajovych podminek a slozity
popis zkoumaného télesa, jsou vsak moznosti vyuziti tohoto pristupu znacné ome-

zeneé.
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3. Metoda vazenych rezidui

Metoda vazenych rezidui obecné oznacuje pristup vhodny pro feseni takovych tloh,
které pro tucely popisu modelovaného jevu vyuzivaji aparat diferencialnich rovnic.
V odbornych publikacich, které se zabyvaji problematikou vedeni tepla, byva pri-
stup uplatnén pii odvozeni diskrétniho tvaru ptimych tloh vedeni tepla. Z hlediska
vyuziti specialni volby tzv. vahové funkce se pak v uvedené oblasti vyzkumu me-
toda vazenych rezidui bézné uvadi pod ndzvem metoda kontrolnich objemu (anglicky

control volume method).

2.4 Metoda kontrolnich objemii

Vyuziti metody kontrolnich objemt bude v dalsich odstavcich nazorné predstaveno
pri prevodu tlohy nestacionarniho vedeni tepla do diskrétniho tvaru, ktery vede na
feseni soustav linedrnich rovnic. Zvlastni pozornost je tomuto pTistupu vénovana
zejména z divodu jeho vazby na praktickou c¢ast diplomové prace, v ramci niz jsou
poznatky o odvozeni podle metody kontrolnich objemt vyuzivany.

Zékladni myslenka metody kontrolnich objemt vychéazi z rozdéleni uvazované do-
mény na neprekryvajici se podoblasti, které se oznacuji jako kontrolni objemy. Pri
urcovani hranic kontrolnich objemi se vyzaduje, aby kazda z téchto podoblasti obsa-
hovala ve svém vnitiku pravé jeden uzlovy bod prostorové diskretizace, ve kterém se
hledaji hodnoty numerického feseni tlohy [12]. Princip metody bude dale podrobnéji

vysvétlen na pripadu jednorozmeérné tlohy nestacionarniho vedeni tepla.

2.4.1 Jednorozmérna uloha

Pti reformulaci 1D tlohy se vychéazi z rovnice

8T o (.0T
pear %< - >+Q (2.2)

Diskretizace prostorové domény zahrnuje vymezeni polohy uzlovych bodu a stano-
veni hranic kontrolnich objemt. Pro i¢ely srozumitelnosti dalsiho vykladu uvazujme
jednotnou velikost kontrolnich objemu, kterou oznacime Axz. Na obrazku 2.1 je zna-
zornén kontrolni objem pro bod P a zobrazeny jsou rovnéz prislusné sousedni uzlové
body, pricemz W oznacuje sousedni bod pro zapadni smér (z anglického west) a E
oznacuje bod pro vychodni smér (z anglického east). Malymi pismeny w, e jsou pak
vyznaceny stény kontrolniho objemu, které se nachazi mezi prislusnymi uzlovymi
body. Vzdélenost dvou sousednich bodu W a P je oznacena symbolem (dz),,, ana-
logicky je pro vzdélenost bodu P a E pouzito oznaceni (6x)e.

V dalsim kroku feseni tlohy se zabyvame energetickou bilanci pro uvazovany kont-

rolni objem. P¥i integraci rovnice (2.2) pres kontrolni objem dostavame

oT 0
pc ; de_/ B <)\—>dx+/ Qdz, (2.3)
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Obr. 2.1: Kontrolni objem s prilehlymi uzlovymi body. [12]

kde materidlové vlastnosti p, c budeme v dalsim vykladu uvazovat jako konstantni.
Pro tcely casové diskretizace volime ¢asovy krok At. Po integraci rovnice (2.3) pres

¢asovy prirustek At lze tak energetickou bilanci kontrolniho objemu zapsat ve tvaru

t+At 8T t+At 8 8T t+At e
pc/w /t e dtdz = /t / Ep <)\£>dx dt + /t /w Qdxdt. (2.4)

V této fazi reformulace tlohy je potieba zahrnout do vztahu (2.4) ¢tyti predpoklady,
které se tykaji modelovani teplotniho profilu na uvazované casoprostorové doméné:
1. Pri diskretizaci ¢lenu 07'/0z je uvazovan po ¢astech linedarni teplotni profil.

Pro tento ¢len na pravé strané rovnice (2.4) tak plati

t+AL t+At AN(Te —Tp) MNo(Tp —Ty)
/ / ax( )d‘““ / [ e w0

kde A\, oznacuje hodnotu soucinitele tepelné vodivosti, ktera je vyhodnocena

na casti hranice kontrolniho objemu oddélujici uzlové body P a E. Analogicky
lze odvodit vyznam pro symbol A\, ve vztahu ke dvojici uzlovych bodi P a
Ww.

2. Pro vyjadreni clenu 97/0t se predpokladd, ze teplota T je v ramci kontrolniho
objemu konstantni a je urc¢ena pravé hodnotou v piislusném uzlovém bodé. Pro

levou stranu rovnice (2.4) tedy dostavame

t+At 8T
pc/ / —dt dr = pcAx(ThH — TP), (2.6)

pficem? T oznacuje zndmou hodnotu teploty v uzlovém bodé P v ¢ase t a T
je hledana neznamé hodnota popisujici teplotu v témze bodé v case t + At.
3. Zavislost ¢lenu vnitinich zdroji @ = Q(7T(x,t)) na teploté je linearizovana. Pro
reprezentaci zdrojového ¢lene v kontrolnim objemu obklopujicim bod z = P
uvazujeme predpis
QT(P,1)) = Qc + QpTp, (2.7)

kde Q¢ vyjadiuje absolutni ¢len linearni funkce a (Qp je nekladny linearni koefi-
cient. Predpoklada se pritom, Ze teplota T je v ramci uvazovaného kontrolniho

objemu konstantni a je urcena hodnotou v prislusném uzlovém bodé.
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4. Predpoklad na pribéh teploty v uzlovém bodé Tp mezi ¢asovymi okamziky ¢

a t + At je popsan pomoci vztahu

t+At
[ mea= gm0 pomia 0.9

kde f,, € (0,1) je vahovy faktor.
Pti uplatnéni predpokladu (2.5), (2.6) a (2.7) tedy z rovnosti (2.4) dostavame

t+At . .
pCA{L’(T]% . T](;) _ /t [Ae(j(—?x)eTP) . AW(?gx)wTW)]dt_*—

e (2.9)
+ / (QcA(II + QPTPA(L’) dt,
t
a pri vyuziti predpokladu (2.8) lze tento vztah déle formulovat jako
Az MN(TE=TL)  No(TH —T)
= Tl _TO = f, e\t F prP; 7w\~ Pp w A Tl
pCAt( P P) f [ (527)3 ((5:B)w +QP Tip +
A(Tp —Tp)  M(Tp —Tyy) o, (2.10)
1 — fu — AzT
+ ( f)l 00, o). + QpAzTR |+

+ Qch

Po dalsich tpravach dostdvdme pTedpis pro vypocet uzlové teploty Tp v Casovém
okamziku t + At:

apTh = apfuTh + (1 — f)T2] + aw[fuTh + (1 — fu) T+

2.11
+ [a(I]D — (1= fu)ag — (1= fu)aw + (1 — fw)QPAx]Tlg + QcAxz, ( )
kde
_ Ae
“E Gr).
— )\’Ll)
aw = m>
o _ PcAx
ap = AL

aPZfaE—!—faW—fAiBQP—i—a?a.

Postup dalsiho vypoctu se odviji od nastaveni hodnoty pro vahovy faktor f,. Pri

volbé f,, = 0 prechazi rovnost (2.11) do tvaru
apTh = apTp + aw Ty + (a% — ag — aw + QpAx)TH + QcAx (2.12)

a dostdvame tak explicitn{ schéma pro vyjadieni hledané hodnoty Th. V praxi se
vsak explicitni schéma pfi vypoctech bézné nepouziva, a to z divodu omezeni, které
se klade na velikost ¢asového kroku At. Podminka stability je pro ptripad vedeni tepla
v télese homogenniho materialu a velikosti kontrolnich objemt Az = (6x), = (0)
tvaru

pc(Ax)?

A .
b<—3
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Pii volbé f,, = 0,5 vede rovnost (2.11) na Crankovo- Nicolsonovo schéma. Prestoze
se v ucebnich textech schéma obvykle uvadi jako bezpodminecné stabilni, mohou v
praktickych vypoctech nastat situace, ze ziskand Teseni vykazuji kmitavy charakter
a z fyzikalniho hlediska je lze oznacit za nerealistickd [12].

Jedina volba vahového faktoru, ktera pri bezpodminecné stabilité zarucuje nalezeni
fyzikalné mozného teseni, je f,, = 1. Hovorime pak o implicitnim schématu, pro

které rovnost (2.11) prechézi do tvaru
apTh = apTh + aw Ty + a%Tp + QcAw. (2.13)

Narozdil od explicitnitho schématu zde vSak neni vypocet hodnoty T} zcela pri-
mocary, nebot na pravé strané rovnosti vystupuji hodnoty T4, T}, pro teploty v
sousednich uzlech, které maji v uvedeném vztahu rovnéz roli neznamych. Pokud je
vSak rovnost (2.13) formulovana pro vsech n uzlovych bodu 1D diskretizacni sité a
soucasné je pro tyto body provedeno vhodné ocislovani, vede tiloha na reseni sou-
stavy linedrnich rovnic (déle jen zkrdcené SLR)

AT = b, (2.14)

ve které symbol T = (T}, T;,...,T}) oznacuje vektor neznamych pro teploty v pri-
slusnych uzlovych bodech. Vzhledem k charakteru metody kontrolnich objemt a
tvaru rovnosti (2.13) je patrné, ze sestavend matice soustavy A pro 1D tlohu nesta-
cionarniho vedeni tepla se vyznacuje tridiagonalni strukturou. Nékteré dalsi uzitecné
vlastnosti matice A, které lze uplatnit pro tcely efektivniho feseni odvozenych SLR,
budou popsany v zavérecné casti této kapitoly.

Pro uplnost vykladu k metodé kontrolnich objemt pro 1D tlohu vedeni tepla lze
doplnit, Ze v odvozené SLR jsou rovnéz zahrnuty okrajové podminky nékterého ze
tr1 znamych typu vysvétlenych v kapitole 1. Pro levy konec prostorové domény jsou
okrajové podminky zohlednény v rdmci prvni slozky vektoru b na pravé strané sou-

stavy, v pripadé pravého konce jsou pak zastoupeny v n-té slozce tohoto vektoru.

2.4.2 Dvourozmérna uloha

Pokud lze doménu uvazovaného télesa popsat pomoci dvojice kartézskych souradnic

x,vy, vychazi metoda kontrolnich objemti z diferencidlni rovnice

or o (. 9T\ 0 (. 0T
= [ \Z= — (= . 2.1
"ot 8x<>\8x>+8y<)\8y>+Q (2.15)

Kontrolni objemy maji obdélnikovy tvar a pokryvaji dvourozmérnou sit uzlovych
bodii. Na obrazku 2.2 je ilustra¢né znédzornén kontrolni objem pro uzlovy bod P.
Narozdil od 1D dlohy je nutné kromé sousednich bodi W a E uvazovat rovnéz
sousedni uzel N (z anglického north) lezici nad bodem P a uzel S (z anglického

south), ktery se nachazi bezprosttedné pod uzlovym bodem P. Stény kontrolniho
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objemu, které se nachazeji mezi uzlovym bodem P a pfislusnymi sousednimi uzly,
oznaCime pismeny w, n, e, s. Velikost obdélnikového kontrolniho objemu v z-ovém

sméru znacime symbolem Ax a v y-ovém sméru pouzivame oznaceni Ay.

| Kontrolni objem |

O O o)

xr

Obr. 2.2: Kontrolni objem pro tlohu s dvéma prostorovymi proménnymi. [12]

Pti odvozeni diskrétniho tvaru tlohy se postupuje analogicky jako u 1D tlohy. Jedi-
nou odlisnosti je nutnost zohlednit rozmér stén kontrolnich objemt pti popisu tepel-
nych toki, které probihaji mezi dvéma sousednimi kontrolnimi objemy. Pro kontrolni
objem, ktery obklopuje libovolné zvoleny vnitini uzlovy bod P, vede uplatnéni im-

plicitniho schématu na rovnost
apTh = apTh + awTy + anyTy + asTs + abTh + Qc Az Ay. (2.16)

Pro jednotlivé koeficienty, které v rovnosti (2.16) vystupuji, plati nasledujici vztahy:

Ae Ay
= Gw),
Aw Ay
aw = m,
Az
NGy
s Az
9 (0y)s ’
L pcAz Ay
p= INE

ap:aE+aW+aN+a5—QpAa:Ay+a%.
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Pti formulaci rovnosti (2.16) pro kazdy z uzlovych bodi 2D diskretiza¢ni sité a
vhodném ocislovani uzlovych bodu vede odvozeni podobné jako u 1D tlohy na fe-
seni SLR, kterou lze obecné zapsat ve tvaru AT = b. Jsou-li uzlové body rozmistény
v n, sloupcich a n, fadcich obdélnikové diskretizacni sité, pak pocet neznamych od-
vozené SLR je roven ngn,.

Z rovnosti (2.16) vyplyva, ze vektor b vystupujici v odvozené SLR ve svych slozkéach
ziejmé zahrnuje cleny a%TH+ Q¢ Ax Ay. Kromé toho vak tento vektor zohledniuje i
veli¢iny, které vystupuji v okrajovych podminkéach resené tlohy. Poznatky o odvozeni
¢lent pro jednotlivé typy okrajovych podminek a jejich implementace v sestavenych
SLR jsou vysvétleny v publikaci [12]. Z hlediska tematického zaméteni diplomové
prace je vhodné poznamenat, ze tvar vektoru pravé strany nemé v praxi vliv na
vybér algoritmu pro efektivni feseni odvozenych SLR. V dalsim textu se tedy prace
konkrétnim tvarem vektoru b nebude zabyvat.

V dalsim textu bude pozornost vénovana nékterym zajimavym poznatktim o struk-
ture matice A vystupujici v SLR tvaru AT = b. Vyklad se vztahuje k odvozeni
soustavy pro 1D i 2D tlohu.

2.4.3 Vybrané charakteristické vlastnosti matice A

Matice soustavy A pro diskretizované tlohy nestacionarniho vedeni tepla je ¢tver-
cova a vyznacuje se fadou uziteénych vlastnosti, kterych lze pro tucely efektivniho
feseni odvozenych soustav tvaru AT = b vyuzit. BlizSimu vysvétleni ¢ty velmi

dilezitych vlastnosti se vénuji nasledujici odstavce.

Ridkost matice A

Prevazna vétsina prvkl matice soustavy A je rovna nule. V disledku toho je vhodné
zabyvat se moznostmi efektivni implementace numerickych vypocti, které s feSenim
prislusnych SLR souviseji. Prostor ke zvyseni efektivity vypoc¢t nabizi zejména
moznost usporné reprezentace matice A v paméti pocitace pomoci nékterého z tzv.
fidkych formatt pro ukladani matic. V minulosti byla navic programatory vyvinuta
fada knihoven, které v ramci numerickych vypocétt umoznuji efektivni provadéni

operaci s Fidkymi maticemi.

Pravidelnost schématu ridkosti matice A

Kromé své ridkosti se matice A se navic vyznacuje pravidelnym schématem ridkosti
(anglicky sparsity pattern). Konkrétné plati, ze odvozeni SLR pro 1D tlohu vedeni
tepla vede na konstrukci matice A s t¥idiagonalni strukturou. V pripadé 2D tlohy
vedeni tepla se pak nenulové prvky diky subdoménovému pristupu znazornénému na
obrazku 2.2 nachazeji pouze podél péti diagonal matice soustavy. Na obrazku 2.3.a)
je ilustracné znazornéno schéma tidkosti ttidiagonalni matice. Obrazek 2.3.b) pak v

podobném smyslu zachycuje schéma ridkosti pro pétidiagonalni matici.
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Obr. 2.3: Schéma tidkosti pro a) tfidiagonalni matici, b) pétidiagonalni matici
Symetrie matice A

Oznacime-li prvek matice A nachazejici se v i-tém radku a j-tém sloupci symbolem

a;j, pak pro symetrickou matici A fadu n plati
aij = Aj; pro vsechna 7,5 = 1,2,...,n.

Platnost této vlastnosti matice A lze snadno dokéazat pro pripad 1D i 2D tlohy ve-
deni tepla. V dalsich odstavcich bude diikaz vlastnosti symetrie matice A proveden

v souvislosti s odvozenim pro 2D tlohu.

Diikaz symetrie matice soustavy A pro SLR ve 2D 4loze vedeni tepla

Dikaz plyne z odvozeni matice soustavy podle metody kontrolnich objemt a po-
uzitého pétibodového schématu znazornéného na obrazku 2.2. Z podstaty metody
kontrolnich objemu a principu odvozeni energetické bilance tvaru (2.16) vyplyva,
ze kazdy z mimodiagondlnich prvki matice A slouzi pro ucely ¢iselného vyjadieni
tepla, jehoz prenos probiha mezi dvéma riznymi kontrolnimi objemy.

Necht I a J jsou dva rizné pevné zvolené uzlové body ve 2D diskretizacni siti. Déle
necht a;; je prvek matice A, ktery v rovnici pro uzlovy bod I ¢iselné charakterizuje
prenos tepla mezi kontrolnimi objemy ptislusici uzlim I a J. Necht symbol a;; ma
tentyz vyznam v rovnici pro uzlovy bod J. Pak podle volby dvojice uzlovych bodi
I a J mohou nastat tyto dva ptipady:

1. Kontrolni objemy obklopujici uzlové body I a J nemaji spolecnou stenu.
Jelikoz energetickd bilance tvaru (2.16) pro kontrolni objem prislusny uzlovému
bodu [ zahrnuje pouze ¢leny charakterizujici uzlovy bod pro tento kontrolni
objem a takové sousedni subdomény, které s uzlovym bodem I sdileji sténu,
dostavame a;; = 0. Analogicky v rovnici ziskané z energetické bilance pro
uzlovy bod J dostavame, ze z podstaty metody kontrolnich objemt nutné pro
prislusny ¢len ay; plyne, ze ay; = 0. Celkové tedy ar; = ayj.

2. Kontrolni objemy obklopujici uzlové body I a J maji spolecnou sténu.

V takovém pripadé je sdilenou c¢asti hranice tsecka, jejiz délku oznacime sym-

bolem A;;. Hodnotu soucinitele tepelné vodivosti na této tsec¢ce oznacime jako
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Ary. Vzédjemnou vzdalenost téchto sousednich uzli reprezentuje oznaceni d;;.
Pak z vykladu metody kontrolnich objemi po prerovnani energetické bilance

tvaru (2.16) pro uzlovy bod I plyne

ArgAry

2.17
5 (2.17)

ary = —

Je-li vsak energeticka bilance sepsana pro kontrolni objem obklopujici uzlovy
bod J, plati vyjadieni (2.17) rovnéz pro koeficient aj; vystupujici v této ener-
getické bilanci. Vskutku, z pravé strany predpisu (2.17) je patrné, ze veli¢iny
A7y, A1y a d7y se nevztahuji ke konkrétnimu kontrolnimu objemu, nybrz cha-
rakterizuji budto spolec¢nou ¢ast hranice, anebo popisuji vzajemné postaveni
sousednich uzlovych bodi I a J. Plati tedy opét a;; = ay; a jelikoz byly uzlové
body I a J zvoleny libovolné, je tak vlastnost symetrie matice A pro SLR ve

2D tloze vedeni tepla dokazana.

Pozitivni definitnost matice A

Podle definice se redlnd ¢tvercovad matice A nazyva pozitivné definitni, jestlize
' Az >0 pro vSechny nenulové vektory .

Pozitivni definitnost matice A lze spolu s vlastnosti symetrie uplatnit zejména pri
volbé algoritmu umoznujiciho efektivni reseni SLR tvaru AT = b pro 2D tlohu
vedeni tepla. Této problematice se detailnéji vénuje kapitola 4. S ohledem na otazku
feSitelnosti 1loh navic plati, Ze pro SLR se symetrickou a pozitivné definitni matici

soustavy vzdy existuje FeSeni, které je urceno jednoznacné [13].
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3 INVERZNI ULOHY VEDENI TEPLA

S inverznimi tilohami se lze setkat v Siroké skale odvétvi aplikovaného vyzkumu, mezi
které se fadi dynamika tekutin [14], robotika [15], biomedicina [16] a mnoho dalsich.
V oblasti termokinetiky se feseni inverznich tloh vyuziva pro tcely odhadu hodnot
neznamych fyzikalnich veli¢in na povrchu zkoumaného télesa nebo pro stanoveni
jeho materialovych vlasnosti [6].

V ramci této kapitoly jsou uvedeny zakladni poznatky z teorie inverznich tloh a
jsou predstaveny vybrané metody, které se pri feseni inverznich tloh vedeni tepla v

praxi bézné vyuzivaji.

3.1 TUvod do problematiky inverznich tloh

Z hlediska zakladni podstaty zkoumaného problému lze v mnoha oblastech vypo-
¢tového modelovani rozlisovat pojmy piimé a inverzni ulohy. Souslovi priméa tloha
obecné oznacuje takovy typ problému, kdy se pri feseni postupuje od priciny k du-
sledku. V pripadé ptimé tlohy vedeni tepla zahrnuje pri¢ina popis poc¢atec¢niho stavu
fyzikalniho systému, formulaci okrajovych podminek a znalosti o dynamice zkouma-
ného vedeni tepla. Sledovanym dtsledkem jsou pak vysledna teplotni pole v télese.
Pri urcéovani okrajovych podminek v technické praxi se vsak lze ¢asto setkat s kom-
plikacemi, nebof ptimé méreni fyzikalnich veli¢in na povrchu télesa byva mnohdy
znacné obtizné. V takovych pripadech se v ramci experiment provadi méreni tep-
loty v nékolika bodech uvniti télesa. Uloha, jejimz cilem je odhadnout hodnoty
fyzikalnich veli¢in vystupujicich v okrajovych podminkach, se nazyva inverzni tiloha
vedeni tepla. Vypocet prislusnych odhadu je pak zalozen pravé na vyuziti casového
pribéhu teplot, ktery byl zaznamenan v koneéném poc¢tu bodu uvnitr télesa. [1]
Podle formalni klasifikace matematickych tloh se inverzni ilohy fadi mezi tzv. ma-
tematicky nekorektni tlohy. Pro takovou tiidu tloh plati, Ze u nich nelze obecné
zarucit existenci a jednoznacnost Teseni. Inverzni ilohy se rovnéz vyznacuji svou
citlivosti na chyby a Sum v mérenych vstupnich datech - tiloha se pak oznacuje jako
Spatné podminéna, nebo také jako numericky nestabilni. V pripadé, ze se hodnoty
nékteré z materidlovych vlastnosti zkoumaného télesa méni v zavislosti na teploté,
stava se inverzni tloha vedeni tepla nelinearni a v disledku toho vyvstavaji navic
problémy souvisejici s obtiznou fesitelnosti [6].

Z divodu rozsahu prace se dalsi text vénuje vyhradné linedrni inverzni tloze, jejiz
formulace vyzaduje, aby materidlové vlastnosti zkoumaného télesa byly nezavislé na
teploté. Rovnéz se dale predpoklada, ze c¢asovy prubéh teplot je naméren pouze v

jednom bodé pod povrchem télesa.
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Zakladni inverzni uloha vedeni tepla

Navazujici kapitoly se vénuji metodam Teseni inverzni ulohy, jejichz principy bu-
dou vysvétleny na zakladni inverzni tiloze vedeni tepla. Tu 1ze formulovat napriklad
pro fyzikalni systém zahrnujici testovaci desku dané tloustky, kterd je predehrata
na znamou pocatecni teplotu a nasledné chlazena ostiikem. Spodni strana desky je
tepelné izolovana a ve znamé hloubce pod chlazenym povrchem je umistén termocla-
nek meérici casovy priitbéh teplot. Schematicky je model uvazované sestavy znazornén
na obrazku 3.1.

Vodni paprsek

L e elaee [

Obr. 3.1: Modelova sestava pro zékladni inverzni tlohu vedeni tepla. [6]

Matematicka formulace vstupt zakladni inverzni tlohy vedeni tepla je tvaru

pcaa—j; = % <)\g—§>, (3.1)

T(z,0) =To(x), (3.2)
oT

o » =0, (3.3)

kde To(x) je zndma funkce popisujici teplotni pole v ¢ase t = 0 a L oznacuje tloustku
desky. Podminka (3.4) vyjadiuje, Ze hodnoty teploty v bodé x1, ktery vyjadiuje po-
lohu umisténi termoclanku od chlazeného povrchu desky, jsou v urceny v diskrétnich
casovych okamzicich ¢; prisluSnymi naméfrenymi teplotami Y;. V ramci uvazované
zakladni tlohy jsou vSechny materidlové vlastnosti, délkové parametry i hodnoty
konecné posloupnosti dvojic (t;,Y;) povazovany za znamé.

Cilem tulohy pak je vypocitat hustotu tepelného toku na chlazeném povrchu v ¢aso-
vych okamzicich t;, tedy hledame hodnoty

qlti) = =X ox

(3.5)

=0
V souvislosti s principem feseni inverznich tloh je nutno poznamenat, Ze vypocitané

hodnoty ¢(¢;) maji pouze charakter odhadi pro ¢iselné vyjadieni hustoty tepelného
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toku. Nedilnou soucasti vyvoje metod pro feSeni inverznich tloh vedeni tepla by
proto meélo byt dikladné vyhodnoceni vypocitanych vysledkt z hlediska posouzeni

kvality ziskanych odhadt.

3.2 Metody pro reseni inverznich tloh vedeni tepla

V praktickych tlohach se pro tucely feseni inverznich tloh vedeni tepla bézné vyu-
zivaji pristupy, které se v odborné literature fadi mezi tzv. metody odhadu funkce
(anglicky function specification methods). V ramci téchto metod se vyuziva funkéni
forma casového prubéhu hustoty tepelného toku ¢(t). Je-li pii feseni inverzni tlohy
funkce modelujici prubéh hustoty tepelného toku nalezena najednou, oznacuje se
pristup jako tzv. celodoménova metoda. V pripadé tzv. sekvenéni metody jsou nao-
pak odhady urceny postupné od pocatecniho ¢asu pro kazdy ¢asovy krok. Oba tyto
piistupy, které v druhé poloviné minulého stoleti vyvinul a ve své publikaci [17]

popsal J.V.Beck, budou v nasledujicich odstavcich blize vysvétleny.

3.2.1 Celodoménova metoda

Pti urcovani odhadu hustoty tepelného toku je dilezité, aby pouzita metoda pro vy-
pocet okrajovych podminek dokazala modelovat pripadné prudké zmény v ¢asovém
prubéhu sledované fyzikalni veliciny. V nékterych praktickych aplikacich mohou tyto
zmény vykazovat az charakter skokové nespojitosti [6]. Pro takové pripady lze pro
ucely Teseni dané inverzni tlohy vedeni tepla vyuzit celodoménovou metodu, jejiz
myslenka vychazi ze zavedeni ekvidistantniho déleni zkoumaného ¢asového intervalu
(0,t,) na n dilka délky At a funkce ¢(t) je na kazdém ze vzniklych dilki nahrazena
konstantni hodnotou. Pro ucely aproximace na M-tém dilku (ty;_1,%y) se v praxi
obvykle pouziva uréend funkéni hodnotou hustoty tepelného toku v casovém oka-
mziku ¢y, 1 = (ta—1 + tar)/2. Piislusnd hodnota odhadu hustoty tepelného toku
na M-tém dilku se pak znaci symbolem q,;. Princip aproximace funkéni formy ¢(t)

podle celodoménové metody ilustruje obrazek 3.2.

q(HA

q:

;

~Y

0 tl 1) B ZM»l fM 12 th1 ty

Obr. 3.2: Konstantni aproximace funkéni formy ¢(¢). [6]
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Dalsi postup je zalozen na vyuziti vztaht, které plynou z odvozeni a nasledné nu-
merické aproximace pro tzv. Duhameliv princip. Jedna se o metodu pro TeSeni
linedrnich piimych tloh vedeni tepla, kterda vychézi z principu superpozice (vice lze
nalézt napriklad v [17]). Podle Duhamelova principu plati vztah

T = Xq + 71, (3.6)

kde T = (11,15, ...,T;,), je vektor hodnot pro teploty ptislusné diskrétnim c¢asovym
okamzikum ¢y, ta, ..., t, v misté umisténi senzoru, q = (q1, ¢2, --., ¢, ) oznacuje hledany
vektor hodnot pro zavedenou konstantni aproximaci funkce ¢(t), symbol Ty oznacuje
teplotu pro homogenni pocatecni teplotni rozlozeni v télese a 1 je jednotkovy vektor
délky n. Ctvercova matice X se nazyva matice koeficientt citlivosti (anglicky pulse

sensitivity coefficient matriz) a je tvaru

Ao
Agy Ao
X=| : : (3.7)
Apy—1 Ady—2 ... Ao
A¢n—1 A¢n—2 s AQSn—M s A¢0
pricemz pro prvky matice plati
i A i—J ) 2 ‘7
Xij 8Tz . ¢ J l J (38)

9q; o, i< j.

Z fyzikdlniho hlediska lze koeficienty citlivosti X;; povaZovat za hodnoty, které ¢i-
selné vyjadruji vliv daného impulsu hustoty tepelného toku na teplotu v misté umis-
téni senzoru. Obecné plati, ze teplota T; neni ovlivnéna takovymi impulsy hustoty
tepelného toku, kterym je povrch télesa vystaven v budoucich ¢asovych okamzicich -
v takovych pfipadech jsou pfislusné koeficienty citlivosti X;; nulové. Matice X se
tak vyznacuje dolni trojuhelnikovou strukturou.

S vyuZitim rovnice (3.6) lze nyni pomoci inverzni matice X! vyjadfit explicitni
vztah pro vektor q = (q1, qa, ..., qn), jehoz slozky predstavuji hodnoty pro hledané
odhady hustoty tepelného toku vystupujici ve vztahu (3.5):

q=XYT-1Tp1). (3.9)

Do pravé strany rovnice je vSak potieba za T dosadit vektor Y = (Y1,Y3, ..., Y,) pro
hodnoty teplot naméfenych pomoci senzoru. Zasadni tskali vztahu (3.9) spociva
v numerické nestabilité, kterd vyplyva ze skutecnosti, Ze koeficienty X;; na hlavni
diagonale matice X obvykle nabyvaji velmi malych hodnot a matice X se tak stava
Spatné podminénou. Disledkem toho lze sice inverzni matici X! vypocitat, avsak

ziskané slozky vektoru q nenabyvaji realistickych hodnot. V praxi se problematika
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numerické nestability vypoctu oSettuje vyuzitim techniky regularizace a reformulaci
tlohy do tvaru pro minimalizaci souc¢tu ¢tvercti odchylek namétenych a vypocitanych
hodnot teploty v misté senzoru (vice o vyuziti regularizace v inverznich tlohach
vedeni tepla lze nalézt napriklad v [17]). I pfes moznost vyuziti regularizace je vsak
v soucasné dobé vyuzitelnost celodoménové metody v praxi omezenda, nebof jeji

algoritmus doposud nebyl uzptisoben pro reseni nelinearnich inverznich tloh.

3.2.2 Sekvencéni metoda se stabilizaci

Myslenka zavedeni ekvidistantniho déleni a vyuziti konstantni aproximace funkéni
formy ¢(t) se podobné jako v celodoménové metodé uplatiiuje rovnéz v ramci sek-
venéni metody se stabilizaci. V tomto pripadé vsSak slozky vektoru q nejsou vypodi-
tany najednou jako pfi vyuziti rovnice (3.9), nybrz jednotlivé hodnoty jsou urceny
od prvni slozky postupné krok po kroku [6].

Algoritmus sekvencni metody se stabilizaci pomoci r dopfednych casovych kroku
lze shrnout do ¢tyTt zakladnich fazi, které poskytuji navod pro urc¢eni odhadu hus-
toty tepelného toku ¢y (M = 1,2,...,n — r) aproximujici tuto fyzikdlni veli¢inu na
intervalu (ty_1,tn):

1. Je zvolena funkéni forma pribéhu hustoty tepelného toku ¢(t) pro r dopted-
nych ¢asovych krokl ¢y, tar41,.-es tarer—1. Pomoci Teseni ptimé tlohy vedeni
tepla jsou pro tyto modelované hustoty tepelného toku spocteny prislusné hod-
noty pro teplotu v misté senzoru.

2. Slozky vektoru T pro vypocitané teploty jsou spolu s odpovidajici r-tici na-
méfenych teplot Y dosazeny do predpisu pro funkci S, ktera vyjadiuje soucet
¢tvercta odchylek pro dané dvojice hodnot.

3. S vyuzitim funkce S je ve smyslu metody nejmensich ¢tverct urcéen odhad pro
hustotu tepelného toku g,,.

4. Index pro casovy krok M je navySen o jednicku a cely proces vypoctu se
opakuje, dokud M <n —r.

Vyuziti r doprednych c¢asovych krokt v algoritmu sekvenc¢ni metody predstavuje
nastroj pro stabilizaci Spatné podminéné inverzni tlohy. V praxi se obvykle voli
r > 1, podrobnéji se stanoveni optiméalniho poc¢tu doprednych krokii v souvislosti s
kvalitativnimi vlastnostmi ziskanych odhadi vénuje napiiklad [17].

Funkéni forma ¢(t) pro r doprednych ¢asovych kroku se obvykle voli jako konstantni

na celém ¢asovém useku (tp;_1,t,), tedy pro odpovidajici dilky se predpoklada

qm = dM+1 = qM+2 = - = M +r—1- (3.10)

Zékladni princip modelovani pribéhu hustoty tepelného toku v sekvenéni metodé
je graficky zndzornén na obrazku 3.3 - ten zachycuje jak aproximaci funkce ¢(t) na
casovém tuseku (0,ty;_1) vyuzivajici znamych odhadu ¢, g, ..., qas—1, tak i funkéni

formu pro doptedné casové kroky vychazejici z predpokladu (3.10).
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Obr. 3.3: Konstantni prubéh hustoty tepelného toku v dopfednych krocich. [6]

K vypocétu hodnot pro teploty v misté senzoru T, Thrs1, -, Lpr+r—1 v rdmei prvniho

kroku uvedeného algoritmu lze vyuzit pozménény zapis rovnice (3.6):
T = Xq + T|q-0. (3.11)

Cleny vystupujici v uvedeném vztahu maji vyznam uzptisobeny pro formulaci sek-
venéni metody - matice X je tentokrat radu r, vektory T,q, ’i‘|q:0 jsou délky r a

pro vyjadreni po slozkach plati

Ty
oo | , (3.12)
Trigr—1
qm
a=| " (3.13)
qM+r—1
Ago
X — Afbl Afbo , (3.14)
Apr_y Apr_o ... Agyg
. T|‘]M:0
T)geo = T|qM:?M+1:° . (3.15)
T|QM:‘JM+1:"~:‘1M+T—1:0

Z rovnice (3.11) a vyjadreni (3.12)-(3.15) plyne pro vypocitané teploty v misté

senzoru predpis

TM+i—1 = T|QM=~~~=QM+i_1=0 + ¢iQM> 1= 17 27 s Ty
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kde pro ¢; plati
i1
i =Y Ag;.
j=0

V navazujici fazi algoritmu pro urceni odhadu ¢, je provedeno srovnani hodnot pro
vypocitané (Tar, Tars1s -y Trarer—1) & namétené (Yar, Yari1, ..., Yarer—1) teploty z r
doptednych kroki. Pro tento 1ucel je zavedena funkce S, kterd neshody prislusnych

hodnot vektori T a Y ve smyslu souctu ¢tverct odchylek ¢iselné vyjadiuje:

S=> Yauyict — Trrvic1)? =) Yargiot — T|qM=...=qM+i_1=0 — ¢iqur)®. (3.16)

i=1 i=1

Nésledné je nalezen predpis pro prvni derivaci funkce S podle gy, a vyraz je polozen

roven nule. Vyjadieni pro hledany odhad ¢, je pak tvaru

(YM—H'—l - TM—i—i—l |QM:~~~:‘JM+i—1=0)¢i

5 2
=1

T
i=1

V dalsim postupu je index M navysen o jednicku a uvedeny algoritmus se opakuje.
Pti vyuziti r» dopfednych ¢asovych kroku plati, Ze sekvenéni metoda umoznuje uréit
pro vstupni sekvenci n namérenych teplot pouze hodnoty pro n — r slozek vektoru

q, které predstavuji hledané odhady okrajové podminky ve vztahu (3.5). [6]

Vyuziti primych dloh v sekvenéni metodé

Nedilnou soucasti Beckova sekvencéniho algoritmu je vyuziti matice koeficientti cit-
livosti X, jejiz prvky maji dle predpisu (3.8) vyznam parcidlnich derivaci teploty v
daném case podle vybrané slozky hustoty tepelného toku. V praktickych vypoctech
se vSak parcialni derivace obvykle nahrazuji podilem kone¢nych diferenci

X = 9T ~ M,
94 4, — ¢

kde T;, oznacuje teplotu v misté senzoru v case ¢, kterd je vypocitana v ramci primé
ulohy vedeni tepla, ve které je hustota tepelného toku v ¢asovém okamziku j rovna
hodnoté g;,. Obdobné je proveden i druhy vypocet piimé tlohy vedeni tepla s vy-
uzitim hodnoty gj2 (¢j, # qj,), které nasledné odpovida vypocitana teplota T;,. Z
tohoto poznatku plyne, Ze pro urceni kazdého z koeficientt citlivosti X;;(i > j) se
vyuzivaji dva vypocty primé tulohy. V pripadé sekvencéni metody s r doprednymi
casovymi kroky je matice X Tfadu r a ze struktury matice plyne, Ze uréeni prvki
matice tedy vyzaduje 2r vypoc¢tlu primé tulohy.

Ma-li vektor Y namérenych teplot v misté senzoru n slozek, pak je treba v kazdém
z (n — 1) Gasovych kroki vypoéitat r hodnot vektoru T|qy—o. Pro uréeni kazdé ze
slozek tohoto vektoru se vyuziva reseni jedné primé tlohy vedeni tepla, tedy vypo-

Get hodnot vektoru T|qy—o délky r vyzaduje v kazdém z (n — r) Gasovych okamzki
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nalezeni feseni pro r primych tloh.

V konecném souctu tedy pro sekvencéni metodu s r doprednymi ¢asovymi kroky a n
namérenymi hodnotami plati, Ze jeden vypocet linedrni inverzni tlohy vedeni tepla
s jednim senzorem vyzaduje 2r 4+ (n — r)r vypocti piimé tlohy.

V inverznich dlohach vedeni tepla, které jsou feseny pro praktické aplikace, je vSak
potfeba pro dosazeni co moznda nejvétsi presnosti vypocitanych okrajovych podmi-
nek uvazovat zavislost materidlovych vlastnosti na teploté. V takovém piipadé se
inverzni tloha stava nelinedrni a je-li pro nalezeni jejiho feseni pouzita sekvenéni
metoda, pocet vyuzivanych piimych tloh se znac¢né navysi. Tento poznatek plyne
ze skutecnosti, zZe nelinedrni inverzni tloha vyzaduje vypocet r koeficientt citlivosti
X;; (1 > j) v kazdém z n — r casovych kroku. Pocet fesenych piimych loh pro neli-
nearni inverzni tlohu s jednim senzorem je tak v pripadé pouziti sekvencni metody
roven (n —r)2r + (n —r)r =3r(n —r).

Tabulka 3.1 uvadi srovnani poctu fesenych primych tloh pro linearni i nelinearni
inverzni tlohu, pricemz pocet okamzikil méreni n = 40000 a pocet zvolenych do-
prednych kroki r» = 20 odpovidaji hodnotam, které se bézné pouzivaji pri reseni
inverznich tloh v Laboratofi prenosu tepla a proudéni FSI VUT v Brné. Srovnani
je rovnéz uvedeno pro pripady, kdy v rdmci experimentalniho méreni pro vyzkumné
projekty mohou byt sekvence teplot snimany s pouzitim jednoho, osmi, nebo osm-

nacti senzoru.

Typ inverzni dlohy Linearni Nelinearni
Pocet senzort 1 8 18 1 8 18
Pocet primych tloh | 799640 | 6397120 | 14393520 | 2398800 | 19190400 | 43178400

Tab. 3.1: Srovnani poc¢tu ptimych tloh pro sekvenéni metodu (n = 40000, r = 20).

Z hodnot uvedenych v tabulce 3.1 je zfejmé, Ze vypocetni narocnost inverzni tlohy
je znacné ovlivnéna vysokym poctem primych tloh, jejichz feseni jsou v ramci in-
verzni ulohy vyuzivana. Zabyvame-li se tedy moznostmi urychleni vypoc¢tu inverzni
ulohy, je icelné zamérit se predevsim na snizeni vypocetniho casu, ktery je vénovan
vypoctu primych tloh. Teoretickym poznatkiim o moznostech casové efektivniho

vypoctu primych uloh se dale vénuje kapitola 4.

3.2.3 Neékteré dalsi metody

Kromé celodoménové metody s regularizaci a sekvenéni metody s doprednymi kroky
byly v poslednich letech vyvinuty dalsi pristupy, které umoznuji vypocitat odhady
pro okrajové podminky v tlohéch vedeni tepla. V nésledujicich odstavcich budou

nékteré z nich prehledové uvedeny.
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Sub-doménova metoda

V ramci diplomové prace V. Hribové [6] byla v Laboratofi prenosu tepla a proudéni
vyvinuta tzv. sub-doménova metoda, ktera kombinuje vyhody presnosti celodomé-
nové metody s regularizaci a nizké vypocetni narocnosti sekvencéni metody pro reseni
linearnich inverznich 1loh vedeni tepla. Zakladni myslenka metody spociva ve vy-
uziti tzv. okna, které se postupné pohybuje po casové ose grafu zachycujiciho data
z experimentalniho méteni. Okno vzdy vymezuje c¢asovy interval zahrnujici zvoleny
pocet vzorkl z méteni, pro které je nasledné vypocet okrajovych podminek proveden
s vyuzitim principu celodoménové metody. Podrobnéjsi popis véetné algoritmu sub-
doménové metody a jeji srovnani s celodoménovou a sekvencni metodou lze nalézt

v prislusné diplomové praci.

Metoda sekvené¢ni identifikace

Metoda sekvenc¢ni identifikace byla vyvinuta M. Pohankou z Laboratore prenosu
tepla a proudéni a jeji princip je blize vysvétlen v publikaci [19]. Princip metody
spoc¢iva v predpokladu, ze prubéh odhadované okrajové podminky v ¢ase lze mode-
lovat po ¢astech linearni funkci. S vyuzitim dostupnych namérenych dat z nékolika
budoucich ¢asti je pak v kazdém casovém kroku hledéna takova smérnice prislusného
linearniho spojovatele, ktera ve smyslu metody nejmensich ¢tverci nejlépe vystihuje
ocekavany prubéh teplot. Dilezitou roli pritom podobné jako v Beckovych metodach
maji vypocty primych tloh vedeni tepla, které v pripadé Pohankovy metody posky-
tuji vstupni hodnoty pro tlohu minimalizace souctu ¢tverci odchylek namérenych

a vypocitanych teplot v misté senzoru.

Optimaliza¢ni metody

Je-li studovand inverzni tloha vedeni tepla preformulovand do tvaru optimalizacni
ulohy, 1ze se zabyvat moznostmi vyuziti nékterého z optimalizacnich algoritmi pro
jeji Teseni. Mezi takové optimaliza¢ni metody patii napiiklad genetické algoritmy,
neuronové sité, nebo metoda optimalizace hejnem c¢astic. VSechny tyto pristupy se
fadi mezi moderni vypocetni techniky z oblasti umélé inteligence a jsou-li vyuzity
pri feseni praktickych tloh, vyznacuji se obvykle vysokou vypocetni narocnosti.
Podrobnéji se moznostem vyuziti optimalizacnich metod pro feSeni inverznich tloh

vénuje napiiklad [18].
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4 RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC
V PRIMYCH ULOHACH VEDENI TEPLA

V textu kapitoly 2 byl vysvétlen pristup pro reformulaci tilohy nestacionarniho ve-
deni tepla do diskrétniho tvaru, kdy je ptivodni iiloha s vyuzitim metody kontrolnich
objemu prevedena na problém feSeni soustavy linedrnich rovnic (SLR). Sestavena
matice soustavy se pritom vyznacuje nékolika zajimavymi vlastnostmi, mezi které se
radi jeji ridka struktura, symetrie a pozitivni definitnost. V ramci této kapitoly bu-
dou predstaveny dva efektivni pristupy, které 1ze v souvislosti s feSenim odvozenych
SLR vyuzit. Z hlediska zaméreni praktické c¢asti diplomové prace bude pozornost
vénovana diskretizované tloze nestacionarniho vedeni tepla ve dvou prostorovych
proménnych (ddle zkrdcené oznacované jako 2D tloha).

Prvni ¢ast kapitoly se vénuje metodeé stridavych sméri. Ta spociva v prevodu dané
2D tlohy na problém nékolikanasobného vypoctu reseni 1D tloh vedeni tepla v ho-
rizontalnim a vertikdlnim sméru diskretizované domény. Vzniklé soustavy jsou pak
feSeny pro relativné maly pocet proménnych a matice soustav se vyznacuji tiidia-
gonalni strukturou (viz odvozeni v ¢asti 2.4.1). V této souvislosti budou uvedeny
tri numerické algoritmy, které jsou z hlediska efektivity vypoctu pro feseni SLR s
tridiagonalni matici velmi vyhodné.

Odlisny pristup pro feseni tlohy vedeni tepla spociva v feSeni rozsahlych SLR s
pétidiagonalni matici, které vznikaji pti reformulaci zadané 2D tlohy do diskrét-
niho tvaru (viz odvozeni v ¢asti 2.4.2). V takovém pripadé se nabizi vyuziti metody
sdruzenych gradient, kterd pri feSeni soustav se symetrickou a pozitivné definitni

matici soustavy naléza efektivni uplatnéni.

4.1 ADI - Metoda stridavych smeéru

Vytvareji-li uzlové body diskretizované domény v tloze 2D vedeni tepla strukturova-
nou obdélnikovou sit, 1ze pro ucely vypoctu numerického reseni tilohy vyuzit metodu,
ktera byva v odbornych publikacich oznacovana zkratkou ADI (z anglického alter-
nating direction implicit method). V ¢esky psané literature se pristup obvykle uvadi

pod nazvem metoda stiidavych sméri (bez odkazu na jeji implicitni charakter) [20].

4.1.1 Odvozeni metody

Zakladni myslenka metody stiidavych smérta pri feseni 2D tlohy vedeni tepla vy-
chazi ze strukturovanosti sité uzlovych bodt, ktera umoznuje tcelné rozlisit ho-
rizontalni a vertikalni smér pti popisu rozmisténi uzlovych bodt. Jinymi slovy, pfi
strukturovanosti sité lze polohu kazdého uzlového bodu popsat pomoci indexu fadku
(1 = 1,2,...,m) a sloupce (j = 1,2,...,n), ve kterém se nachézi. Tento poznatek

umoznuje zabyvat se moznosti resit ptivodni 2D tlohu ve smyslu skladani dil¢ich
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feseni 1D tloh vedeni tepla v horizontalnim a vertikalnim sméru. Metoda vsak sou-
casné respektuje 2D charakter tilohy a vychazi tak pri sestavovani bilanc¢nich rovnosti
z pétibodového diskretizacniho schématu.

Obrazek 4.1.a) schematicky znazornuje obdélnikovou sit uzlovych bodu s Cerné vy-
znacenymi uzlovymi body zvoleného i-tého radku, pro ktery lze formulovat 1D tlohu
vedeni tepla. Sedou barvou jsou pak zvyraznény piilehlé uzlové body, které jsou pii
sestavovani rovnic modelujicich vedeni tepla v i-tém fadku zohlednény. Analogicky
obrazek 4.1.b) zachycuje situaci pro 1D tlohu vedeni tepla ve vertikdlnim sméru
pro obecny j-ty sloupec, pricemz v rdmci pétibodového schématu diskretizace jsou

zohlednény uzlové body v sousednich sloupcich s indexy (j — 1) a (j + 1).

O—O0——O——O0——(O0——0O0—0 o—O0—O0—8—O0——C(O——0
O—O—O—O—O0——0O0——0 O—O0——O—8—O0——CO——0O
i+10—O0——O——O——O0——O0——O0 O—O0—O0—0—0O0——C0O——0
i O—0—0—0—0—0—90 O—O0—O0—8—O0—CO——O
i-10—O—O0—O0—O0—O0—0 O—O——O0—8—O0—0O0——0O
O—O—0O0—O0—O0—0O0——0 O—O0—O0—8—O0—CO——0O
O—O0—"CO—"0O—C—C—0 O—O0—"—0C——"8—0C—"—C0——0
J-1j j+l .
a) b)

Obr. 4.1: Metoda stiidavych smért: uskupeni uzlovych bodi pro 1D tlohy vedeni

tepla a) v horizontdlnim sméru, b) ve vertikdlnim sméru. [2]

1. Vedeni tepla v horizontalnim sméru

V nasledujicich odstavcich budeme predpokladat, Ze jednotlivé uzlové body jsou v
rozmistény v m tadcich a n sloupcich obdélnikové sité. V prvni fazi metody stii-
davych sméri se zabyvame tlohami 1D vedeni tepla v horizontalnim sméru. Pro
libovolné zvoleny vnitini uzlovy bod P po diskretizaci tlohy dostavame pro energe-

tickou bilanci vztah
1 1 1
apTi = apT? + awTy + anTy + asTe + a%Tp + Qo Az Ay, (4.1)

kde T é T ]_%, T, é/ vyjadiuji nezndmé teploty v uzlovych bodech P, E a W v ¢asovém
okamziku t + %At. Symboly T, TQ oznacuji zndamé hodnoty pro teplotu v uzlovych
bodech N a S z ¢asového okamziku ¢ a vyznam ostatnich c¢lent je stejny jako v za-
pisu rovnosti (2.16), ktera vyjadiuje odvozenou energetickou bilanci pro 2D ulohu.

P1i formulaci rovnosti (4.1) pro vSechny vnitini uzlové body pevné zvoleného fadku
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a s vyuzitim okrajovych podminek lze nasledné sestavit SLR s tridiagonalni ma-
tici soustavy pro n neznamych. Obdobné lze pri formulaci 1D 1loh vedeni tepla v
horizontdlnim sméru postupovat u ostatnich Fadkd strukturované sité. ReSenim od-
vozenych m SLR s tridiagonalni matici jsou hodnoty Tj které maji vyznam teploty
prislusnych v uzlovych bodech strukturované sité v case t + %At.

2. Vedeni tepla ve vertikdlnim sméru

Ve druhé fazi metody stridavych smért postupujeme analogicky pti odvozeni dis-
krétniho tvaru energetické bilance v uzlovém bodé P pro vedeni tepla ve vertikalnim

smeéru:

1 1 1
apTh = apTE + awTy + anTy + asTs + aBTE + Qo Ax Ay. (4.2)

11 1
Lze si povsimnout, ze vztah (4.2) vyuziva teploty T2, a T2 vypocitané v prvni

fazi metody stifdavych smért pro horizontdlni smér vedeni tepla. Hodnoty T35, T
a Tg pro teplotu v pifslusnych uzlovych bodech v asovém okamziku t + At maji
v uvedené rovnosti vyznam neznamych. Sestaveni diskrétniho tvaru energetické bi-
lance (4.2) pro vSechny vnitini uzly v n sloupcich strukturované sité a implementace
zadanych okrajovych podminek ilohy nasledné vede na reseni n SLR s tiidiagonalni
matici pro m neznamych. Ziskana reSeni soustav pak predstavuji vypocitané hod-
noty T, le pro teplotu v uzlovych bodech diskretizované domény v ¢asovém okamziku
t + At. Nutno poznamenat, ze v praktickych aplikacich Ize s ohledem na povahu
zadané tlohy ménit poradi dvou uvedenych fazi pro reseni iiloh vedeni tepla v hori-

zontalnim a vertikdlnim sméru.

4.1.2 TIteracni charakter metody

V zékladnim algoritmu metody stfidavych sméri pro reseni 2D tloh, ktery poprvé
predstavili Douglas a Rachford ve svém ¢lanku [21] z roku 1956, je nalezenim hod-
not 7T é dokoncen vypocet pro ¢asovy krok t + At. Metoda tak pro vypocet reSeni v
kazdém z Casovych okamziku t + At,t + 2At, t + 3At, ... vyuziva vzdy pouze jednu
iteraci, v rdmci niz jsou nejprve vypocitany mezivysledky ziskané resenim tiidiago-
nalnich soustav v horizontalnim sméru a nasledné je s vyuzitim tloh vedeni tepla ve
vertikalnim sméru nalezeno konec¢né reseni pro dany ¢asovy okamzik.

V pripadé reseni tloh vedeni tepla v heterogennim télese, které sestava ze dvou a
vice latek se vzajemné odlisnou tepelnou vodivosti, se metoda stiidavych sméra v
praxi castéji vyuziva jako itera¢ni metoda. Pro ticely korektniho modelovani sledova-
ného fyzikalniho jevu je tak v kazdém casovém kroku potieba spocitat reseni tilohy
vedeni tepla v horizontdlnim a vertikdlnim sméru nékolikrat po sobé [7].

Pti uplatnéni upravenych rovnosti (4.1) a (4.2) lze iteraéni vypocet v konkrétnim
casovém kroku metody stfidavych sméra popsat s vyuzitim itera¢niho indexu k po-

moci nasledujicitho algoritmu ADI.
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Algoritmus ADI - iteracni vypocet v ramci jednoho ¢asového kroku

for k:=1,2,...do

1. Formulace energetickych bilanci pro tlohy vedeni tepla v horizontalnim sméru:

l,k ng l,k _ _ R
apTp” =agTg” +awly + aNT]{,’k 4 aSTé’k "+ a0 Tp 4+ Qe Az Ay, (4.3)
kde Tp oznacuje teplotu vypocitanou v predchozim casovém kroku pro pri-
slusny uzlovy bod P.
2. Reseni SLR sestavenych z rovnosti (4.3) pro vSechny uzlové body.

3. Formulace energetickych bilanci pro tlohy vedeni tepla ve vertikalnim sméru:
Lk 1k ~
apTp® = agTp” + awTy + anTa* + asTe* +a%Tp + Qe Az Ay.  (4.4)

4. Regeni SLR sestavenych z rovnosti (4.4) pro viechny uzlové body.

5. Kontrola dosazené presnosti:

if||€°] < T., break,

o)

kde

¢itaném ve ¢tvrtém kroku algoritmu pro k-tou iteraci a symbol T, oznacuje

EkH ma vyznam maximéalniho odhadu chyby v teplotnim poli vypo-

stanovenou hodnotu tolerance v jednotkach stupné Celsia.
end

Kontrolni kritérium pro ukonceni iteracniho procesu v daném casovém kroku lze
urcit pomoci rozdilu teplot v uzlovych bodech ve dvou po sobé jdoucich iteracich [7].
Oznaéime-li T* teplotni pole vypoéitané v k-té iteraci vypoctu pro dany casovy
krok a symbolem T*~! oznaéime vypocitané teplotni pole z (k — 1)-té iterace téhoz
casového kroku, pak maximalni odhad chyby lze s vyuzitim oznaceni P pro libovolny

uzlovy bod obvykle stanovit jako

Pri feseni praktickych tiloh nestacionarniho vedeni tepla lze pro tcely urceni kvalit-

ék

= |TF - = max {|TF - T}

o)

néjsiho odhadu chyby vyuzit alternativni ptristup. Ten vychazi z popisu konvergence
iteracniho vypoctu a jeho srovnani s konvergentni geometrickou radou. Zakladni
myslenka urceni odhadu chyby v numerickém vypoctu pak spociva v predpokladu,
7e velikost chyby v hodnoté teploty T% vypocéitané v k-té iteraci daného ¢asového
kroku lze odhadnout pomoci souctu nekonecné geometrické rady. Koncept pritom
vyuziva teoretickych hodnot 75°, které maji vyznam teplot vypocitanych po ne-
konecném poctu iteraci [7]. Na obrazku 4.2 je graficky znazornén princip urceni
odhadu chyby 5_1’% v uzlovém bodé P pro k-tou iteraci vypoctu v ramci jednoho ca-

sového kroku.
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Obr. 4.2: Vizualizace odhadu chyby &% v iteraénim vypoctu algoritmu ADI. [7]

Pro odhad chyby &% pak v souvislosti s nalezenfm souctu konvergentni geometrické
rady plati

ATE AT

k—1 k) k-1 k)2
(ATP /ATP) (ATE Y /ATE)

=G+ G+ =

4.5
. A Z AT) (4:5)
(ATp /AT};) = (ATE! /ATk) (AT};—l JATE) =1
pricemz ¢leny ATE a ATE ™! jsou uréeny nésledovné:
ATk _ Tk—l Tk ATk_l _ |T£_2 — 4P |
p=1Tp" —Tpl, P = W .

Urc¢eni maximalniho odhadu chyby ||& g

pro k-tou iteraci vypoctu nasledné spociva
_ 00
v nalezeni nejvétsi hodnoty &5 vypoéitané pro vechny uzlové body P diskretizované

4.1.3 Numerické metody pro reseni SLR s tridiagonalni

domény [7]:
—k

§

= max {5_]'3} . (4.6)

o)

matici

V dalsich odstavcich budou predstaveny tii numerické metody, které 1ze vyuzit pro
ucely teseni SLR v krocich 2 a 4 iteracniho algoritmu ADI. Konkrétné se budeme
zabyvat fesenim SLR! tvaru Ax = d pro n nezndmych s tiidiagonalni matici sou-

stavy A. Tuto matici soustavy budeme s vyuzitim vektoru prvni poddiagonaly a,

'Pro vektor nezndmych v piislusnjch SLR je v nasledujicim textu pouZito obecné oznaceni
x = (1,22, ..., T ) bez vazby na jeho fyzikdln{ vyznam. Vektor pravé strany je z divodu ustdleného
znaceni v odborné literatufe oznacen symbolem d.

43



vektoru hlavni diagondly b a vektoru prvni naddiagonély ¢ uvazovat ve tvaru

bl C1
a9 bg Co 0
as bg C3
A=
0 Cpn—1

a, by,

Thomasuv algoritmus

Thomasuv algoritmus (v odborné literatute rovnéz oznac¢ovan zkratkou TDMA z an-
glického tridiagonal matriz algorithm) predstavuje standardni pristup pro reseni SLR
s tifidiagonalni matici. Metoda puvodné vychazi ze standardni Gaussovy eliminacni
metody (zkracené GEM). Diky vyhodné strukture matice A vyzaduje Thomastv
algoritmus pouze O(n) operaci a ve srovnani s asymptotickou sloZitosti O(n?®) pro
algoritmus GEM se tedy jeho pouziti jevi jako velmi efektivni. [29]

Algoritmus TDMA sestava ze dvou fazi, které se oznacuji jako doprednd eliminace
a zpétny chod. V ramci dopredné eliminace jsou nejprve eliminovany prvky prvni

poddiagondly matice A a prislusné jsou upraveny prvky vektoru pravé strany d:

/ C1 / Ci

= — = , =2,3,....,n—1 4.7
1 bl’ & bi_cg_lai’ ? Yy y ) ( )
dq d; —d._,a;
dy=—, di=-"—""" i=23 _.,n—-1. 4.8
1 b1> 7 bi_cg_lai’ ? Yy y ( )

Ve druhé fazi algoritmu je nasledné formou zpétného chodu proveden vypocet prvki

vektoru neznamych x:
r,=d,, xi=d —dczy i=n—1n-2,.,1 (4.9)

Z uvedenych predpist (4.7)-(4.9) pro kroky algoritmu TDMA si lze povsimnout,
ze metoda se ze své podstaty vyznacuje sekvencnim charakterem. Tato vyznamna
vlastnost je spjata jak s obéma kroky doptfedné eliminace (vypocet ¢; a d; vyuziva
diive vypocitané hodnoty ¢;_; a d;_1) tak i s fazi zpétného chodu (vypocet z; vyu-
zivd zndmou hodnotu x;,1) [29].

Tento poznatek o charakteru algoritmu TDMA je klicovy z hlediska casové efek-
tivity vypoctu pri feseni prislusnych SLR v praktickych aplikacich. Pozadavky na
vysoky pocet uzlovych bodl diskretizované domény maji za piimy dusledek zvy-
seni poctu neznamych vystupujicich v fesenych SLR. Sekvencni charakter algoritmu
TDMA pak pri vypoctu muze predstavovat zasadni omezeni metody. V nasledujicich
podkapitolach budou uvedeny dvé metody, které narozdil od sekvencéniho algoritmu

TDMA umoznuji vyuziti paralelizace vypoctu.

44



Cyklicka redukce

Metodu cyklické redukce (zkrdcené CR z anglického cyclic reduction) ve svém clanku
z roku 1965 poprvé predstavil Hockney [30]. V souvislosti s rapidnim vyvojem gra-
fickych procesoru (dale jen GPU z anglického graphics processing unit) naléza me-
toda pro svij paralelni charakter v praktickych vypoctech vyznamné uplatnéni. Z
hlediska teorie vypoctni narocnosti se algoritmus CR vyznacuje asymptotickou slo-
zitosti O(logy n) [29].
Algoritmus CR sestava podobné jako algoritmus TDMA ze dvou fazi, které se ozna-
cuji jako dopredna redukce a zpétny chod. V ramci dopredné redukce je nejprve pocet
neznamych dané SLR v kazdém kroku snizovan na polovinu, pricemz tak dochézi k
postupnému zmensovani velikosti ptivodni soustavy. Myslenka konkrétné spociva v
konstrukei linearnich kombinaci tii po sobé jdoucich rovnic s indexy ¢ — 1,7, 4 1,
které nasledné vedou na takovou soustavu rovnic, v niz vystupuji pouze rovnice se
sudou hodnotou indexu ¢. Je-li -t4 rovnice soustavy v k-tém kroku doptedné redukce
tvaru

afa:i_l + bfxi + cfa:iﬂ = df, (4.10)
pak lze pro tuto rovnici vypoéitat piislusné koeficienty af™!, oFF1 51 ab+1 které
urcéuji tvar rovnice v nasledujicim kroku k 4 1. Hodnoty koeficienti jsou pritom

urceny nasledujicimi vztahy:

k+1 _ k k+1 _ 1k k k
a; = —a;i_q b, b7 =00 — ¢ b — agy b,
k+1 __ k k+1 __ gk k k
k k
a; G
el - bk ) 62 - bk .
i—1 i+1

V kazdém dalsim kroku se pak s vyuzitim indexu ¢ provede nové ocislovani rovnic
a proces prepocitavani koeficient dle vztaht (4.10) a (4.11) pro rovnice se sudym
indexem ¢ se opakuje. Faze dopredné redukce je ukoncena tehdy, kdyz postupna
eliminace rovnic v koneéném dtisledku vede na tilohu reseni SLR o dvou neznamych.
Nalezené teseni této redukované soustavy pak poskytuje vstup pro fazi zpétného
chodu, ktera realizuje postupné dopocitani poloviny poctu takovych neznamych,
které byly v ramci dopfedné redukce v prislusnych krocich eliminovany. S vyuzitim
hodnot z; 1 a x; 1 vypocitanych v nékterém z predeslych kroki zpétného chodu je
pak vypocet neznamé z; urcen vztahem

k+1 E+1
a; Ti—1 —C T4

k+1 ’
bi

R
€T; =

(4.12)

kde horni index k£ + 1 oznacuje krok dopredné redukce, ve kterém byly prislusné
koeficienty vypocitany [29]. Na obrazku 4.3 je zndzornéno schéma algoritmu CR pro
vypocet Teseni SLR pro osm neznamych.

V souvislosti s uvedenym popisem algoritmu CR si lze v prilozeném schématu po-

vsimnout, ze pri praktické implementaci faze dopredné redukce je potreba zvlast
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Krok 1: SniZzeni poctu rovnic soustavy
v ramci dopfedné redukce
z osmi na Ctyfi

Krok 2: SniZeni po¢tu rovnic soustavy
v ramci doptedné redukce
ze Ctyt na dvé

Krok 3: Vyfeseni soustavy dvou rovnic
o dvou neznamych Xs, Xs

Krok 4: Vypodet neznamych x., x5
v ramci zpétného chodu

Krok 5: Vypocet zbyvajicich neznamych
X1,X3,X5, X7 vV rdmci zpétného chodu

zohlednit konstrukeci linearni kombinace pro posledni rovnici soustavy. Modifikaci
ziejmé vyzaduje rovnéz vypocet neznamé x; v poslednim kroku zpétného chodu. [29]
Koncept paralelizace vypocti lze v algoritmu CR uplatnit jak ve fazi dopredné re-
dukce tak pri vypoctu nezndmych ve zpétném chodu. Ze vztahu (4.10) a (4.11) si
Ize povsimnout, Ze vypocet koeficientt a¥ ™!, bf 1 A @bt (K =0,1,2,...,log, n) lze
vzhledem k nezavislosti vysledki jednotlivych linedrnich kombinaci realizovat para-

lelné. Podobny poznatek plyne ze vztahu (4.12) rovnéz pro vypocet neznamych x;.

Paralelni cyklicka redukce

Algoritmus paralelni cyklické redukce (zkracené PCR z anglického parallel cyclic
reduction) vychazi z hlediska uplatnéni paralelizace vypocti z podobné myslenky
jako algoritmus CR. Hodnoty vsech neznamych pro ptuvodni zadanou soustavu jsou
vsak v pripadé algoritmu PCR vypocitany bezprostiedné po ukonceni faze dopredné
redukce, bez nutnosti vyuziti faze zpétného chodu. Algoritmus PCR se vyznacuje
asymptotickou slozitosti O(log, n). [29]

Zékladni princip metody spoc¢iva v postupném prevodu ptivodni rozsahlé SLR na
velky pocet soustav o malém poctu neznamych. S vyuzitim vztaht (4.10) a (4.11)
pro fazi dopredné redukce algoritmu CR jsou pro zadanou soustavu n rovnic nejprve
zkonstruovany dvé soustavy o n/2 neznamych, nasledné je kazda z téchto dvou
soustav déle prevedena na dvé mensi soustavy o n/4 nezndmych a podobné jsou
velikosti nové zkonstruovanych soustav redukovany i v dalsich krocich. Faze dopredné
redukce tak v log,n krocich postupné vede na feseni n soustav o jediné rovnici
pro jednu neznamou, jejichz vypocet v konetném disledku piimo dava hodnoty
neznamych x; (i = 1,2,...,n) puvodni SLR. Na obrazku 4.4 je myslenka algoritmu
PCR schematicky znédzornéna pro postup pri feseni SLR o osmi neznamych.
Podobné jako v pripadé algoritmu CR lze koncept paralelizace vyuzit pti konstrukei
redukovanych soustav v ramci vztahi (4.10) a (4.11). Diky vzajemné nezavislosti
soustav lze paralelizaci vypoc¢tu rovnéz vyuzit pri feseni n soustav o jediné rovnici

ziskanych v poslednim kroku dopredné redukce. [29]
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Obr. 4.4: Schéma algoritmu PCR pro SLR pro osm neznémych. [29]

4.2 Metoda sdruzenych gradientii

Metoda sdruzenych gradientt (anglicky conjugate gradient method) se fadi mezi
vyznamné itera¢ni metody pro feseni SLR tvaru? Az = b se symetrickou a pozitivné
definitni matici soustavy A. Ve svém ¢lanku z roku 1952 metodu poprvé predstavili
Magnus R. Hestenes a Eduard Stiefel [22].

4.2.1 Odvozeni metody

Koncept metody sdruzenych gradienti byl ptivodné vyvinut v 1izké souvislosti s
fesenim minimaliza¢nich problémt z oblasti nelinearni optimalizace. V dalsich od-
stavcich bude nejprve vysvétlena souvislost mezi tilohou na feseni SLR a problé-
mem hledani lokalnich extrému kvadratické formy. Nasledné bude na principu tzv.
metody nejvétsiho spadu predstaven iterac¢ni proces, ktery spoc¢iva v konstrukei po-
sloupnosti pribliznych feSeni {x},>1 dané tlohy. V ndvaznosti na popis zasadnich
nevyhod metody nejvétsiho spadu bude konecné uveden algoritmus metody sdruze-

nych gradientti.
1. Uloha minimalizace kvadratické formy
Necht f(x): R" — R je kvadratickd funkce n redlnych proménnych tvaru
1
flx) = EmTAw —blz +c, (4.13)

kde A je symetrickd a pozitivné definitni ¢tvercova matice radu n, symbol b oznacuje

vektor délky n a ¢ € R je redlny skalar. Zabyvame-li se ilohou hledani extrémt redlné

2Pouziti jednotlivych symbolt v soustavé Ax = b respektuje ustdlené oznaceni, které se v
souvislosti s metodou sdruzenych gradientti bézné vyuziva v odborné literatufte.
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kvadratické formy f(x), pak pro gradient V f(x) z predpisu (4.13) dostavame
Vf(x)= %A% + %Am —b. (4.14)
Matice A je navic symetricka, z ¢ehoz plyne
Vf(x)=Ax—b (4.15)
a z nutné podminky existence lokalntho extrému pak dostavame
Vf(x)=Axz —b =0, (4.16)

kde 0 je nulovy vektor délky n. Z uvedeného postupu tedy plyne, Ze presné reseni x*
dané SLR tvaru Ax = b je rovnéz staciondrnim bodem kvadratické formy (4.13).
Diky pozitivni definitnosti matice A lze vSak navic ukazat, ze * je jedinym stacio-

narnim bodem dané kvadratické formy a urcuje jeji globalni minimum. [23], [24]

2. Metoda nejvétsiho spadu

Uvedme nékolik dalsich souvislosti mezi iteracnim procesem hledani feseni SLR
Az = b a tlohou na hledani globalnitho minima kvadratické formy v R". Reziduum
r, = b — Axy pro k-tou iteraci vypoctu umoznuje posoudit kvalitu k-tého pribliz-
ného feseni x; ve smyslu vyjadreni polohy vektoru Ax; vici vektoru b. Pro zvolenou
kladnou konstantu €, se tak v praxi bézné vyuziva podminka tvaru ||ry|| < €, pro
ukonceni iteracniho vypoctu, je-li nalezeno dostatecné presné reseni tlohy.

Ve vztahu ke kvadratické formé (4.13) lze navic ukazat, ze rp = —V f(xy). Vek-
tor rezidua tedy soucasné oznacuje smér nejvétsiho spadu pro dany bod x;. Pri
hledani globalnitho minima kvadratické formy (4.13) tedy na vstupu algoritmu zvo-
lime pocéateéni odhad feseni xy a v kazdém k-tém iteracnim kroku (k =0, 1,2,...)
konstruujeme priblizna feseni xj,; praveé pri vyuziti vektort ry vyjadiujicich smér

nejvetsiho spadu. Je-li predpis pro nalezeni priblizného feSeni oy, tvaru
Tp+1 = T + T, (417)

hovotfime o algoritmu pro tzv. metodu nejvétsiho spadu [23]. Parametr o € R
vystupujici ve vztahu (4.17) pfitom urcuje optimalni velikost kroku z x; ve sméru
prohledavani prostoru, ktery je urcéeny vektorem rp. Da se ukéazat, ze vzorec pro

vypocet hodnoty «;, je tvaru

T
F r Ary’ (4.18)
pricemz jeho odvozeni spociva ve vyuziti ortogonality vektort rezidui:
r;, v = 0. (4.19)

Formalni odvozeni této vlastnosti vektort rezidui je podrobnéji popséno v [23].

Hlavni nevyhoda metody nejvétsiho spadu spociva v jeji pomalé konvergenci pri
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feSeni takovych tloh, které se vyznacuji velkym ¢islem podminénosti matice A. Ite-
racni vypocet se pak projevuje tzv. cik-cak efektem, ktery ma za dusledek, ze pocet
kroku potiebny k dosazeni prijatelné presného reseni je netinosné velky. Obrazek 4.5
na piikladu minimaliza¢ni tlohy v R? ndzorné ilustruje pomalou konvergenci metody
nejvétsiho spadu zptsobenou cik-cak efektem. [23]

Obr. 4.5: Vizualizace cik-cak efektu u metody nejvétsiho spadu v R?. [23]

3. Metoda sdruzenych gradienta

Pro urychleni konvergence iteracni metody je s ohledem na poznatky o metodé nej-
vétsiho spadu ucelné zabyvat se otazkou, jak 1ze vhodéji zvolit vektory urcujici sméry
prohledavani. Predevsim je zadouci, aby pocet kroki vykonanych pri procesu hle-
déni presného reseni tlohy * € R" byl co nejmensi, tedy nejvyse roven n.[23]
Metoda sdruzenych gradientt, ktera z principti odvozeni metody nejvétsiho spadu
vychazi, vyuziva pro tcely konstrukce vektort urcujicich optimalni sméry prohle-
davani tzv. A-ortogonality vektortu: dva vektory pi a p; jsou podle definice A-
ortogonalni, pokud plati

p; Ap; = 0. (4.20)
Pti vyuziti poznatku (4.19) o ortogonalité vektoru rezidui lze odvodit nésledujici
vyjadien{ pro postupnou konstrukei n vektortt {py }7Zg, které vyjadiujici sméry pro-
hledavani prostoru R™ a jsou vzajemné A-ortogonalni:

Po = To, Pk41 = Try1 + kalm k= 07 17 e — 17 (421)

kde (8, ma vyznam optimalni délky kroku ve sméru vektoru pj. S vyuzitim posloup-
nosti vektortt {py }7Zy a parametru oy, pak konstrukce p¥ibliznych feseni probiha dle
vztahu

x jako vstup, @pi1 = ) + axPk, k=0,1,...n— 1. (4.22)
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Upravou predpisu (4.22) lze dale odvodit vztah pro vypocet vektoru rezidui:
g1 =T — OékApk. (423)

Konec¢né, kombinaci predpisu (4.21), (4.22) a (4.23) lze pomoci tprav s vyuzitim
vztahtiriTe 1 = 0 a pl Apry1 = 0 odvodit vyjadieni pro vypocet hodnot parametrii

ap a O

T
. = N 4.24
Pt Api (4.24)
I'T T
Br =~ (4.25)
kLlk

Posloupnost jednotlivych krokt vypoctu, které vyuziva metoda sdruzenych gradi-
entt pri reseni SLR se symetrickou a pozitivné definitni matici soustavy A, popisuje

nize uvedeny algoritmus CG [25]:

Algoritmus CG (metoda sdruzenych gradienti)

1. Vstup: A, b, xg, €401
2. rg:=b—Axg; po ;=19
3. if ||ro|| < €01, nalezené fesent: xy, exit
4. for k:=0,1,...do
L I'{I‘k
> o P{Apk
6. T4l = T + QpPk
7. Tpi1 = Iy — apApg
8. if [|rg11|| < €101, break
rl T
9. B = 7“% bl
I T
10. Pri1 := Tpy1 + BiPe
11. end

12. Nalezené teseni: a1, exit

V pripadé teoreticky presného provadéni operaci pro algoritmus metody sdruzenych
gradientt plati, Ze proces vypoctu presného reseni &* € R” pro SLR tvaru Az =b
skonci po nejvyse n krocich [25]. Z tohoto divodu byla metoda z pocatku klasifiko-
vana jako prima metoda. PTi pocitacové implementaci algoritmu vsak v ramci vypo-
¢tu dochézi k postupnému hromadéni zaokrouhlovacich chyb; navic z divodu tzv.
jevu zrusen{ platnych cifer (anglicky cancellation error) ztracejl vektory {p}r)
svou vlastnost A-ortogonality. V takovém pripadé pak pocet iteraci pii vypoctu
mitize byt znacné vyssi nez n a o metodé sdruzenych gradientii se proto bézné hovori
jako o metodé iteracni. 23]

Podobné jako v pripadé metody nejvétsiho spadu zavisi rychlost konvergence me-
tody sdruzenych gradientt na ¢isle podminénosti matice A. Pri feSeni SLR, jejichz

matice soustavy se vyznacuje velkym ¢islem podminénosti, mize byt pocet iteraci
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rovnéz pri pouziti algoritmu CG znacné vysoky. V praktickych tilohach se pro ucely

urychleni konvergence obvykle vyuziva technika tzv. predpodminéni.

4.2.2 Predpodminéni

Zékladni myslenka predpodminéni spoc¢iva ve vhodné transformaci dané SLR tvaru
Az = b na obecné jinou soustavu A& = b, jejiz TeSeni &* je oviem stejné jako
feseni x* puvodni soustavy. Hlavnim cilem této transformace je pritom snizit ¢islo
podminénosti matice A a v dlisledku toho docilit urychleni konvergence provadéného
iteracniho vypoctu. [26]

V pripadé feseni SLR se symetrickou a pozitivné definitni matici A je ucelné, aby
transformace soustavy obé tyto vyznamné vlastnosti matice soustavy zachovala. V
ramci predpodminéni se proto vyuziva tzv. oboustranna transformace a tloha tak

vede na reseni SLR tvaru
P'AP Pz =P 'b, (4.26)

kde v souvislosti s pouzitym oznacenim transformované soustavy pomoci symbolu
vinky je A = P'AP T, & = PTx, b = P'b.

Matice M = PP se nazyva predpodminiovaci matice. Zabyvame-li se fesenim trans-
formované SLR (4.26) pomoci metody sdruzenych gradientt, hovorime o metodé
sdruzenych gradientui s predpodminénim (zkracené PCG z anglického preconditio-
ned conjugate gradient method). Prislusny algoritmus PCG lze pomoci vhodnych

uprav odvodit z algoritmu pro metodu sdruzenych gradientu. [25]

Algoritmus PCG (metoda sdruZenych gradienti s predpodminénim)

1. Vstup: A, b, xg, €10
2. rg:=b— Ax,
3. Reseni soustavy Mz, = ro; po = 2o
4. if ||ro|| < €101, nalezené fesent: xy, exit
5. for k:=0,1,...do
. rlz,
O T TAp,
7. T4l = T + QpPk
8. Tpi1 =T, — @z Apg
9. if [|rp11|| < €01, break
10. Regen{ soustavy Mz 1 = ripi
11 g o= T
ryzg
12. Pk+1 = Zk+1 + BkPk
13. end

14. Nalezené feseni: xy,, exit
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Rychlost konvergence iteracniho procesu pri vypoctu reseni predpodminéné SLR
podstatné zavisi na konstrukei a vlastnostech predpodminovaci matice M, tedy pro
danou tlohu je tcelné zabyvat se volbou vhodné predpodminovaci matice. Obecné
lze identifikovat nékolik zakladnich spolecnych rysi, kterymi se bézné pouzivané
predpodminovaci matice vyznacuji [25]:

1. M je pozitivné definitni,

2. M je dobra aproximace A, tedy M~'A ~ I, kde I je jednotkova matice,

3. konstrukce matice M je vypocetné nenaroc¢na,

4. tesSeni soustav Mz, = r; v ramci algoritmu PCG je vypocetné nenarocné.
V dalsim textu budou uvedeny dvé techniky predpodminéni, které vyse uvedené
vlastnosti pro predpodminovaci matici splnuji. V kombinaci s algoritmem metody
sdruzenych gradientt pak tyto pristupy predstavuji nastroj, ktery lze efektivné vy-

uzit v ramci feseni SLR odvozenych pro 2D tlohy nestacionarniho vedeni tepla.

Netiplny Choleského rozklad - algoritmus IC(0)

Pro tcely zohlednéni techniky predpodminéni v pouzivaném oznaceni bude v dalsim
textu predpodminovaci matice sestrojend pomoci algoritmu IC(0) oznacena symbo-

lem Mig(g). Piislusny typ pfedpodminéni uvazuje tuto matici ve tvaru
M) = LL”, (4.27)

kde L je dolni trojihelnikova matice sestrojena pomoci tzv. neiplného Choleského
rozkladu matice soustavy A. Metody pro konstrukci matice L se oznacuji zkratkou
IC (z anglického incomplete Cholesky factorization), v praxi se lze zejména setkat
s vyuzitim algoritmu IC(0) (anglicky nazyvaného incomplete Cholesky factorization
with zero-fill).

Pouziti algoritmu IC(0) v souvislosti s predpodminénim je velmi vhodné pii feSeni
takovych SLR, jejichz matice soustavy A se vyznacuje ridkou strukturou. V takovém
pripadé je z hlediska snizeni pamétové narocnosti vypoctu ucelné pozadovat stej-
nou vlastnost rovnéz po matici L. Princip konstrukce dolni trojihlenikové matice L
pomoci algoritmu IC(0) spociva v jednoduché modifikaci standardniho Choleského
rozkladu: pro vSechny nulové prvky a;; = 0 piivodni matice A klademe pro prvky
matice L na odpovidajicich pozicich ¢;; = 0. Vztahy pro vypocet prvka dolni troj-
thelnikové matice L pak lze podle zakladniho algoritmu IC(0) pro £ = 1,2,...,n

zapsat nasledovné [25]:

b1 1/2
_ 2
Ui = | Qpr — Z Ekj )
Jj=1

1

k-1
— | aj — liili; | pro a; # 0,
Ui = fkk( ; ! J) i=k+1,k+2, ..., n

0 pro a;r = 0,
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Konstrukce predpodmitiovaci matice Mjc () = LL? pomoci algoritmu IC(0) mize
v praxi pro nékteré symetrické a pozitivné definitni matice soustavy A zhavarovat.
Je-li vsak matice A navic ryze diagonalné dominantni nebo ma-li vSechny mimodi-
agonalni prvky nekladné, pak lze odpovidajici predpodminovaci matici s vyuzitim
algoritmu IC(0) sestrojit. [25]

Aproximativni inverze - metoda TNS

Ve svém ¢lanku [27] z roku 1995 predstavili Gustaffson a Lindskog techniku predpod-
minéni, kterd v souvislosti s urychlenim numerického reseni SLR umoznuje efektivni
vyuziti paralelnich vypocti. Odvozeni této metody ptvodné vychazi z tzv. symet-
rické horni relaxace metody predpodminéni (zkracené SSOR z anglického symmetric

successive over-relaxation), kterda uvazuje predpodminovaci matici ve tvaru
—1
Mssor = (w'D+1L) (w'D) (v 'D+LT), (4.28)

kde D = diag(A) je diagonalni matice, jejiz prvky jsou uréeny vztahem dir = ags
(k=1,2,...,n), symbol L oznacuje matici odpovidajici striktné dolni trojihelnikové
¢asti matice A a 0 < w < 2 je relaxac¢ni parametr. V dalsim vykladu se budeme
zabyvat odvozenim pro konkrétni volbu w = 1, kterd dava tzv. symetrickou Gaus-
sovu - Seidelovu metodu predpodminéni (zkrdacené SGS). Predpodminovaci matice
je pak tvaru

Mggs = (D+L)D' (D +L)", (4.29)

piicem? z vyjadien{ (4.29) lze nésledné odvodit vztah pro inverzni matici Mgg:
-T _
Mgl = (I+LD™') D (I+LD) . (4.30)

V dalsim kroku odvozeni se vyuzije moznost vyjadreni matice (I 4 LD_l)_1 ve tvaru
tzv. Neumannovy fady, ktera predstavuje zobecnéni pojmu geometrické rady pro
pripad, kdy ¢leny nekonecné rady predstavuji operatory (v koneénérozmérnych pro-
storech reprezentovany maticemi). S vyuzitim poznatku z funkcionalni analyzy o
spojitych linearnich operatorech v konecnérozmérnych normovanych prostorech lze
odvodit vztah

(1+LD) ' = I (4.31)

k=0

pricemz konvergence nekonecné rady na pravé strané rovnosti je zarucena napriklad
v ptipadé, Ze matice LD™! je ryze diagonalné dominantni [28]. Pro tcely vyuziti
vztahu (4.31) v numerickych vypoctech se v praxi bézné uplatiuje pouze prvnich
s+1 ¢lent nekoneéné rady (s = 0, 1,2,...). Vyjadreni tak obecné vede na aproximaci

matice (I + LD_l)_1 maticovym polynomem stupné s:

(I+LD) ' ~I-LD™'+(LD™)* — ..+ (~1)°(LD)" (4.32)
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Pro béznou volbu s = 2 pak dostavame v kombinaci se vztahem (4.30) nésledujici

vyjadien{ pro inverzni matici Mg, kterd je aproximaci matice Mglq:
~1 -1 —1y2\ T =t 1 —1\2
Mg = (I — LD + (LD™) ) D (I —LD +(LD) ) : (4.33)

Uvedena metoda byva z hlediska principu konstrukee matice Mi\g obvykle klasifiko-
vana do tiidy technik predpodminéni zalozenych na vypocétu aproximativni inverze
(anglicky preconditioning based on approximate inversion). Konkrétné byva metoda
v souvislosti s vyuzitim konecného poctu ¢leni Neumannovy rady v anglické litera-
tufe nazyvana truncated Neumann series preconditioning, zkracené TNS. [27], [28]
S ohledem na uplatnéni predpodminovaci matice v algoritmu PCG si lze povsimnout,
ze explicitni konstrukce matice Mng neni vyzadovana. Znamy predpis pro matici
Mg totiz umoziiuje v krocich 3 a 10 uvedeného algoritmu PCG snadny vypocet
fegeni soustav dle vztahu z, = Miyxsry. Blizsi poznatky o efektivni implementaci
predpodminovace s ohledem na moznost vyuziti paralelizace a dalsi vlastnosti me-
tody TNS lze nalézt v clanku [27].
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5 PROSTREDKY KE ZVYSENI EFEKTIVITY
NUMERICKYCH VYPOCTU

Z hlediska implementace pocitacovych simulaci se v praxi lze zabyvat moznostmi
vyuziti sériového nebo paralelniho pristupti pri provadéni vypocti. V souvislosti s
poznatky o metodé stiidavych smért a metodé sdruzenych gradienti s predpodmi-
nénim budou v nasledujicich podkapitolach vysvétleny techniky, které lze za tce-
lem numerického feseni 1loh vedeni tepla pri uplatnéni sériového nebo paralelniho
pristupu efektivné vyuzit. Zohlednény budou rovnéz charakteristické znaky dvou
riznych typt procesorovych jednotek, kterymi jsou centralni procesorové jednotky
(dale jen zkracené CPU) a grafické akceleratory (déle jen GPU).

5.1 Vyznamné aspekty sériového pristupu

V dalsich odstavcich budou uvedeny obecné poznatky souvisejici s organizaci vypo-
¢t pri vyuziti CPU. Néasledné vyklad shrne vybrané aspekty o moznostech efektivni
implementace metody stridavych sméra a metody sdruzenych gradientt pro sériovy

pristup.

5.1.1 Vyuziti CPU v numerickych vypoctech

Prestoze v soucasné dobé umoznuji CPU provadéni numerickych vypoctt pomoci
4 az 16 soubézné aktivnich vypocetnich vldken [2], v rdmci dalstho vykladu o séri-
ovém pristupu nebude uplatnéni této schopnosti CPU predpokladano. Pristup tak
bude vyhradné reprezentovan realizaci poc¢itacovych simulaci pti vyuziti sekvenéniho

fazeni jednotlivych vypocetnich vldken.

Snizeni ¢asové prodlevy

Vyznamnym charakteristickym rysem CPU je vyznamné zastoupeni tzv. cache pa-
méti, kterd je integrovana na ¢ipu procesoru. Tato rychld paméf umoznuje vyrazné
snizit ¢asovou prodlevu, ktera je jinak zptusobena pristupem na pomalou mimoci-
povou pamét v priubéhu realizovaného vypoctu. V disledku toho nemusi aktivni
vypoctové vlakno dlouho ,cekat® na pozadovana data, coz vede na snizeni vypocet-
niho ¢asu provadéné simulace. Na obrazku 5.1 je zndzornéno schéma pro organizaci
fazeni vypocetnich vlaken CPU a jsou popsany stavy, ve kterych se vlakna v prubéhu

vypoctu mohou nachazet.

Vypocetni viakno
—

EETEE—— Provadéni ari S
Pribah v9noctu rovadéni aritmetickych M opa s
rubéh vypod |:| nebo logickych operaci D Cekani na data

Obr. 5.1: Sekvencni fazeni vypocetnich vlaken na CPU. [31]
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5.1.2 Moznosti pro efektivni vyuziti metody stridavych
smeéri v sériovém pristupu

Vyuziti CPU v souvislosti se sériovym charakterem vypoctu lze v ramci metody
stfidavych smeért uplatnit u prislusného iteracniho algoritmu i v ramci algoritmu

TDMA pro teseni SLR s tridiagonalni matici.

Sériovy pristup v iteracnim algoritmu ADI

Sériovy pristup v algoritmu metody stiidavych smért se vyznacuje sekvencnim po-
stupem pti formulaci diskretizovanych 1D tloh. Ty jsou nasledné feseny postupné
radek po tadku (nebo sloupec po sloupci), pricemz sestavené SLR vzdy vyuzivaji
nejaktualnéjsi hodnoty pro teplotu spocitanou pri feseni tilohy pro predchozi radek
(nebo sloupec). Diky této vlastnosti lze nasledné ocekavat pokles v poctu iteraci
potfebnych k ustaleni vyvoje teplotniho pole v ramci ¢asového kroku. V dusledku
toho pak sériovy pristup rovnéz umoznuje snizit celkovy vypocetni ¢as pro reseni

tlohy.

Vhodnost algoritmu TDMA

Algoritmus TDMA pro feseni SLR s tiidiagonalni matici fadu n se vyznacuje li-
nearni Casovou slozitosti O(n). Konkrétné plati, ze vypocet nezndmych prislusené
soustavy je ukoncen po 2n krocich [29]. Pro tyto vlasnosti se algoritmus TDMA v
ramci sériového pristupu s oblibou vyuziva jako efektivni néastroj pro reseni SLR

prislusného tvaru.

5.1.3 Moznosti pro efektivni vyuziti metody sdruzenych
gradientd v sériovém pristupu

Prostor pro uplatnéni sériového pristupu provadéni vypoc¢tla nabizi v ramci metody
sdruzenych gradientt zejména efektivni implementace algoritmu IC(0) pro dany typ

predpodminéni.

Vhodnost algoritmu IC(0)

Algoritmus IC(0) pro konstrukci pfedpodmiiovaci matice Mic () = LL” se vyzna-
cuje sekvenénim charakterem. Nabizi se tak moznost jeho implementace na CPU.
Pri kombinaci nizkého poctu nenulovych prvka matice soustavy A, vyuziti kom-
presniho forméatu pro ukladani fidkych matic a diky zanedbatelné ¢asové prodleve
prislusného zatizeni umoznuje algoritmus IC(0) zkonstruovat dolni trojihelnikovou

matici L z hlediska ¢asové naroc¢nosti velmi efektivné.
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5.2 Vyznamné aspekty paralelniho pristupu

V ramci vykladu o paralelnim pristupu budou nejprve uvedeny poznatky o architek-
ture prislusného hardwarového vybaveni. Dale budou vysvétleny nékteré vyznamné

vlastnosti numerickych metod, které s paralelizaci vypocti souviseji.

5.2.1 Vyuziti GPU v numerickych vypoctech

Nedilnou soucasti paralelizace vypoctu je vyuziti takovych prostiedki vypocetni
techniky, jejichz architektura je pro tyto 1ucely dobie uzpiisobend. V praxi se v
této souvislosti nejcastéji vyuzivaji GPU akceleratory. V nésledujicich odstavcich
budou shrnuty jejich vyznamné charakteristické rysy z hlediska zptsobu provadéni

numerickych vypocti.

Zakladni poznatky o architekture GPU

7 dtuvodu narokiu na snizeni ¢asové narocnosti vypoctt v oblasti védy a vyzkumu
se v poslednich letech stédle castéji vyuzivaji GPU akceleratory. Vyhodnost jejich
uplatnéni vychazi predevsim z architektury tohoto typu zarizeni. Na obrazku 5.2
je uvedeno schematické zjednoduseni architektury pro CPU a GPU. Lze si povsim-
nout, ze zatimco ¢ip pro CPU sestava z blokti pro cache pamét, ridici jednotku a
relativné nizkého poctu aritmeticko-logickych jednotek (zkracené ALU z anglického

arithmetic logic unit), architektura pro GPU se vyznacuje vysokym poctem ALU

na ukor zastoupeni blokti pro rychlou pamét a fizeni.

Ridici | ALU ” ALU |
jednotka |TU”A_LU|

T

CPU GPU
Obr. 5.2: Schematickd vizualizace architektury CPU a GPU. [31]

Z hlediska funkcionality predstavuje ALU v hardwarovych zafizenich komponentu,
ktera umoznuje provadéni veskerych aritmetickych a logickych operaci. Z vyznam-
ného zastoupeni téchto jednotek na ¢ipech GPU pak plyne potencial pro uplatnéni

tohoto typu zarizeni v rdmci provadéni rozsadhlych numerickych vypocti.
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Paralelizace vypocta a prostredky jejich implementace

Z hlediska ucelného vyuziti vysokého poc¢tu bloku ALU pro GPU akceleratory je
logické vyzadovat, aby tyto elementarni vypocetni jednotky mohly v ramci realizo-
vanych simulaci ,,pracovat® soubézné a provadéné vypocty byly vzajemné nezavislé.
Tento koncept se oznacuje jako paralelizace vypocti.

V souvislosti s implementaci paralelnich vypoc¢tl byly vyvinuty specidlni aplikac¢ni
ramce (anglicky frameworks), které vyuziti GPU pro tyto tcely umoznuji. Mezi né
se fadi zejména multiplatformni standard OpenCL (z anglického Open Computing
Language) a aplikacni rAmec CUDA, ktery byl vyvinut vyhradné pro GPU na plat-
formeé NVidia [32].

Skryvani casové prodlevy

GPU disponuji technikami, které umoznuji efektivni skryvani c¢asové prodlevy vzni-
kajici v ramci pristupti na mimocipovou pamét. Diky podpore stovek aktivnich vy-
pocetnich vldken a zanedbatelnym casovym nakladiim na jejich spravu lze zajistit,
aby jednotlivé vypocetni jednotky byly v pribéhu vypoctu zaneprazdnéné prova-
dénim pozadovanych aritmetickych a logickych operaci. Princip fizeni vypoctl na
vypocetnich jednotkach GPU v souvislosti s prepinanim aktivnich vldken schema-

ticky ilustruje obrazek 5.3.

Provadéni aritmetickych
’Ii ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |:| nebo logickych operaci
T | | |

T ‘ ‘ ‘ I:‘ Cekani na data
3
T:;‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ I:' Stav piipraveni

A -

»
Priib&h vypoétu

Obr. 5.3: Zptsob tazeni aktivnich vypocetnich vldken za tcelem skryvani casové
prodlevy na GPU. [31]

Kromé ¢asové prodlevy, kterd vznika v ramci komunikace mezi paméti a ALU uvnitf
GPU akceleratoru, je v pocitacovych simulacich nutno zohlednit rovnéz vliv neza-
nedbatelné casové narocnosti prenosu dat mezi CPU a GPU. Praktické vypocty
ukazuji, ze tento aspekt ma velmi casto vliv na vyhodnost vyuziti GPU, a para-
lelizace vypoc¢tl pii feSeni mensich tloh pak obecné nemusi byt z hlediska ¢asové

narocnosti prinosna [31] [32].

5.2.2 Moznosti pro efektivni vyuziti metody stridavych
smeért v paralelnim pristupu

Uplatnéni paralelnich vypocti lze u metody stiidavych smért vyuzit jak v ramci

itera¢niho algoritmu metody pti odvozeni prislusnych SLR s tridiagonalni matici
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pro jednotlivé 1D tlohy vedeni tepla, tak rovnéz pri samotném numerickém reseni
téchto soustav.

Nezavislost 1D 1loh vedeni tepla

Publikace [2] vysvétluje pristup, diky kterému lze vhodnou implementaci metody
ADI zajistit, aby jednotlivé tlohy 1D vedeni tepla v horizontalnim a vertikdlnim
sméru byly v ramci jedné iterace vzajemné nezavislé. V takovém pripadé lze s vyuzi-
tim vypocetnich jednotek GPU provadét vypocet feseni jednotlivych SLR soubézné

a v disledku toho snizit ¢asovou naroc¢nost procesu feseni ptvodni tlohy.

Vhodnost algoritmtt CR a PCR

Algoritmy CR a PCR, které byly predstaveny v textu kapitoly 4.1.3, umoznuji kon-
cept paralelizace vyuzit rovnéz na trovni feseni dil¢ich SLR s tiidiagonalni matici.
Vyznacuji-li se feSené soustavy dostatecné vysokym poctem neznamych, pak lze
vypocetni silu GPU celné zuzitkovat ke snizeni ¢asové naroc¢nosti provadénych nu-

merickych simulaci.

5.2.3 Moznosti pro efektivni vyuziti metody sdruzenych

gradientd v paralelnim pristupu

Zakladni podstata akcelerace vypocti v ramci metody sdruzenych gradientt s pred-
podminénim vychézi z paralelizace provadéni jednoduchych aritmetickych operaci.
Paralelni pristup naléza své dulezité uplatnéni zejména u téchto typu operaci:
1. Operace ax+ Py, kde a, 3 jsou realné skalary a symboly @, y oznacuji vektory
(z hlediska IT terminologie je 1ze v obecnéjsim slova smyslu chépat jako linearni
pole),
2. Operace Ax pro soucin ridké matice A a (hustého) vektoru @,
3. Operace Ty pro skaldrni soucin vektort.
Tyto zakladni t¥i typy operaci jsou intenzivné vyuzivany nejen v ramci jednotlivych
iteraci algoritmu metody sdruzenych gradient, ale predstavuji rovnéz prostredky k
realizaci pfedpodminéni pomoc{ aproximativni inverze Miylq [27].
Paralelizaci s vyuzitim GPU lze rovnéz uplatnit pri vypoctu normy rezidua ||ryl|
pri kontrole dosazené presnosti vypoctu v k-tém iteracnim kroku algoritmu metody
sdruzenych gradientti. V praktické c¢asti diplomové prace je v této souvislosti imple-
mentovana maximova norma ||ry||_, jejiz vypocet spo¢iva v nalezeni maximalniho

prvku vektoru ry.
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6 EXPERIMENTALNI MERENI

V Laboratori pienosu tepla a proudéni FSI VUT v Brné (déle jen LPTaP) bylo
provedeno laboratorni méteni, pii kterém byl zkoumén vliv vodniho chlazeni ostii-
kem na predehraty ocelovy segment valcového povrchu. Experiment byl uskutecnén
v ramci aplikovaného vyzkumu v oblasti optimalizace chlazeni pracovnich véalct po-
uzivanych pri valcovani ocelovych produktii za tepla. Ziskané vystupy méreni a na-
vazujicitho vypoctu inverzni tlohy vedeni tepla jsou dale zohlednény v kapitole 7 pri
formulaci modelové piimé tulohy vedeni tepla pro praktickou ¢ast diplomové prace.
Diskretizovany tvar této tlohy je nasledné vyuzit pro tcely pocitacové simulace, tes-

tovani a vzajemného srovnéani efektivity numerickych metod popsanych v kapitole 4.

6.1 Priprava experimentu

Pred uskutecnénim experimentalniho métreni byl obdélnikovy segment nerezové oceli
1.4301 umistén na dutou konstrukci tvaru valce o obvodu 2m. Pouzity ocelovy seg-
ment tak vytvarel ¢ast stény dutého valce, pricemz tloustka této stény byla 25 mm.
Pro ucely vyhodnoceni chladicich ti¢inki vodniho ost¥iku na horkou valcovou plochu
byla dale provedena montaz termoclanki typu K pod povrch zkoumaného ocelového
segmentu. Pro uchyceni termoclankt v této ¢asti stény vélce byla pouzita stfibrna
pajka Ag40. Na obrazku 6.1 je zachycena valcova konstrukce experimentalniho zari-
zeni. Polohu umisténi termoclanki ve valcové sténé vyznacuji kruhové stopy vzniklé

pri montazi laboratornich snimact teploty do stény ocelového segmentu.

aar ‘ Ocelovy segment

|

-~ ) o 0
o ki

iy

Valcova konstrukce

Obr. 6.1: Konstrukce valcového tvaru pro experimentalni méteni.

6.2 Prubéh méreni

V tvodni fazi méreni byl zkoumany ocelovy segment zahiat na teplotu 400 °C. Po do-
sazeni této teploty byla nastavena rychlost otédceni povrchu valcové plochy na 2m/s
a soubézné byly sefizeny parametry vodniho chlazeni. V nasledujici fazi experimentu

byla odstranéna prepazka oddélujici vodni trysky od véalcové konstrukce a pomoci
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teplotnich senzoru ve sténé ocelového segmentu byl s frekvenci 300 Hz sniméan vyvoj
teploty v ¢ase pri probihajicim chlazeni povrchu. Obrazek 6.2 zachycuje pribéh ex-

perimentu ve fazi chlazeni zkoumaného ocelového segmentu.

Obr. 6.2: Priibéh experimentu ve fazi chlazeni ocelového segmentu.

Po ukonceni métreni byly z paméti dataloggeru ziskany namérené hodnoty Y pro
teplotu pod povrchem chlazeného povrchu ocelového segmentu. S vyuzitim technik
vypocti inverznich tloh vedeni tepla byl nasledné vypocitan odhad hodnot q pro ve-
licinu hustoty tepelného toku, pomoci niz lze Gc¢inek vodniho chlazeni v provedeném
experimentu kvantifikovat. Konkrétné byla pro tyto tc¢ely numericky zpracovana sek-
vence teplot z intervalu jedné sekundy po zahajeni procesu chlazeni. Tento casovy
usek soucasné odpovida dobé pro jednu otacku valcové konstrukce okolo své osy.

Obrazek 6.3 zachycuje hodnoty namérenych teplot Y z jednoho vybraného termo-
¢lanku v prubéhu sledovaného intervalu jedné sekundy méreni. Modrou barvou je
pak znazornéna ktivka pro vypocitané odhady hustoty tepelného toku q na chlaze-

ném ocelovém povrchu.

450 q -7

—— Namgiend teplota Y

400 - _6
N\ —— Hustota tepelného toku q

350 4

300 4

250 4

200 A

Teplota [°C]

150 4

[/ A 101 oypupeda) Blo)sny

100 4

50 4

0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 025 030 0.35 040 045 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Cas [s]

Obr. 6.3: Casovy pribéh naméfené teploty a vypocitané hustoty tepelného toku.
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7 MODELOVA ULOHA

V navaznosti na provedeny experiment z kapitoly 6 a vypocet prislusné sekvence
odhadii pro hustotu tepelného toku q byla v LPTaP sestavena formulace pro mo-
delovou ulohu, kterd slouzi pro tucely vyvoje a testovani efektivnich algoritmi pro
numerické feseni primych tuloh vedeni tepla. Schéma geometrie modelu, véetné zna-
zornéni materialové nehomogenity zkoumaného télesa a charakteru okrajovych pod-
minek je uvedeno na obrazku 7.1. Blizsimu vysvétleni jednotlivych aspekti modelu,

které schéma zachycuje, se vénuji nasledujici odstavce.

q = f(t) W/m?
< © ) oE
o o I o o - ~E
0 : : —
021 - N ,' — Oznaceni materialu:
S ' = N 1. stfibrnd pajka Ag40
= T T — : 1 E ~,r 2 V4
E o ~ 3 8 S 2. §tit termoc¢lanku Inconel 600
:;0‘6 i3 4 = 1 3. elektrickd izolace MgO
EEE3 o
0.8 — 4. termoclanek typu K
T T — s 5. nerezova ocel 1.4301
R A 0
25 —
mm q=0W/m?

Obr. 7.1: Schéma vypocetniho 2D modelu pro primou tlohu vedeni tepla.

Zakladni popis modelu

Fyzikélni jev prenosu tepla pii chlazeni ocelového segmentu pii experimentalnim
meéreni lze modelovat pomoci 2D tlohy nestacionarniho vedeni tepla. Princip takové
primé tulohy pak spociva ve vypoctu vyvoje teplotniho pole ve oblasti popsané po-
moci dvou prostorovych souradnic, které z hlediska vazby na provedeny experiment
maji vyznam popisu polohy ve sméru teéném k plose chlazeného povrchu a ve sméru

kolmém k této plose.

Geometrie a materidlovy popis modelu

Geometrie 2D modelu je reprezentovana vytezem ocelového segmentu, ktery z hle-
diska materidlové nehomogenity télesa zohlednuje kromé nerezové oceli 1.4301 rov-
néz vliv pripajeného termoclanku typu K. Celkové tak model pii popisu struktury
chlazeného télesa zahrnuje pét riznych materiall, jejichz seznam je uveden napravo
od schématu 7.1.

Z hlediska tematického zaméreni diplomové prace uvazuje popisovany model tep-

lotni nezavislost materidlovych vlastnosti, pricemz pro vsechny latky byly vyuzity
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hodnoty materidlovych vlastnosti pro pocatecni teplotu 400 °C. Seznam pouzitych

hodnot pro materidlové vlastnosti prislusnych latek je uveden v tabulce 7.1.

.. Hustota | Soucinitel tepelné | Specifické teplo
Material . .
[kg/m?] | vodivosti [W/m-K] [J/keg K]
Stribrna pajka Ag40 8957 111,5 402
Stit termoclanku
8470 20,5 519
Inconel 600

Elektrické izoloace MgO 3150 9,8 1130
Termoclanek typu K 8200 24,7 528
Nerezova ocel 1.4301 7610 21 565

Tab. 7.1: Materidlové vlastnosti latek v modelové tiloze pro teplotu 400 °C.

S vyuzitim symetrického charakteru zkoumané domény se navic lze omezit na mo-
delovani vedeni tepla v diléi oblasti o rozmérech 10 x 25 mm, pricemz rozmér 25 mm
odpovida skutecné tloustce stény ocelového segmentu. Mirné zakriveni desky pak lze
pri popisu geometrie dil¢iho vyfezu o rozmérech 10x 25 mm zanedbat a prostorovou

doménu tak 1ze modelovat pomoci oblasti obdélnikového tvaru.

Diskretizace prostorové domény

V LPTaP byla sestrojena strukturovana obdélnikova sif s nerovnomérnym délenim,
ktera umoznuje geometrii prostorové domény reprezentovat v diskrétnim tvaru. Po-
uziti obdélnikové sité bylo zvoleno z divodi moznosti vyuziti metody stfidavych
smérn pri feseni prislusné modelové 2D tlohy vedeni tepla. Ptistup je navic plné v
souladu s vykladem metody kontrolnich objemi pro diskretizaci 2D tloh. Zejména
v pripadé popisu kruhové geometrie termoclanku je vSsak nutno pristoupit k jistému
zjednoduseni, kdy prislusné subdomény jsou reprezentovany pomoci kontrolnich ob-

jemu obdélnikového tvaru.

Diskretizace ¢asové domény

Sledovany casovy interval jedné sekundy, pro ktery byla v ramci laboratorniho meé-
feni ziskana data, byl v ramci feSené modelové tlohy diskretizovan pri vyuziti ¢aso-
vého kroku At = 1/300s. Tato hodnota piimo odpovida vzorkovaci frekvenci 300 Hz

pro snimani teploty pod povrchem chlazeného ocelového segmentu.

Pocatec¢ni podminka

Pocatecéni podminka tlohy je dana teplotou 400 °C, ktera byla v ramci experimentu

dosazena pti zahtivani ocelového segmentu pred zahajenim faze vodniho chlazeni.
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Okrajové podminky

Formulace okrajovych podminek vychézi ze znamého popisu pro ¢iselné vyjadieni
hustoty tepelného toku na prislusnych ¢astech hranice. Z hlediska terminologie po-
¢atecneé - okrajovych tloh tedy uplatnéni v modelu nalézd Neumannova podminka.
7. charakteru provedeného experimentu vyplyva, ze pro boc¢ni stény obdélnikového
modelu lze v 1iloze predepsat podminku nulové hustoty tepelného toku odpovidajici
dokonalé tepelné izolaci. Stejnou podminku lze rovnéz vyuzit pri popisu situace na
spodni strané domény. V pripadé horni strany, ktera v modelu reprezentuje ¢ast chla-
zeného povrchu ocelového segmentu, vyzaduje tloha predepsani ¢asové proménné
okrajové podminky, ktera ¢iselné vyjadiuje vliv i¢ink vodniho chlazeni v pribéhu
jedné sekundy méreni. Pro tyto ucely je vyuzita sekvence vypocitanych odhadi pro

hustotu tepelného toku q (viz modré kiivka v grafu na obrazku 6.3).
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8 IMPLEMENTACE NUMERICKEHO RESENI
MODELOVE ULOHY

V ramci praktické c¢asti diplomové prace byla modelova 2D tloha vedeni tepla z
kapitoly 7 prevedena pomoci technik metody kontrolnich objemi do diskrétniho
tvaru. Ten pak predstavuje zaklad pro vyuziti metod z kapitoly 4 pro reseni SLR v
ramci dané primé ulohy.
V nésledujicich odstavcich budou vysvétleny jednotlivé faze postupu pti vypracovani
praktické casti diplomové prace. Konkrétné bude vysvétlen pristup pri TeSeni tri
zékladnich problémi, které pocitacova implementace numerického feseni modelové
2D tlohy vedeni tepla obnasi:

1. prevod tulohy do diskrétniho tvaru pomoci metody kontrolnich objemi,

2. Teseni ulohy pomoci metody stiidavych smért,

3. Teseni tlohy pomoci metody sdruzenych gradienti s predpodminénim.

8.1 Implementace prevodu ulohy do diskrétniho

tvaru

V programovém prostiedi Matlab R2017b byly vytvoreny dva spustitelné skripty,
které realizuji sestaveni vektorl a matic vystupujicich v odvozeni SLR pfi feSeni
modelové 2D tlohy vedeni tepla:

o Soubor ADI_2D_ Formulation.m umoziuje vytvoreni vektoru a matic, jejichz
tvar vychazi z formulace energetickych bilanci pomoci metody kontrolnich ob-
jemu pro 1D tlohy vedeni tepla. Ziskané matice a vektory pak umoznuji se-
stavit prislusné SLR s tridiagonalni matici a tlohu lze néasledné fesit pomoci
iteracniho vypoc¢tu metody stridavych smeért.

e Soubor PCG_ 2D Formulation.m realizuje konstrukeci vektort a matic, které
vystupuji v energetickych bilancich v metodé kontrolnich objemu pro 2D tlohy
vedeni tepla. Sestaveni SLR s pétidiagonalni matici pak pti feseni tilohy vede
na moznost vyuziti metody sdruzenych gradientii s predpodminénim.

Detailni popis postupu pii odvozeni diskrétniho tvaru modelové 2D tlohy je pro oba
pristupy uvedeny v textech komentari, které pro prehlednost doplnuji zdrojovy kod
prislusnych skripti. Oba tyto soubory jsou soucasti prilohy diplomové prace.

V ramci obou spustitelnych skripti jsou zahrnuty nékteré dalsi prvky funkcionality,

které s postupem implementace modelové ilohy pro numerické vypocty souviseji:

Volba nastaveni velikosti dlohy z hlediska poctu uzlovych bodi

V tvodni ¢asti obou skripti pro Matlab, v rdmci niz se realizuje vytvoreni datovych

struktur souvisejicich s popisem nerovnomeérné diskretizacni sité, lze pomoci ridiciho
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parametru problem_size zvolit jednu ze tii moznosti pro nastaveni velikosti fesené
tulohy:

« Volba ’S’ (z anglického small) realizuje spusténi vypoctu pro malou tlohu
s diskretizacni siti o rozmeérech 32x128 uzlovych bodu (tj. celkem 4096 uzlo-
vych bodit). V dalsim textu bude tato velikost tilohy oznac¢ovana symbolickou
zkratkou S32x128.

« Volba "M’ (z anglického medium) realizuje spusténi vypoctu pro stiedné vel-
kou tlohu s diskretizacni siti o rozmérech 64x256 uzlovych bodu (tj. celkem
16384 uzlovych bodu). V dal$im textu bude tato velikost tlohy oznacovana
symbolickou zkratkou M64x256.

« Volba ’L’ (z anglického large) realizuje spusténi vypoctu pro velkou tlohu s
diskretizacni siti o rozmérech 256x256 uzlovych bodu (tj. celkem 65536 uzlo-
vych bodit). V dalsim textu bude tato velikost tilohy oznac¢ovana symbolickou
zkratkou L256x256.

Reseni odvozenych SLR a vizualizace vypoéitanych teplotnich poli

Pomoci piikazu linsolve pro feseni SLR v prostiedi Matlab lze realizovat nume-
ricky vypocet teplotnich poli v modelové tloze. S vyuzitim vhodnych nastroji pro
vizualizaci ziskanych vysledki pak 1ze sledovat casovy vyvoj teploty v rtiznych mis-
tech zkoumané 2D domény. Obrazek 8.1 zachycuje vyTez pro teplotni pole v misté
usazeného termoclanku, které bylo pro resenou modelovou tlohu vypocitano v case
0,2 s (v rdmeci zkoumaného casového intervalu jedné sekundy). Pro t¢elnou grafickou
reprezentaci ziskanych vysledkt byl vyuzit program Chart3D, ktery poskytuje sadu

nastroju pro vizualizaci numerickych dat.
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Obr. 8.1: Vizualizace vypocitaného teplotniho pole v oblasti usazeného termoclanku
v case 0,2s.
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Z hlediska vypocetni efektivity nedosahuje vypocet SLR pri pouziti piikazu 1linsolve
takovych kvalit jako programové implementace metody sttidavych smért a metody
sdruzenych gradientt s predpodminénim, kterym se vénuji podkapitoly 8.2 a 8.3.
V ramci srovnavani ¢asové narocnosti testovanych pristupt tak nebudou vysledky

ziskané pri vypoctu v programovém prostiedi Matlab déle prezentovany.

Export datovych struktur do externiho souboru

Soucésti obou spustitelnych skriptt jsou rovnéz procedury, které realizuji ulozeni
vybranych datovych struktur do externiho souboru. Ty jsou vyuzity pri nacitani
vstupnich dat tlohy ve spustitelnych programech popsanych v podkapitolach 8.2
a 8.3. Popis vyznamu jednotlivych struktur ukladanych do externiho souboru lze
nalézt v textech komentaiti uvedenych v prislusnych skriptech spustitelnych v pro-
sttedi Matlab.

8.2 Implementace metody stridavych smeért

Pro cely Teseni modelové 2D tlohy vedeni tepla pomoci metody stiidavych sméra
byl ve vyvojovém prostiedi Visual Studio 2017 vytvoren program vypocetADI. Ten
ze své podstaty predstavuje modifikaci a soucasné rozsiteni knihovny oclTridiagonal,
ktera byla vyvinuta spolecnosti NVidia a poskytuje nastroje pro efektivni implemen-
taci algoritmu TDMA, CR a PCR pro reseni SLR s tfidiagonalni matici. Mezi hlavni
nastroje knihovny oclTridiagonal se fadi zejména
o zdrojovy kdod algoritmu TDMA uzpusobeny pro uicely provadéni sériovych vy-
poctu pri feseni SLR s tiidiagonalni matici,
o zdrojovy kod algoritmiit CR a PCR uzptsobeny pro ucely provadéni paralelnich
vypoctu pri feSeni SLR s tridiagonalni matici,
o rozsifend sada prikazi pro efektivni organizaci paralelnich vypocti na GPU

pomoci rozhrani OpenCL.

Pii vytvareni programu vypocet ADI byla knihovna doplnéna o nékteré doprovodné
procedury a takové funkce, které iteracni charakter metody stfidavych sméria ve
svém vypoctu vyuziva. Jedna se zejména o tyto prvky funkcionality:

e nacitani hodnot z externiho souboru,

o Uprava vektoru pravé strany resenych SLR v itera¢nim vypoctu tulohy,

o transpozice linearniho pole (vyzadovana z hlediska optimalizace pristupu do

paméti pri skladani diléich feseni 1D tloh v horizontélnim a vertikalnim sméru),

o implementace kritéria pro ukonceni iteracniho vypoc¢tu algoritmu ADI,

o ulozeni casového pribéhu teploty vypocitané ve zvoleném uzlovém bodé,

« ulozeni informaci o efektivité vypoctu z hlediska dosazeného vypocetniho casu.
Na obréazku 8.2 je znazornéna zdkladni obsahova struktura programu vypocetADI z

hlediska obsazenych numerickych tesi¢ti a typového rozdéleni funkei, které program
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vyuziva pro ucely manipulace s daty nebo pri fizeni vypocti.

[ Numerické tesice ]

vypocetADI

st [ oxpon et | K opercenn [ cusoe | Kgnin gt
linedrnich polich vypodtl presnoshi v rame

) itera¢niho vypoctu
Funkce pro spravu
datovych struktur Funkce pro fizeni a sledovani vypoctu v Case

Obr. 8.2: Zakladni obsahova struktura programu vypocet ADI.

Navod ke spusténi programu vypocetADI a ukazka nastaveni vstupnich parame-
tri numerického vypoctu v prikazovém radku operacniho systému Windows jsou

soucasti prilohy diplomové préce.

8.3 Implementace metody sdruzenych gradientii
s predpodminénim

Spustitelny program vypocetPCG, ktery je soucasti prilohy diplomové prace, reali-
zuje vypocet feseni modelové 2D tlohy pomoci metody sdruzenych gradientu s pred-
podminénim. Funkcionalita programu vychazi z nastroji specializované knihovny
PARALUTION [33], ktera poskytuje rozsahlou sadu iterativnich resi¢ pro feseni
SLR s fidkou matici, véetné moznosti implementace nékolika druhii predpodminéni.
Knihovna navic podporuje provadéni numerickych vypoc¢ti na procesorovych jed-
notkach typu CPU i GPU.
Obrazek 8.3 shrnuje poznatky o strukture programu vypocetPCG ve formé jednodu-
chého schématu. Konkrétné vytvoreny program vyuziva zejména tyto funkéni prvky
knihovny PARALUTION:
o zdrojovy kod algoritmi CG a PCG uzpusobeny pro ucely sériového i paralel-
niho vypoctu feseni SLR se symetrickou a pozitivné - definitni matici soustavy,
 zdrojovy kod algoritmii pro realizaci pfedpodminéni IC(0) a TNS (pro sériovy
i paralelni pristup),
o sada prikaz pro snadnou pripravu a efektivni organizaci vypocti.
Pro tucely vyuziti metody sdruzenych gradientti s predpodminénim v modelové tloze
byla knihovha PARALUTION doplnéna o tyto prvky funkcionality:

e Uprava vektoru pravé strany resenych SLR v jednotlivych casovych krocich,
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o ulozeni casového pribéhu teploty vypocitané ve zvoleném uzlovém bodé,

 ulozeni informaci o efektivité vypoctu z hlediska dosazeného vypocetniho casu.

/ Numerické feéiée\

Techniky pfedpodminéni

! J ( )

vypocetPCG

Nacitani dat Export vysledki Operace na Casovac
ze souboru do souboru linearnich polich vypoctl

Funkce pro spravu Funkce pro fizeni a sledovani
datovych struktur vypoctu v Case

Obr. 8.3: Zakladni obsahova struktura programu vypocetPCG.

Névod k obsluze spustitelného programu vypocetPCG véetné ukazky nastaveni po-
zadovanych parametri, které jsou uzivatelem voleny pred spusténim vypoctu, jsou

uvedeny v priloze diplomové prace.
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9 VYSLEDKY NUMERICKYCH VYPOCTU

S vyuzitim diskretizovaného tvaru modelové tlohy popsané v kapitole 7 byla pomoci
numerickych metod implementovanych v programech vypocetADI a vypocetPCG
provedena série pocitacovych simulaci, jejichz vyznam spocival ve vypoctu teplot-
nich poli dané ptimé ulohy.

V ramci této kapitoly budou nejprve predstaveny hardwarové prostredky vypocetni
techniky, které byly pro tcely realizace vypoctiu v diplomové praci vyuzity. Déle
budou uvedeny poznatky o nastaveni presnosti numerickych vypocti a bude pro-
vedeno srovnani sekvence vypocitanych hodnot v misté usazeného termoclanku s
hodnotami, které byly naméteny pii laboratornim méteni. V dalsi ¢asti pak budou
dosazené vysledky diskutovany a vzajemné srovnany z hlediska vypocetniho casu

simulaci.

9.1 Vyuzité hardwarové prostredky

Pro tcely vzajemného srovnani sériového a paralelniho pristupu pii provadéni nu-
merickych vypoctl byly v praktické ¢asti diplomové prace vyuzity tyto procesorové
jednotky:

o CPU zarizeni Intel Core i7-6700K, které se vyznacuje zakladni frekvenci proce-
soru 4 GHz a ma k dispozici 4 fyzicka jadra (8 vlaken) [34]. Hodnota 81 GFlops
charakterizuje zarizeni z hlediska teoretického vypocetniho vykonu pro vypo-
¢ty ve dvojité presnosti. V souvislosti s vyuzitim CPU pro testovani sériového
pristupu bylo pfi vypoctech vyuzito pouze jedno fyzické jadro tohoto zarizeni.

o GPU akcelerator AMD Radeon HD 7970, pro ktery se v technické dokumentaci
uvadi zakladni frekvence grafického cipu 925 MHz a celkovy pocet 32 vypocet-
nich jednotek, které dohromady sestdvaji z 2048 stream procesoru [35]. Pro
vypocty ve dvojité presnosti zafizeni disponuje teoretickym vypocetnim vy-
konem 1075 GFlops. GPU lze vyuzit pii provadéni paralelnich vypocti, které

jsou naprogramovany a Trizeny pomoci aplika¢niho ramce OpenCL.

9.2 Nastaveni presnosti numerickych vypoctu

Metoda stfidavych smért i metoda sdruzenych gradient s predpodminénim se ze
své podstaty vyznacuji iteraénim charakterem, ktery vyzaduje nastaveni hodnoty
tolerance pro kontrolu presnosti vypoctu. Pri feseni modelové ilohy byly pro uvedené
dva pristupy pouzity tyto hodnoty pro toleranci:
e Pro metodu stiidavych sméri byla v rdmci kontroly dosazené presnosti vy-
poc¢tu pouzita hodnota T, = 0,01°C, ktera oznacuje maximalni tolerovanou

chybu ve vypocitaném teplotnim poli v kazdém casovém kroku.
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e Prometodu sdruzenych gradient1 byla hodnota tolerance odvozena z nastaveni
pro metodu stiidavych sméri, a to predevsim z divodu rigorézniho srovnani
dosazenych vypocetnich ¢ast pro oba tyto pristupy. Z hlediska fyzikalniho
rozmeéru clent vystupujicich v SLR fesenych pomoci metody sdruzenych gra-
dientl je navic nutno vyjadrit danou toleranci v jednotce W/m.

Pro danou modelovou tlohu a charakter prislusné diskretizacni sité byla vypo-
¢itana hodnota g, = 9,7 - 107 W/m. Ta implicitné rovnéz zarucuje, Ze chyba
v hodnotéach teploty vypocitanych v jednotlivych uzlovych bodech nebude v

zaddném z casovych krokt vyssi nez 0,01 °C.

9.3 Srovnani namérenych a vypocitanych teplot

Realizovany numericky vypocet ze své podstaty umoznuje sledovat ¢asovy vyvoj tep-
loty v libovolném uzlovém bodé diskretizacni sité. Z hlediska vazby feseni modelové
ulohy na provedené laboratorni méreni se lze moznosti srovnani vypocitanych hod-
not pro teplotu v misté termoclanku s teplotami, které byly v pritbéhu experimentu
pomoci daného termoclanku naméteny.

Na obrazku 9.2 je kfivkou oranzové barvy znazornén pribéh naméfené teploty v
misté termoclanku. Graf rovnéz zahrnuje dalsi t¥i kiivky, které zachycuji sekvenci
vypocitanych hodnot v uzlovém bodé, jehoz poloha v diskretizacni siti odpovida
pravé umisténi termoclanku. Tyto sekvence teplot byly vypocitany pomoci pristupii
zalozenych na metodé st¥idavych smért. Oznaceni S32x128, M64x256 a L.256x256 v
uvedené legendé grafu pak maji vyznam velikosti ilohy, v ramci které byly hodnoty

pro ptislusnou kiivku vypocitany.
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Obr. 9.1: Srovnani naméfenych a vypocitanych teplot v misté termoclanku pro pti-

stup Teseni modelové tlohy pomoci metody stridavych smeéri.
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Pti prvnim pohledu graf v obrazku 9.1 si 1ze povsimnout velmi dobré shody v hod-
notach pro namérené a vypocitané teploty. Zejména v prvni ¢tvrtiné uvedeného
sekundového intervalu, kdy teplota v misté termoclanku presahuje 300 °C, umoz-
nuje sestaveny 2D model témér dokonale popisovat skutecny vyvoj teploty v daném
misté télesa. Pozorovatelné neshody v namérenych a vypocitanych teplotach, které
detailné zachycuje uvedeny vytez hodnot z intervalu 0,30s az 0,55s, jsou zrejmé
zpusobeny charakterem modelové tlohy, kterda uvazuje teplotné nezavislé materia-
lové vlastnosti latek obsazenych v télese. Vzajemné odlisnosti ve tvaru krivek pro
ruzné velikosti feSené tlohy pak pravdépodobné plynou z rozdilnych jemnosti déleni
pri vytvareni diskretizacnich siti. Obrazek 9.2 zachycuje velmi podobné poznatky
pro srovnani nameérenych teplot a hodnot, které byly vypocitany pri feseni mode-

lové tlohy o prislusné velikosti pomoci metody sdruzenych gradienti.
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Obr. 9.2: Srovnani naméfenych a vypocitanych teplot v misté termoclanku pro pti-

stup Teseni modelové tlohy pomoci metody sdruzenych gradienti.

9.4 Vyhodnoceni vysledki z hlediska dosazeného
urychleni numerickych vypocta

V nasledujicich odstavcich budou provedené pocitacové simulace vyhodnoceny z

hlediska casové narocnosti vypoctu.

9.4.1 Vypocetni cas

Pro ucely ciselného vyjadreni casové narocnosti vypoctu byl v diplomové praci zvolen
tzv. vypocetni cas. V nasledujicich odstavcich budou uvedeny nékteré poznatky,

které s vyuzitim vypocetniho casu v provadénych numerickych vypoctech souviseji.
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Vymezeni pojmu vypocetni cas

V ramci diplomové prace popisuje vypocetni cas celkovou dobu, kterou dany pri-
stup pro feseni modelové tlohy vyzaduje k vypoctu vsech teplotnich poli v intervalu
sledované jedné sekundy (pfi velikosti ¢asového kroku At = 1/300s). Do vypocet-
niho ¢asu tak nejsou zahrnuty tkony programu souvisejici s nac¢itanim vstupnich
dat tlohy a ukladanim vysledkt do externiho souboru. V pripadé vyuziti kombinace
paralelnich algoritmt a grafického procesoru jsou v ramci vypocetniho casu zohled-
nény rovnéz tkony souvisejici s prenosem datovych struktur mezi CPU a GPU, které
predstavuji nedilnou soucast pocitacové simulace pri vyuziti paralelizace vypoctu.
Vymezeni pojmu vypocetni ¢as v rdamci béhu spustitelného programu schematicky

znazornuje obrazek 9.3.

. Spusténi a ukonceni programu
Meéteni vypocetniho ¢asu

. Nacitani vstupnich parametru
a dat z externich souborti

. Realizace numerického vypoctu

|:| Uprava a pienos datovych
struktur v ramci vypoctu

- >
Béh programu
Ukladani vystupl programu
do externich souboril

Obr. 9.3: Faze pro méreni vypocetniho ¢asu pti béhu programu.

Meéreni vypocetniho ¢asu

Pro tcéely métreni vypocetniho ¢asu byly v programech vypocetADI a vypocetPCG
vyuzity implementované funkce pro ¢asova¢ vypocti, které jsou soucasti vychozich
knihoven oclTridiagonal a PARALUTION. Casovace umoziuji vyjadiit naméfeny
vypocetni ¢as pomoci datového typu double pro dvojitou presnost, ktery zajistuje
dostatecnou kvalitu namérenych hodnot. V ramci diplomové prace budou hodnoty

pro vypocetni ¢as uvadény v sekundéach s presnosti na dvé desetinnd mista.

Metodologie pro vyhodnoceni vypocetniho casu

Z podstaty praktické realizace pocitacovych simulaci plyne, Ze pti opakovaném pro-
vadéni téhoz numerického vypoctu se mohou namérené hodnoty pro vypocetni cas
meénit. Z tohoto divodu bylo pro kazdy z prezentovanych vypocetnich pristupi rea-
lizovano pét simulaci. Vysledny vypocetni Cas, ktery ¢iselné charakterizuje ¢asovou
narocnost kazdého z testovanych pristupt, pak byl urcen jako aritmeticky prameér

péti dosazenych vypocetnich ¢ast pro dany pristup.
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9.4.2 Vyhodnoceni casové efektivity vypoctii pro metodu
stridavych sméru

Numericky vypocet pomoci metody stiidavych smért byl realizovan v ramci série

pocitacovych simulaci, které byly provedeny pro rizné testované pristupy.

Testované pristupy

Jednotlivé testované pristupy lze charakterizovat podle kombinace pouzitého algo-
ritmu pro feseni SLR s t¥idiagondlni matici (TDMA, CR nebo PCR) a typu zafizeni,
které bylo pfi provadéni numerickych vypocti primarné vyuzito (CPU nebo GPU).
Konkrétné byly v diplomové préaci zkoumany tyto tii pristupy:

o sériovy pristup spocivajici v implementaci metody stiidavych sméra na CPU
pti vyuziti algoritmu TDMA pro feSeni SLR s tfidiagonalni matici (déle ozna-
¢ovan zkratkou TDMA-CPU),

o paralelni pristup spocivajici v implementaci metody stiidavych sméri na GPU
pti vyuziti algoritmu CR pro feseni SLR s tridiagonalni matici (déle jen zkra-
cené CR-GPU),

o paralelni pristup spocivajici v implementaci metody stiidavych sméri na GPU
pti vyuziti algoritmu PCR pro feSeni SLR s tiidiagonalni matici (dale jen
zkracené PCR-GPU).

Tato tii nastaveni pro realizaci vypoctu byla testovana pro tii uvazované velikosti
modelové tlohy z hlediska poc¢tu uzlovych bodu diskretiza¢ni sité (S32x128, M64x256
a 1.256x256).

Prehled dosazenych vypocetnich casti a diskuze vysledkt

Na obrazku 9.4 jsou uvedeny hodnoty vypocetnich ¢ast pro sérii vypocti, v ramci

nichz byla modelova tloha TeSena pri vyuziti diskretizacni sité S32x128. Pro tuto
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22,11 S 2035 s
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5

0

Vypocetni Cas [s]

TDMA-CPU CR-GPU PCR-GPU
Pristup k feseni ulohy
Obr. 9.4: Srovnani dosazenych vypocetnich casti pro rizné pristupy k reseni tlohy

S32x128 pomoci metody stiidavych smért.
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velikost fesené tlohy bylo z hlediska akcelerace numerického vypoctu dosazeno nej-
lepsich vysledkt pri vyuziti algoritmu TDMA a sériového pristupu k reseni dané
ulohy. Tento vysledek plyne predevsim z Casové efektivity sekvencniho postupu pri
formulaci a nésledném feseni diskretizovanych 1D tloh na CPU (viz kapitola 5.1.2).
Resend tloha S32x128 pro 4096 uzlovych bod navic neumoziuje efektivni vyuziti
vypocetnich prostredkit GPU, pricemz vyznamny podil na celkovém vypocetnim
case zrejmé maji zejména procesy souvisejici s prenosem datovych struktur mezi
CPU a GPU.

Zcela odlisné vysledky lze pozorovat ve sloupcovém grafu na obrazku 9.5. Ten uvadi
vypocetni cas pro jednotlivé pristupy pii reseni tlohy M64x256 pro 16384 uzlovych
bodu diskretizacni sité.
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40
20
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94,90 S 88.57 s

Vypocetni ¢as [s]

TDMA-CPU CR-GPU PCR-GPU
Pristup k feseni ulohy
Obr. 9.5: Srovnani dosazenych vypocetnich ¢asti pro rizné pristupy k reseni tlohy

M64x256 pomoci metody stridavych smért.

Ve srovnani s vysledky, které byly dosazeny prti TeSeni ulohy S32x128, si lze po-
vSimnout narustu v hodnoté vypocetniho ¢asu pro vSechny t¥i uvazované pristupy.
Zatimco v pripadé malé tlohy naléza své efektivni uplatnéni zejména sériovy pti-
stup, pri reseni ulohy M64x256 bylo nejlepsich vysledkii dosazeno u kombinaci, které
spocivaji ve vyuziti paralelizace vypoctu. Tyto poznatky lze oddivodnit vypocetni
silou GPU, kterou lze pri feseni tlohy M64x256 dostatecné zuzitkovat a docilit tak
vyznamné akcelerace numerickych vypocti. Vyhody pristupu TDMA-CPU jsou pii
feSeni dané ulohy naopak potlaceny, a to ziejmé z divodu neefektivniho sériového
zpracovani rozsahlych datovych struktur pri sekvencénim razeni vypocetnich vlaken.
Podobné vysledky lze pozorovat rovnéz v grafu na obrazku 9.6, ktery shrnuje po-
znatky o dosazené akceleraci vypoctiu pri feseni velké tilohy L256x256.

Z uvedenych vysledki pro tlohu L256x256 si lze povsimnout, ze sériovy pristup je z
divodu vyznamné casové narocnosti vypoctu neefektivni. Ze stejnych divodi jako
v pripadé dlohy M64x256 predstavuje naopak zajimavéjsi vypocetni nastroj vyuziti
kombinaci PCR-GPU a CR-GPU. Nejlepsich vysledki pak bylo rovnéz dosazeno pti
vyuziti algoritmu PCR (418,06 s pro tlohu L256x256).
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Obr. 9.6: Srovnani dosazenych vypocetnich ¢asti pro rizné pristupy k reseni tlohy

L256x256 pomoci metody stridavych sméri.

9.4.3 Vyhodnoceni casové efektivity vypoctii pro metodu

sdruzenych gradientt

V dalsim textu budou uvedeny a vzajemné srovnany hodnoty vypocetnich cCasti,
které byly dosazeny pri reseni modelové tlohy pomoci pristupti zalozenych na metodé

sdruzenych gradientl s predpodminénim.

Testované pristupy

V ramci stanoveni ¢asové narocnosti vypoctu realizovanych pomoci metody sdruze-
nych gradientti byla provedena série vypocti pro rizné kombinace vyuzitého hardwa-
rového zafizeni (CPU nebo GPU) a jedné ze tii moznosti pro volbu predpodminéni:
1. vypocet pomoci metody sdruzenych gradienti bez predpodminéni (dale ozna-
¢ovan zkratkou CG-NoP),
2. vypocet pomoci metody sdruzenych gradientt s predpodminénim podle algo-
ritmu IC(0) (dale jen PCG-1C(0)),
3. vypocet pomoci metody sdruzenych gradienti s predpodminénim podle me-
tody TNS (dale jen PCG-TNS).
S ohledem na funkcionalitu knihovny PARALUTION, jejiz algoritmy byly v ramci
provedenych vypoctu vyuzity, lze navic provadét simulace s libovolnym z uvedenych
typu predpodminéni na zafizenich CPU i GPU. Celkové se tedy lze u metody sdru-
zenych gradienti zabyvat moznosti akcelerace vypoctl pro Sest rtiznych pristupt k
feSeni tlohy. Podobné jako u metody stiidavych sméri byly vypocty provedeny pro
tIi uvazované velikosti modelové tlohy (S32x128, M64x256 a L256x256).

Prehled dosazenych vypocetnich casti a diskuze vysledkt

Sloupcovy graf na obrazku 9.7 uvadi srovnani hodnot pro vypocetni casy dosazené

pri Teseni tlohy S32x128 pomoci Sesti testovanych pristupti. Lze si povSimnout, ze
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CG-NoP-CPU  PCG-IC(0)-CPU  PCG-TNS-CPU CG-NoP-GPU  PCG-IC(0)-GPU  PCG-TNS-GPU

Pfistup k feseni ulohy

Obr. 9.7: Srovnani dosazenych vypocetnich ¢asti pro rizné pristupy k reseni ilohy

S32x128 pomoci metody sdruzenych gradienti.

nejlepsich vysledkii po strance casové efektivity lze docilit u pristupu, ktery vyuziva
kombinaci predpodminéni pomoci algoritmu IC(0) a realizace vypoctu na CPU.
Vysvétleni pro nizky vypocetni c¢as 3,35 s u tohoto pristupu spoc¢iva zejména v
efektivité algoritmu IC(0). Ten diky velmi fidké strukture matice soustavy A v feSe-
nych SLR tvaru AT = b umoznuje zkonstruovat prislusnou predpodminovaci matici
Mic() = LL” ve velmi malém poctu kroki, pfi¢emz pii vyuziti vihodného formatu
pro uklddani fidkych matic jsou prvky dolni trojihelnikové matice L poc¢itany pouze
pro takové pozice, ve kterych se nachazeji nenulové prvky matice A.

Predpodminéni podle algoritmu IC(0) se navic vyznacuje vyznamnou efektivitou z
hlediska snizeni poctu iteraci vypoctu v algoritmu metody sdruzenych gradientu.
Na obrazku 9.8 je graficky znazornéno srovnani pro rychlost konvergence iterac¢niho

vypoctu pri feSeni SLR v konkrétnim c¢asovém kroku tlohy.
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Cislo iterace

—CG-NoP —PCG-IC(0) —PCG-TNS
Obr. 9.8: Vizualizace zavislosti normy rezidua na indexu iterace pro rtzné typy

predpodminéni v metodé sdruzenych gradientii pii feseni tillohy S32x128.

Uvedené ktivky popisuji vyvoj hodnoty pro normu rezidua v zavislosti na ¢iselném

indexu iterace pro uvazované tri typy predpodminéni. Lze si povSimnout, Ze algo-
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ritmus 1C(0) predstavuje ve srovnani s piistupy CG-NoP a PCG-TNS néstroj pro
nejvyraznéjsi snizeni poctu iteraci, které vypocet vyzaduje k dosazeni pozadované
presnosti 9,4-107* W /m. Z této schopnosti algoritmu IC(0) pak ndsledné plyne po-
zorovany poznatek o nizkém vypocetnim case pro dany pristup.

Z prubéhu krivek na obrazku 9.8 lze rovnéz odduvodnit vysoké hodnoty pro vypo-
cetni cas, kterymi se vyznacuji pristupy CG-NoP-CPU a CG-NoP-GPU. Bez vyuziti
predpodminéni se proces reseni SLR pomoci metody sdruzenych gradientt projevuje
znacné vysokym poctem iteraci, které jsou vyzadovany pro dosazeni pozadované
presnosti vypoctu. Podobné jako v pripadé metody stfidavych sméra navic plati, ze
vyuziti GPU neni pro tcely feseni tilohy S32x128 prinosné, a to predevsim z divodu
nedostatecného vytizeni vypocetni sily GPU.

Vysledné hodnoty pro casovou efektivitu Sesti uvazovanych pristupt k reseni tlohy
M64x256 graficky zachycuje obrazek 9.9. Dosazené vysledky opét poukazuji na vy-
znamnou akceleraci vypocta pti vyuziti pristupu PCG-IC(0)-CPU a vysoké vypo-
cetni casy pro kombinace CG-NoP-CPU a CG-NoP-GPU.
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35,28 S 39,09 S
16,28 s

CG-NoP-CPU  PCG-IC(0)-CPU  PCG-TNS-CPU  CG-NoP-GPU  PCG-IC(0)-GPU PCG-TNS-GPU

20

Pristup k feSeni ulohy
Obr. 9.9: Srovnani dosazenych vypocetnich ¢asti pro rizné pristupy k reseni tlohy

M64x256 pomoci metody sdruzenych gradientii.

Z uvedeného grafu si lze navic povSimnout relativniho zlepseni v casové efektivité
pro kombinaci PCG-TNS-GPU, ktera ve srovnani s testovanym pristupem PCG-
TNS-CPU dosahuje pri feseni tlohy M64x256 nizsich vypocetnich ¢asi. Pro tuto
ulohu tedy lze vyuziti GPU pri uplatnéni pristupu PCG-TNS povazovat za pri-
nosné. Podobny poznatek byl rovnéz pozorovan pri méreni vypocetnich casi pro
ulohu L256x256. Dosazené vysledky jsou uvedeny na obrazku 9.10.

Ze sloupcového grafu na obrazku 9.10 je patrné, ze vyuziti GPU pfi TeSeni tlohy
L256x256 naléza své efektivni uplatnéni. Nejlepsich vysledkii z hlediska akcelerace
vypocti bylo dosazeno pro pristup PCG-TNS-GPU, v ramci kterého byl stanoven
vysledny vypocetni ¢as 81,13s. Tento vysledek lze oddivodnit vhodnosti metody
TNS pro paralelni vypocty (viz kapitola 5.2.3) a plnym vyuzitim vypocetni sily
GPU.
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Obr. 9.10: Srovnani dosazenych vypocetnich ¢asti pro rizné pristupy k feseni tlohy

M64x256 pomoci metody sdruzenych gradientii.

9.4.4 Celkové srovnani dosazenych vysledkt

V tabulce 9.1 jsou zapsany hodnoty vypocetnich casii, které byly dosazeny v ramci
testovani pristupt zalozenych na metodé stridavych sméri pro fesené tlohy S32x128,
M64x256 a L256x256. Tabulka 9.2 podobné uvadi vysledky pro vypocty, které byly
provadény s vyuzitim technik metody sdruzenych gradienti a riznych typt pred-

podminéni. V obou tabulkach je zelenou barvou ve sloupcich pro kazdou z tloh vzdy

oznacen pristup, u kterého bylo dosazeno nejnizsiho vypocetniho casu.

Pristup Vypocetni ¢as pro | Vypocetni cas pro | Vypocetni ¢as pro
ulohu S32x128 [s] | Glohu M64x256 [s]| | ilohu L256x256 [s]
TDMA-CPU 9,69 143,35 1857,00
CR-GPU 22,11 94,60 487,50
PCR-GPU 20,35 88,57 418,06

Tab. 9.1: Hodnoty dosazenych vypocetnich casti pro testované pristupy zalozené na

metodé stridavych smeért.

Piistup Vypocetni ¢as pro | Vypocetni ¢as pro | Vypocetni ¢as pro

ulohu S32x128 [s] | dlohu M64x256 [s] | dlohu L256x256 [s]
CG-NoP-CPU 40,80 222,94 1648,05
PCG-IC(0)-CPU 3,35 16,28 115,83
PCG-TNS-CPU 7,83 48,97 332,23
CG-NoP-GPU 175,70 241,59 504,30
PCG-IC(0)-GPU 13,93 35,28 215,69
PCG-TNS-GPU 23,12 39,09 81,13

Tab. 9.2: Hodnoty vypocetnich cast pro testované pristupy zalozené na metodé sdru-

zenych gradienti.

79



Shrnujici poznatky o vyhodnosti sériovych a paralelnich pristupt

7 hlediska efektivity vyuziti CPU a GPU zarizeni z dosazenych vysledki plyne,
ze volba nejvhodnéjsiho pristupu pro feseni modelové tlohy do znacné miry zavisi
na jeji velikosti. Tuto zavislost lze pozorovat jak u pristupt zalozenych na metodé
stridavych sméru (efektivni vyuziti TDMA-CPU pro tlohu S32x128, PCR-GPU pro
ulohy M64x256 a L.256x256), tak i u testovanych kombinaci pro metodu sdruzenych
gradientu s predpodminénim (efektivni vyuziti PCG-IC(0)-CPU pro tlohy S32x128
a M64x256, PCG-TNS-GPU pro tlohu L256x256). Vysvétleni pro tuto skutecnost
spoc¢iva v poznatku, ze realizace paralelnich vypoctii naléza své efektivni uplatnéni
pouze pri Teseni takovych tloh, jejichz velikost umoznuje dostateéné vyuziti vypo-

cetni sily pouzitého GPU zarizeni.

Shrnujici poznatky o vyhodnosti testovanych numerickych metod

V celkovém zhodnoceni lze z hodnot uvedenych v tabulkach 9.1 a 9.2 usoudit, ze
z hlediska akcelerace vypocti dosahuji nejlepsich vysledkil takové pristupy, které
jsou zalozené na metodé sdruzenych gradientt s predpodminénim. V pripadé malé
tlohy S32x128 bylo nejvyznamnéjsiho urychleni vypoctt dosazeno u pristupu PCG-
IC(0)-CPU, pro tlohy M64x256 a L256x256 bylo vyhodnoceno jako nejefektivnéjsi
pouziti pristupu PCG-TNS-GPU. Vyhodnost téchto pristupt ve srovnani s testo-
vanymi kombinacemi pro metodu stridavych smért plyne ze zptisobu implementace

obou metod:

Metoda sdruzenych gradientu s predpodminénim

Pro princip feseni modelové 2D tlohy vedeni tepla pomoci metody sdruzenych gra-
dientu plati, Zze v ramci jednoho casového kroku dané tlohy je teplotni pole v celé
zkoumané oblasti ur¢eno na zakladé reseni jediné SLR s pétidiagonalni matici. Pres-
toZe se FeSend soustava vyznacuje velmi vysokym poctem neznamych (4096 nezné-
mych pro tlohu S32x128, 16384 neznamych pro tlohu M64x256, 65536 neznamych
pro ulohu L256x256), diky kombinaci vypocetnich nastroju specializované knihovny
PARALUTION a vykonného hardwarového vybaveni Ize tyto rozsdhlé soustavy fe-
Sit velmi efektivné. Resenf modelové tlohy v postupujicich ¢asovych okamzicich pak
kromé vypoctu neznamych v SLR vyuziva pouze jedinou dodate¢nou funkci prova-

déjici vypocty, kterd spociva v tipravé vektoru pravé strany resenych soustav.

Metoda stridavich sméri a prislusné resice SLR s tridiagondlni matici

Pri vyuziti pristupii, které jsou zalozeny na metodé stfidavych smeéri, jsou v ramci
feSeni kazdé ze SLR s tridiagonalni matici vypocitana pouze dil¢i teplotni pole pro
jeden tadek ¢i sloupec uzlovych bodi v obdélnikové diskretizacni siti. Sestrojené
matice soustavy se pak vyznacuji vyhodnou tfidiagonalni strukturou a relativné

nizkym poctem neznamych. Metoda sttidavych sméri vsak kromé vyuziti algoritm
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TDMA, CR nebo PCR vyuziva nékolik dalsich funkci, které vlastni vypocet nezna-
mych teplot ,zatézuji“. Témi jsou zejména

o funkce pro tpravu vektoru pravé strany,

o funkce pro transpozici linearniho pole, ve kterém jsou uchovavany hodnoty

vypocitanych teplot,

o funkce pro vypocet odhadt chyb v kazdém z uzlovych bodi,

o funkce pro nalezeni maximalni hodnoty odhadu chyby v uzlovych bodech.
Vsechny tyto funkce, které byly v ramci diplomové prace v programu vypocetADI
implementovany, jsou vyuzivany mnohonasobné v ramci kazdého ¢asového kroku, a
to z dtivodu iteracniho charakteru vypoctu. Tim je potlacena vyznamna vyhoda me-
tody stiidavych sméri, kterd je zalozena na vypocetni efektivité algoritmi TDMA,

CR a PCR, a nésledné tak lze ocekavat vyssi hodnoty namérenych vypocetnich ¢asti.
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ZAVER

Diplomova préace shrnuje problematiku souvisejici s numerickym fesenim tiloh vedeni
tepla a blize se zabyva pristupy, které jsou z hlediska casové efektivity pro reseni
primych tloh vyhodné.

V tvodni ¢asti prace jsou shrnuty poznatky o tfech zakladnich zptsobech prenosu
tepla s diirazem na prenos tepla vedenim. Daéle je s vyuzitim metody kontrolnich
objemt vysvétlen postup odvozeni soustav linearnich rovnic, které jsou sestaveny v
ramci numerického feseni primych tloh nestacionarniho vedeni tepla v jedné a dvou
prostorovych proménnych. Vyznam primych tloh v inverznich tlohach vedeni tepla
je nasledné vysvétlen v souvislosti s poznatky o algoritmu sekvencéni metody, ktera
se pro Teseni inverznich tloh v praxi obvykle pouziva.

V néavaznosti na odvozeni soustav linearnich rovnic pro primé tlohy jsou predstaveny
dvé numerické metody, které lze pri vypoctu teplotnich poli pro 2D tlohy vedeni
tepla efektivné vyuzit. Z tohoto hlediska se vyznamné ¢ast diplomové prace vénuje
odvozeni a popisu metody stridavych smért a metody sdruzenych gradientt s pred-
podminénim. Zdiraznény jsou rovnéz vyznamné poznatky o efektivité obou metod
s ohledem na jejich uplatnéni pri reseni 2D tloh vedeni tepla.

V aplikac¢ni ¢asti prace je nejprve popsan priubéh laboratorniho méreni, pti kterém
byl zkouman vliv sprchového chlazeni na horky povrch ocelové desky. Je rovnéz pred-
staven 2D vypocetni model, ktery umoznuje provedené méreni formalné popsat jako
primou ulohu nestacionarniho vedeni tepla v tuhém télese. Nasledné jsou uvedeny
poznatky o testovani ¢asové narocnosti provedenych pocitacovych vypocti, které
spoc¢ivaly v numerickém TeSeni sestavené modelové tlohy pomoci pristupt zaloze-
nych na metodé stiidavych sméri nebo metodé sdruzenych gradient s predpodmi-
nénim. Pii implementaci vypocti byly z hlediska poc¢tu uzlovych bodu realizovany
simulace pro tii rizné velikosti modelové tlohy a zohlednéna byla rovnéz moznost
vyuziti CPU nebo GPU zarizeni.

Bylo zjisténo, ze metoda sdruzenych gradientt predstavuje v kombinaci s vhodnymi
typy predpodminéni pristup, ktery z hlediska casové efektivity dosahuje ve srovnani
s implementacemi metody stiidavych sméri lepsich vysledkti. Pro tlohu o velikosti
4096 uzlovych bodi byla nejnizsi ¢asova naroc¢nost vypoctu vyhodnocena pro kombi-
naci metody sdruzenych gradienti s predpodminénim podle neiplného Choleského
rozkladu (algoritmus IC(0)) pfi vyuziti CPU zafizeni. V piipadé fesenych uloh o
pro pristup, ktery predstavuje kombinaci metody sdruzenych gradientii s predpod-
minénim podle aproximativni inverze (metoda TNS) a akcelerace vypoctu na GPU
zalizeni. Dosazené vysledky pro testované pristupy navic jednoznacéné poukazuji na
prinos GPU zarizeni, jehoz vypocetni silu lze pri feSeni rozsahlych praktickych tloh
pro ucely paralelizace numerickych vypocti efektivné vyuzit.

V névaznosti na ziskané poznatky o moznostech urychleni vypoctt se lze dale zaby-
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vat efektivitou numerického reseni primych tloh vedeni tepla, v ramci kterych jsou
materialové vlastnosti latek uvazovany jako teplotné zavislé. Z hlediska vyuziti ji-
nych technik ke snizeni ¢asové naroc¢nosti provadénych vypocti se v dalsim postupu
nabizi implementace metody sdruzenych gradienti v kombinaci s nestrukturovanou
siti, kterd ve srovnani s obdélnikovou siti umoznuje presnéji a soucasné efektivnéji

popisovat danou prostorovou doménu.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

Symbol Popis

a Prvni poddiagonéla ve tridiagondlni matici

A Matice soustavy v soustavé linearnich rovnic

b Hlavni diagonala ve tfidiagonalni matici

b Vektor pravé strany v soustavé linearnich rovnic

c Meérnéa tepelné kapacita

c Prvni naddiagonala ve tiidiagonalni matici

d Vektor pravé strany v soustavé linearnich rovnic s tiidiagonalni
matici

D Diagonalni matice

E Hustota zatrivého toku

f Skalarni funkce

fw Vahovy faktor v odvozeni metody kontrolnich objemu

h Soucinitel prestupu tepla

77, k Bézové vektory prostoru R?

I Jednotkova matice

L Tloustka testovaci desky

L Dolni trojihelnikova matice zkonstruovana v ramci netplného
Choleského rozkladu

M Predpodminovaci matice

Q Vnitini zdroje tepla

Qc,Qp Koeficienty linearizované zavislosti vnitinich zdroji na teploté

8 T e ®" O

=
w

*

8

N <

Symboly pro vyjadreni celkového poctu

Vektor oznacujici smér prohledavani v algoritmu CG
Hustota tepelného toku

Pocet doprednych krokt sekvencéni metody

Vektor rezidui

Mnozina realnych cisel

Vahova funkce vystupujici v metodé vazenych rezidui
Funkce pro soucet ¢tvercti odchylek v sekvenéni metodé
Cas

Prostorové souradnice kartézského souradného systému
Ptesné reseni soustavy linearnich rovnic Ax = b
Matice koeficienti citlivosti

Vektor namérenych teplot pod povrchem télesa

Objem télesa

Vektor vystupujici v algoritmu PCG pri konstrukei vektori pro

sméry prohledavani a vypoctu parametru «, 3
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Parametry pro délku kroku v algoritmech CG a PCG
Vzdalenost dvou sousednich uzlovych bodt v odvozeni metody
kontrolnich objemi

Velikost casového kroku

Velikost stény kontrolniho objemu

Prvek matice koeficient citlivosti

Emisivita nedokonalého zarice

Tolerance presnosti vypoctu v algoritmech CG a PCG
Soucinitel tepelné vodivosti

Odhad chyby v iteracnim vypoctu metody stfidavych sméri
Hustota

Stefanova-Boltzmannova konstanta

Suma citlivostnich koeficientti v sekvenéni metodé
Relaxacéni parametr pro metodu predpodminéni SSOR

Nabla operator

Pouzité dolni indexy

i?j? k:7M

e, Ww,n, s

E,W,N,S, P
0

©.¢)

Ciselné indexy

Poloha stény kontrolniho objemu vi¢i uzlovému bodu P v
odvozeni metody kontrolnich objemt

Uzlovy bod v odvozeni metody kontrolnich objemu
Pocatecni hodnota

Oznaceni veli¢iny vztahujici se k volnému proudu tekutiny

Pouzité horni indexy

0

N [—=

1
k

Zkratky pro
1D

2D

SLR

Zkratky pro
ADI

CG

CPU

FLOPS

GEM

Hodnota z predchoziho ¢asového kroku nebo z minulé iterace
Mezivysledna hodnota v ramci jedné iterace vypoctu podle
metody stridavych sméri

Hodnota pro aktualni ¢asovy krok nebo iteraci

Index iterace v algoritmu metody stiidavych smérta

obecné ustalena nazvoslovi
Oznaceni pro ulohu v jednorozmérném souradném systému
Oznaceni pro ulohu ve dvourozmérném souradném systému

Soustava linearnich rovnic

originalni anglicka nazvoslovi
Alternating direction implicit

Conjugate gradients

Central processing unit

Floating-point operations per second

Gauss elimination method
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GPU
1C(0)
PCG
SGS
SSOR
TNS

Graphics processing unit

Incomplete Cholesky factorization with zero-fill
Preconditioned conjugate gradients

Symmetric Gauss-Seidel

Symmetric successive over-relaxation

Truncated Neumann series
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A NAVOD K OBSLUZE SPUSTITELNYCH
PROGRAMU

Spustitelné programy vypocet ADI a vypocetPCG jsou uzpusobeny pro tcely prova-
déni pocitacovych simulaci na prostredcich vypocetni techniky, které byly v ramci
diplomové prace poskytnuty Laboratori prenosu tepla a proudéni FSI VUT v Brné.
Vypocty jsou spoustény prostrednictvim nastroje prikazového radku operacniho sys-

tému Windows (cmd.exe).

A.1 Obsluha programu vypocetADI

Program vypocet ADI realizuje numerické vypocty na zakladé prikazu, ktery spociva
v nastaveni ¢tyr vstupnich parametri pro volbu pristupu k feseni tlohy:
1. program: parametr s hodnotou vypocetADI.exe
2. problem: parametr pro volbu velikosti fesené tlohy
e S: malé tloha S32x128
o M: stfedné velka tloha M64x256
o L: velka tloha L256x256
3. method: parametr pro volbu algoritmu pro feseni SLR s tfidiagondlni matici
o TDMA: algoritmus TDMA s vyuzitim CPU
e CR: algoritmus CR s vyuzitim GPU
e PCR: algoritmus PCR s vyuzitim GPU
4. output: parametr pro volbu polohy uzlového bodu, pro ktery je v pribéhu
vypoctu zaznamenavan a vypisovan casovy vyvoj teploty:
o SENSOR: vypis teploty v misté usazeného termoclanku pod povrchem

o SURFACE: vypis teploty na chlazeném povrchu (nad termoclankem)

Modelové ukazky nastaveni vypocti

NizZe jsou uvedeny tii ukazky pro nastaveni vstupnich parametrt vypoctu. Prikazy
jsou vepisovany do prikazového radku, pricemz aktualni adresar, ktery je v okné
prikazového radku zobrazen, odpovida umisténi souboru vypocetADI.exe.
1. Numerické feseni tlohy S32x128 s vyuzitim algoritmu TDMA a vypisem teplot
v misté usazeného termoclanku:
vypocetADI.exe -problem=S -method=TDMA -output=SENSOR

2. Numerické feseni tlohy M64x256 s vyuzitim algoritmu CR a vypisem teplot
na chlazeném povrchu (nad termoclankem):
vypocetADI.exe -problem=M -method=CR -output=SURFACE

3. Numerické reseni ilohy L256x256 s vyuzitim algoritmu PCR a vypisem teplot
v misté usazeného termoclanku:
vypocetADI.exe -problem=L -method=PCR -output=SENSOR
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Ukladani vystupa do externiho souboru

V ramci béhu programu vypocetADI jsou ziskané vystupy ulozeny ve formé exter-
niho souboru s priponou .dat:
» oznaceni temp-sequence identifikuje soubor, ktery obsahuje vypocitané hod-
noty pro teploty v misté ur¢eném volbou parametru output,
e oznaceni info-stats identifikuje soubor, ve kterém je ulozen idaj o vypocet-
nim case provedené simulace.
Kromé téchto identifikatori jsou nazvy vystupnich soubort dale slozeny z kombinace
zvolenych hodnot pro vstupni parametry problem, method a output. Po ukonceni
vypoctu lze tyto soubory nalézt ve slozce Outputs, kterd je umisténa ve stejném

adresari jako soubor vypocetADI.exe.

A.2 Obsluha programu vypocetPCG

Spousténi simulac¢nich vypocta s vyuzitim programu vypocetPCG je podobné jako
v pripadé programu vypocetADI provadéno prostfednictvim rozhrani prikazového
radku. Uzivatel pritom nastavuje pét vstupnich parametri:
1. program: parametr s hodnotou vypocetPCG.exe
2. device: parametr pro volbu typu zafizeni
o H: CPU (Host device)
e A: GPU (Accelerator)
3. problem: parametr pro volbu velikosti fesené tlohy
e S: malé tloha S32x128
o M: stfedné velka tloha M64x256
o L: velka tloha L256x256
4. precond: parametr pro volbu typu predpodminéni
e ICZ: algoritmus IC(0) (nedplny Choleského rozklad)
o TNS: metoda TNS (aproximativni inverze)
e NOP: vypocet bez predpodminéni
5. output: parametr pro volbu polohy uzlového bodu, pro ktery je v pribéhu
vypoctu zaznamenavan a vypisovan casovy vyvoj teploty:
o SENSOR: vypis teploty v misté usazeného termoclanku pod povrchem

o SURFACE: vypis teploty na chlazeném povrchu (nad termoclankem)

Modelové ukazky nastaveni vypocti

Pro tcely objasnéni formulace prikazii pro nastaveni vypoctu slouzi tfi nazorné
ukazky. Prislusné ptikazy jsou spoustény v rozhrani prikazového radku, jehoz aktu-

alni adresar odpovida umisténi souboru vypocetPCG .exe.
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1. Vyuziti CPU pro ucely feseni tlohy S32x128 s predpodminénim podle algo-
ritmu IC(0) a vypisem teplot na chlazeném povrchu (nad termoclankem):

vypocetPCG.exe -device=H -problem=S -precond=ICZ -output=SURFACE

2. Vyuziti CPU pro cely feseni tlohy M64x256 s predpodminénim podle metody
TNS a vypisem teplot v misté usazeného termoclanku:

vypocetPCG.exe -device=H -problem=M -precond=TNS -output=SENSOR

3. Vyuziti GPU pro ucely reseni tilohy L256x256 bez predpodminéni a s vypisem
teplot v misté usazeného termoclanku:

vypocetPCG.exe -device=A -problem=L -precond=NOP -output=SENSOR

Ukladani vystupa do externiho souboru

V ramci béhu programu vypocetPCG jsou ziskané vystupy ulozeny ve formé exter-
niho souboru s priponou .dat:
» oznaceni temp-sequence identifikuje soubor, ktery obsahuje vypocitané hod-
noty pro teploty v misté ur¢eném volbou parametru output,
e oznaceni info-stats identifikuje soubor, ve kterém je ulozen idaj o vypocet-
nim case provedené simulace.
Kromé téchto identifikatori jsou nazvy vystupnich soubort dale slozeny z kombinace
zvolenych hodnot pro vstupni parametry precond, device, problem a output. Po
ukonceni vypoctu lze tyto soubory nalézt ve slozce Outputs, ktera je umisténa ve

stejném adresari jako soubor vypocetPCG.exe.
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B OBSAH PRILOZENEHO CD

Na prilozeném CD jsou ulozeny tyto adresate:

o Matlab: Adresar obsahuje spustitelné skripty ADI_Problem_ Formulation.m
a PCG_ Problem Formulation.m, které v souvislosti s metodou stiidavych
sméri a metodou sdruzenych gradientii s predpodminénim realizuji prevod
fesené 2D modelové tlohy do diskrétniho tvaru. V adresari je rovnéz umistén
soubor mmwrite.m, ktery ve skriptu PCG_Problem Formulation.m slouzi k
ukladani sestavenych fidkych matic ve formatu CSR do externiho souboru.
K uchovani veskerych datovych struktur, které jsou ve skriptech ukladany do
externiho souboru, slouzi podadresar Outputs.

o vypocetADI: Adresar obsahuje soubory, které souviseji s vytvarenim a vyvo-
jem spustitelného programu vypocetADI pro feseni modelové tlohy pomoci
metody stiidavych sméri. Navod k obsluze programu je vysvétlen v ramci
textu prilohy A.

o vypocetPCG: Adresar obsahuje soubory, které souviseji s vytvarenim a vyvo-
jem spustitelného programu vypocetPCG pro feseni modelové tlohy pomoci
metody sdruzenych gradientti s predpodminénim. Navod k obsluze programu

je vysvétlen v rameci textu prilohy A.

96



