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ABSTRAKT, KLL.UCOVE SLOVA

Abstrakt

V tejto bakalarskej praci popisujeme algoritmus tvorby kone¢no-prvkového modelu
axialne zataZeného pruatu, pri pouziti kvadratického prvku. Vuvode definujeme
zakladné pojmy pruznosti a pevnosti, ktoré v priebehu prace pouzivame, a ktorych
znalost' je nevyhnutnou podmienkou pochopenia problémov, pre ktoré bola metoda
kone¢nych prvkov odvodena. Praca popisuje prechod od zakladnej diferencialnej
rovnice kslabej formulacii, na ktorej je tato numerickd metéda postavend. Definuje
prvkové matice avektory aprechod od jedného prvku ku globalnym maticiam
a vektorom, vztiahnutym Kk celému telesu. Popisuje implementovanie okrajovych
podmienok do metddy a postprocessing vysledkov, pre vypocet d’alSich neznamych.

V praktickej casti definujeme 3 demonStracné ulohy, ktorych vysledky z vlastne;j
implementacie MKP v programe Matlab, porovnavame s analytickym rieSenim
ariesenim z komer¢ného softvéru, ANSYS Workbench. Ulohy st zamerané na zloZité
liniové zataZenie pratu, meniaci sa prieCny prierez a staticky neurcitu ulohu. Vysledky
posuvov a normalovych napati naprogramovaného riesi¢a s kvadratickym prvkom sa
zhoduju s vysledkami z Ansysu (pri totoZnych nastaveniach) a po navySeni poctu prvkov
(podl'a potreby) is analytickym rieSenim. Priklad s premenlivym prie¢cnym prierezom
bol v Ansyse rieSeny rovinnou napatostou. Bola tak zistena pritomnost Smykovych
napati v castiach prie¢neho prierezu vzdialenych od strednice prutu, ktoré nas riesic
neuvazuje a mohli by byt v urcitych pripadoch vyznamné.

Kltucové slova
prut, axidlne zatazenie, metéda konecnych prvkov, kvadraticky prvok, slaba formulacia

Summary

This bachelor thesis describes an algorithm for programming finite-element model
with quadratic elements for axial loaded bar. In the introduction, we define the basic
concepts of mechanics of materials, which are used in this thesis and are necessary to
understand problems, for which finite element method was formulated. The thesis
clarifies a transition from basic differential equation to weak formulation, which is the
base of finite element method. We define element matrices and describe transition to
global matrices, relating to the whole body. Then describe implementation of boundary
conditions and postprocessing of the results, necessary for calculation and displaying of
other unknowns.

In the practical part, 3 illustrative problems are presented and -calculated
numerically in FEM solver using Matlab, analytically and in software ANSYS Workbench.
Results are then compared and evaluated. Problems have different boundary conditions
(linear axial load, tempered cross section, statically indeterminate fixation). Results of
displacement and normal stress for programmed solver are identical to those from
Ansys (using the same settings) and analytical solution (after more elements are added,
if necessary). Problem with tempered cross section was simulated in Ansys using plain
stress, because the program can’t define bar with tempered cross section. This revealed
sheer stress contained in parts of cross section further from centreline, which are not
calculated in our FEM solver and in some cases might be significant.

Key words

bar, axial load, finite element analysis, quadratic element, weak formulation
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UvoD

Uvod

Met6éda konecnych prvkov (MKP) je vel'mi efektivna numerickd metoda, ktora je
vyuzivana na rieSenie Sirokej Skaly technickych problémov. Od Strukturalnych analyz
namahanych telies, cez dynamiku aZ po tepelné analyzy. RieSenia tychto uloh
zvyCajne ponukaju rézne sukromné spolo¢nosti vo svojich softvéroch, za ktoré pozaduju
vysoké poplatky, ktoré si menSie spolocnosti nemusia vediet dovolit.

Napriek vysokym cenam za ,prendjom* softvéru je vacSinou vyhodné uprednostnit
numerické simulacie pred experimentalnymi skigkami, ktoré byvaju nie len zdihavejsie,
ale zaroven financ¢ne nakladnejSie a naroc¢nejSie na vybavenost a kapacity spolo¢nosti.
Numerické simulacie teda zniZuju naklady na vyskum avyvoj strojnych zariadeni,
poskytuju moZnost optimalizacie vhodného rieSenia bez nutnosti fyzickej realizacie
problému ¢i verifikuji spravnost série analytickych vypoctov pri navrhoch
komplexnejSich celkov, pre dodrzanie stanovenej bezpecnosti a funkénosti
navrhovanych zariadeni.

Nevyhodou komerc¢nych softvérov je vSak spomenuta cena. Po mnohych rokoch
uprav a vylad'ovania detailov ponuikaji komer¢né spolo¢nosti prepracované vypoctové
programy s moznostou prepajania roznych domén inZinierskych vypoctov, ¢o umoznuje
rieSit komplexné problémy vel'mi efektivne. Ak je vSak firma zamerana napriklad na
sucasti, ktoré moZno povazZovat za prutové telesd (napriklad hriadele) a potrebuje
overit napatia ¢i posuvy, ktoré vzniknu po zataZeni osovou (axialnou) silou pri danych
okrajovych podmienkach, tak sa jej kiipa komer¢éného softvéru nemusi vyplatit. V takom
pripade je vhodnejSie investovat ¢as do naprogramovania jednoucelového vypoctového
programu, v ktorom bude moZné rychlo a jednoducho definovat novu tlohu a zaroven
nebude finan¢ne nakladny.

Ina potreba naprogramovania vlastného MKP rieSi¢a méZe vyplynut zo Specifickosti
daného problému. Komerc¢né softvéry sa totiZ zameriavaju hlavne na bezné inzinierske
problémy, preto tieto rieSice nemusia byt uspdsobené na vypocty, sktorymi sa
stretavame iba zriedkavo, pripadne ich realizujeme po prvykrat - napriklad v ramci
vyskumu ¢i vyvoja.
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ZAKLADNE POJMY PRUZNOSTI A PEVNOSTI

1 Zakladné pojmy pruznosti a pevnosti

Zakladnou ulohou pruznosti apevnosti je popis aurcovanie deformacie
a poruSovanie telies a ich vzajomny vztah k silovému p6sobeniu uvol'neného telesa. [1]

1.1 Napatie, deformacia, materialové charakteristiky

Mechanické vlastnosti materialov st prakticky 4 (pruZnost, plasticita, pevnost a
huZevnatost), ale mechanickych charakteristik je ovel'a viac. Mechanické charakteristiky
materialov ziskavame pomocou réznych mechanickych skusok (skuska tahom, tlakom,
ohybom, skusky tvrdosti a iné). [2]

1.1.1 Normalové napitie

Normalové napdtie o vznika vtelese v dosledku poOsobenia silového zataZenia
kolmo k prie¢nemu prierezu prutu. Vztah pre vypocet normalového napatia dava preto
do pomeru normalovu silu N a plochu prie¢neho prierezu S:

N

0'=§ (1)

1.1.2 Pomerna deformacia

Pomerna deformacia (pomerné pretvorenie) € predstavuje zmenu prediZenia pratu
v smere strednice [2]. Matematicky ho moZno vyjadrit absoliitnou zmenou dizky vodi
povodnej dizke pritu alebo pomocou prirastku diZky k infinitizimalne malej ¢asti pritu:
L—L, du 5
€= L, dx’ (2)
kde L, je pdovodna dizka pritu vnedeformovanom stave, L je nova dizka pritu
v deformovanom (zataZenom) stave, dx predstavuje pévodnt dizku infinitizimalne
malého prvku pritu a du prirastok dizky k tomuto prvku spésobeny zat'azenim.

1.1.3 Hookov zakon
A

o=F/A
/

t >
0.2% e=l/L

Obr. 1: Tahovy diagram materidlu; 2 - prestdva platit Hookov zdkon, 4- zmluvnd medza
klzu; prevzaté z [ 3]
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ZAKLADNE POJMY PRUZNOSTI A PEVNOSTI

Vztah medzi normalovym napatim prutového telesa a pomernou deforméaciou
vyjadruje v elastickej oblasti materidlu Hookov zakon [2]:

og=Eeg, (3)

kde E predstavuje Youngov modul pruZnosti. Stanovenie tejto materialovej
charakteristiky je ulohou mechanickych skuSok materidlov. Pre stanovenie modulu
pruznosti sa vyuZiva skaska tahom, ktorej priebeh je zakresleny v tahovom diagrame
(obr. (1)). Modul pruznosti je potom smernicou elastickej (linearnej) ¢asti diagramu.

1.2 Prut v pruznosti a pevnosti

Prut je teoretickym modelom redlneho telesa z hl'adiska napatosti a deformacie
aje modelom najjednoduchSieho typu [1]. Ak vymedzime prut ako teoretické teleso,
ktoré nahradza redlne teleso, je nutné predpisat urcité predpoklady, ktoré musi realne
teleso spiiiat,za ktorych budu vysledky vypo¢tov odvodenych pre pritové telesa
odpovedat naSmu realnemu telesu.

Geometrické prutové predpoklady [1]:

e Pruat je urCeny krivkou, tzv. strednicou, a vkazdom bode strednice prieCnym
prierezom, ktory obsahuje vSetky body telesa leziace v normalovej rovine.
Priesecnik strednice a prie¢neho prierezu je geometrickym taziskom T.

e Strednica je spojita a hladka krivka koneé¢nej dizky.

e PrieCny prierez je spojitd jedno alebo viacnasobne suvisla oblast ohranicena
obrysom a charakterizovana charakteristikami priecneho prierezu.

e Di7ka strednice je radovo minimalne rovnako velkd ako najvic¢$i rozmer
prie¢neho prierezu. Idedlne v$ak plati pre pomer diZky strednice

o s , f v . L
k charakteristickému rozmeru priecneho prierezu > > 10.

Vazbové a zatazovacie predpoklady [1]:
e Viazby obmedzuju iba posuvy a uhly natocenia strednice.
e ZatazZenie je sustredené na strednicu, t. j. silovym pdsobenim na prut sd osamelé
a liniové sily a silové dvojice s pdsobiskom na strednicu.
Deformacné predpoklady [1]:
e Strednica prutu zostava v procese deformacie spojita a hladka.
e PrieCne prierezy zostavaju v priebehu deformdacie zase prieCnymi prierezmi,
a teda si zachovavaju rovinnost a kolmost' k deformovanej strednici.
Napatostné predpoklady [1]:
e Napdtost vprute je urCena normalnym asmykovym napatim v prieCnom
priereze. Tento typ napatosti oznacujeme ako prutova napatost.
Po splneni tychto predpokladov budeme d’alej uvazovat, Ze deformdcia pratu (posuvy,
pretvorenia) je dostatoCne malda, ¢o umoznuje riesit staticki rovnovahu prvku podla [1]
v nedeformovanom stave.

1.3 Medzné stavy

BeZnym stavom odpovedaju stavy, kedy na teleso posobia sily, deformuje sa
a niekedy aj zistitelne porusuje, ale nedochadza k obmedzeniu funkcie. Medzné stavy
su stavy, kedy sa deformacia alebo porusenie meni z funkéne pripustnych na funkéne
nepripustné [1].

12 BRNO 2022



ZAKLADNE POJMY PRUZNOSTI A PEVNOSTI

1.3.1 Medzny stav deformacie

Medzny stav deformacie telesa je taky stav, pri ktorom sa deformdcia funkcne
pripustna meni na deformdciu funkcne nepripustnu [1]. V praxi to znamena, Ze vplyvom
zataZenia telesa (objemovymi ¢i ploSnymi silami, ale napriklad aj vplyvom rozt'aZnosti
materialu od zmeny teploty) doSlo kdeformacii, ktora nevyhovuje funkénym
poziadavkam pre dané teleso. Funk¢éne pripustna deformacia moZe predstavovat také
prediZenie, priehyby ¢i natocenie, pri ktorom nedochadza k ovplyvneniu spravneho
fungovania konStrukcie, vktorej je teleso namahané, su zachované poZadované
rozmerové igeometrické tolerancie, zataZenia, ktoré vzniknd pri presahoch su
zanedbatelne malé alebo pripustné apodobne. Medzny stav deformacie nie je
vSeobecne popisany, ale definuje ho konStruktér, ktory navrhuje danu sustavu.

1.3.2 Medzny stav pruznosti

Medzny stav pruzZnosti telesa je taky stav, ktorého prekroCenim vznikaju v telese
plastické deformacie [1]. Z oblasti elastickych - vratnych - deformacii sa tak dostdvame
do oblasti nevratnych deformdcii, ktoré v telese ostand napriek zniZeniu posobiaceho
zataZenia.

1.3.3 Medzny stav vzpernej stability

K medznému stavu vzpernej stability v telese dochadza, pokial je teleso zataZované
tlakom. Je to taky stav sustavy, po ktorého dosiahnuti sa meni charakter podstatnej
deformacie [1]. Pre prutové telesa to znamena, Ze sa priecne prierezy nie len k sebe
pribliZuju a strednica sa skracuje, ale od istého okamihu sa zacne strednica pruatu
ohybat. Tvar a charakter deformacie potom zavisi od typu pouzitych vazieb (obr. (2)).

= - F
I b W TR
'\1

iR
2 AR AL IR

EJ,

Pl ! PrLPPrrPrS PrLPPPrSS

a =11 a=TT a=V2 T o =21
z2

Obr. 2: Medzny stav vzpernej stability pri roznom uloZeni prutu [4]

1.4 Namahanie jednoduchym tahom a tlakom

Jednoduchy tah, pripadne tlak, je oznaCenie pre namahanie priameho prizmatického
prutu, ak na danej rozliSovacej irovni [1]:

e su splnené prutové predpoklady,

e priecne prierezy sa odd’al'uju, pripadne pribliZuju, a nasledne sa deformuju,
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ZAKLADNE POJMY PRUZNOSTI A PEVNOSTI

¢ jedinou nenulovou zlozkou vyslednych vnuatornych sil a momentov je normalova
sila.
Pri namahani na tah je normalova sila N orientovana v smere vonkajSej normaly
(obr. (3)). Pri tlakovom namdahani (obr. (4)) ma smer vnutornej normaly priecneho
prierezu [1]. Normalové napatia or si vrovine priecneho prierezu konStantné
a Smykové napdtia 7 si pre nemenny priecny prierez nulové.

5 e 5

F‘I“' — — — — » N

e -

— - _ _ o —_—
P—» - «— P
—— -

Obr. 4: Prutové teleso namdhané na tlak; zhora: plosnou silou, osamelou silou

14 BRNO 2022



TEORIA METODY KONECNYCH PRVKOV

2 Teoria metddy konecnych prvkov

Cielom tejto prace je implementacia metédy konecnych prvkov, skratene MKP, na
axialne zatazZené pruty, analyza vzniknutych posunuti a napati. Z toho dévodu bude aj
tedria tejto metddy a algoritmus tvorby konecno-prvkového modelu popisovany na
ulohach z pruznosti a pevnosti.

Metoda konecnych prvkov je vypocCtova metoda, vktorej je dana oblast
reprezentovana suborom jednoduchs$ich podoblasti, nazyvanych kone¢né prvKky,
definovanych tak, aby bolo moZné nad kazdym prvkom skonsStruovat aproximacné
funkcie. Metoda je postavena na troch zakladnych principoch [5]:

o diskretizacia telesa na jednotlivé prvky, ¢o umoziiuje riesit aj geometricky

zloZitejSie telesa ako subor geometricky jednoduchsich telies — prvkov,

e zostavenie aproximacnych (bazovych) funkcii (Casto polynomické funkcie)

nad kaZdym prvkom,

e diskrétne prepojenie prvkov, ktoré je zaloZené na kontinuite hl'adaného

rieSenia.
Pouzité aproximacné funkcie zavisia nie len na geometrii pouzitych prvkov (v 3D
metddach napriklad hexagonalne ¢i tetragonalne prvky), ale aj pocte a polohe bodov,
nazyvanych uzlov, z ktorych sa jednotlivé prvky skladaju [5].

Pre lepSiu predstavu a demonstraciu jednotlivych krokov zostavovania konecno-
prvkového modelu, uvazujme konkrétny pripad z pruZnosti a pevnosti. Majme prut
o dizke L, ktory je zataZeny osovym liniovym zataZenim g (viz obr. (5)). Prit je v I'avej
Casti votknuty, teda ma zamedzeny posuv. Os x orientujme tak, aby smerovala pozdiz
prutu z l'avej Casti k pravej. ZataZenie ¢ mdZe byt I'ubovolné, a teda jeho presna hodnota
je popisana vSeobecnou funkciou g = f(x), pre xe(0; L), pricom kladna hodnota funkcie
q(x) znamend, Ze zataZenie pdsobi v smere osix. PrieCny prierez mdZe mat vo
vSeobecnosti premenlivii plochu S(x) a zaroveni aj materidl méze byt vSeobecnou

funkciou E (x). Diskrétne zataZenie osamelymi axidlnymi silami F' zahrnieme do uvahy
az neskor.

ax)t

> > > > > > > > >

Obr. 5: Prutové teleso namdhané na tah vseobecnou funkciou q = f(x)
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2.1 Odvodenie zakladnej diferencialnej rovnice
a aproximacia rieSenia

MKP rieSi¢ formulujeme pre vypocet konkrétnej nezavislej funkcie s danym
fyzikdlnym vyznamom. Hl'adanou neznamou moZu byt, podla volby programatora,
zloZKky [6]:

e posuvov - deformacny pristup

e napati - silovy pristup

e napati aj posuvov - zmieSany pristup
VnaSom pripade zvolime deformacny pristup, teda primarnou hl'adanou neznamou
budu zlozky posuvov, zktorych nasledne dopocitame ostatné potrebné nezname.
Vyjdeme zo zdkladnych vztahov odvodenych v pruznosti a pevnosti [7] pre normalové
napatie o (rovnice (1) a (3)) a pretvorenie ¢ (rovnica (2)) a zaroven definujeme liniové
zat'aZenie g, posobiace v osi prutu [7]:

0 =—=, @
dx
kde dN predstavuje infinitizimdlne maly prirastok normalovej sily. Vzajomnym
dosadenim ziskame nehomogénnu diferencialnu rovnicu druhého radu, z ktorej budeme
vychadzat pri zostavovani MKP rieSica:

B d(EeS)
q=——0 (5)
d du
g = _E(ES£>' (6)

N3ajst’ rieSenie takto formulovanej diferencidlnej rovnice znamena najst funkciu u(x),
ktora spliia rovnicu (6) na celom definovanom intervale (0;L) azaroven splia
predpisané okrajové podmienky (predpisané posuvy ¢i zataZenia v konkrétnych
bodoch) [5]. Analytické riesenie diferencidlnych rovnic vSak nie je vo vSeobecnosti
jednouchou ulohou, dokonca pre vacSinu problémov analytické rieSenie neexistuje,
pripadne ho nevieme najst. Ak by sme k tomu uvazovali, napriklad, plochu prie¢neho
prierezu, ako vSeobecnu funkciu polohy, S(x), situdcia by sa skomplikovala eSte
vyraznejsie.

RieSenie tejto diferencialnej rovnice budeme preto hl'adat numericky ako linearnu
kombinaciu posuvov vjednotlivych uzloch kazdého prvku a bazovych funkcii

zostavenych nad tymto prvkom [5]:
n

wx U= ) ut (), (7)
j=1

kde uje su hodnoty rieSenia v uzloch prvku, 1/)]? su aproximacné funkcie nad danym

prvkom a n predstavuje pocet uzlov v prvku (determinovany pouZitym aproximacnym

polynémom). Uzly definujeme na okrajoch prvku. Posledny, treti, potrebny uzol mézeme

zvolit kdekol'vek medzi dvoma krajnymi uzlami, no ako vhodné rieSenie sa ponuka uzol

rovnako vzdialeny od zvySnych 2 uzlov, teda v strede prvku [5].
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posuv 4 =
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Obr. 6: Vykreslenie presného riesenia u(x) a jeho aproximdcie pomocou MKP U(x) nad
prvkami 1 a 2 (v kruzku) rozdelenych, kaZzdy, na 3 uzly

2.2 Definovanie bazovych funkcii kvadratického prvku

Pre ndjdenie rieSenia U®(x) teda potrebujeme definovat bazové funkcie y); nad
kazdym prvkom e. [5] Tie odpovedaju typu pouZitého prvku, v naSom pripade
kvadratické. Na zaklade geometrie bazovych funkcii (obr. (7)) méZeme stanovit hodnoty
v jednotlivych uzloch prvku. Bazové funkcie nadobtidaju hodnoty 1 alebo 0, podl'a tvaru
bazovej funkcie. Ak vyjdeme zo vSeobecného predpisu pre kvadraticku funkciu 1§ (x) =
a + bx + cx?, za prislusné hodnoty x dosadime globélne stradnice jednotlivych uzlov
aporovname ich shodnotou bazovej funkcie 17 (x;) vo vSetkych uzloch prvku
(konkrétne napriklad: Y5 (x7) = 1, Y5 (x5) =0, YPi(x5) = 0), dostaneme suistavu troch
rovnic otroch neznamych, zktorych po uprave ziskame funkény predpis jednej
z bazovych funkcii [5]. Postup nasledne opakujeme aj pre zvysné dve funkcie. Globalne
suradnice uzlov oznacujeme v tvare: x/,tedai-ty uzol e-tého prvku, kdei = {1,2,3}.
Rozdiel x§¢ — x¢ predstavuje dizku prvku h,.

(x5 —x)(xf — 2x + x3)

Wi =S )
A D)
£ =) —2x+ xS
v = & ’gg"_ "8 ) (10)
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Tieto interpolacie spadaju do rodiny
Lagrangeovych interpola¢nych funkcii, pre
ktoré musi platit [5]:

A
—

0 prei#j
1 prei=j

e ;
Y
T

|

Wi (D) = 8| (a

z Y (x) = 1,pre xe{xi; x5) (12) U
=1

z ¢oho vyplyva, Ze derivacia sumy bude

nulova:
n
d 7 (x)
Z L2, (13)
j=1

kde n—1 je stupenn interpolacného W
polynému. Tieto vlastnosti moZno nasledne
pouzit pre konStrukciu Lagrangeovej
interpolacnej funkcie I'ubovolného stupna
[5]. My ich vsak dalej vyuZivat nebudeme,
nakol’ko sme bazové funkcie pre ~— x
kvadraticky prvok uz odvodili. Obr. 7: Geometrické tvary bdzovych
funkcii [5]

[a—.

¥
bl

!

N |
N

2.3 Odvodenie slabej formulacie zakladnej diferencialnej
rovnice

RieSenie naSej zdkladnej diferencidlnej rovnice (7) budeme hladat najskér nad
jednym prvkom. V principe moZeme pouzit akikol'vek metéddu, pomocou ktorej by bolo
moZné odvodit potrebné algebraické vztahy medzi hodnotami v uzloch prvku, no
vnasom pripade vyjdeme z Rayleigh-Ritzovej metddy, ktord je zaloZend na slabej
formulacii diferencialnej rovnice [5]. RieSenie diferencidlnej rovnice U(x) teda nemusi
splfat’ pévodni diferencialnu rovnicu absolttne (zatial’ ¢o skutoéné rie$enie u(x) musi),
ale staci, ak spiﬁa odvodenu slabu formulaciu tejto rovnice.

Koeficienty u;/ potrebné pre stanovenie aproximovaného rieSenia urcime

z takzvaného vazeného integralneho tvaru, kedy cleny povodnej diferencialnej funkcie
prevedieme na jednu stranu, vynasobime testovacou funkciou w(x) a zintegrujeme cez
dany prvok (v hraniciach krajnych uzlov prvku) [5]:
x5 d [ du

Lf w( dx(Ede> q)dx—O (14)
Pre rozne testovacie funkcie w(x) dostaneme, samozrejme, rozne rieSenia integralu. Pre
stanovenie n hodnot uf potrebujeme n navzajom nezavislych testovacich funkcif w(x).
Preto za testovaciu funkciu v integrali dosadime bazové funkcie 1;. Takto definovany
konecno-prvkovy model sa nazyva Galerkinov kone¢no-prvkovy model [5]. Bazové
funkcie 1§ by vSak v takomto pripade museli byt dvakrat diferencovatel'né, teda aspor
kubické.

Pre  oslabenie poZadovanej kontinuity  bazovych  funkcii zamenime
diferencovatel'nost v rovnici (12) z u pomocou per partes na w tak, Ze obe funkcie u aj w
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budu diferencovatel'né rovnako, v tomto pripade kazda jedenkrat. Novo vzniknuty tvar
rovnice sa nazyva slabou formulaciou pévodnej rovnice (14) [5]. Toto dosiahneme
nasledovnymi tipravami:

d du d du dw du
o (5 )] = s ) s

. dx dx dx dx dx
[} vl (s ) [ (ps )
_ w |— N dx = - w x — | dx
x¢ dx dx dx x° dx dx (15)

J‘ [ (a5 %)) ax = - [wes 2 3+f%(5W“ﬂd
Y ldx AR X8 dx dx) "

X dwdu du
0=f ( S——— q)dx—w(x§)(ES—)
x

du
e —
() <ES dx)

X3

dx dx dx (16)

Ak identifikujeme primarne a sekundarne nezname slabej formulacie podl'a pravidla, Ze
koeficient pri testovacej funkcii w je sekundarna premenna, ziskame [5]:
e primdarna premenna: u,

X1

¢ sekundarna premenna: ES‘;—Z =0,

ktorych definovanie je potrebné pre spravne zadavanie okrajovych podmienok
problému.

NasSa sekundarna premenna @, vS§ak ma svoj fyzikalny vyznam, vychadzajuci z rovnic (1),
(2) a (3):

d
Q=E5£=N. (17)

Jedna sa teda o normalovu silu pésobiacu v uzloch prvku. Pre naplnenie predpokladu, zZe
kladna sila je taka, ktora posobi v kladnom smere osi x, zavedieme znacenie [5]:

du du
o =-nr=-(esg)], er=me=(esg)]

Ak zavedieme nové znacenie do rovnice (16), ziskame finalny tvar rovmce oznacovanej
ako slaba formulacia diferencialnej rovnice:

X3 dw d
0= ] (ES 2~ wa) dx = wixb)QF —w(x)05 (19)

(18)

dx d

Pre zahrnutie moznych nenulovych sekundarnych neznamych je nutné modifikovat' tvar
slabej formulacie nasledovne [5]:

0= jxg (ESd—Wd—u) dx — figwq dx —w(x;)Qy —w(x5)Q5 . (20)

e
X1 X1

2.4 Odvodenie prvkovej matice tuhosti a vektorov zataZeni

Ak vslabej formulacii vykondme substiticiu pre u z rovnice (8) aza testovaciu
funkciu w dosadime jednotlivé bazové funkcie 17, pre i € (1,2,3), ziskame sustavu troch
rovnic (jedna rovnica pre jeden uzol v prvku) [5]:

O — fxs ES dl/}f Z lp} dx _ fxgl/)eq dx _ ¢e(x8)Qe _ lpe(xe)Qe
. dx . ] dx xi’ 1 1\A1 1 1\A3 3

X1 j=1
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xg d e n lp e

0= J;f S dlfcz Z a dx _fx l/)zq dx — lpz(xf)Ql ¢§(x§)Q§ , (21)
x§ dwe n I/J X8

o=, |5 2.4 |- [ s - wsceer -wsenes.

Rovnice moZeme dalej upravit prevedenim c¢lenov so zapornym znamienkom na druhu
stranu rovnice. TaktieZ vyjmeme konStanty z integralu ¢i vyuZijeme moZnost zdmeny
integralu so sumou. S vyuZitim (12) potom 21skame nasledovny tvar sustavy rovnic:

ZJ:?( d;lhlc/;J) x| ug _f Wweq dx + QF

j=1
n _ xg
3 1/)1 dx uf = Yiq dx + Q5 , (22)
—1 Lxf dx dx xf
j=1"

xS dys P x5

377 e — e e
fo ( e dx>dx Uj fxew3qu+Q3.
=1 " 1 E 1

V rovnici (22) bol zavedeny parameter Q5 = 0, ktory umozni vyjadrit ststavu rovnic
(23) v kompaktnom tvare:

n x5 dlpl Y . x§ . . .
Z le < dx dj> luj = Lf Yiqdx + Q7 , prei € (1,2,3). (23)

j=1
Zavedieme substitucie, ktoré zjednodusia d'alsi zapis jednotlivych ¢lenov rovnice (23)

[5]:
e xg‘f dl’bl l/) e x3e e
Kij = Jxl < dx d]>dx fl = Jxl qy1 dx, (24)

kde [ ]] predstavuje takzvanu prvkovd maticu koeficientov (v Strukturdlnych tlohach

oznacovana ako prvkova matica tuhosti). {f;°} predstavuje takzvany zdrojovy vektor (v
Strukturdlnych tulohdch oznacovany ako prvkovy vektor spojitého externého
zatazenia). [5] Zavedenim substiticii moZeme rovnicu (23) prepisat do
kompaktnejsieho maticového zapisu:

[KT{u} = {f°} + {Q°}. (25)

MoéZeme vidiet, Ze sustava rovnic (25) obsahuje 2j neznamych (pre kvadraticky prvok
j = 3). Tieto nezname oznacujeme ako primarne a sekundarne lokalne stupne vol'nosti
prvku [5]. Z toho vyplyva, Ze pre rieSenie sustavy rovnic je potrebnych j podmienok pre
kazdy z prvkov. Niektoré ztychto podmienok pochadzaju z okrajovych podmienok
(napriklad zamedzené posuvy v niektorych uzloch) azvySné vyjdu zrovnovahy
sekundarnych premennych Q; (vektoru stykovych sil) v spoloé¢nych uzloch prvkov [5].

2.5 Prepojenie elementov v Kkonecno-prvkovom modeli,
prechod na globalnu sustavu rovnic

Pre odvodenie rovnic na urovni prvkov sme izolovali jeden vSeobecny element e
z celého telesa, formulovali pren variacny problém (slabu formulaciu) a odvodili
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konecno-prvkovy model. Pre rieSenie problému ako celku je vSak nutné zloZit prvky
naspat dokopy. Pred samotnou diskretizaciou predpokladame spojitost primarnych
neznamych u arovnovdhu sekundarnych neznamych Q. Kontinuita primarnych
premennych je zaloZzend na jednoznacnosti rieSenia. Rovnovaha sekundarnych
premennych zasa na rovnovahe v bodoch spojenia elementov. Ina interpretacia znie, Ze
rovnovaha sekundarnych premennych je zaloZena na spojitosti derivacie skutocného
rieSenia Z—Z na hraniciach prvkov. Z toho vyplyva [5]:
e 2 prvky na hranici zdiel'aju navzajom prave 1 uzol (viz obr. (6)),
e ak na uzol nep6sobi externé zatazenie vo forme osamelej sily, je celkova sila
pOsobiaca vtomto uzle nulova (sila posobiaca na uzol od prvku vlavo je
v rovnovahe s rovnako vel'kou opacne orientovanou silou pésobiacou na uzol od
prvku vpravo).

2.5.1 Redukcia pocCtu neznamych a poctu rovnic

V naSich rovniciach zabezpec¢ime podmienku spojitosti premenovanim lokalnych
stupriov vol'nosti u{ na globalne stupne volnosti U;, prei € (1, ...,n), kde n predstavuje
pocet uzlov (pre siet s m kvadratickymi prvkami platin = 2m + 1), na ktoré je teleso
rozdelené [5]. Uzly pocitame zl'ava doprava (v smere orientacie osi x), preto v naSom
pripade vyzera prepis nasledovne:

uj =u? = U

2 _

us = U, (26)
ugn—l =uy" = Up_,
uy' = Up_q
ul' = U,

Pocet neznamych posuvov (jeden v kazdom uzle) je teda v novom znacenin. Pre
vypocet n neznamych vSak potrebujeme n rovnic. Pocet rovnic v prvkovej sistave rovnic
je 3. Vglobalnej sustave rovnic to predstavuje 3m rovnic, €o je o 3m — nviac ako je
potrebnych. Pre kvadraticky prvok to predstavuje 3m—-(2m+1)=m—-1
prebyto¢nych rovnic. Prebyto¢né mnoZstvo rovnic vzniklo prechodom z prvkovych
rovnic na globalne rovnice. Za testovaciu funkciu sme totiz dosadili bazové funkcie,
ktoré nadobudaju hodnotu 0 alebo 1, podla uzlu, vktorom dana funkcia vystupuje.
Prvky vSak niektoré z uzlov zdiel'aju, preto sa aj hodnoty bazovych funkcii v niektorych
rovniciach vyskytli duplicitne, Co spdsobilo narast mnoZstva rovnic v globalnej sustave
rovnic. Funkéné hodnoty bazovych funkcii na hraniciach, boli teda pouzité dvakrat.
Napriklad funkéné hodnoty ¥ ay? vuzle i = 3, ktorému odpoveda globalny posuv Us,
maju obe hodnotu 1 aziskali sme znich 2 rovnice. S¢itanim l'avych a pravych stran
tychto rovnic ziskame jednu rovnicu, ktora spravne popise spravanie sa uzlu 3 a zaroven
zredukuje pocCet rovnic [5]. Opakovanim tohto postupu znizime pocet rovnic z 3m na
2m + 1, ¢o odpoveda n neznamym.

Po tychto upravach mozno zapisat maticovy tvar globalnej sustavy konecno-
prvkového modelu nasledovne [5]:

[K]{U} = {f} +{Q}, (27)
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pricom plati, Ze [K]je globalnou maticou tuhosti o velkosti n x n. Vektor {U} je
stipcovy vektor oznadovany ako globalny vektor deformaénych parametrov.
{U}={U,,U,,Us,--- Uy, }''. Na pravej strane rovnice vystupuje globalny vektor
spojitého zatazenia {f} = {fi, >, f5, " fa}', ktory predstavuje rozloZenie spojitého
zataZenia q(x) do uzlov pruatu. [8] Aplikované spojité zataZenie tak nie je v MKP
reprezentované spojite, ale ako diskrétna staticky ekvivalentna nahrada spojitého
zat'aZenia v jednotlivych uzloch. Posledny vektor, {Q} = {Q4, @, Q3, - Q,,}, predstavuje
vonkajSie zataZenie osamelych sil pdsobiacich na uzly telesa. Tieto sily m6zu byt zadané
z okrajovych podmienok, no mézu vystupovat aj ako nezname, ako sily vo vazbach c¢i
v mieste predpisanej hodnoty posuvu. Oznacujeme ho globalny vektor osamelych
sil [5].

Na zaklade rovnakej fyzikalnej podstaty vektorov {f} a {Q} ich moZno zlucit dokopy,
pre zjednoduSenie zapisu: {f}+ {Q} = {F}. Vektor {F} tak predstavuje vektor
celkového zat'aZenia (globalny vektor zatazenia) v uzloch telesa [8].

2.5.2 Matematicky zapis globalnych matic

Ako nezname mozu v naSom MKP modeli vystupovat posuvy {U} ale aj zataZenia
{0Q}. Plati vSak, Ze vkazdom uzle pozndme vZdy hodnotu prave jednej z tychto dvoch
veli¢in [5]. Hodnota {Q} je ¢astokrat nulova, pripadne zadand. Ako nezndma sa mdzZe
teda v rovnici vyskytnut, pokial bude znama hodnota posuvu v danom uzle. Pokial’ je
hodnota posuvu neznama, musi byt hodnota osamelej sily tom istom uzle znama [5].
Zostavenie vektorov {Q} a {U} teda nepredstavuje vacsi problém.

Globalne matice tuhosti aspojitého zataZenia je vhodné zostavovat pomocou
prvkovych matic, ktoré sme odvodili v kapitole 2.4. Za tymto uCelom odvodime maticu
konektivity [B], ktora reprezentuje vztah medzi prvkovym znacenim uzlov a globalnym
znacenim uzlov. Clen matice konektivity b;j predstavuje poziciu v globalnom cislovani
uzlov i — tého prvku a j — tého uzlu [5]. Pre prat zobrazeny na obr. (6), vel'kosti 2 x 3 (2
prvky, 3 uzly), by tato matica mala tvar:

1 2 3
B1=[; ; 3 (28)
Pre demonsStraciu pracujme aj d’alej s prikladom uvedenym na obr. (6). Nakol'’ko je prut
rozdeleny na 2 prvky, budeme potrebovat’ dve prvkové matice: K1, K? a dva vektory f1,
f?2. Prvkova matica tuhosti a vektor spojitého zataZenia by mali v§eobecne tvar:

Kii K, Kis £
[Ke] = Kze1 Kzez Kzes ’ {fe} = fze , (29)
K3?1 K’fz K’fs f3e

kde pocet prvkov e = {1,2}. Do (z pociatku) nulovej matice [K] s rozmermi n x n vloZime
prvkovi maticu tuhosti odpovedajtcu 1. prvku [K1] tak, Ze koeficienty 1. riadku matice
konektivity B(1,:) = [1 2 3] uréia postupne stipce a riadky, kam hodnoty uloZime [5].
Po prvom kroku tak matica [K] vyzera nasledovne:
Kiy Ki; Kis
K31 Kz, Kis

OO O O O
oSO O O O

KT=\K} Ki Ki (30)
0 0 0
0 0 0
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V d’alSom kroku nas matica konektivity B(2,:) = [3 4 5] odkazuje na ,$tvorcovi“ oblast
od riadku 3, stlpca 3, po riadok 5, stlpec 5. Prvky z matice K2 vSak musime do globalne;j
matice tuhosti pricitat, nie ich nahradit [5].

Kl Ki Kis 0 0]
K31 Kz, K23 0 0
[K] = K3, Ki, K3z + Ky Kb Kis|. (31)
0 0 K3 K3, K
o 0 K3 KL K

MozZeme si vSimnut, Ze prvkova matica [K¢]je symetricka. Rovnako ako aj globalna
matica tuhosti [K]. Zaroveni mdZeme pozorovat na matici [K] oblasti s hodnotou 0. Pri
vysokom pocte uzlov pocet nulovych hodnot vyrazne narasta. Matica tuhosti je vlastne
maticou plnou nul, okrem hlavnej diagondly, diagonaly nad a pod hlavnou diagonalou.
Globalny vektor spojitého zataZenia {f'} zostavime podobne ako maticu [K] [5]. Do (z
pociatku) nulového stipcového vektora rozmeru 5 x 1 ukladame prvkovy vektor {1},
ktory umiestnime na pozicie podla hodnét matice konektivity v prvom riadku,
odpovedajicemu prvému prvku B(1,:) = [1 2 3]:

fi
(le]
=1 (32)
0

0
V dalSom kroku vyuZijeme druhy riadok matice konektivity, odpovedajici druhému

prvku a opat’ pric¢itame, nie nahradzame, hodnoty prvkového vektoru pre druhy prvok
{£?} [5]:
fi
f2
Y=+ (33)
fZ
fi

Nakol'ko bolo zavedené pravidelné Cislovanie prvkov iuzlov zl'ava doprava, je
mozZné zostavit globalne matice [K] a {f} i bez pouZitia matice konektivity [B].
VSeobecne vSak modze byt Cislovanie ndhodné. Vtakom pripade je pre zostavenie
globalnych matic matica konektivity nevyhnutna.

Pre rieSenie sustav rovnic v MKP rieSi¢i je moZné pouzivat Gaussovu elimina¢nu
metddu, Jacobiho metddu, Gauss-Seidlovu metddu Ci iné. NajvhodnejsSie je vSak volit
rieSiCe optimalizované pre sustavy s vysokym poctom nulovych ¢lenov, pre skratenie
vypoctového casu.

2.6 Implementovanie okrajovych podmienok

Implementovanie okrajovych podmienok rieSeného problému do sustavy rovnic
(28) je nutnou podmienok pre vyrieSenie tejto stustavy [5]. Bez nej, je totiZ matica [K]
singularna, teda nema jednoznacné rieSenie. Konkrétne je moznych najst nekonecne
vel'a rieSeni, ¢o moZno fyzikalne interpretovat ako pohyb telesa ako tuhého celku [8].
Zadanim dostatocného mnozstva okrajovych podmienok tak konkretizujeme hl'adané
rieSenie na prave jedno.
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Okrajové podmienky zadavame formou predpisania hodn6t primarnych (u)
¢i sekundarnych (Q) neznamych [5]. Pre priklad, m6Zeme uviest okrajové podmienky:
ul=U,=0, (34)
Q% = Qs =100,
¢o vpripade prutového telesa rozdeleného na 2 kvadratické prvky, moézZeme
interpretovat ako zamedzenie posuvov na l'avej casti prutu (v prvom uzle) a podla
vztahov (18), posobenie tahovej sily (smerujicej von z telesa) ovelkosti 100 N
v poslednom uzle pruatu. Znamych hodnét vSak moZe byt aj viac. Ich zapis by bol
rovnaky, ako bolo uvedené v rovniciach (34). V pripade, Ze vdanom uzle nepo6sobi
Ziadne externé zat'aZenie a nie je predpisana hodnota posuvu, je sila v tomto uzle nulova
(@7 = 0). Plati vsak, Ze pre kazdi zrovnic, vystupujicu v lineadrnej sistave rovnic
pozname vzdy posuv alebo zataZovaciu silu. Nikdy nie oboje. Z toho vSak vyplyva, Ze
predpisanim hodnoty posuvu nam budu vystupovat nezndme na l'avej i pravej strane
rovnic. RieSenim tohto problému je nasledujica modifikacia sustavy linearnych rovnic:
e 7z pravej strany rovnice (vektor celkového zataZenia {F}) od¢itame sucin
znameho posuvu a prislusného stipca globalnej matice tuhosti

Ky U;
{F}={F}—{ ) (35)

KniU;
e zmatice [K] a vektorov {F}a {U} odstranime riadky odpovedajice ¢islam uzlov,
v ktorych hodnotu posuvov pozname
e 7z matice [K] odstranime vsetky stipce odpovedajtce ¢islam uzlov, v ktorych
hodnotu posuvov pozname
Uvedenymi upravami ziskame modifikovanu ststavu rovnic, ktorej rieSenim budu
hl'adané posuvy {U}:

[K*I{U"} = {F"}. (36)
Aplikovat nenulové okrajové podmienky je moZné aj rozpisanim sustavy rovnic (28)
na dve sustavy rovnic:
K11 K1z] [U1] [F1]
= _ 37
Ko Kool U] = |F; (37)

Vektor U, potom obsahuje iba zname, predpisané, posuvy a vektor F; iba zname externé
zataZenia [8]. Tento pristup nebol vyuzity v nasom ries$ici, no vyuZiva sa castejsie, kvoli
nizsiemu vypoctovému casu.
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3 Postprocessing vysledkov

Vypocitané hodnoty posuvov vjednotlivich uzloch mézZeme dalej vyuZit pre
spocitanie sekundarnych neznamych (napriklad normalovych napati o, zktorych
nasledne mozno, pomocou vztahov (1), (2) a (3), spocitat hodnoty normalovych sil
posobiacich v telese). Zaroven mozno ziskané hodnoty vyuZit pre grafické zobrazenie
priebehu vzniknutej deformacie. Ak pre dany problém existuje aj analytické rieSenie, je
mozné porovnat analytické rieSenie snumerickym rieSenim a vysledky zhodnotit.
V pripade, Ze sa numerické rieSenie nezhoduje s analytickym, je mozné zvysit pocet
pouzitych prvkov a vypocet zopakovat. Rovnako je vhodné postupovat pri neznalosti
analytického riesenia. Po vypocte neznamych s danym poctom je vhodné pocet prvkov
navysit avypocet zopakovat. Ak sa vysledky rieSenia zhoduju s predchadzajicimi,
pripadne sa iba minimalne odliSuji, znamena to, Ze d'alSim navysSenim poctu prvkov
nedosiahneme vyssiu presnost, iba predizime vypocetny ¢as.

Pomocou metddy konecnych prvkov ziskame hodnoty neznamych posuvov v uzloch.
Zaroven pozname bazové funkcie, ktorych linearnou kombinaciou aproximujeme
hl'adané rieSenie nad kazdym z prvkov. Tym sme ziskali funk¢ény predpis aproximacie
hl'adaného rieSenia, a preto moZeme spocitat hodnotu posuvu aj vinom bode ako
v mieste uzla, ¢o je mozné vyuzit pre jemnejSie vykreslenie priebehov posuvov, napati ¢i
normalovych sil.

Pre kvadraticky prvok plati, Ze aproximované posuvy su po castiach kvadratické.
Nakol'’ko st normalové sily a normalové napatia imerné derivacii posuvov, vyjdu tieto
priebehy vo vSeobecnosti po Castiach nespojité alinearne [5]. Linearnym priebehom
vSak nemusi byt rieSenie aproximované presne, preto moze byt nutné rozdelit teleso na
vacsi pocet konecnych prvkov, ¢im ziskame hladSi priebeh tychto kriviek
a minimalizujeme rozdiely medzi skuto¢nym a aproximovanym rieSenim.
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4 Vlastna implementacia MKP

V predchadzajucich  kapitolach sme uvideli aodvodili teériu potrebnu
k naprogramovaniu metddy konefnych prvkov. Na tomto teoretickom zaklade bol
zostaveny skript v softvéri Matlab, v ktorom je mozZné numericky vyrieSit zataZovanie
pratovych telies namahanych na tah a tlak. Nakol'ko program Matlab poskytuje Siroku
Skalu prikazov, medzi ktorymi su funkcie pre integrovanie, derivovanie a pod., boli tieto
prikazy vyuZité aj pri programovani nasho rieSica MKP. Nebolo tak potrebné
programovat vlastné metody pre rieSenie linearnych rovnic ¢i iné matematické operacie
vyuzivané metddou konecnych prvkov.

V druhej kapitole bola odvodena globalna matica tuhosti a globalny vektor spojitého
zataZenia, ktoré boli zostavené z prvkovych matic a vektorov. Pre vypocet prvkovych
matic a vektorov (25) je potrebné derivovat bazové funkcie a nasledne vztahy, v ktorych
vystupuje derivacia zintegrovat podla dx. V zjednoduSenej podobe MKP rieSica by bolo
mozné urobit tento krok analyticky, pre konkrétny pripad zataZovania, materialu,
priecneho prierezu apodobne. Nasledne moZno nadobudnuté analytické vztahy
aplikovat' do zvysku metddy. Pristup, ktory bol zvoleny v tomto pripade berie do uvahy
moZnosti softvéru Matlab a pre rieSenie prvkovych matic a vektorov vyuZiva symbolicku
a numerickd integraciu a derivaciu. Dosledkom je univerzalnost naprogramovaného
rieSica, v ktorom mozno vSetky vstupy zadat ako I'ubovol'nu funkciu siradnice x. Nie len
zataZenie q(x), ale aj prieCny prierez S(x) ¢i modul pruznosti materidlu E(x) moézZu byt
zadané podla potrieb uZivatela.

Pre demonsStraciu kvalit a obmedzeni naprogramovaného rieSica boli vybrané
priklady, ktoré boli pre porovnanie rieSené analyticky, vlastnou implementaciou MKP
a komerénym softvérom (v tomto pripade bol zvoleny ANSYS Workbench, skratene
Ansys). Skripty pre softvér Matlab s naprogramovanym rieSenim upravenym pre kazdu
uloh tvoria prilohu tejto prace.

4.1 Prut namahany odstredivou silou

Prvym z prikladov, na ktorom budeme demonStrovat vypoctovi kapacitu nasho
MKP rieSica je zataZenie prutového telesa odstredivou silou (obr. (8)). Pomyselne sa
teda jedna o 3D teleso, rotujice okolo stalej osi otaCania. V naSom pripade budeme toto
teleso uvazovat ako 1D prutové teleso zatazené liniovou (odstredivou) silou. Funkénu
zavislost popisujucu zataZenie odstredivou silou odvodime zo vstupnych udajov
(hustota p = 7850 kg/m3, uhlova rychlost w = 2000 ot/min, plocha S$tvorcového
prie¢neho prierezu S = 202 mm? = 400 mm?). V mieste upevnenia pratového telesa na
os otalania zamedzime posuvy (U; = 0). DIZku telesa uvaZujme L = 1 m a Youngov
modul pruZznosti E = 210 GPa.

N

>

' J*
() T W
‘ :_-.'_': ) L

Obr. 8: Grafické zobrazenie prvej demonstracnej tilohy
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Funk¢nu zavislost pre liniovu (odstrediva) silu potom méZeme vyjadrit’ ako:
dF(r) = a(r)dm

= w?rpSdr

L L

w?pS(L? — x? (38)
N(x) =de(r) - fa)zrder _2P (2 )
X X
dN(x

qlx) = — dfc ) = w?pSx (39)

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostavame:
q(x) = 137,7358-x N/mm.. (40)

Pre overenie vysledkov odvodime pre takto definovanu ulohu aj analytické rieSenie,
pricom vyjdeme z rovnice (7):

_d (ESdu)
T= "3 \" dx
du 1  pw’x
dxz_  ES1TTTE
_du _j‘ pw?x D = pw?x? N (41)
)= = E )% T 2 7@
2

—f pw2x+ dx = pw2x3+ +
u(x) = 5E c |ldx = E c1x + Cy

Dosadenim okrajovych podmienok vyplyvajucich zo zadania, ziskame konStanty ¢, a ¢;:
u(0)=0=c¢,=0
pw?lL? (42)
2E
Vysledna analyticka rovnica popisujica posuvy ma potom tvar:
2 272 2
__pwT pwL®  pw 3 ) 43
u(x) = 6Ex+ 5 x—6E(x+3Lx) (43)
S vyuzZitim vztahu (3) a pomerného pretvorenia €, odvodeného v rovnici (42) ziskame
rovnicu popisujicu normalové napatia v prute:

o00) = E (_ pw?x? N pa)zL2> _ pw?(L? — x?)

eL)=0 = ¢, =

2E 2E 2 (44)

Na obrazku (9) mdZeme pozorovat porovnanie priebehu posuvov pre 1 prvok.
NavySenim poctu prvkov v MKP dosiahneme presnejsie vysledky, co m6Zeme vidiet uz
pri 2 prvkoch (obr. (10)). Pri prute rozdelenom na 3 kvadratické prvky (obr. (11)) uz
prakticky nebadat rozdiel medzi analytickym a numerickym rieSenim. ZvySenim poctu
prvkov vSak zaroven zvacSujeme globalnu maticu tuhosti, ateda priddvame d'alSie
rovnice a nezname, ktoré je potrebné vyriesit. Pri vysokom pocte prvkov sa tak moZze
vypoctovy ¢as vyrazne predizit.

Rozdiel vo vysledku medzi analytickym a numerickym rieSenim je viditelny vd'aka
skutocnosti, Ze zatazZenie pOsobiace na prut sa meni v zavislosti od polohy x. Pokial' by
bol prat zataZeny konStantnou liniovou silou, uZ jeden kvadraticky prvok by
aproximoval hl'adané rieSenie presne. Naopak, ak by liniova sila zavisela od polohy x vo
vys$Sej mocnine, bolo by nutné, pre presnejsie vysledky, zvysit pocet prvkov.
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Obr. 9: Porovnanie vysledkov posuvov: MKP riesenie (1 prvok) a analytické riesenie
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Obr. 10: Porovnanie vysledkov posuvov: MKP rieSenie (2 prvky) a analytické riesenie
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Obr. 11: Porovnanie vysledkov posuvov: MKP riesenie (3 prvky) a analytické riesenie
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Obr. 12: Porovnanie vysledkov normdlovych napdti: MKP riesenie (1 prvok) a analytické
riesenie
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Obr. 13: Porovnanie vysledkov normalovych napdti: MKP rieSenie (2 prvky) a analytické
rieSenie
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Obr. 14: Porovnanie vysledkov normdlovych napdti: MKP rieSenie (3 prvky) a analytické
rieSenie

BRNO 2022 29



VLASTNA IMPLEMENTACIA MKP

Na grafoch normalovych napati (obr. (12) az (14)) si moZeme vSimnut, Ze pre
kvadraticky prvok plati, Ze napatia su po castiach linedrne. Vychadza to z rovnic (1), (2)
a (3), ktoré definuju, Ze napatie je priamo umerné derivacii posuvov. Nakol'ko posuvy u
aproximujeme kvadratickymi bazovymi funkciami, ich derivacie su linearne.
ZvySovanim poctu prvkov zniZujeme chybu, ktord je stymto problémom spojena.
Pridanim dostato¢ného mnoZstva prvkov moZeme dosiahnut vysledky, ktoré budu
presnejSie popisovat redlne normalové napatia, ktoré v prute po zatazeni vzniknu.

Pre porovnanie sme ulohu rieSili aj v programe ANSYS Workbench. Prutové teleso
v Ansyse je vymodelované pomocou jednej ¢iary, ktorej je priradeny stvorcovy priecny
prierez. Pre celé teleso je nastaveny 1 prvok (linearny: obr. (18) a (19), kvadraticky: obr.
(16) a (17)). Typ pouzitého prutového telesa je ,Beam®“. ANSYS Workbench pontuka pre
prutové telesa aj prvky typu ,Link“ ktorych uzly maja v priestore iba 3 stupne vol'nosti
(posuvy v troch osiach) a prenasaju iba tahové i tlakové zataZenia, Co by bolo pre nasu
aplikaciu vyhovujice. Neumoznuju vsak aplikovanie premenlivého liniového zatazZenia,
preto neboli pouzité. V okrajovych podmienkach bolo nutné zaistit posuvy a natocCenia
v l'avej Casti prutu, nakol'ko uzly pratov typu ,Beam” maja 6 stupnov vol'nosti (okrem 3
posuvov aj 3 natocenia). Prave z tohto dovodu bola pouzita pre prvy uzol vazba ,Fixed
Support”, ktora poloZi vSetky stupne volnosti rovné nule. Prut bol zataZeny, podla
zadania, premenlivym liniovym zataZenim definovanym rovnicou (40) (obr. (15)).

A: Kvadr: Nam dhanie odstredivou silou
Line Pressure

Tirne: 0,965 s

Unit: N/mm

137,74 Max
122,43
107,13
91,524

76,52

45,912
30,608 %
15,304 2
0 Min
Obr. 15: Okrajové podmienky v programe Ansys pre zataZenie odstredivou silou

0,546571 Max 0,30305 018219 00007301
049584 036438 0,24292 012146 0 Min

A: Kvadr: Nam ahanie odstredivou silou

Directional Deformation

Type: Directional Deformation({ &xis)
Unit: mim

Global Coordinate System

Time: 15

Obr. 16: Posuv vypocitany programom Ansys (kvadraticky prvok) pre zataZenie
odstredivou silou
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200,86 Max | |1 24, 34I 26,085 47825
181,73 143,47 105,21 06,955 28,695 Min

A: Kvadr: Nam ahanie odstredivou silou

Direct Stress

Type: Direct Stress (Unaveraged)

Unit: MPa

Time: 15

Obr. 17: Normdlové napditie vypocitané programom Ansys (kvadraticky prvok) pre

zataZenie odstredivou silou

0,54657 Max 042511 0,30385 018219 0,00073
048584 0,36438 0,24292 012148

B: Linear: Nam ahanie odstredivou silou

Directional Deformation

Type: Directional Deformation (3 Axis)

Unit: mm

Global Coordinate Systern

Tirme: 13

Obr. 18: Posuv vypocitany programom Ansys (linedrny prvok) pre zataZenie odstredivou

silou

114,73
114,78
B: Linear: Nam dhanie odstredivou silou
Direct Stress
Type: Direct Stress (Unaveraged)
Unit: MPa

Tirne: 13

Obr. 19: Normdlové napditie vypocitané programom Ansys (linedrny prvok) pre zataZenie

odstredivou silou

Porovnanim vysledkov posuvov z Ansysu, ndSho MKP rieSic¢a a analytického rieSica,
moZeme dojst kniekolkym zaverom. Vysledky naSho MKP rieSica s kvadratickymi
prvkami sa zhoduju s vysledkami posuvov z Ansysu vo vSetkych uzloch, ked’ nastavime
rozdelenie pratu na 1 kvadraticky prvok. Nakol'ko linearnym prvkom chyba stredny
uzol, mdézeme porovnat hodnoty iba v krajnych uzloch. Z tedrie metédy konecnych
prvkov predstavenej v kapitole 2 vSak vyplyva, Ze posuvy su nad linedrnym prvkom
aproximované linearnou funkciou, teda priamkou. Zo znalosti 2 bodov (2 vysledkov
v krajnych uzloch) tak mo6Zeme dopocitat aj hodnotu posuvu v mieste, kde sa pre
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kvadraticky prvok nachadza stredny uzol. Ten sme zvolili ekvidistan¢ne medzi 2 krajné
uzly prvku a teda sa nachadza v polovici telesa, 500 mm od I'avého konca.

Z uvedeného potom vyplyva, Ze hodnotu posuvu v strede telesa pre linearny prvok
vypocitame ako:

u(x = 1000) 0,54657
u(x = 500) = 5 = 5

¢o mdézeme porovnat s hodnotou posuvu v strednom uzle (ktory odpoveda rovnake;j
polohe x = 500 mm) nasho rieSica, zobrazenej na obr. (9) a hodnotou zo softvéru Ansys,
ktoru vykreslime pomocou prikazu ,,Mesh by Id”, obr. (20). Porovnanim tychto hodnot
moZeme opat potvrdit tvrdenie, Ze sa vysledky z nasho riesica zhoduju s tymi
z komercného softvéru Ansys, pri nastaveni kvadratického prvku. Oproti linedrnemu
prvku si moZeme vSimnut, Ze kvadraticky prvok aproximuje hl'adané rieSenie v tomto
bode  presnejSie. Presnd  hodnota  zanalytického rieSenia  predstavuje
Ugn(x = 500) = 0,375767 mm, Co je totozna hodnota svysledkom znasho riesica
i Ansysu.

mm = 0,273285 mm, (45)

A: Kvadr: Nam ahanie odstredivou silou
Directional Deformation 2

Type: Directional Deformation(C Axis)
Unit: mm

Global Coordinate Systern

Time: 13

0375767 Max
l 0.375767 Min
Obr. 20: Posuv v strednom uzle kvadratického prvku— Ansys
MéZeme taktieZ pozorovat zaujimavy rozdiel, ktory vznikol pri vykresleni vzniknutych
normalovych napati. Ako bolo uvedené, napitia si Umerné derivacii posuvu, z ¢oho
vyplyva, Ze pre bdazové funkcie polynému 1. stuptia budd napatia nad prvkami
konStantné (viz obr. (19)). Pre kvadraticky prvok, st napatia nad prvkami linedrne (obr.
(12) aZz (14)). Toto demonsStruje vyrazné nepresnosti, ktorych sa pri pouZiti malého
poctu linearnych prvkov méZeme dopustit. Nevyhoda kvadratického prvku, teda vyssi
pocet uzlov, ktory je priamo previazany s narastom poctu linearnej stistavy rovnic a tym
aj vypoctového Casu, je kompenzovana vySSou presnostou aproximovaného rieSenia pri
rovnakom pocte pouZzitych prvkov.

4.2 Prat s premenlivym prieCnym prierezom

Obr. 21: Grafické zobrazenie druhej demonstracnej ulohy

DalSou z tloh zvolenych pre demonstraciu mozZnosti a funk¢nosti nadSho rieSica je
prutové teleso s premenlivym prie¢nym prierezom, ktoré budeme zatazovat osamelou
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silou, pdsobiacou na konci pratu. Druhy koniec prutu bude votknuty, teda z nasho
pohladu sta¢i poznamenat, Ze posuv prvého uzlu bude stanoveny na nulu. Plocha
priecneho prierezu ma konStantnu vySku a =20mm apremenlivi Sirku
b = (50 — 0,04 - x) mm. Plati teda S(x) = a - b(x). Youngov modul pruznosti uvazujeme
E = 210 GPa a dizku telesa L = 1000 mm. Zat'aZovacia sila o vel'kosti F = 35 kN posobi
do telesa (tlak) a vyvola v telese normalovu silu N = —35 kN. V rieSic¢i vSak predpiSeme
silu zaporny, F = —35 kN, ¢im v programe definujeme, Ze smer pdsobenia sily je proti
kladnému smeru osi x.

Pre kontrolu azhodnotenie numerickych vysledkov odvodime analytické rieSenie.

Odvodenie bude vychadzat z rovnic (1), (2), (3) :

N
u(x) = -]- (m) dx, (46)
-4 G)oe-5 (rte)e .
W= ) ¥ T E ) \a(izs0 —0)) (47)
—25N
u(x) = " In|1250 — x| + ¢4 . (48)
Aplikovanim okrajovej podmienky, vychadzajucej zo zadania tulohy, ziskame:
25N
Vysledna analyticka rovnice ma potom tvar:
(x) = —2N) 11250 — x| + 25N, (1250) (50)
u(x) =—F—In x T .
Pre odvodenie normalového napatia vyuZzijeme vztah (1), odkial dostaneme:
N N
olx) === (51)

S a(50 — 0,04x)"
Nastavenim podmienok vnaSom rieSi¢i podla zadania as vyuZitim jedného prvku
ziskame vysledky, ktoré zobrazuje obr. (22). 1 kvadraticky prvok neaproximuje h'adané
rieSenie presne, ¢o naznacuje uz rovnica (50), popisujuca posuv analyticky. Funkcia
predpisujica posuv bodov (Ci uzlov) telesa je totiZ logaritmicka, preto ju kvadraticka
funkcia (parabola) neaproximuje v celom h'adanom intervale presne.
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Obr. 22: Premenlivy prierez, 1 prvok; zl'ava: posuv [mm], normdlové napdtie [MPa]
Rovnaka uvaha plati pre normalové napatie, ktoré taktieZ nie je aproximované 1
prvkom dokonale. Napatia pri kvadratickom prvku sd po castiach (nad prvkami)
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linearne, preto funkciu popisujicu priebeh napati v tvare % nemozno popisat za pomoci
jedného prvku. NavySenim poctu prvkov vSak ziskame presnejSie numerické rieSenie
a odchylka od presného rieSenia klesne. Na obrazku (23) moéZeme vidiet' vysledky po
navyseni poctu prvkov na 3. Napriek tomu, Ze krivka posuvu takmer kopiruje analytické
rieSenie, pre presnejSie zobrazenie priebehu napati by bolo nutné navysit pocet prvkov
eSte viac. Zaroven vidime, Ze plati, Ze napatia su nie len po ¢astiach linearne, ale zaroven
nemusia byt ani spojité.

RieSenie aj vtomto pripade porovname s programom ANSYS Workbench. V tomto
programe vSak nemozno definovat premenlivy prie¢ny prierez prutového telesa, preto
budeme rieSenie hl'adat pomocou 2D ulohy, ktorej spravanie definujeme ako rovinnu
napatost. Rovinnou napatostou mozno ulohu rieSit, nakol'ko napatia vznikaju iba
vrovine, vktorej sa meni prieCny prierez. Po vymodelovani telesa zostavime siet
konec¢nych prvkov z kvadratickych rovinnych prvkov. Siet nastavime dostatocne jemnu
po celej dizke telesa, aby spol'ahlivo aproximovala hl'adané rieSenie (obr. (24)). Zarovei
ju, kvoli vykresleniu Smykovych napati (obr. (28)), zjemnime v okoli najuZSej Casti
prierezu. Zatazovu silu aplikujeme na celu plochu telesa. Druhy koniec telesa zavazbime
podmienkou ,Fixed Support", ktord odoberie vSetky stupne vol'nosti prvkov. Nasledne
vykreslime deformacie v osi x (obr. (25)) a normalovych napéti (obr. (26)).

0 T T T T -20 T T T T

MKP MKP

— — — - Analytické riesenie 0 — — — - Analytické riesenie

-005 1

-60
01

-80
-0.15 1

£ £
E = -100
3
02} e
120 |
025}
-140 1 X 1000
Y -155.282
037 ] -160 | 1 x 1000
| Y -175
035 | | | | 180 | | | |
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

X [mm] x [mm]

Obr. 23: Premenlivy prierez, 3 prvky; zlava: posuv [mm], normdlové napdtie [MPa]

Obr. 24: UkadZka siete konecnych prvkov pritu s premenlivym prieCnym prierezom so
zjemnenim v oblasti aplikovanej sily F; Ansys
Pre porovnanie vysledkov simuldcie v komer¢nom softvéri, analytického rieSenia
a vysledkov nasho MKP riesica vyuZijeme posledny uzol (posledny bod telesa). V tomto
bode je posuv i napatie maximalne. Hodnota posuvu analytického riesenia v poslednom
bode telesa je u,,(L) =-—0,3353 . Vysledok posuvu zprogramu Ansys je

Ugnsys(L) = —0,33533 (viz obr. (25)). Posuv posledného bodu v naSom rieSici sa lisi
podla poctu pouZitych prvkov. Preto pre porovnanie vyuZijeme tabul'ku 1.
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Tab. 1: Porovnanie vysledkov posuvov pri pouZiti r6zneho poctu prvkov v Matlab riesici

Pocet prvkov 1 3 5 7 10 15

Umariap(L)[mm] | -0,32609 | -0,33481 | -0,33521 | -0,33527 | -0,33529 | -0,33530

Omattan(L[MPa] | -114,13 | -15528 | -16521 | -169,14 | -171,73 | -173,38

Porovnanim vysledkov ztabulky 1 svysledkom zanalytického rieSenia vidime, Ze
rieSenie konverguje k presnému vysledku adokonca pri pouZziti 15 kvadratickych
prvkov je vysledok zhodny s analytickym rieSenim. Posuv krajného bodu pratového
telesa vypocitany programom Ansys sa vSak mierne liSi napriek jemnej sieti, ktora bola
pre vypocet zvolend. Hodnota posuvu dokonca mierne prevysSuje analytické rieSenie, ¢o
moZe byt spoOsobené numerickym pristupom, ktorym kudlohe softvér pristupuje,
nakol’ko sa jedna o 2D dlohu.

Porovnanim hodn6t normalovych napati dospejeme k podobnému zaveru. Hodnota
normdalového napdtia vypocitand analyticky dosahuje v poslednom bode prutu
0an(L) = —175 MPa. Napatie vypocitané softvérom Ansys je oypnsys(L) = —176,63 MPa
(viz obr. (26)) a napatie, ktoré sme vypocitali pre rézny pocet prvkov v naSom rieSici
zobrazuje tabulka 1. RieSenie v nasom MKP naprogramovanom v Matlabe postupne
konverguje kvysledku analytického rieSenia, hoci kvdéli tomu, Ze su napdtia pre
kvadraticky prvok po castiach linedrne konverguje rieSenie pomalSie ako pre posuvy.
Vysledok z Ansysu mierne prevySuje napdtie z analytického rieSenia, Co méze byt opat
spdsobené odlisSnym numerickym pristupom, kvoli charakteru tlohy.

0 Max -0,074518 -0,14904 -0,22355 -0,29807
-0,037259 -0,11178 -0,1863 -0,26081 -0,33533 Min
D: Premenlivy prierez - plain stress
Directional Deformation
Type: Directional Deformation( Auxis)
Unit: mrm
Global Coordinate System
Time: 15

Obr. 25: Deformdcia [mm] prutu s premenlivym priecnym prierezom; Ansys

-32,379 Max |—54,433| -96,458 |—128,54 -160,6
-48,406 -80,461 -112,52 -144,57 -176,63 Min
D: Premenlivy prierez - plain stress
Normal Stress
Type: Normal Stress0 Axis) (Unaveraged)
Unit: MPa
Global Coordinate System
Time: 15

Obr. 26: Normdlové napdtie [MPa] pritu s premenlivym priecnym prierezom; Ansys
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Poslednou zaujimavostou je vysledok Smykovych napati 7,,, ziskany z numerického
rieSenia v programe Ansys, zobrazeny na obr. (27). Vykreslenim Smykového napatia su
totiZ hodnoty symetrické okolo osi prutového telesa, ktorych velkost zavisi na
vzdialenosti od strednice a velkosti priecneho prierezu. V osi telesa (na strednici) je
hodnota Smykového napatia nulova, no v krajnych bodoch najuZzsej ¢asti pratu (mierne
vzdialenej od poOsobiska sily) je zobrazeny extrém Smykového napatia. Nejedna sa vSak
o numericka odchylku, ale fakt, ktory reflektuje aj teéria popisand v [1], kde je
analyticky odvodené, Ze pri jednoduchom tahu ¢i tlaku prutového telesa s meniacim sa
priecnym prierezom vznikaju vtelese Smykové napatia. Toto spravanie nas 1D
numericky model nevie zohl'adnit. Naopak pouzitie 3D modelu v tomto pripade nebolo
potrebné, pretoZe sa v smere osiz prieCny prierez nemeni (z ¢oho vyplyva hodnota
Smykovych napati: 7,, = 0, 7,, = 0) ani nie je v tomto smere nijako inak obmedzovana
deformacia ¢i aplikované zataZenie (normalové napatie g, je preto rovné nule). PouZitie
2D modelu, ktorého prvky majui mens$i pocet stuptiov volnosti v porovnani
s objemovymi prvkami, sa tak javi ako najvhodnejsSie rieSenie.

Hodnoty Smykovych napati, st v porovnani s normalovymi nizke, no je vhodné na
tito skutocnost pamatat pri rieSeni telies so zloZitejSie meniacim sa prieCnym
prierezom. Pri prudkych zmendach, z malého prierezu na vacsi, by vzniknuté smykové
napdatie mohlo mat vyznamny vplyv, ¢o by nas MKP rieSi¢ vo vypoctoch nezohl'adnil.

4,4405 Max 24572 04739 -1,5003 -3,4926
3,4489 1,4656 -051767 -2,5009 -4,4842 Min
D: Premenlivy prierez - plain stress
Shear Stress 2
Type: Shear StressOCY Component) (Unaveraged) (Scoped to Elements)
Unit: MPa
Global Coordinate System
Time: 15

Obr. 27: Smykové napditie [MPa] priitu s premenlivym priecnym prierezom; Ansys

4.3 Staticky neurcito uloZzeny prut

Poslednym z demonstracnych prikladov bude staticky neurcito uloZeny prut, pre
ktory overime hodnoty napati a reakcénych sil. Tieto hodnoty nasledne porovname
s analytickym rieSenim a rieSenim v Ansyse. V kapitole 2.6 bolo uvedené, Ze okrajové
podmienky mozno predpisat aj pre viac ako jeden uzol, dokonca je to mozné i pre
vSetky. V takom pripade by sme vSak poznali celé rieSenie tlohy a stracal by sa vyznam
pouzitia MKP.

V désledku vyrobnych nepresnosti, poZiadaviek zdkaznika, montaZnym postupom ¢i
vplyvom inych okolnosti moZe dojst k situdcii, kedy prutové teleso nie je mozné
zavazbit' v nedeformovanom stave. Majme situaciu, kedy je na jednom konci prutové
teleso votknuté. Druhy koniec telesa by sme chceli zavazbit rovnako, no kvoli
niektorému zvysSie uvedenych dovodov, je nutné teleso elasticky zdeformovat
a zavazbit v deformovanom stave. Takato deformacia v telese vyvola normalové napatie.
Zaroven, vplyvom elasticity materialu bude mat teleso tendenciu vratit sa do pévodne;j
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polohy, aby zniZilo energiu napatosti, ktora bola navysSenda, ¢im vo vazbach vyvodi
reakcné sily.

V nasledujicom priklade budeme uvaZovat' prit dizky L = 1 000 mm s kruhovym
priecnym prierezom s priemerom d =20 mm aYoungovym modulom pruZnosti
E = 210 000 MPa. Na l'avom konci teleso votkneme, teda v naSom pripade, predpiSeme
podmienku U; = 0. Druhy koniec telesa budeme uvaZovat taktieZ zavazbeny proti
pohybu, no po natiahnuti 0 § = 1 mm. Pre posledny uzol teda predpiSeme nulovy posuv:
Uend =1 mm.

L

Obr. 28: Grafické zobrazenie tretej demonstracnej ulohy

V tomto pripade nie je nutné odvodzovat vzniknuté normalové napatia analyticky,
nakol'ko je rieSenie uvedené v kapitole 1, zavedenim Hookovho zdkona. Pomerna

deformadcia & bola v rovnici (2) definovana ako pomer zmeny dizky a poévodnej dizky

v v P 7 1mm / 7 .
telesa, o vnasom pripade odpoveda ¢ = — = 0,001 mm. Prenasobenim pomernej

deformdcie s Youngovym modulom pruZnosti tak ziskame, podl'a rovnice (3), normalové
napatie o = 210 MPa.

4
1 211 6.50745 10
0.8 6.5974
2105
= 0.6 © — 6.59735
E o z
£ = 210 E
=04 b 6.5973
209.5
0.2 6.59725
0 209 6.5972
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
x [mm] x [mm] x [mm]

Obr. 29: Vysledky riesica MKP, 1 prvok; zlava:

posuv [mm], normdlové napdtie [MPa], postivajiica sila [N]
Porovnanim vysledkov normalovych napati z MKP rieSiCa stedriou definovanou
v kapitole 1 mdZeme vidiet, Ze sa vysledky zhoduju. Priebeh napatia je, podl'a oakavani,
konstantny a deformadcia, zapricinena okrajovou podmienkou, vytvorila v telese linearny
priebeh posuvov, ktory takisto odpoveda teoretickym predpokladom, ktoré stanovuje
teéria v kapitole 1. Upravou vztahu (1), mdZeme overit' velkost normalovej sily, ktora
vznikne v d6sledku deformacie:

T/ 20 \?
N=JS=210-106-Z-(m) ~ 65973,45 N . (52)

Tato sila zaroven odpoveda vel'kosti reakénych sil, ktoré vzniknu vo vazbach prutového
telesa. MoZeme si vSimnut, Ze hodnota vypocitana numericky (obr. (29)) je totozna
s analytickym vysledkom.
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Pre porovnanie numerickych vysledkov reakcnych sil a vzniknutého napatia opat
vyuzijeme softvér Ansys. Okrajové podmienky nastavime podla zadania. Typ prvku
zvolime ,Beam” a poclet prvkov prutového telesa nastavime na jeden kvadraticky.
Vysledok normalovych napati demonstruje obrazok (30), na ktorom moZno pozorovat
konStantny priebeh napatia a zaroven zhodnu hodnotu s vysledkami z predchadzajicich
rieSeni, 210 MPa. Reaktné sily vypocitané softvérom Ansys maju v oboch vazbach
vel'kost Fg = 65922 N a orientadciu von ztelesa (vdzby sa snazia zabranit navrateniu
telesa do povodného stavu). O nieco presnejsi vysledok ziskame, ak prepneme typ prvku
na ,Link“ ktorého stupne volnosti st iba posuvy. Hodnota reakcnych sil je potom
F, = 65970 N, o vSak stale neodpoveda presnej hodnote, ziskanej z analytického
rieSenia. K rovnakej vel'kosti sily sa nedostaneme ani po navySeni poctu prvkov. VSetky
veli¢iny (posuv, napatia, zlozky sil) v inych osiach ako osi x si nulové. Veduci prace po
overeni vysledku v programe ANSYS Mechanical APDL priSiel shypotézou, Ze
nezrovnalost mohla sposobit presnost’ Cisla m, ktoré ma ANSYS Workbench definované
interne. Cislo 7 je pravdepodobne pri vypoéte plochy kruhového prierezu definované na
malé mnoZstvo desatinnych ¢islic. Prepocitame preto plochu kruhového prie¢neho

2
prierezu na plochu Stvorcového prierezu o strane a = f% ~ 17,724539 mm. Vysledna

reak¢na sila v telese typu ,Beam* je potom Fp' = 65973 N, ¢o odpoveda hodnote nasho
numerického riesica i analytickému rieseniu.

210

210
E: Staticky neurcita dloha
Direct Stress
Type: Direct Stress (Unaveraged)
Unit: MPa

Tirne: 15

Obr. 30: Normadlové napdtie vypocitané programom Ansys (kvadraticky prvok) pre
zat'aZenie deformdciou 1 mm
Ulohu moZeme eSte trochu modifikovat a vyuzit odliSny sposob zataZenia. Ak by
takto uchytené pruatové teleso bolo po montazi vystavené zmene teploty AT = +20 °C,
doslo by, kvoli tepelnej roztaznosti materialu o = 1,2 - 10~5 %, k elastickej deformacii.
Znamienko zmeny teploty je kladné, preto ddjde k roztiahnutiu materialu, ¢o zmensi
vzdialenost §, medzi koncom prutu a vazbou. Ak sa teleso roztiahne dostatoCne, zmeni

sa aj charakter zataZenia pratu ztahu na tlak. Celkové prediZenie telesa zistime
pomocou vztahu uvedenom v [1]:

d
2 _ aar, (53)
dx
u(L) = aAT[x]5 = aATL, (54)
u(L) =1,2-1075:20-1000 mm = 0,24 mm.. (55)

Maximalny posuv, ktory vznikne zataZenim AT tak predstavuje 0,24 mm, ¢o je menej
ako rozdiel medzi koncom telesa v nedeformovanom stave avazbou, §. Ztedrie
pruznosti a pevnosti popisanej v [1] vSak vyplyva, Ze mdZeme uvaZovat akoby bola
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vzdialenost medzi viazbou atelesom v nedeformovanom stave o 0,24 mm zmensSen3,
tedad’ = (1 —0,24) mm = 0,76 mm.
Zadanim takto definovanych okrajovych podmienok do MKP rieSi¢a v Matlabe ziskame
vysledky uvedené na obr. (31). Opatovnym vyuZitim rovnic (1), (2) a (3) ziskame
analytické vysledky normalového napatia a posuvajucej sily:

AL 0,76

=— =" _=76-10"5 56

L 1000 76107, (56)

0=¢E=76-10"5-210 000 MPa = 159,6 MPa, (57)
2

.S = . 6.E.< 20 ) ~ 58

N=0-5=159,6-10 7 Tooo 50139,82 N . (58)

Vysledky z MKP rieSica sa opat zhoduju s vysledkami, ktoré sme ziskali analyticky.
Takyto postup otvara moznosti pre iné charaktery zatazZovania, ako boli uvedené v tejto
praci, ktoré mozno na pratové telesa aplikovat.

X 1000

4
08— Y0.76 160.6 . 50141 <19
MKP ' . MKP MKP
60.4
0.7+
160.2 | 1 5.01405 |
0.6 1
160 | 1 .
05} 1 X 388.889
a E159,8 5.014 Y 50139.6
E = .
E 04 1 £ 1596 =
= o z
sl | 159.4 | 1 5.01395 |
159.2
0.2
159 | 1 5.0139 |
0.1 158.8
0 : 158.6 : 5.01385 :
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Obr. 31: Vysledky riesica MKP po zavdzbeni a zataZeni zmenou teploty, 1 prvok; zlava:
posuv [mm], normdlové napdtie [MPa], postivajica sila [N]
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Zaver

Algoritmus tvorby MKP modelu axiadlne zataZeného priameho pratu pri pouZiti
kvadratického prvku, popisany v kapitole 2, vychadzal z Rayleigh-Ritzovej metddy (teda
odvodenim slabej formulacie diferencialnej rovnice), ktori uvadza Reddy [5]. Iny postup
uvadza, napriklad, Zienkiewicz [9], ktory MKP v pripade deformacného pristupu
definuje na zaklade Lagrangeovho variacného principu, ktorého =zakladom je
minimalizacia celkovej potencidlnej energie (funkcionalu). Vysledkom st vSak totoZné
globalne matice, ako v naSom pripade. Primarnou nezndmou vo vSeobecnosti nemusia
byt posuvy u, ale napriklad normalové napatia o, z ktorych ziskame v postprocessingu
hl'adané posuvy a normalové sily vo vSetkych uzloch.

Prva dloha v kapitole 4 ukazuje nepresnost numerického rieSenia, ku ktorej méoze
dojst v pripade zloZitého namadahania, alebo ako ukazuje druha uloha, v pripade
premenlivého priecneho prierezu. Naopak na poslednej z demonstracnych tloh vidime,
Ze namahanie tahom a tlakom od osamelej sily ¢i deformacie by spravne popisal uz
jeden linedrny prvok (teda aj jeden kvadraticky). Ku kazdej rieSenej ulohe treba preto
pristupovat’ individualne. Pocet prvkov po prvom rieSeni navysit' a pozorovat ¢i rieSenie
konverguje k presnejSiemu vysledku alebo sa dalej nemeni. Indikdtorom nizkej
presnosti rieSenia moéze byt, napriklad, nespojitost priebehu normalovych napati, ako
zobrazuje obrazok (23). Prvd demonStracnd udloha zaroven poukazuje na rozdiel
v pouziti kvadratického alinedrneho prvku a moZnych nepresnosti, ktorych by sme sa
pouzitim linedrneho prvku dopustili. Naopak pre kvadraticky prvok plati, Ze pri
rovnakom pocte prvkov ako s pouZzitim linearneho prvku, maju globalne matice vyssi
rad, ¢o sposobuje vyssiu vypoctovd narocnost rieSenia a tym predlZuju vypoctovy cas.
Namadahanie pratovych telies je vSak vac¢sinou jednoduchého charakteru, preto vypocty
nevyzaduju vysoky pocet prvkov.

Druha uloha ukazuje jednu z moznosti MKP rieSica, ktord komercny softvér, ANSYS
Workbench, nema ato moZnost zadania premenlivého prieCneho prierezu ako
vSeobecnej funkcie sdradnice x. Okrem toho moZno zadat ako vSeobecnu funkciu
suradnice x aj liniové zatazenie q, alebo modul pruznosti E. Zaroven vsSak ukazuje
nedostatky nasho 1D rie$i¢a v porovnani s 2D & 3D rieSenim v Ansyse. Smykové napitia,
ktoré vznikaju pri meniacom sa priecnom priereze totiz nas MKP model nevie zohl'adnit.
V prudko meniacich sa prie¢nych prierezoch sa potom moze vyskytniut Smykové
napatie, ktorého hodnota nebude zanedbatel'ne mal3, na ¢o je nutné pamaétat.

Posledny priklad definuje rieSenie staticky neurcitych uloh a zaroven predklada
moznost kombinacie analytickych vztahov sMKP rieSicom. MoZno tak zadavat
Specifické okrajové podmienky vyplyvajice zinych typov zataZeni. Kombinaciou
s analytickymi postupmi moZno rozsirit moZnosti naSho MKP rieSi¢a. Toto plati i pre
koncentratory napatia (zvary, zavity, otvory ainé vruby), ktorych sucinitel’ tvaru «
mozno odcitat znomogramov azMKP rieSiCa ziskat iba nominalne hodnoty
normalového napatia. Vysledné, Spickové, hodnoty napatia potom zistime analyticky.

Implementacia metdédy konelnych prvkov v programe Matlab bola realizovana
s pouzitim dostupnych nastrojov, ktoré Matlab ponuka. Bola preto vyuZzitd symbolicka
a numericka derivacia a integracia, ktora je po6vodom variabilnosti ndsho riesic¢a. Vztahy,
v ktorych vystupuju derivacie i integraly je vSak mozZné odvodit pre Specifické ulohy
analyticky. Odvodené vztahy je potom moZné implementovat do MKP a naprogramovat
rieSic orientovany na konkrétny typ ulohy (napriklad pre zataZenie odstredivou silou).
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