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Uvod

V matematice se jiz od zakladni Skoly seznamujenmojreem funkce. Tedy
piedpisem, ktery kazdému prvku z defimiho oboru jednozra¢ prifadi hodnotu funkce.
Mezi nejznangjSi funkce pat linearni, kvadratické, goniometrické, logaritméck

exponencialni a dalSi. Tyto funkce nazyvame jakonehntarni.

VSechny BZn¢ pouzivané elementarni funkce Ize rozlozit do mueéiady, jenz
jsou speciélnimifjpadem funknichiad. Jedna se tedy o posloupnost funkci, jejifiaay
jsou mocninné funkce.

K rozvinuti elementarnich funkci v mocninnéadu se vyuziva Taylév polynom,
pro ktery musi platit, Ze vSechny derivace Taylarpolynomu az do-tého stupa maji
ve stedu polynomu, stejné funkni hodnoty jako odpovidajici derivace funk¢e.

Objevitelem tétorady je Brook Taylor (1685 - 1731). Byl to anglickyatematik,
ktery v roce 1715 ve své praci Methodus incrememtoDirecta et Inversa, popisujadu,
kterda se zabyva obecnymieppisem funkce a jejim rozvojem v mocninndadu.
S Taylorovouiadou Uzce souvisi Maclaurino¥ada, ktera ma stejny vyznam, aléest
fady je roven nule.

Pouzitim Taylorova (Maclaurinova) polynomu jsme aquhi vyp@itat pribliznou
funkéni hodnotu elementarnich funkci, vyi@at limity a gibliznou hodnotu integréla

takéfesit diferencialni rovnice

V bakal&ské préci jsem se zaiiila na pouziti Taylorova rozvoje pro vyt
funkénich hodnot elementarnich funkci. Praci jsem pggia sbirku piklad, na kterych
vyswetluji postup pro ziskani Taylorova rozvoje s naskgd vypatem funkeni hodnoty
dané funkce proizny paet¢lena Taylorova polynomu.

Na ukazku jsem v prastdi Mathematica vytida kiivky pro rizny pdet ¢leni

polynomu a vykreslila je spolu s danou funkci.



1 Tayloruv polynom

Tayloniv polynom se vyuziva k rozvinuti elementarnich ftink mocninnouradu.
Plati, Ze vSechny derivace Taylorova polynomu, azndého stups, maji ve stedu
polynomux, stejné funkni hodnoty jako odpovidajl'ci derivace funkf(:)e). Aproximace

vvvvvv

plati, Ze chyba aproximace se se vzdalenostlredlsizvyswe.

1.1 Definice Taylorova polynomu

Necht f je funkce, ktera ma vSechny derivace k-téadu, kdek = 1, 2, ..., N
v néjakém okoli boduc, . Pak pro kazdé celédslon, kden = 0,..., N senazyva Taylaiv

polynomn-téhotradu funkce v bodt x, a jeho tvar vypada:

To(x) = F(xo) + ' (o) (x — %) + L0 (x — xg)? 4 -4 LG (1 ey 4

7@@ﬂw (1)

Tayloriv polynom nmiizeme také popsat pomoci suimidno vztahugimz jej ziskame

ve tvaru:

Ta(6) = Sieo Tl (x — o) (2)

kde X, — sted polynomu.

Specialnim fipadem Taylorova polynomu je, jestliZg = 0, potom mluvime o

Maclaurino¥ polynomu, ktery ma tvar:
' ""(0) ™o
To(x) = £(0) + f(0) x +L2a? 4o 4 Ly (3)
Nebo vyjadenim pomoci sunéaiho vztahu:

(r)
T (x) = Bl 2 xk (4)

(Laitochova, 2007, s. 24)[ 1]



1.2 Odvozeni koeficienfi Taylorova polynomu

Necht f:R - R, x,, xaa, € R a necli funkcef ma derivace vSectadi az don-
téhotradu \Eetré pak funkcif v okoli bodux, nahradime polynomemtého stupa (Dosl4,
Dosly, 2006, s. 58)[ 2 ]:

To(x) = an(x —x0)™ + ap_1(x — xo)n_l + an_(x — xo)n_z + -t ax(x—
x0)% + ay(x — xp) + ag (5)

kde a,, — koeficienty polynomu

xo — Sted polynomu

Polynom T,,(x) nazyvame Tayldiv polynom, jen tehdy, pokud jsou sphy

podminky, Ze v batlx, se rovnaji funé&ni hodnoty:

a) polynomuT;,, a funkcef

b) prvnich derivaci polynomfi, a funkcef

c) druhych derivaci polynomil, a funkcef atd. az

d) n-tych derivaci polynom@,, a funkcef, tj.

Ta(xo) = £ (xo), T'n(g) = f1%0), T, (xg) = f"@0), ., T (xg) = £ ™ (x0) (6)
(Laitochova, 2007, s. 23)[ 1]

Z téchto n + 1 podminek time koeficientya,, a,,_4, ..., ag hledaného polynomu.
Derivaci polynomu;, (x) dostdvame:

T' () = na,(x —x)" '+ (n— Dap_1(x —x0)" 2+ (n — 2)a,_,(x —
x0)" 3 + -+ 3as(x — x9)? + 2a,(x — x) + a4 (7)

Ty (x) =n(n — Da,(x —x)" * + (n — D(n — 2)a_1(x —x)" > +
m—=2)(n—3)ap_(x —x)" 4+ -+ 3 2a3(x — x9) + 2a, (8)

T, () =n(n— 1D —2)a,(x —x)" >+ (n— D —2)(n—3)a,_,(x -
X))+ (n—2)(n=-3)(n—Da,_,(x —xx)" >+ -+ 3 2a3 (9)

TO@) =nmn—1)..(n = (k = 1))an(x —x)" ¥ + (n =D —2) ...(n —
ka1 (x —x)" " ** D 4+ (n=2)(n=3) ... (n — (k + 1))a,_,(x —
x)" ) 4 k(k— 1) .. 2ay (10)



T™(x) =nn-1) ... 2a, (11)

V bodk x = x, plati:

Tn(x0) = ag (12)

T (xo) = a4 (13)

T, (x0) = 2a, (14)

T." (x0) = 3 2a3 (15)

T (xo) = k(k — 1) ... 2ay (16)

7™ (x)) = n(n—1) ... 2a, (17)

Z predpokladu Tn(k)(xo) =f®(x,), kde k = 0, 1, 2, ... , n, figemz

T,go)(xo),resp.f(o)(xo) znamena T, (x,), resp. f(x,), plyne, ze f®(x,) = k(k —
1) Zak.

Dostaneme, ze

(r)
q =15 (18)

Pti aproximaci funkni hodnotyf(x) Taylorovym polynomem, se dopoustime jisté
chyby a plati:
f () =T,(x) + Rpy(x) (19)
Tzv. zbytekR,,(x) po Taylorovu polynomwn-téhofadu je mozné zjistit ndjklad
pomoci Taylorovy ¥ty, kterarika:

Ma-li funkce f (x) derivace (n+1)-nihofddu Wetrg, v otew¥eném intervalul,

piicemz bodx, € I, potom pro kazdy bod € I existuje takovy bod mezix ax,, Ze plati

£ = Fxo) + F(x) (x = x0) + 80 (x — )2 oo LGD (g oy

m)
0) (3 — x)" + Ry () (20)



kde

f(n+1)f
(n+1)!

Rn(x) = (x —xp)™*! (21)

Tento vzorec se nazyva Taylervzorec a zbytelR, (x), ktery je v Lagrangeav

tvaru.

(Laitochova, 2007, s. 24)[ 1]

1.3 Taylorova véta pro funkce dvou proménnych

Neclt funkce f: R> - R ma v bod [x,,v,] a rgjakém jeho okoli spojité parcialni

derivace az déadu n + 1 vetrg. Pak pro kazdy bofk, y] z tohoto okoli plati:
f y) =Ta(xy) + Ru(x,y) (22)

kde

62
T.(x,y) = f(x0,¥0) + (on’o)h + (xO;YO)k += o (ax]; (%0, Yo)h* +
f (xOlyO)hk + + dy2 (xO'YO)kz) + et

2300 () 5o Gro, v K (23)
n+1\ ol
R (x y)_m ?:3( ] )m(x0+l9h y0+l9k)hn+1 ]k] (24)

kdeh=x—-¥xk=y—-y ade (0,1).

Dukaz Taylorovy ¥ty pro funkce dvou promnych najdeme vdebnici: DOSLA, Z. a O. DOSLY.
Diferencialni pa@et funkci vice proémnych 3. vydani. Brno, 2006, s. 59 - 60. ISBN 80-21%%5.

Tento vzorec se nazyva Tayler vzorec, | zn&i Taylomiv polynom, R zn&i

zbytek v Tayloro¥ vzorci.

Pomoci diferencidl tento vzorec riveme psat takto:

1
f(xy) = flxo,y0) + df(xo'YO)(h k) +_d2f(xo;}’0)(h k) + -+

—d"f (o, y0) (W K) + d"“f(xo +9h,yo + 9K k) (25)



2 Posloupnost funkci

Posloupnost se v matematice aarna jako (koneény ¢i nekone€ny) soubor
matematickych objelit ¢islovanych pirozenymi ¢isly. Posloupnost fizeme definovat

jako zobrazeni z mnozinyipozenyché¢isel do gjaké mnoziny.

Cleny posloupnosti mohou byfsla, pak jde @&iselné posloupnosti, ale také funkce,

pak jde o funkni posloupnosti.[ 3][ 4 ]

2.1 Ciselna posloupnost

Ciselna posloupnost je posloupnost, ktera kazdétirozenémugislu n pritazuje

¢isloa, , pricemza, zavisi pouze na hodrioh.
Pro zapigtiselné posloupnosti pouzivame:

{an}z):l’ {an}io nebo{an}

2.2 Funkéni posloupnost

Funkéni posloupnost je posloupnost, kterd kazdémitopenémucislu n prifazuje
funkci f,,(x), hodnotan-tého¢lenu funkéni posloupnosti zavisi jak na ismlovémdcisle n,

tak i na parametrech funkg¢g (v obecném fipact nemusi jit o funkci jedné pramne).

Zapis funkni posloupnosti je ve tvaru{f; (x), f>(x), ..., f,(x), ...}, pro x € (a, b),

kde (a, b) je vzajemny pinik definicnich oboti funkci f; azf,.

2.3 Funkéni rady

Funkéni fada jetada, jejimiz¢leny jsou funkce. Furtai fadu, kterou ziskame

z funkéni posloupnostf; (x) + fo(x) + -+ +f,(x) + -+, vyjaduje vyraz).,_; fn(x)

Dosadime-li zax ¢islox, € I, kde | je ptinik definicnich obod@ funkci f; az f,,

dostaneme z furtki radyciselnouradu ve tvaru

Y=t fn(x0) = fi(xo) + fo(xo) + - +fr(xo) + - (26)

10



Posloupnost {s,,(x)}p=1, kde s,(x) = fi(x) + fo(x) + -+ fo(x) nazyvame
posloupnosttasténych souta fady ).,—; f,(x) a funkcis, nazyvamen-tym c¢ast&nym
souwtem funknifady. [3][ 4]

Sitat mizeme jen ty funkce, které jsou definované na spéie definénim oborul.
(Dosla. Novék, 2007, s.40 - 53)[ 5]

11



3 Mocninné rady

Mocninné fady jsou specidlnim ifpadem funknich tad. Jsou to furdni fady,
jejichz ¢leny jsou mocninné funkce. To znamend, Ze za furfk€e) zvolime mocninné

funkcef, (x) = a,(x — x,)™ a ziskdme mocninnaadu ve tvaru:

Ym0 @n(x —xo )" =ag+ a;(x —x¢) + a(x —xp ) + -
+a,(x —xo )" + -+ (27)

kdex, nazyvame ged mocninnéady,a,, jsou koeficienty mocninniady.
Jestlize sd mocninnédady jex, = 0, potom m&ada tvar

Y o anX™ =ag + ajx + a,x? + . 28
n=0

(Dosla, Novak, 2007, s. 56)[ 5]

3.1 Obor konvergence

Nech’ I* c I zna&i mnoZzinu vSechéth ¢iselx z mnozinyl, pro ktera funkni rada

Yne1 fn(x0) = filxo) + fo(x0) + = +fr(x0) + - (29)

konverguje. MnoZinu|  nazyvdme konvergénim oborem (nebo oborem
konvergence) fundni fady. Obor konvergence se &wgtji urcuje pomoci polorru

konvergence.[ 6 ]

3.2 Polomér konvergence

Pri uréovani polondru konvergence n&gstji vyuzivame limitniho podilového nebo
odmocninového kritéria konvergence.
a) Limitni podilové kritérium konvergence
Bud’ ) a,, fada s kladnyméleny
n+1

- Plati-li pro véechna € N nerovnost! < ¢ < 1, pakiada konverguije.

an

- Existuje-lilim% = q, kdeq € R, pak pro g < ¥ada konverguje a pro q >

1 fada diverguje. (Jestlize g = 1 nelze konvergenoirgaly rozhodnout.)
Dukaz limitniho podilového kritéria najdeme: DOSLA, V. NOVAK. Nekonéné rady. 2. vydani. Brno:
Masarykova univerzita, 2007, s.17. ISBN 978-80-2834-3.[ 5]

12



b) Limitni odmocninové kritérium konvergence
Nech’ ) a,, jefada s kladnymtleny
- Plati-li pro v8echnar € N nerovnosty/a, < q < 1, paktada konverguje.
Plati-li pro nekon&n¢ mnohon € N nerovnost/a,, > 1, fada diverguje.

- Existuje-li lim,_ 2 = g, kdeq € R, pak pro q < ¥ada konverguje a

an

pro q > liada diverguje. (Jestlize q = 1 nelze konvergent tady
rozhodnout.)

Dukaz limitniho odmocninového kritéria najdeme: DOSLA a V. NOVAK. Nekoneéné rady. 2. vydani.
Brno: Masarykova univerzita, 2007, s.15 - 16. ISBMN8-80-210-4334-3.[ 5]

An+1

Nech Y7o an(x — xo )™ je mocninn&ada a neaha = lim,,_,, resp.

. n
a = lim,_.+/|a,]

a) Je-lia = 0, fada absoluthkonverguje pro vSechnae R, potomiikame, ze
rada vzdy konverguje

b) Je-lia = «, fada diverguje pro vSechma#0, potomiikame, Zerada vzdy
diverguje

c) Je-li 0 < a <w, fada absoluth konverguje pro|x| <§ a diverguje pro
x| >
a

Dukaz najdeme: DOSLA, Z. a V. NOVAKNekonené rady. 2. vydani. Brno: Masarykova univerzita, 2007,
s. 56 — 57. ISBN 978-80-210-4334-3.[ 5]

3.2.1 Uréeni poloméru konvergence

Je-li 0 < a <x a existuje-li lim,_,,, [*%| =a, potom ma mocninn&ada
Y=o n(x — x )™ polomer konvergence
1 1
e (=0)
an
7 7 1 a
Lze také psat r = = lim,,_, [— 31
p limn_,w|a”+1| n—oo Ans1 ( )

an

13



an+1

, potom také existujéim’/|a,| a ol si jsou rovny. Proto

Existuje-li lim

n

pokud existuje tato limita, Ize pola@mkonvergence ¢it i takto:

_ 1
r= lim™Y/|ay| ( 32 )

(Dosla, Novéak, 2007, s. 58)[ 5]

Po ukeni polongru konvergence ziskame interval konvergence.

3.2.2 Interval konvergence

Interval konvergence je ot&any interval (x, —r,x, +7), kde r je polonsr

konvergence.
Po zjis¢ni intervalu konvergence zjistime obor konvergence.

Chovanitady v krajnich bodech intervalu konvergence Jygeme zvlag, jestlize
bude fada divergovat, bude interval ofemy, bude-litada konvergovat, bude interval

uzawveny.
Piiklad 1.
Urceni polongru konvergence a oboru konvergence mocnhaad§:
Lp=1nx" (33)
Reseni:
- urcit stted mocninndady — x, = 0.
- urcit polomér konvergence- limitni podilové kritérium konvergence

nl==1 (34)

n+1

r = lim

n—-oo

an+1

- Polomer konvergence je tedy roven-2 konvergemni interval je (-1,1)

- urit, jestli fada v krajnich bodech konvergaiho intervalu konverguje
nebo diverguje. Dané krajni body intervalu konverge se dosadi do
zadang&iselnérady a pro vypdet se pouzije nejvhodjsi kritérium, kterym

se utuje konvergenceéiselnérady.

14



1) levy krajni bodx = —1 a dostanem&adu};_, n(—1)"

- Rada, kterou jsme ziskali, se nazyva alternigida.
Pro vypa@et pouZzijeme Leibnizovo kritérium konvergence.

- Zjistime, plati-lilim,,_,,, a, = 0, dosazenim ziskdmem,,_,,, n =

- Vysledkem je nevlastni limita, iieme tedyict, Zeciselnarada diverguje

Dana mocninn&ada v krajnim bo#lx = —1 intervalu konvergence diverguje.

2) pravy krajni bodx = 1, dostdvameéadu).;_, n(1)" = Y n.

Zde bude nejvhodijsi pouzit Raabeovo kritériubim,,_,,, n - (1 - %) =q

n+1 n—n—1 1
1imn-<1— )=limn-(—)=1imn-<——)=—1
n—-oo n n—-oo n n—oo n

q = —1 =>q < 1 tzn.¢iselndrada diverguije.

Mocninnaiada v krajnim boglx = 1 intervalu konvergence diverguje.

Obor konvergence mocniniigdy je tedy oteieny interval (-1,1).

Pozn. 1

Alternujicifada,fada se s$tdajicimi se znaménky a jeji obecnigpis je ve tvaru:
Yiai(=D"an 5 Lo (-D"tay; Lo (-1 a, , kdea, >0 (35)

pro kazdén € N

(Dosla, Novéak, 2007 s.23)[ 5]

Pro alternujictady plati Leibnizovo kritérium konvergence

Leibnizovo kritérium konvergence

Nech’ a, je nerostouci posloupnost kladnyctisel. Pak alternujicitada

Ym=1(=1)"a, konverguje pravtehdy, plati-li7lli_r£10an =0.

(Dosla, Novak, 2007 s. 23 - 24)

15



Pozn. 2

Rada Y a,, je ¢iselnatada s nezapornyndieny, je-lia,, > 0 pro viechna € N. U

téchtofad se pouzivajiizna kritéria konvergence.

- Srovnavaci kritérium

- Limitni odmocninové kritérium
- Limitni podilové kritérium

- Limitni Raabeovo kritérium

- Integralni kritérium
(Dosla, Novék, 2007, s. 13 — 20, vyHeni kritérii konvergence)[ 5 ]
Piiklad 2.

Urceni polongru konvergence a oboru konvergence mocniaaé

ne 2 (36)

nZ
Reseni:
Postup je srovnatelny gigladem 1

- urit stted mocninndady— x, = 0

- urcit polomer konvergence pouzitim limitniho podilového krigéri

271
— i _ n? _ 1 2"(n+1)? 2'n*4+2n+1
T gl T nbe 2nt T ale 2 gnt  alenz 22
(n+1)?
_n2+2n+1_1
B 2n2 )

. . 1 L. . 11
Polomer konvergence je roven — konvergenini interval je(—g,z )

- Zjistit, zda fada v krajnich bodech konvergaifho intervalu konverguje
nebo diverguje. Dané krajni body intervalu konverge dosadime do
zadané&tiselnérady a pouzijeme nejvhodsi kritérium, kterym se @uje

konvergenceiselnérady.

16



onc_Lyn i\
1) levy krajni bodx = —% , Ziskameadu ve tvar,_, (nzz) =) ( nlz)

Musi byt splgn predpoklad, Ze se jedna o alternujadu.
Pouzijeme prvni derivaci

f(x) =n"?
fl(x) =—2n"3 = —ni < 0 - predpoklad je spkn.

3

Jednd se ap o alternujici fadu, a proto pouzijeme Leibnizovo kritérium

konvergence.
Zjistime, plati-lilim,,_,, a,, = 0,
limn_)oon—l2 =0 => plati
Mocninnafada v krajnim bo#lintervalu konvergence konverguje.

nelyn n
2) pravy krajni bodc = % dostanemeadu 2iL, - 152) = =Ly

n2 n2
je tociselnérada s nezapornyniieny. Pro vypdet pouzijeme srovnavaci kritérium.

1
n-(n+1)’

Pro srovnani s nagdou pouZijeméadu). ktera konverguje.

Tz <Y —— (37)

n-(n+1)
Podle srovnavaciho kritéria konvergeréselndrada konverguije.
Mocninnafada v krajnim bo#intervalu konvergence konverguje.

. , . Y ;. 11
= Obor konvergence mocnintigdy je uzaieny mterval(—;,;) .

3.3 Specialni gipady mocninnychrad
Taylorova Fada

Mocninnaifada se $edem v bod x,

w [T : £ (xo)
oot (= x) = f(x0) + f (o) (x — x0) + 152 (x — x0)% +

(D)
...+%(x—xo)n+--- (38)

se nazyva Taylorovéada funkcd se stedem v bod x,
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Maclaurinova rada

- je specialni fipad Taylorovyrady prox, = 0
()] 1" (n)
Z?lo:of_(mxn=f(0)+f'(0)x+f2—(lo)x2+---+fT'(0)xn+... (39)

n!

(Vesely, 2004, s.196)[ 7 ]
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4 Rozvoje elementarnich funkci v Taylorovuradu

Elementarni funkce je ozéeni pro funkce, které ziskamectmim, odétenim,
vynasobenim, #&enim a sloZzenim kokaého pdtu z exponencialni, logaritmické,
konstantni, mocninné, goniometrické, cyklometrickgperbolické a hyperbolometrické
funkce. Funkce, které nelze timtotgpbem ziskat, oztiajeme jako vySSi transcedentni

funkce.

VSechny kzr¢ pouzivané elementarni funkce lze rozlozit do muoéirady a
pomoci konéného pdtu clena, kde pdet ¢lena volime dle poZadovanérgsnosti, Ize

vypagitat gibliznou funkéni hodnotu dané funkce.

Objev rekolika dilcich rozvofi motivoval matematiky k hledani obecnéheqpisu

pro rozvoj funkci do mocninnyadfad.

DuleZitou podminkou pro rozvoj elementarnich funlei e je Ize rozlozit pouze

v oboru konvergence.[ 7 ]

4.1 Priklady rozvojua elementarnich funkci

Priklady rozvoji elementarnich funkci rozvijenych do Maclaurinokady, jejiz

obecny tvar je

oo (40)
1) f(x)=e”
derivacef(x) = e* funk éni hodnota v bod xy = 0

f(x)=e* f(0)=1

flx) =e” [0 =1

flx) =e* o) =1
fM(x) =e*, F™(0) =1

kde n €N
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Po zderivovéani funkce a vypisanim funkni hodnoty, dosazenim bodu, = 0,

ziskame rozvoj ve tvarps |

1 1 1 1 1 xm
X _ L1224 2.3 e —F0 2 n _yoo X
e —1+1!x +2!x +3!x + +n!x anon!x anon!,xER

V nésledujicich fikladech je postup obdobny:

2) f(x) =sinx

derivacef(x) = sinx

f(x) =sinx
f'(x) =cosx
f"(x) =—sinx
f'"'(x) = —cosx

f®(x) = sinx
fO@ = fx)
fO® = f'(x)
FP® = f"(x)

funk éni hodnota v bod xy = 0

F©)=0
Fo=1

(0 =0

£(0) = —1
F@O© =0
OO = £
£(0) = £'©)

70 = £"(0)

x n+1

2
sinx = 0+%x1 +0—%x3 + - =x—%x3 o = Yo" =—= ,x ER

3) f(x) =cosx

derivacef(x) = cos x

f(x) =cosx
f'(x) = —sinx
f"(x) = —cosx
f""(x) = sinx

F®(x) = cosx
fO@ =f)
fO@ =fx
fP@ = 1"

cosx=1+0—%x2+0+--

[5]

1 o
=1-x? L= T (- 1"

@2n+1)!’

funk éni hodnota v bod xy = 0

f@=1
f(0)=0
f(0) = -1
() =0
f@0)=1

&) = £(0)

fO0) = £'(0)

FP0) = £"(0)

xZn

2n)!’ x€R

20
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4) f(x)=In(1+x)
derivaceln (1 + x)

f(x)=mn1+x)

fe =17
P10 =~ G35
P = e
O R

ln(1+x)=0+%x—%x2+2%x3—6

(Dosla, Novék, 2007, s. 665 ]

5 f(x)=In(1—-x)

derivaceln (1 — x)

f(x) =Imn(1-x)
1

fe) = -1+x
[0 =~y
[ = (—1i-x)3
'ﬂﬂ&)z_(—1+xy

funk éni hodnota v bod xy = 0

f(0)=0

fo=1
f'0)=-1
f'(0) =2
F® = _¢

1 . n
Xt = znzl(—1)"+1"7 ,x € (—1,1)

funk éni hodnota v bodt x5 = 0

£(0) =0
f'©=-1
1 =-1
f(0) = 2
FO© = -6

21
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6) f(x)=In gtg rozvoj funkce lze vytviit bud’:

a) derivaci celého vyrazu

derivacef(x) = In 83; funkéni hodnota v bodt xo = 0
o (14+x) _
) =i f@) =0
e =" Fo=z
rn —_ 4x rn —_
f"x) = ity f"0)=0
_4(1+3x%) £11(0) = 4

fl”(x) — m

(1+x) 1 1 1 Qoo x™
ln@ =0+ ZFX + Ozxz + 4;3(3 = anl(—l)n-'-l? , X E (-1,1) (46)

b) nebo pomoci rozvéjfunkciln(1 + x) aln(1 — x)

Plati:
(1+x)
In = =In(1+x) —In(1 —x)
N8 g4 Ly —L1x2 42203 —6ixt—(0—2x—2x2—22x%—
(1-x) 1! 2! 3! 4! 1! 2! 3!
6—x") =2-x+4-2° = T, (-1)"™ S x €(-1,1) (47)

(Dosla, Novék, 2007, s.685 |

7) f(x) =arctgx [8]

derivacef(x) = arctg x funk éni hodnota v bod xy = 0

f(x) = arctg x f(0)=0
ffo=12 f1(0)=1
n 2x 14
f(x)=—(1+—xz)2 f"0)=0
o ) = —2

[0 = gy - Tr oy

1 1 1 1
arctg x=O-a-x°+1-;-x1+O-;-x2—2-;-x3 +...,x€{-1,1) (48)
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8) f(x)=tgx  [8]

derivacef(x) =tg x funk éni hodnota v bodt x5 = 0
f& = tglx f0)=0
fre)=——= fl(0)=1
ey 2tgx .,
fre) =2, f"(0)=0
Hl( ) — 2 4tg2x nr 0 2
fre) = cos*x = cos?x f7o) =
16tgx 8tg3x
4) = 4) —
fRe) cos*x + cos? x ) =0

tgx =0 x041-2-x1 402 x2+2 = x>+ 0-—-x*...
o! 3! 4!

1! 2!

9) f(x)=010+x)"

Rozvoj funkce je ve tvaru:

ce (5500

1+x)*=1+ (a)x + (a) x2 4+ (Z) x4 =30 (Z) x",x€(-1,1) (50)

1 2

kdea € R a( ) = da-D@-2).@ntl) ;0 hinomicky koeficient

a
n n!

(Dosla, Novéak, 2007, s.66) [ 5]
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5 Praktické pouziti Taylorovy (Maclaurinovy) Fady

Pfi uré¢ovani giblizné hodnoty vyra budu pouZivan ¢leni Taylorova rozvoje,
které si uéim vzdy gedieSenim gikladu. Vzdy provedu vypeet pro d¥ rizné hodnotyn

a nakonec zjighé vysledky porovnam s hodnotou vyfianou pomoci kalkutky.

Pri vypoctech funkinich hodnot pomoci Taylorova polynomu se dopou§ishe

f(n+1)f

chyby, kterou Ize vyp@itat pomoci vztah®,, (x) = D,

(x — xo)™? ( 21). Vztahy a

jejich pouziti najdeme vaebnici: DOSLA, Z. a V. NOVAK.Nekonené rady. Brno:
Masarykova univerzita, 2007, s.36 - 39. ISBN 978280-4334-3. J4 jsem se ve své praci
zametila pouze na vyuziti Taylorova polynomu pro vgpb gibliznych hodnot funkci.
Pomoci programu Mathematica jsem vytlaografy elementarnich funkci préany paet
stupa Taylorova polynomu. Ziskanéikky jsem pro porovnani umistila do jednoho grafu

spolu se zadanou funkci.

5.1 Rozvoje exponencialni a goniometrickych funkci a ueni

funk énich hodnot

V teoretické ¢asti jsem odvodila rozvojesthto funkci. Pro ipomenuti je uvedu

ZNnovu:

5.2 Exponencialni funkce

eX=1+=xl+x24+—x3+x*+=x5+=x°.. x€R (51)
1 21 31 41 51 6!

—_— 10

Obrazek 1. Exponencialni funkce a jejity casté&ny soget Maclaurinovyrady
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Priklady na uréeni funkénich hodnot exponencialni funkce:

Pro nasledujici vypity jsem vybrala exponencialni funkcihto tvaf a stanovila
si, pro kolik¢lena Taylorova polynomu budu tyto funkce rozvijet.
a) e [n=3an=7]

b) ¥e [n=2an=5]
C) % [n=3an=5]

e [n=3an=7]

Nejprve utim ¢leny Taylorovy (Maclaurinovy)ady vyuzitim derivaci a gim

funkeéni hodnoty v bod x, dosazenim do vztahu (51) a ziskdm rozvoj ve tvaru:

1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7
=1+ 5 (12 +5 (1) 42 (1) + 5 (1) + = (1) + (1)

—1+1+1+1+1+1+1 + !
N 2 6 24 120 720 5040

Pron = 3 je funkni hodnota a rozvoj ve tvaru:

sttt o1t 666667
€= 276" 276~

Pron =7

_ 1 1 1 1 1 1 1
6_1+E+Z+§+Z+§+a+ﬁ

—1+1+1+1+1+1 +]'+
N 2 6 24 120 720 5040

= 2,718 254

Vysledek z kalkulaky:
e = 2,718 281

Pri porovnani vysledi se hodnoty lisi na mist0~>,

U vSech pikladi budu postupovat obdobn
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Ve [n=2an=5]

1
. . , . = , 1_. e .
Nejprve si upravim vyraz na tvas a dosazeni do vzorce (51) >§Z|skam rozvoj ve

tvaru:

CSPUNE 1 SRR U5 SVR U5 NURNE 5 VRS % SURIS 1
3 =1+57G) +5;3) 3G +5G)V +5G)7 +5GE)

Pron = 2 je rozvoj ve tvaru

a1ty 388889
e3=1+37G3) +5G) =1+3+5=1

Pron =5 je rozvoj ve tvaru:
%_1_}_1 1 1_I_l 1 2_}_1 1 3_}_1 14+1 1.
¢ = 1!(3) 2!(3) 3!(3) 4!(3) 5! 3)

I
773718 162 1944 ' 29160

= 1,395 610

Vysledek z kalkulaky:

1
e3 =1,395612

Pti porovnani vysledk se hodnoty li§i na misti0~°.

41\/2 [n=3an=5]

1
p . _— . 1_., . .
Upravenim vyrazu na tvar + a po dosazeni do vztahu (51) x= ziskam rozvoj ve

tvaru:
_%_1+1 11+1 12+1 13+1 14+1 15+1 1,
€= 1!( 4) 2!( 4) 3!( 4) 4!( 4) 5!( 4) 6'( 4)
Pron = 3 plati:
‘%—1+1 11+1 12+1 13—1 1+1 1—07786458
¢ "= 1!( 4) 2!( 4) 3!( 4)_ 4 32 384
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Pron = 5:

ESSDUNE DU CUNE I PO IV NS D PR D
A T A L TA S T

1 1 1 1
=1l——t—

2732 382 T6144 122880 /788004

Vysledek z kalkulaky:

1
e 4=0,7788 008

Pti porovnani vysledik se hodnoty lisi na mist0~7.

5.2.1 Goniometrické funkce:

Hodnoty ve stupnichipvedu na odpovidajici hodnoty v obloukovérenpomoci

prevodniho vztahul® = — rad; naff. 45° = 45— =~ rad.
180 180 4

Funkce sinus

. 1 1 1 1
sinx =x—=x3+=x>—=x"+=-x%..,x€ER (52)
31 51 31 91
y =
15 — 2
— 5
— 1
— 1z
05/
/ / == Sir(x)
I ‘ X

|
]
[#%]
NS
|
|
NIy
NN
N
oW
o
N

—1EtL

Obrazek 2. Funkce sinus a jejity cast&ny soket Maclaurinovyrady
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Priklady na uréeni funkénich hodnot funkce sinus:
sin1l®° [n=2an=4]

sin10° [n=2an=4]

sin1° [n=2an=4]

Po dosazeni do vzorce (52 & 1% ziskam rozvoj ve tvaru:

sin

T T 1 ( T )3
180 180 3!\180
Pron = 2 je rozvoj ve tvaru:

T 1, m\1
( — 0,01745 329

in—=1 —(—) = —
SN T80 1 180) 180

Pron = 4 je rozvoj ve tvaru:

1 1 1 3 1 3
sin%zl-ﬁ(%) —1-5(%) Z%‘l'g(%) = 0,01745 240 642

Vysledek z kalkulaky:

s
in—— = 0,01745 240 644
sin 180

Pti porovnani se hodnoty lisi na negt0~11.

sin10°[n=2an =4]

Po dosazeni do vzorce (52F % ziskam rozvoj ve tvaru:

om T 1 ,m\3 1 ,m\°
sin 5 =15 ~31(15) ~5(1s)

Pron = 2 je rozvoj ve tvaru:

sin%z 1-%(”) = 01745

Pron = 4 je rozvoj ve tvaru:
1

1 1,73 1,73
sin%=1-ﬂ(1n—8) —1-5(1”—8) =%—1-§(1”—8) — 0,1736 468
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Vysledek z kalkulaky:
in— = 0,1736 481
sin B Y

Pti porovnani se hodnoty li§i na g0 ~°.

Funkce cosinus

cosx=1—=x2+—x*—2x°. x€R (53)
21 41 6!

—_— 10
—_— 13
- C0s(X)

Obrazek 3. Funkce cosinus a jejity ¢ast&ny sowet Maclaurinovyrady

Piiklady na uréeni funkénich hodnot funkce cosinus:
cos36° [n=2an=4]
cos10° [n=2an=4]
cos36° [n=2an=4]
Po dosazeni do vzorce (53) a dosazenimrm]jnotu% ziskam rozvoj ve tvaru:

1 2 1 4
cosgz 1—1-z(g) +1$(§)

Pron = 2 je rozvoj ve tvaru:
2 1 ,71\2

cosgz 1-1 %(g) —1 _E(E) — 0,802 607 912
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Pron = 4 je rozvoj ve tvaru:

4

wst=1- 20 + 2@ -

5 2\5/ " 24\5
1 —%(%)2 + %(gf — 0,809 101 851

Vysledek z kalkuléky:

s
cos = = 0,809 016 994

Pti porovnani se nam hodnoty liSi na nais6—*.

cos10°[n=2an =4
Po dosazeni do vzorce (53) a dosazenimbzainotu % ziskam rozvoj ve tvaru:

1 2 1 4
cos%z 1—5(%) +$(%)

Pron = 2 je rozvoj ve tvaru:

2 1,112

cos%z 1 —%(%) —1 _E(ﬁ) — 0,984 769 129

Pron = 4 je rozvoj ve tvaru:

1 2 1 4
cos%zl—i(%) +$(%) =

1- % (%)2 + %(%)4 = 0,984 807 792

Vysledek z kalkuléky:
" 0,984 807 753
cos 2 =0,

Pti porovnani se hodnoty lisi na mfs6 3.
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Funkce tangens

1 1
tgx=x+2-;-x3+16';'x5---.xe(—g,g) (54)
y n=
15, —_ 2
1z} I - 5
gl / — 10
6l —_ 13
3l - tar(x)
i : =T _x s zr ar ifx
8 4 g —3 8 4 8 2
I -6
-9
I —12!
I _1qel

Obrazek 4. Funkce tangens a jejty ¢asteény soket Maclaurinovyrady

Piiklady na uréeni funkénich hodnot funkce tangens:
tg5° [n=3an=4]

tgl® [n=2an=5]

tg5° [n=3an=4]
Po dosazeni do vzorce (54) a dosazenl'mmajnotu% ziskam rozvoj ve tvaru:
3 5
o gm5s 023 ) 1105 G
Pron = 3 je rozvoj ve tvaru:
g =21 (£)3 — 0,0874 8798 664
36 36 3 \36
Pron = 4 je rozvoj ve tvaru:
3

7T+1(n) — 0,0874 8798
36 3\36/

T T 1

t _ n 3 _
9367363 Gg =
Vysledek z kalkuléky:
tg —— = 0,0874 886
936~ 7

Pti porovnani se hodnoty lisi na nmdgt0—°.
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tgl® [n=2an=05]

Po dosazeni do vzorce (54) a dosazenl’mrxwlnotu 1% ziskam rozvoj ve tvaru:
5

(g = s 2 ()
9 780 ~ 180 "3 ‘T80 180
Pron = 2 je rozvoj ve tvaru:

T
tg 180 180 _ 0,01745 329 252

Pron =5 je rozvoj ve tvaru:

t L—L — (_)3 (L)
9180 " 180 T3 T80 180

5

= 0,01745 506 493

Vysledek z kalkulaky:

tg —— = 0,01745 506 494
9 180

Pti porovnani se hodnoty lisi az na nis0~11.

5.2.2 Uréeni hodnotym pomoci goniometrickych funkci arcsin a arctg

rozvoj funkce arcsin je

. 1 3 5 35 63 231
arcsinx =x +-x3+ x>+ —x" + —x?+ —x11+ —x3 x € (-1,1) (55)
6 40 112 1152 2816 13312

Priklad:

.1 7 . AT
ze vztahug = arcsin> mam utit pribliznou hodnotur.

Rovnici upravimr = 6-(arcsin%), za x budu volit hodnotu%, rozvoj tedy bude

vypadat:

r= 65t e s G g G+

)9 + 11 4 13
2 112 1152( ) 2816( ) 13312( )

Zvolim si, kolik ¢lent rozvoje vyuZiji.
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Pron = 7 je rozvoj ve tvaru

. [1+1 1,3 1o,
m=6 3t T 112()
PN L . ]—6 (0,5235 2558 557) = 3,141 155 134
T=0" 2728 " 1280 T 12336] ’ -

Pron = 13 je rozvoj ve tvaru

5 63

1
=6- N3 0T 5, 7 7 4 )9 + 114 313
& [2+ () + () +112() 1152() 2816() 13312()
—6[1+1+ 5 + > + 35 + 63 + 2,118257376
=0 27487 1280 T 14336 ' 589824 ' 5767168 -
-10‘6]
m = 3,141 589 425
Vysledek z kalkul&ky
m = 3,141 592 654
rozvoj funkce arctg je
5
arctg—x——3+x——x—+£—x—1l+i X € (=1,1) (56)

11
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Priklad:

ze vztahu% =4 arctg % —arctg % mam utit pribliznou hodnotur.

Nejprve si rovnici upravimm = 4 - [4( arctg i) —arctg 2—;9], za X budu volit

hodnoty§ a% , rozvoj tedy bude vypadat:

3 5 7 9 11 13
o [ (350) 450 50 50 50 50 )%

5 11

5 ) +5(5) 3(am9) +3() ~1ilamo)
3 \239 5\239 7\239 9\239 11\239
1 1 13
+33(33) l
Pron = 3 je rozvoj ve tvaru

b (5665 )

1 1 1 1
":4'[4'<§_375)_<239_40955757>] =4-(0,7851492573)

T = 3,140 597 029
Pron =5 je rozvoj ve tvaru
_a a2 1<1>3+1(1>5 1 1( 1>3+1< 1 )5
"= 5 3\5) "5\5 239 3\239) T5\239

_4 [4 <1 1 N 1 )
= 5 375 15625

1 1
— — . -13
(239 409 557 57 +2,564723144- 10 )]

= 4-(0,7854 052 573)
™ = 3,141 621 029

Vysledek z kalkulaky
m = 3,141 592 654
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Pfi porovnani se skutaeou hodnotour = 3,141 592 653 589 793 se mi vysledek
nejbliZze shoduje s vysledkem z kalkig. Cim vice¢leni rozvoje bych pouZila, tim by

bylo mr presrgjsi.

4.2 Rozvoje funkci mocnin a odmocnin a ueni funkénich hodnot
V teoretickécasti jsem odvodila rozvoj této funkce. Pigppmenuti ji uvedu znovu:

Funkce(1 + x)¢
Q1+x*=1 (Cll)x+(czl)x2+---+(Z)x”+---,x€(—1,1) (56)

Piiklady na uréeni funkénich hodnot funkce(1 + x)“

a) Y250 [n=4an=6] €)1,2)>® [n=3an=5]
b) '3/4000 [n=3an=4] €1,5)2 [n=2an=3]
c) 31,015 [n=3an=6] 0§0,25)3 [n=2an=3]
d) V70 [n=3an=5] ,89)%7 [n=3an=5]

¥250[n=4an-=6]

Nejprve si odmocninu musim upravit, abych ji destag tvaru(l + x)<.

V250 =3243+7=35+7 = k5(1+—y—3(1+5?5

. - 7 1
Ze vztahu jsem zjistilax = Tmaa=<

Ziskané hodnoty dosadim do vztgliut x)¢ =1 + (1) x+ (Czl) x2 4+ (Z) x™

1 1
5( 2G-1DG-2) SGDG2G3)

3/ — 2. : 2 . 5% G4 3,5
250 =3-11 + 5 243 FYrLrTE (243) + 3! (243) + 4!
1.1 1 1 1 1.1 1 1 1 1
7 -G GE-2)>E-3)GE4) 7 -G GE-2)>E-3) G4 (E-5) 7
(E)AL + 55 5 5 5 5 . (E)S + 55 5 56! 5 5 . (E)6l
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Pron =4

1 1 1 1 1
5 1 e G- 7 e G-V -2 7
V250 =3-[1+-- (=) (=)
+5 243+ 2 (243 + 6 243
1 1 1 1
e E-D-G-2D-G-3) 7
+ G
24 243

5 —— 7 98
250 =3 (1 1215 1476225

= 3,017 088 167

+ 1,147404468 - 107° — 2,313696252 - 10_8>

Pron =6
1 1 1 1 1
5 1 7 G- 7 e G-V -2 7
Vv250=3-|1+="- . 2 . 3
+5 243+ 2! (243 + 3! 243
1 1 1 1
+§'(§—1)'(§—2)'(§—3)_ 7 .
4! 243
1 1 1 1 1
5G-DGE-D G-I G-H 7
5! 243
1 1 1 1 1 1
+§-(§—1)-(3—2)-(3—3)-(3—4)-(3—5). 7
6! 243
V250 =3- 1+ +1,147404468 - 107 — 2,313696252 - 1078

1215 1476225
+5,065376157 - 1071° — 1,167329485 - 10~11)

V250 = 3,017 088 168
Vysledek z kalkulaky:
V250 = 3,017 088 168

Pti porovnani vysledk se hodnoty lisi az na mést0~°
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/4000 [n=3an=4]

Upravim odmocninu:

2/2000 = '3/4096 — 96 = V212 — 96 = (212 (1 — =2-(1-—)1z
212 128

. e L. 3 1
Ze vztahu jsem zjistilat = ——a a = —
128 12

Ziskané hodnoty dosadim do vztaiu+ x)* = 1 + (Cll) x+ (621) x2 4+ (Z) x"

1 1
S (=-1) = (1) (5-2) 3
1274000 = 2 - ll +—=-(— 128) +% (- 128)2 + 12 12 = 12 (= §)3 +

4! 128

1.1 1 1
= G D (G2 (G3) 3
12 ‘12 12 12 _(_ _)4]

Pron = 3

1 (1_ 2 1_
1</m=z-[1+i-(—i)+u(u 1)-(—1) pEEGED )(12 2. 128)]

12 128 2 128
12 _ . _ L _ 11 _ . -7 _
2/2000 = 2 (1 — — ——3,141661485 - 10 ) — 1,996 051 16

Pron =4

128 6

12\/m =2 ll +%- (—i) +12.(12 1). (_i) _|_12 (E_ )(E_Z)

1 1
_3\3,12 (12 DG G 34
( 128) + 24 ( 128)

12 =7 - - 107 — .
V4000 = 2 (1 c12 72268 3,141661485 - 10 5,369050389

10-9) —1.996 051 149

Vysledek z kalkulaky:

14000 = 1,996 051 149

Pti porovnani vysledk se hodnoty lisi na mist0~8
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V1,015 [n=3an=6]

Upravim odmocninu:

0,015

V1,015 = /140,015 = /13 + 0,015 = 3\/13 :
Ze vztahu jsem zjistilar = 0,015 a a = %

Ziskané hodnoty dosadim do vztaiut x)* =1 + ) ( )x2 + -+ (Z) x"

(1
%(__) (0015)2 %(_ )( ) (0015)3
)(

31,015 = 1+; 0015
%(__)( )( ) )( 5) (0’015)6
Pron = 3
1 /1 1 /1 1
3/1,015=1+%-o,o15 +3(3;—|)-(0,015)2+3 G 2 G )-(0,015)3

1 1 1
3
V1,015=1+ — + = 1,004 975 208
200 40000 4800000

Pron =6

1/1 1/1 1

. 1 L(_q)(i-
— ( Y. G-)G-2)

Vv1,015=1 + - 0,015 +22—~.(0,015)% + 2 o 2 —2.(0,015)3 +

et 0015y + SEAERICD (g 9505

24 ! 120

G)EAEACHED | 401596

720

V1,015 =1+—— I 2,083333333 - 107° + 2,2916666667 -
200 40000 4800000

10711 —1,673611111- 10713 = 1,004 975 206

Vysledek z kalkuléky:
/1,015 = 1,004 975 206

Pti porovnani vysledk se hodnoty lisi az na mist0~°
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VY70 [n=3an=5]

Upravim odmocninu:

1
W=3{/64+6=?V43+6=3/43-(1+4%)=4-(1+:—2)5

. I 3 1
Ze vztahu jsem zjistilax = Saa=3

Ziskané hodnoty dosadim do vztgliut x)¢ = 1 + (Cll) x+ (Czl) x2 4+ (Z) x™

4 L(i_).(15).(1i_
(%) +3(3 1)(3 25)!(3 3)(3 ) (332)5
Pron =3
1/1 1/1 1
N PRI (= WAACIE ) OIS
V70 =4 [“5 st @ @)
s/em 1 _
V70 = 4 (1+32—1024+98304)_4,121297201
Pron =5
1/1 1/1 1 1/1 1 1
oo g a2 K oy HENE) 5y HENE-)E)
V70 =4-[1+2- 24200 (27 ) (2 UG

; 11 5
V70 =4- (1 +—— + -~
32 1024 ' 98304 1572864

= 4,121 285 359

+ 2,185503642 - 10_7>

Vysledek z kalkulaky:

V70 = 4,121 285 36

Pti porovnani vysledk se hodnoty lisi na mist0~8
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(1,2)°8[n=3an=5]
Upravime:
(1,2)8 = (1+0,2)°8

Ze vztahu jsem zjistilaxt = 0,2 aa = 0,8

Hodnoty dosadim do vztal{a + x)* = 1 + (Cll) x+ (621) x2 4+ (Z) x™

08-(08—-1 08-(08—-1)-(08—-2
08-1 (08-1-(08-2) .

0,8 _ . 2
(1,2)2=1+0,8-0,2 + o 2 3 ,
08-(08-1)-(08—2)-(0,8—3
L 08 ( ) - ( ) - ( ) 02t
4!
08-(08-1)-(0,8—2)-(0,8—3)-(0,8—4
N ( ) ( ) ( ) ( )_0’25
51
Pron =3
08-(0,8—1 08-(08—-1)-(0,8—2
(1,2)°2=1+0,8-0,2 +¥-0,22+ ( 6) ( )-0,23
(12)0'8—1+4 2+ = 1,157 056
’ B 25 625 15625 '
Pron =5
08-(08—-1 08-(08-1)-(0,8-2
(1,2)0'8=1+0,8-0,2+¥-0,22+ ( 6) ( )-0,23
08-(08-1)-(0,8—2)-(0,8—3
L 08 ) - ( ) - ( ) 0.2
24
08-(08-1)-(08-2)-(08—3)-(0,8—4
L 08 ( ) - ( ) - ( )+ ( ) 025
120
2 4 11

4
(1,2)%8 =1+ ——

— . -6 —
TRT + 15625 390625 + 3,60448 - 10 1,157 031 444

Vysledek z kalkuléky:
(1,2)8 = 1,157 031 005

Pti porovnani se hodnoty lisi na migi0~7

40



(1,5)2[n=2an=3]
Upravim:
(1,5)%2 = (1 + 0,5)?

Ze vztahu jsem zjistilax = 0,5 aa =2

Ziskané hodnoty dosadim do vztgliut x)¢ = 1 + (Cll) x + (Czl) x2 4+ (Z) x™

2:(2-1)(2-2)(2-3)
4!

2:(2-1)

(1;5)2 = 1 + 0,5 . 2 + T . 0,52 + 2'(2_1)'(2_2)

3!

0,53 + -0,5% +

z-(z—1)-(2—2;-(2—3)-(2—4) -0,5°

Z rozvoje vidim, Ze vefietim clenu se vyskytuje 0. Proto trhu ostatnicleny

zanedbat a rozvoj bude jen ve tvaru

(1,5)2 =1+0"L;.2+#_052Jrz-(z—13)!.(2—2)_053
Pron = 2
(1,5)% = 1+0,5-2+#.0,52
(1,5)* = 1+1+%= 2,25
Pron =3

(1,52=1+05-2+

2-(2-1 2:(2-1)-2-2
@D oo, 2EID-CoD)

1
(1’5)2=1+1+Z+0=2’25

Vysledek z kalkulaky:
(1,5)% = 2,25

Vysledky se nelisi.
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(0,25)3[n=2an=3]
Upravim:
(0,25)3 = (1 —0,75)3

Ze vztahu jsem zjistilax = —0,75 aa =3

Hodnoty dosadim do vztal{a + x)* = 1 + (Cll) x+ (621) x2 4+ (Z) x™

(0,25)3 = 1+ (=0,75) - 3 + # (—075)2 4B~ 13)" B2 _o75)
(O ED B
+3-(3—1)-(3—25)|-(3—3)-(3—4)_(_0,75)5

Z rozvoje vidim, Ze veitvrtém ¢lenu se vyskytuje 0. Proto thu ostatnicleny

zanedbat a rozvoj bude jen ve tvaru

3:-(3—-1 3:3—-1)-(3—-2
(0,25)* =1+ (-0,75)-3 +%- (—0,75)% + ( 3), ( )-(—0,75)3

Pron =2

3-:3—-1)

(0,25)* =1+ (-0,75) -3 + T- (—0,75)2
27
(0,25)3 =1-2,25+ 16 = 0,4375
Pron =3
3-:3—-1) 3-3—-1):(3-2)

(0,25)3 = 1+ (=0,75) - 3 + T (=0,75)2 + - (=0,75)3

6

27 27
(0,25)* = 1= 2,25 + 7= — == 0,015 625

Vysledek z kalkuléky:
(0,25)% = 0,015 625

Vysledky s vySSim ptiem nélend a z kalkulgky se nelisi.
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(1,89)%7 [n=3an=5]
Upravim:
(1,89)%7 = (1 4 0,89)°7
Ze vztahu jsem zjistilax = 0,89 aa =0,7
Ziskané hodnoty dosadim do vztafiut+ x)¢ =1 + (Cll) X+ (Czl) x4+ (Z) x"

0,7:(0,7-1)-(0,7-2)

(1,89)°7 = 1+0,7-0,89 + 2272 0,89 4 . .0,89% +
0,7:(0,7-1)-(0,7—-2)-(0,7-3) . 4 0,7'(0,7—1)'(0,7—2)'(0,7—3)'(0,7—4) . 5
> 0,89% + . 0,89
Pron =3
0,7-(0,7 —1 0,7+(0,7 = 1)+ (0,7 — 2
(1,89)%7 = 1+0,7- 0,89 + % 0,897 + 27 ¢ 6) ( )

- 0,893

623
(1,89)%7 =1+ ———0,0831705 + 0,0320760895 = 1,571 905 59

1000
Pron =5
0,7-(0,7—-1 0,7-(0,7—1)-(0,7 -2
(1,89)” =1+4+0,7-0,89 + % 0,892 + ( 6) ( )
07-(0,7—1):(0,7—2)-(0,7 -3
-0,893 + ( ) ( ) ( ) - 0,89%
24
07-(07—-1-(0,7-2)-(0,7—3)-(0,7—4
N ( ) ( ) ( ) ( ) 0,895
120
(1,89)%7

=1+ % —0,0831705 + 0,0320760895 — 0,0164149388
+9,642135052 - 1073 = 1,565 132 786
Vysledek z kalkulaky:
(1,89)%7 = 1,561 432 674

Vysledky se lisi na migt10~3
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4.3 Rozvoj funkce In a ufeni funkénich hodnot

V teoretickécasti jsem odvodila rozvoj této funkce. Pigppmenuti ji uvedu znovu:

Funkceln(1 + x)

_1 1.2 1.3 1.4
ln(1+x)—§x—zx +25x7 —6-x . XE(-11) (57)
y n=
15 —_ 2
— 9
1 -~ - — 10
05| — X
== In(1+x)
-2 -1 1 2 X

—QF |

—-15¢t
Obrazek 5. Funkce In(1+x) a jep-ty cast&ény sowket Maclaurinovyrady
Priklady na uréeni funkénich hodnot funkce In(1 + x)

a) In(1,6)
b) In(1,3)
c) In(1,99)

In(1,6) [n=3an=25]
nejprve funkci upravim, abych dostala funkci logati ve tvarun(1 + x)
In(1,6) =1In(1 + 0,6)

za hodnotux budu volit hodnotu 0,6 a dosadim do rozvoje (5Zjskam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1
— T 0E2 4063 0L _0E5
In (1,6) = 0,6 > 0,6 + 3 0,6 1 0,6 + z 0,6

Pron = 3

1 1
In (1,6) = 0,6 — 50,62 + 50,63

In (1,6) =0,6 —0,18 4+ 0,072 = 0,492
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Pron =5

1 1 1 1
— T 0E2 4063 0L _0E5
In (1,6) = 0,6 > 0,6 + 3 0,6 1 0,6 + z 0,6

N 243
2500 15625

In (1,6) = 0,6 — 0,18 + 0,072 — = 0,475 152

Vysledek z kalkulaky:
In (1,6) = 0,470 003

Pti porovnani vysledik se hodnoty lisi na mist0~3

In(1,3) [n=4an=6]
Funkci upravim, abych dostala funkci logaritmu vartiln(1 + x)
In(1,3) = In(1 + 0,3)

za hodnotux budu volit hodnotu 0,3 a dosadim do rozvoje (5Zjskam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1 1
In (1,3) =03 =503 +50,3* = 203" +-03° —~0,3°

3 4 5 6
Pron =4
In (1,3) = 0,3 1032+1033 1034
n ) - ) 2 ) 3 ) 4 )
In(1,3) = 0,3 7 + 9 81 =0,261975
L2 =09 7500 T 1000 20000
Pron =6
1 1 1 1 1
In(1,3) =03—--0,324+-0,33—--0,3*+-0,35—=0,3°
n(13) 705" T3 27 ts 6
In (1,3) = 0,3 + ? 81 + 1,215-107% = 0,2623 395
AL =09 7500 T 1000~ 40000 © 500000 S

Vysledek z kalkulaky:
In (1,3) = 0,2623 643

Pfi porovnani se hodnoty lisi na mid0 >
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In(1,99) [n=3an=4]
Funkci upravim a dostanu funkci logaritmu ve tvar(l + x)
In(1,99) = In(1 + 0,99)

zahodnotux budu volit hodnotu 0,99 a dosadim do rozvoje (5Z)skam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1 1
In (1,99) = 0,99 — > 0,992 +-0,99%—--0,99*+-0,99°5—--0,99°

3 4 5 6
Pron = 3
1 1
In (1,99) = 0,99 —0992 +30,99°
In (1,99) = 0,99 9801 323433 = 0.823 383
nALTE) = 2 T 50000 T Y
Pron =4

1 1 1
In (1,99) = 0,99 — > 0,992 + 3 0,993 — 7 0,99*

In (1,99) = 0,99 9801
AL T2 = T 50000

+ 0,323 433 — 0,2401490025 = 0,5832 339975

Vysledek z kalkuléky:
In (1,99) = 0,6881 346 387

Pro maly pdet néleni se vysledky liSi na stovky.

Funkceln(1 — x)

ln(l—x)=—%x—%x2—2%x3—6%x4...,xe(—l,l) (57)
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y =
15 —_ 2
—_ 9
-
1
-~ - —_— 1C
—_— X
05+
- IN(1-x)
-2 -1 1 2 X

—0fF L

—1t

—-15¢t

Obrazek 6. Funkceln In(1-x) a jeji-ty cast&ny sowet Maclaurinovyfady

Piiklady na uréeni funkénich hodnot funkce In(1 — x)

a) In(0,56)
b) In(0,35)
c) In(0,1)

In(0,56) [n=3an=5]

pii feSeni &chto @ikladi musim pevést funkci na tvain(1 — x)

Funkci upravim a dostanu funkci logaritmu ve tvar(l — x)
In(0,56) = In(1 — 0,44)

zahodnotux budu volit hodnotu 0,44 a dosadim do rozvoje (58jstam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1 1 1
In (0,56) = —0,44 — > 0,44% — =0,443 — = 0,44* — =0,44° — = 0,445 — - 0,447

3 4 5 6
Pron =3
1 1
In (0,56) = —0,44 — - 0,447 — 20,44’
In (0,56) = —0,44 121 1331 o651 946 667
nAO0) = —U A T 1250 " 46875
Pron =5

1 1 1 1
— 2 3 4 5
In (0,56) 0,44 > 0,44 3 0,44 2 0,44 c 0,44
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121 1331
1250 46875
= —0,5778 632 311

In (0,56) = —0,44 — —9,37024 - 1073 — 3,29832448 - 1073

Vysledek z kalkulaky:
In (0,56) = —0,5798 184 953

Pti porovnani vysledik se hodnoty lisi na mist0~3

In(0,35) [n=4an=6]
Funkci upravim, abych dostala funkci logaritmu vartiin(1 — x)
In(0,35) = In(1 — 0,65)

zahodnotux budu volit hodnotu 0,65 a dosadim do rozvoje (58)skam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1 1 1
In (0,35) = —0,65 — > 0,652 —=0,65% —-0,65* —=0,65° —=0,65° — = 0,65

3 4 5 6 7
Pron =4
In (0,35) = —0,65 10652 10653 10654
n ) - ) 2 ) 3 ) 4 )
In (0,35) = —0,65 169 2197 0,0446265625 = —0,9974 182 292
NS =009 7800 " 24000 -
Pron =6

1 1 1 1 1
In (0,35) = —0,65 — = 0,65> — = 0,65 — - 0,65* —=0,65°> — = 0,65°

2 3 4 5 6
In (0,35) = —0,65 169 2197 ) 0446265625 — 0,0232058125
NS00 = =059 7500 " 24000 ’

—0,0125698151 = —1,033 193 857

Vysledek z kalkul&ky:
In (0,35) = —1,049 822 124

Pti porovnani se hodnoty lisi na midt0 2
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In(0,1) [n=3an=7]
Funkci upravim a dostanu funkci logaritmu ve tvlar(l — x)
In(0,1) =In(1 - 0,9)

za hodnotux budu volit hodnotu 0,9 a dosadim do rozvoje (5&jskam rozvoj ve
tvaru:

1 1 1 1 1 1
In(0,1) =-09 —=09%2--093--09%--09°>--09¢—--09"7

2 3 4 5 6 7
Pron =3
In (0,1) = -0,9 1092 1093
n ) - ) 2 ) 3 )
In (0,1) = -0,9 81 243 = —1,548
== 7500 " 1000 T
Pron =7

1 1 1 1 1 1
In(0,1) = —0,9 —=092—--093—--0,94—=-095--0,96—=-097
n (0.1) 2 3 4 5 6 7

81 243 6561
200 1000 40000
—0,06832812857 = —1,987 024 629

In (0,1) = —0,9 —

—0,118098 — 0,0885735

Vysledek z kalkuléky:
In (0,35) = —2,302 585 093

Pro maly pdet n¢leni se vysledky liSi na misdesetin.

(1+x)
Funkceln rru

11 13

2x+£+£+£+£+
3 5 7 9

(1+x) _
(1-%)

2x 2x

11 13

In .. x €E(—1,1) (59)
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N=
4),/ . —_— 2
/ —_ 3
2 — 10
1+x
== In(—)
1 1 X
2t
/ _al

Obrazek 7. Funkce In((1+x)/(1-x)) a jejity cast&ny sowet Maclaurinovyrady

(1+x)

Piiklady na uréeni funkénich hodnot funkceln —— )

Pozn. Tuto funkci pouziji na vyjéedni logaritni y > 1, kdey € N.
Nap. In 8 nevyjadim pomociln(1 + x) neboln(1 — x), protoZzex musi paiit do
oboru konvergence € (—1,1) nebox € (—1,1).

Proto musim pouzit substituci, ktera je:

(1+x)

In y substituji ndn P

(1+x)
(1

kterou chci ziskat.

, ted’ si vyjadim x a dostanu = y—+1 . Zay volim hodnotu logaritmu,

In8 [n=3 a n=5]

(1+x)

Nejprve si udlam substituci, abych dostala funkci logaritmu vartiIn "

Po substituci ziskam tvar a yaolim hodnotu 8.

_y—-1
x_y+1
81
*T8+1
7
=9

Muzu dale pokréovat, protozer € (—1,1).
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PouZiji rozvoj ve tvaru (59) a zadosadim hodnoté

In8=2- Z+E (—)3 z (7)5

9 '3 9
Pron =3
mo=2-2+2(2)
ne=2973\9
mg=, — 1,869 227 252
Ne= g T8
Pron =5

In8=2- 7+ ()3 2 (7)
9 9
14
ln8—?+m+01138512083—198307846

Vysledek z kalkuléky:

In 8 =2,079 441 542

Pro maly pdet¢lena n se vysledky liSi na mistlesetin

In15 [n=5 a n=29]

Udélam substituci, dostanu funkci logaritmu ve tvaru—- “ix;
Po substituci ziskam tvar a yaolim hodnotu 15

Muzu dale pokréovat, protozer € (—1,1).
PouZziji rozvoj ve tvaru (59) a zadosadim hodnoté

I 15=2-242 (P 4+ 2 S +2- 0y +2+ (L
n 3 3() @t @ 5 @
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Pron =5

3 5

n15=2-. 42 ()
n>=2'873'\3

2 /7

T3 (5)
343

In 15 = Z + ﬁ + 0,2051 635 742 = 2,041 778 158

Pron=9

nisog. 0 2 Te 2 T 2 T 2 T
nls=2g+3 @+ @ +7 @ t5 @

In 15 = 2 + 768 + 0,2051 635 742 + 0,1121 988 297 + 0,06681 284 474
= 2,580 789 832
Vysledek z kalkulaky:

In 15 = 2,708 050 201

Vysledky se liSi na mistdesetin.

In23 [n=7 a n=15]

Nejprve si udlam substituci, abych dostala funkci logaritmu vartiIn gfg

Po substituci ziskam tvar a y&olim hodnotu 23.

y—1

x:y+1

231
*T23+1

11
12
Muzu dale pokréovat, protozer € (—1,1).

X

PouZziji rozvoj ve tvaru (59) a zadosadim hodnotﬁ-
mozeg il 2 A1, 2 11 2 11, 02 11, 2 11,
" 712 3 (12) 5 (12) 7 (12) 9 (12) 11 (12)
2 11 2 11
. (13 . (_\15
+13 (12) +15 (12)
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Pron =7

L (11>3+2 (11>5+2 (11)7
PeTeT3N) T\ T\

11 1331

In 23 = 3 + 5592 + 0,2588911394 + 0,1553860509 = 2,761 113 61

Pron = 15

R & 0 £ AU 0§ N 5 AR S0 | N SR Ao
nBErnty @ s R R e R R
11

2 2 11
2213 4 2 (2215
* 13 (12) * 15 (12)

11 1331

In 23 = 3 + 5592 + 0,2588911394 + 0,1553860509 + 0,1015524577

+ 0,06981731465 + 0,04964040908 + 0,03615016828
= 3,018 246 072

Vysledek z kalkuléky:

In 23 = 3,135 494 216

Pro maly pdet¢lena n se vysledky liSi na mistiesetin

5.3 Rozvoj funkci pomoci programu Mathematica

Tuto kapitolu jsem uvedla, protoZze diky tomuto pemgu miZzeme pouzit vySSi
pocet n¢lena rozvoje.

Priklady:

Do programu jsem zadala funkci, kterou chci rozuine Taylorovu (Maclaurinovu)
fadu, navolila jsem, do kteréhtienu se ma funkce rozvinout acila jsem funkni
hodnotu. Bklady jsem si vybrala ty, které se nam liSily nastach desetin. Uéthto
piikladi je nejgesrjSi hodnota z kalkulky, proto ji pouZiji pro porovnavani.

a) In(1,99)

Pouzila jsem rozvoj funkde (1 + x)
Vysledek z kalkulaky je In(1,99) = 0,6881 346 387

Pron = 11 — In(1,99) = 0,7267 858 506
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Pron = 350 — In(1,99) = 0,6880 925 265
Pouzijemen = 600 — In(1,99) = 0,6881 326 463

AZ pri poctu 600- ticlend se vysledky z&aly shodovat na mistlo—*.

b) In(0,35)

Pouzila jsem rozvoj funkce (1 — x)

Vysledek z kalkulsky je  In(0,35) = —1,049 822 124

Pouzijemen = 15 — In(0,35) = —1,049 657 418
Pouzijemen = 25 — In(0,35) = —1,049 820 714
Pouzijemen = 35 — In(0,35) = —1,049 822 110

Pri poctu 15¢leni se vysledky zgaly shodovat na mistL0~#, pii poctu 25¢leni se

shodovaly na migt10~* a @i poctu 35¢lenti na mist 1077,

c) 1n(0,1)

Pouzila jsem rozvoj funkce (1 — x)

Vysledek z kalkulsky je ~ In(0,1) = —2,302 585 093

Pouzijemen = 12 — In(0,1) = —2,170 811 626
Pouzijemen = 25 — In(0,1) = —2,283 085 038
Pouzijemen = 93 — In(0,1) = —2,302 580 205

Pti poctu 93¢leni se vysledky zgaly shodovat na mistL0~°.

d) In8

Pouzila jsem rozvoj funkclsm?_'—i
Vysledek z kalkuléky je In8 = 2,079 441 542

Pouzijemen =9 — In8 = 2,055 420 030
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Pouzijemen = 15 — In8 = 2,075 815 106
Pouzijemen = 31— In8 = 2,079 406 068
Pri poctu 93¢lent se vysledky z&aly shodovat na misto—>.

e) In15

- . . 1+
Pouzila jsem rozvoj funkce —

Vysledek z kalkulsky je ~ In15 = 2,708 050 201

Pouzijemen = 15 — In15 = 2,667 747 799
Pouzijemen = 25 — In15 = 2,700 866 541
Pouzijemen = 57 — In15 = 2,708 000 326

Pri poctu 57¢lent se vysledky z&aly shodovat na misto—>.

f) In23

- . . 1+
Pouzila jsem rozvoj funkce —

Vysledek z kalkulgky je In 23 = 3,135 494 216

Pouzijemen = 20 — In23 = 3,065 227 341
PouZijemen = 45 — In 23 = 3,131 733 587
PouZijemen = 83 — In23 = 3,135 412 784

Pri poctu 83¢lend se vysledky z&ly shodovat na misto—>.
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Zaveér
Bakal&ska prace je za#ena na rozvoj elementarnich funkci v Taylordadu a

vyuZziti rozvoje n-tého stupd pro giblizny vypatet funkénich hodnot elementarnich

funkci.

V prvni ¢asti jsem provedla literarni studii tykajici se Toagva polynomu a
dukladrgji se seznamila s Taylorovym rozvojem elementarmictkci do mocninnychiad.
JelikoZ jsou mocninndéady specialnim ipadem funknich fad, zminila jsem se i o

posloupnostech idach obeadf) jenz s Taylorovym polynomem souvisi.

Uvedla jsem, jak se vygdaji ¢leny Taylorova polynomu, a jak pomoci limitniho
podilového a limitniho odmocninového kritéria korgence zjistim pologr konvergence

dané funkce a pomocéjninterval a obor konvergence.

V dalSi casti bakalgské prace jsem uvedla tiblady rozvofi zékladnich
elementéarnich funkci pomoci Taylorova polynomuré&isem vyuzila ve své praktické
¢asti.

Praktickou ¢ast jsem pojala jako sbirkieSenych fikladi rozvoji elementarnich
funkci pomoci Taylorova polynomu a zggi pribliznych funiknich hodnotdchto funkci.
Priklady jsem rozdila do nékolika casti — exponencialni funkce, goniometrické funkce,
funkce mocnin a odmocnin, vyjghi Ludolfovacisla pomoci arcsin a arctg a logaritmické

funkce.

Pro kazdé fiklady jsem volila fizny paet ¢leni Taylorova polynomu a zji&hé

vysledky porovnavala s hodnotami vyjitanymi pomoci kalkukky.

V posledni kapitole praktick€asti jsem vyuzila programu Mathematica, ktery
dokaze pro velky pget n ¢lena Taylorova polynomu vytvdt rozvoj. Volila jsem takové
¢leny, které by bylo obtizné vliastnéng vyjadkit a vypasitat. Dale jsem pomoci programu
vytvorila grafy rékterych funkci, které jsem pouzildipvypoctech. V €chto grafech jsou

vykreslené kivky, pomoci kterych aproximujeme funkci, kteroedéme.

Cilem bakalské prace bylo shromazdit informace o TayléréMaclaurino) rad
a vytvait sbirku giklada, které mohou slouzit jako podklad k vyuce, nel@igraw na

zkousSku.
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Seznam pouzitych symbal a zkratek

Symbol  Vyznam

a, n-ty koeficient Taylorova rozvoje

f(x) zapis funkce jedné pramné

f(x,y) zapis funkce dvou prognnych
I defini¢ni obor
k k-t& derivace polynomu
n fad polynomu
N prirozenécislo
R realnécislo

Rnp) zbytek v Tayloro¥ vzorci

T Tayloriv polynom
x proménna
Xo stred polynomu funkce jedné prémmé
Yo stted polynomu pro funkce dvou prémmych
& hodnota mezk a x,
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