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Abstrakt

Cilem této préace je zpracovani teorie tykajici se Sturmovy-Liouvilleovy tlohy a parci-
alnich diferencialnich rovnic druhého radu. Na zakladé uvedenych poznatkil se v praci
odvozuji potfebna vlastni ¢isla, vlastni funkce a Greenovy funkce, které jsou se Sturmovou-
Liouvillovou tlohou spjaty. Vysledky odvozovani se vyuzivaji pri feSeni pocatecné-okrajové
ulohy vlnové rovnice, jejiz vysledky jsou nasledné graficky interpretovany.

Summary

The goal of this thesis is to compile the theory concerning the Sturm-Liouville problem
and partial diferential equations of the second order. Based on the findings the necessary
eigenvalues, eigenfunctions and Green’s functions, which are connected with the Sturm-
Liouville problem, are derived in the thesis. Results of derivation are used in the solution
of the initial-boundary value problem for wave equation, which results are then interpreted
graphically.
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L d
Uvod

V zékladnich matematickych modelech kmitani spojitych soustav se vyskytuji parcialni
diferencialni rovnice (déle jen PDR), pfi jejichz Feseni se nam Casto vyskytnou okrajové
ulohy pro obycejné diferencialni rovnice (dédle jen ODR). Mezi tyto tlohy patii mimo
jiné i Sturmova-Liouvilleova tloha pro ODR druhého radu, kterou budeme podrobnéji
zkoumat v této praci.

Hlavnim cilem prace je zpracovat teoreticky zaklad z oblasti soustav linedrnich ODR
prvniho tadu, parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu, predstaveni Sturmovy-Li-
ouvilleovy tlohy a nasledné ziskané poznatky vyuzit pti vypoctu ilustrativniho ptikladu.

V prvni kapitole se budeme vénovat definovani zékladnich pojmu tykajicich se soustav
linearnich ODR prvniho radu pro homogenni i nehomogenni soustavy, a zavedeme si tvary
feSeni téchto soustav. Dale si predstavime dvoubodovou okrajovou ulohu pro soustavy
linearnich ODR, definujeme si Greenovou matici, kterou budeme vyuzivat pri odvozeni
Greenovych funkei v nésledujici kapitole.

Ve druhé kapitole se zaméiime na formulaci Sturmovy-Liouvilleovy tlohy a Dirichle-
tovu tlohu pro rovnici s konstantnimi koeficienty. Teoretické poznatky budeme vyuzivat
pri vyjadreni vlastnich ¢isel a vlastnich funkei, které budou fesenimi dané ulohy. Také
se budeme vénovat vyjadreni Greenovych funkei Dirichletovy tlohy na zakladé poznatkt
o Greenovych maticich.

Ve treti kapitole zavedeme pojem parcialnich diferencialnich rovnic, okrajovych pod-
minek a predstavime Fourierovu metodu feseni pocatecné-okrajové tlohy, kterou budeme
vyuzivat pii vypoctu ilustrativniho prikladu.

Posledni kapitola bude vénovana modelu kmitani struny, ve které bude zahrnuto pred-
staveni vlnové rovnice spolu s poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami, a nasledny vypocet
ilustrativniho prikladu. V tomto ptikladu budeme pro vypocet uzivat Fourierovu metodu
fad a vyuzijeme diive ziskana vlastni ¢isla a vlastni funkce. Vysledky prikladu nasledné
graficky interpretujeme.



1. SOUSTAVY LINEARNICH ODR 1. RADU

1. Soustavy linearnich ODR 1. radu

Méjme soustavu linearnich diferencialnich rovnic

Yy = an(t)yr + ara(t)yz + - + awn(t)yn + bi(t),
Yy = a (t)yr + aga(t)y2 + - - + agn (t)yn + ba(t),

y’:L = an1 (t)yl + an2(t)?/2 +F ann(t)?/n + bn(t)a

kde a;x, b; (i,k = 1,...,n) jsou spojité funkce na intervalu I. Tuto soustavu budeme
zapisovat ve tvaru

y' = A(t)y + b(1), (1.1)

kde A = (a;)j - je maticova funkce fadun a b = (b;)i-; je n-vektorova funkce. V ptipade,
ze b(t) = 0, nazveme soustavu (1.1) homogenni, v opa¢ném piipadé mluvime o soustaveé
nehomogenni.

Definice 1.1. ReSenim soustavy (1.1) na intervalu J C I budeme rozumét n-vektorovou
funkci ¢, kterd je spojité diferencovatelna na intervalu J a spliiuje ¢'(t) = A(t)p(t) + b(t)
pro kazdé t € J.

Definice 1.2. Pocatecni problém nebo pocatecni iloha se nazyva problém urceni feseni
soustavy (1.1) splnujiciho podminku y(tg) = &, kde tg € I, £ € R™. Tento problém muzeme
zapsat ve tvaru

y =Aty+0o(t), ylto) =¢ (1.2)

Véta 1.3 (O existenci a jednoznacnosti feseni). Necht maticovd funkce A a vektorovd
funkce b jsou spojité na intervalu I. Pak md problém (1.2) prdvé jedno resent, které
ezistuje na celém intervalu I. Toto Tesend je limitou tzv. Picardovy posloupnosti postupnijch
aprorimaci

%o (t) 07

g0k+1(t):§+/[A(s)gok(s)—l—b(s)]ds, tel, k=0,1,...

to

Diikaz. Viz napft. [1]. O

1.1. Homogenni soustava
Necht 41, y2 jsou Teseni homogenni soustavy

Y = At)y (1.3)
a c1, co jsou konstanty. Pak funkce y = c1y1 + c210 je TeSenim této soustavy, nebot

Y (t) = e (t) + cays(t) = ctA@)yi(t) + 2 A(t)ye(t) = A(t)erya(t) + At)caya(t)
= A(t) (eign(t) + caya(t)) = A(t)y(t) protel.

Odtud je vidét, ze mnozina vsech FeSeni soustavy (1.3) tvori vektorovy prostor.



1.1. HOMOGENNI SOUSTAVA

Definice 1.4. Reseni v, ...,y soustavy (1.3) se nazyvaji linedrné zdvisld, kdy# existuji
konstanty cy, ..., ¢k, které nejsou vsechny rovny nule, takové, ze plati

ay(t)+ -+ cpyr(t) = 0.
V opacném pripadé se Tfeseni yq, ...,y nazyvaji linedrné nezdvisld.

Definice 1.5. Libovolna n-tice linedrné nezavislych feseni soustavy (1.3) se nazyva fun-
damentdlni systém reseni soustavy (1.3).

Poznamka 1.6 (Existence fundamentédlniho systému). Necht ¢, € R” (kK = 1,...,n) je
libovolna baze prostoru R™ a ty libovolny pevny bod z I. Z véty 1.3 vyplyva, zZe sou-
stava (1.3) ma pro kazdé k € {1,...,n} jediné feseni y;, vyhovujici pocatecni podmince
Yr(to) = cx. Z linedrni nezavislosti vektort ¢y, . . . , ¢, vyplyva, ze feseni yy, . . ., ¥, jsou line-
arné nezavisld, tvori tedy fundamentalni systém teseni soustavy (1.3). Vzhledem k tomu,
ze baze cq,...,c, muze byt libovolnd, je zfejmé, ze systém (1.3) ma nekonecné mnoho
fundamentalnich systémi Feseni (viz napr. [5]).

Definice 1.7. Fundamentdlni matici soustavy (1.3) nazyvame maticovou funkci Y: I —
R™ ™ jejiz sloupce tvori fundamentédlni systém teseni soustavy (1.3).

Poznamka 1.8 (Obecné feseni). Tvori-li yq,ya, ..., y, fundamentdlni systém Feseni homo-
genni soustavy (1.3) na intervalu I, potom kazdé feseni y této soustavy lze jednoznacné
psat ve tvaru

Yy =ciy1 + CYy2 + -+ Cpln, (1.4)
kde ¢, ¢a, ..., ¢, jsou vhodné konstanty (viz napt. [1]). Polozime-li
c:=(c1,¢9,...,00)7,

potom lze pséat (1.4) struéné ve tvaru
y=Yc=c"Y"T, (1.5)
kde Y je fundamentalni matice soustavy (1.3).

Tvrzeni 1.9. Je-li Y fundamentdlni matice, pak
det(Y(t)) # 0 Vtel.

Definice 1.10. Maticova funkce C': I? — R™" se nazyva Cauchyova matice soustavy
(1.3), jestlize pro libovolné s € I je maticova funkce C(-,s): I — R™" fundamentalni
matici soustavy (1.3) vyhovujici poc¢ateéni podmince

C(s,s)=FE.

Véta 1.11 ([5, Véta 1.5.]). Cauchyova matice soustavy (1.3) existuje a je jedind. Tato
matice je tvaru

C(t,s) =Y ()Y (s),
kde Y je libovolnd fundamentdlni matice soustavy (1.3).

4



1. SOUSTAVY LINEARNICH ODR 1. RADU
1.2. Pocatecni tloha pro soustavy linearnich ODR

Méjme nehomogenni soustavu
y' = A(t)y +b(t), (1.6)

kde A je spojita maticova funkce radu n a b je spojita n-vektorova funkce na intervalu I.
Z véty 1.3 plyne, ze mé soustava (1.6) jediné feSeni spliujici poc¢atecni podminku

y(to) = co, (1.7)

kde ¢y € R. Odvodime nyni integralni reprezentaci reseni y pomoci Cauchyovy matice
homogenni soustavy (1.3).

Necht Y je fundamentéalni matice soustavy (1.3) a yo néjaké reseni soustavy (1.6). Pak
lze pfimym vypoctem ovérit, ze vektorova funkce

y(t) =Y (t)c+wyo(t) protel

je TeSenim soustavy (1.6) pro kazdé ¢ € R™.

Poznamka 1.12 (Tvar feseni). V nehomogennim piipadé nahradime ve vztahu (1.5) kon-
stantni vektor ¢ za nezndmou vektorovou funkeci z a nasledné zkouméme transformaci

y(t) = Y (H)=(2). (18)
Je-li y fesenim soustavy (1.6), pak
2 =Y (t)y(t)

je Tesenim soustavy

2 =Y H)b(t). (1.9)

Zde plati i obracené tvrzeni: kdyz uvazujeme, Ze z je feSeni soustavy (1.9), pak vekto-
rova funkce y, kteréd je zadana rovnosti (1.8), je fesenim soustavy (1.6). Vektorova funkce
y, dana vztahem (1.8), vyhovuje pocateéni podmince (1.7) pravé tehdy, kdyz

2(ty) = Y Hto)co. (1.10)

Z toho vyplyva, ze nam vzorec (1.8) urcuje vztah mezi fesenimi tlohy (1.6), (1.7) a ulohy
(1.9), (1.10), ktery je vzajemné jednoznacny.

Tvrzeni 1.13 ([5]). Jestlize b: I — R™ je spojita vektorovd funkce, pak soustava diferen-
cialnich rovnic

v = b(0)

ma jediné reseni y vyhovujici pocatecni podmince (1.7) a toto reseni je tvaru
t
y(t) = co +/ b(s)ds protel.
to
Podle tvrzeni 1.13 muzeme feseni ulohy (1.9), (1.10) zapsat do tvaru

2(t) = Y ty)co +/ Y 1(s)b(s)ds.

to



1.3. DVOUBODOVA OKRAJOVA ULOHA PRO SOUSTAVY LINEARNICH ODR

Pokud funkci z dosadime do (1.8), obdrzime nésledné

y(t) =Y ()Y (to)co +/ Y ()Y '(s)b(s)ds protel.

to

Posledni vzorec muzeme prepsat ve tvaru
t

y(t) = C(t,to)co +/ C(t,s)b(s)ds protel, (1.11)
to

kde C' je Cauchyova matice soustavy (1.3) (viz definici 1.10). Odtud vyplyva nasledujici

véta.

Véta 1.14. Reseni y dlohy (1.6), (1.7) lze psdt ve tvaru (1.11), kde C je Cauchyova
matice soustavy (1.3).

Poznamka 1.15. Toto vyjadreni se nazyva Cauchyuv vzorec pro nehomogenni soustavu
linearnich diferencidlnich rovnic.

1.3. Dvoubodova okrajova uloha pro soustavy linear-
nich ODR

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou existence feseni y nehomogenni soustavy (1.6),
které vyhovuje okrajové podmince

Pry(p) + Pay(q) = co, (1.12)

kde Py, P, € R™*". Pfedpokladame, ze I = [p, q]. Matici (P, P,) budeme nazyvat matici
okrajovych podminek dané tlohy. Spolu s tlohou (1.6), (1.12) uvazujeme odpovidajici
homogenni lohu

y = A(t)y, (1.13)
Piy(p) + Pay(q) = 0. (1.14)

Definice 1.16. Zobrazeni G : I? — R™" se nazyvd Greenovou matici lohy (1.13),
(1.14), jestlize:

(i) pro libovolné s € (p,q) jsou ztuzeni sloupci matice G(-, s) na intervaly [p,s) a (s, |
fesenim soustavy (1.13), pricemz

G(sy,s) —G(s_,s) = F;

(i) G(t,-) € LT°°(1,R™™) pro libovolné t € I;

(iii) pro libovolné b € C(1,R™) vyhovuje vektorova funkce
q
y(t) = / G(t, 5)b(s) ds (1.15)
p

podmince (1.14).



1. SOUSTAVY LINEARNICH ODR 1. RADU

Véta 1.17 ([5]). Pro jednoznacnou resitelnost tlohy (1.6), (1.12) je nutné a staci, aby
odpovidajici homogenni iloha (1.13), (1.14) méla pouze trividalni resent, tj. aby byla spinéna
podminka

det(PY (p) + P»Y (¢)) # 0, (1.16)

kde Y je fundamentdlni matice soustavy (1.13). Jestlize je splnéna podminka (1.16), potom
jediné teseni y tlohy (1.6), (1.12) lze vyjddrit v ndsledujicim tvaru (tzv. Greenova formule)

q
) =wlt) + [ Gt.s)b(s)ds prot €
P
kde yo je tesent ulohy (1.13), (1.12) a G je Greenova matice ulohy (1.13), (1.14).

Z [0] vyplyva, ze Greenova matice tlohy (1.13), (1.14) je tvaru

Gt 5) = {Y(t)(lep) FRY(@)IRY()Y M) pop<s<t<a

~Y(t)(PY (p)+ BY(q)'RY ()Y '(s) prop<t<s<gq.



2. Sturmova-Liouvilleova tloha

2.1. Formulace tulohy

V této kapitole si predstavime Sturmovu-Liouvilleovu okrajovou tlohu, ktera je jednou
z typickych tloh v teorii obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu. Nejprve si uve-
deme rovnici

(p()u') + la(t) + AJu = 0, (2.1)

ve které funkce nabyvaji realnych hodnot a jsou spojité na [0,7], p(t) > 0 pro t € [0,7]
a A je redlny parametr. Dale mame déna redlna cisla «, § a uvazujme tlohu nalezeni,
pokud mozno, netrividlniho feseni rovnice (2.1) vyhovujiciho okrajovym podminkam

u(0) cosa — p(0)u'(0)sinae =0, w(T)cosf — p(T)u/'(T)sin 3 = 0. (2.2)

Resenim tilohy (2.1), (2.2) rozumime funkci u : [0, 7] — R, ktera je spojita na [0, 7] spolu
se svou prvni derivaci takovou, ze funkce pu’ je spojité diferencovatelnd funkce, rovnice
(2.1) je splnéna vsude na [0,7] a jsou splnény okrajové podminky (2.2).

Véta 2.1. Ezistuje neomezend posloupnost redlnyjch cisel \g < A\ < --- takovd, Ze:

(i) Uloha (2.1), (2.2) md netrividlni veieni pravé tehdy, kdyZ X\ = A\, pro néjaké n €
NuU {0}.

(ii) Jestli A = A\, a u,(t)#0 je Tesenim dlohy (2.1), (2.2), pak u, je jediné (aZ na mul-
tiplikativni konstantu) a u, md presné n nulovych bodi v (0,T).

(iii) Jestli n # m, pak
T
/ Uy (£) U, () dt = 0.
0

(iv) Jestli je X redlné ¢islo a X # X, pron = 0,1,..., pak ezistuje spojitd funkce g(-,-, \) :
0,7] x [0,T] — R s vlastnosti, ze jestli f je funkce spojitd na [0,T], pak rovnice

()Y + [qt) + Nw = () (2.3)
ma jediné reseni w vyhovujici podminkdm
w(0) cosa — p(0)w'(0)sina = 0, w(T)cosf — p(T)w' (T)sinB =0 (2.4)
a w je ddno vztahem

w(t):/o g(t,s,\)f(s)ds prote[0,T].

(v) Jestli plati, Ze X = A, pro néjaké n € NU{0} a f je funkce spojitd na [0,T], pak
tloha (2.3), (2.4) md resent pravé tehdy, kdyz

/OTun(t)f(t) dt = 0;

v tomto pripadé, kdyz w je resenim tlohy (2.3), (2.4), pak w + cu, je také resenim
a vsechna resent jsou tohoto tvaru.



2. STURMOVA-LIOUVILLEOVA ULOHA

(vi) Jestli jsou funkce u, takové, Ze

T
/ u(t)dt =1,
0

pak ug, Uy, . .. tvori duplnou ortonormdlni posloupnost v prostoru L*(0,T). Ke kaZdé
funkci f € L*(0,T) lze tedy priradit Fourierovu Tadu

FO) ~ ) cntn(t), kde ¢, = /0 F()un(t) dt

r

Diikaz. Viz napt. [3] str. 338. OJ

2

dt -0 pro n— oo.

FO) = erun(t)

Definice 2.2. Cisla )\, ve vété 2.1 nazyvame vlastni ¢isla tdlohy (2.1), (2.2). Reseni u,,
nazyvame vlastni funkei prislusnou vlastnimu éislu A,,.

2.2. Dirichletova dloha pro rovnici s konstantnimi koe-
ficienty

V této Casti se zamérime na rovnici (2.1) s konstantnimi koeficienty p, ¢ a podminku (2.2)
s a =0, f =0. Na intervalu [0, 7] tedy budeme uvazovat rovnici

'+ Au=0 (2.5)
a okrajové podminky
u(0) =0, u(T) =0, (2.6)

kde A € R. Spolu s rovnici (2.5) budeme jesté uvazovat odpovidajici nehomogenni rovnici

u + M= f(t), (2.7)

kde f :[0,7] — R je spojita funkce.
Najdeme nejprve vlastni ¢isla a vlastni funkce ilohy (2.5), (2.6). Je zndmo, ze obecné
feSeni rovnice (2.5) je tvaru
U =—ciu; + CoU2,

kde c1,c0 € R a ug, us je tzv. fundamentalni systém Teseni rovnice (2.5). Déle je znamo,
ze funkce uq,us lze ziskat z TeSeni charakteristické rovnice, jejiz vysledek zavisi na tom,
jakych hodnot bude nabyvat A. Tato charakteristicka rovnice je tvaru

PP+ A=0.

Nyni si ukdzeme jeji feSeni pro A nabyvajici zapornych hodnot, kladnych hodnot anebo
nuly.
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1. Necht A\ < 0.
Charakteristicka rovnice je tvaru

p2 - |)\| = 07
(o — VM) e+ VIA) = 0.

Fundamentalni systém feSeni tvori funkce u; a us ve tvaru
u(t) = ¢ e\/mt, us(t) = ¢ eV, (2.8)
Obecné Feseni rovnice (2.5) je
u(t) = cp eV fe e VIRE ) ey e R

Dosadime okrajové podminky, abychom spocetli konstanty ¢; a co:

u(0) =0,
0=c + ¢y,
€1 = —Cg;
u(T) =0,
0=creVMT 4eye” |’\|T,

0= —cy e\/mT +coe” |’\|T,
0= cy(e VAT — e\/NT),
co=0,c1=0.
Odtud vyplyva, ze pro A < 0 m4 uloha (2.5), (2.6) pouze trividlni feseni.

2. Necht A = 0.
Pro teseni tlohy (2.5), (2.6), kde A = 0, vyuzijeme podobny postup Feseni jako
v ptipadé A < 0. Mame
p* = 0.

Funkce u; a uy jsou tvaru
ui(t) =c1, wus(t) = cot (2.9)
a obecné Feseni rovnice (2.5) pro A = 0 je
u(t) =c1 +cot, c1,00 €R.

Nasledné dosadime okrajové podminky a vypocteme konstanty c; a cs:

u(0) =0,
0=cy;

u(T) =0,
0=c +cT,
0= cyT,
0= co.

Jediné teseni tlohy (2.5), (2.6) pro A =0 je, stejné jako pii A < 0, trividlni.

10



2. STURMOVA-LIOUVILLEOVA ULOHA

3. Necht A > 0.
Posledni variantou je rovnice (2.5) s A > 0 a jeji charakteristick& rovnice je tvaru
PP+ A=0,
pia = £V,
Obecné Teseni je nasledujici:
u(t) = ¢y cos VAL + cosin VA ¢y, ¢ € R. (2.10)

Dosazenim okrajovych podminek do obecného feseni dostavame konstanty c; a cs:

u(0) =0,
0 = ¢; cos V0 + Co Sin \/XO,
0=c;

w(T) =0,
0= 61COS\/XT—|—CQSiIl\/XT,
0 = ¢ 8in VAT,

V pripadé, ze zvolime c; = 0, bude TeSeni tlohy opét trividlni. My vsak hledame
netrividlni feseni. Rovnice 0 = ¢, sin v/ AT méa nenulové feseni prave tehdy, kdyz A
splituje sin VAT = 0, tj.

VAT = (n+ )7, neNuUJ{0},

(n+ 1)2r?

A= 2

n € NU{0}.

Prislusné netrividlni reseni tlohy (2.5), (2.6) pak bude

(n+ 1)7Tt.

w(t) = sin
®) ' T
Odtud plyne nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3. Viastni cisla A, a vlastni funkce w, Dirichletovy tdlohy (2.5), (2.6) tvori

posloupnosti
~ (n+1)272 1"
{An}nzo = { T2 o

[}y = {sm @t}”

Y

n=0

Nékteré vlastni funkce tlohy (2.5), (2.6) jsou vykresleny na obrazku 2.1 (pro T=10).
Pro kazdé A € R, které neni vlastnim ¢islem ulohy (2.5), (2.6), najdeme tvar Greenovy
funkce. Vyuzijeme vysledky z kapitoly 1.3, nebot tlohu (2.7), (2.6) lze prepsat na dvou-
bodovou okrajovou tlohu (1.6), (1.14). Polozme p =0a g =T,

A(t) = (_OA (1)) b(t) = (f?t)), p = ((1) 8) P, = ((1) 8) (2.11)

11
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Obrazek 2.1: Grafické znétzornéni vlastnich funkei

Je-li u fesenim tlohy (2.7), (2.6), pak y = (u, ') je FeSenim ulohy (1.6), (1.14). Naopak,
je-li y = (y1, y2) TeSenim lohy (1.6), (1.14), pak ¥} = ys a y; je feSenim tlohy (2.7), (2.6).
Tato ekvivalence pak dava fundamentédlni matici Y soustavy (1.13), ktera je tvaru

Y = (“1 “2) : (2.12)

uy Uy
kde uy, us je fundamentalni systém feseni rovnice (2.5).

Dusledek 2.4. Md-li iloha (2.5), (2.6) pouze trividlni resent, md tloha (2.7), (2.6) jediné
reseni u a toto resent lze zapsat ve tvaru

T
ut) = [ glt9)f(5)ds pro te0.T)
0
kde g je prvek Greenovy matice G tlohy (1.13), (1.14) lezici v této matici na pozici proniho
rddku a druhého sloupce a A, Py, Py jsou dany vztahy (2.11).

Diikaz. Predpokladejme, ze homogenni tloha (2.5), (2.6) ma pouze trivialni TeSeni.
Vyse jsme si uvedli, ze tlohu (2.7), (2.6) mizeme prepsat na dvoubodovou okrajovou

ulohu
(D) e (=) e

Z ekvivalence, kterd je taktéz uvedena vyse, vyplyva (pro f(t) = 0), Ze ma homogenni

b y = (_OA (1)) Y; ((1) 8) y(0) + ((1) 8) y(T) = (8) (2.14)

pouze trividlni feseni. Vzhledem k vété 1.17 m4 tedy tloha (2.13) jediné feseni y = (y1, yo)-
Opétovnym pouzitim vysSe zminéné ekvivalence tedy zjistime, ze uloha (2.7), (2.6) ma
jediné Teseni y;. Navic z véty 1.17 vime, Ze FeSeni y muzZeme zapsat pomoci rovnice (1.15)
jako

y(t):/o G(t,s)b(s)ds,

()= [ (G ) (46

12



2. STURMOVA-LIOUVILLEOVA ULOHA

kde G je Greenova matice ulohy (2.14). Zjistili jsme, Ze TeSeni y; tlohy (2.7), (2.6) mizeme
vyjadrit v nasledujicim tvaru
T
— [ Gualt9)fs)ds.
0

kde G2 je prvek Greenovy matice na pozici prvniho fadku a druhého sloupce.
Tim je disledek dokéazan. ]

Pozndamka 2.5. Funkci g v dusledku 2.4 budeme nazyvat Greenovou funkci tlohy (2.5),
(2.6).

Vzhledem k tomu, Ze zndme umisténi funkce g v Greenové matici ulohy (2.14), ne-
musime ve vypoctu vyjadiovat vSechny prvky Greenovy matice, ale staci pouze ty, které
potfebujeme na vypocet dané Greenovy funkce.

Tvar Greenovych matic zapiSeme podle vyjadieni (1.17) a vypocteme z nich funce g
pro A nabyvajici kladnych hodnot, zapornych anebo nuly.

Necht A =0. Z (2.9) a (2.12) dostaneme

1 ¢
Y(t)_(o 1)
apro0<s<t<T jetedy

ceo=G (GG DENED) GIENG6
G0 (6 8)1( 1) 606 )

GO0 66 HEDE )
F(5)6 V) ),

1
g(t,s):—f(T—t)s pro0<s<t<T.

to je

Na druhé strané, pro 0 <t < s < T, bude

w0=-( (6 0) 6 D006 D) (kD6
o) (606 r) Cr)6 )

S I L I AP R G I G T
-7 (T—_lt i) ((1) T(is):‘% G (?__?t)’

13



2.2. DIRICHLETOVA ULOHA PRO ROVNICI S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
to je
1
g(t,s) = —f(T—s)t pro0<t<s<T.

Necht A < 0. Cleny v Greenové matici G(t, s), které nepotiebujeme k vypoctu g(t,s),
oznacime ~. Z (2.8) a (2.12) dostaneme fundamentalni matici

e~ B\ e [\t
Y(t) - (_ |)\|e_ BY: |)\|e BY[:

apro <s<t<T jetedy

e~ VAl VLY
G(t,$>:<_ e VIR \/We |>\lt> X
10 0 0 o VT INT -1
(68 Com )= O 0 (v o))
10 Al Vs \ T
) ) e 25
1 [Al2 Al 11 0 0 -1
2 |A|< [AJe™ VIRl |Ae '“) <(0 0)+<e— AT w)) 8
1 |\ e Als  _ a/IAls
(I
1 [Al2 [\t 1 1 -1 11
|A|< [AJe~ VIl |)\e l“) (e\/WT e lAlT) (0 0)><
|\ e [Als |Als
N e~ VIis —\/lTs

1 e" VI oVt VT
- X
2/IN(eVIIT — e=VINT) \ —/|X[e” e /v ) \ e VT
% <\/|)\|(e\/|ys+e—\/|7s) e_\/ms—e |,\|s>
0 0

1 NVNT=0) _ /DTt /D _ o~ wt) y

2 l)‘l(e |)\|T_e— |)\|T) ~

" (W(emg—i—e_\/ms) e_\/mso—e |/\|s>

~ ~Y

1 (N (e\/W(T—t) _ e—\/W(T—t))(e~\/|Ts _ e\/ms))
2y/M(eVPT e Vi) |

to je

s) = — 1 A(T—t) \/|T(Tt 6\/|Ts_€—\/ms
09 = e ) )

14



2. STURMOVA-LIOUVILLEOVA ULOHA
pro0<s<t<T.

Pro 0 <t < s <T bude

(W W)

AL AL
|\l e |\l e

AT e\/NT !
(( (v vm)* ( Ne VAT /[N wT)) -
0 VAT BYE [A|s -1
x(1 )( e~ AT |/\e |)\T> ( \/— /1Al |)\e |)\|s>
i -1
- — ’)\’ ( |)\ o BY: ’)\ N |At> <e /\IT > X

0 I\ e [Als [Als
x e" VAT e\/NT |)\|e_\/|73 \/|75

1 Al T4
—_ — ><
2 /N (eVPIT — VI \ |/\|e At we e )\ e V/RIT
0 0
N oVT—s) _ o V/I(T—s)

1 (e NT—1) _ o=/ PT1) g/t _ o |A|t)
= — X
2\/W(e |)\|T_e— |A|T) ~ ~
0 0
N eVRIT=5) _ o~/ D(T—s)

B 1 ~ (eVIIT=8) _ o=V INT=9)) (o VIR _ o=+/IAlty
2/ eV |

~ ~

g(t,s) = — 1 (e [A(T—s) _e—\/W(T—s))(e Nt _ o= |)\|t)
7 2/ M (eVINT — o= VIAIT)

pro0<t<s<T.

Necht’)\>0,)\7éu

oznacime ~. Z (2.10) a (2.12) dostaneme fundamentalni matici ve tvaru

cos vVt sin v/t
i) = (—\/Xsin VAtV Acos \/Xt)

Vn € NU{0}. Opét nepotiebné prvky v Greenové matici

apro0 <s<t<T je tedy

cos VA sin v\t
G(t,s) = (—\/Xsin VIt V) cos \/Xt>
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(L OV 0y, (o0 cos VAT sin VAT \\ y
0 0/\0o VX 10 —VAsin VAT vV Xcos VAT
« 1 0 1 0 COS \/Xs sin \/Xs !
00 0 \/X —\/X sin \/Xs \/X Ccos \/Xs

:% (—\;O;sf\tﬂt \/Sxii:lo\s/xx/%t) ((é 8) * (Cos (\)/XT sin ?/XT))_1 X
(o o) (AR )

y (\/Xcoos\/Xs —sirgﬁs)

1 ( cos vVt sin v/t ) ( sin VAT 0) y

- \/X sin \/XT —\/X sin \/Xt \/X cos \/Xt — COoS \/XT 1
(\/X cos \/Xs — gin \/Xs)
X
0 0
1 (cos VEsin VAT — sin VMt cos VAT sin \/Xt>
- - X
\/X sin \/XT ~ ~
(\/X cos \/Xs — gin \/Xs)
X
0 0
_ 1 (N —(cos VAt sin VAT — sin VAt cos VAT sin \/Xs)
\/X sin \/XT ~ ~ ’

to je

1
g(t,s) = Aol sin(VA(T —t))sinVAs pro0<s<t<T.

Na druhé strané, pro 0 <t < s < T, bude

cos VIt sin V/\t
Glt,s) =~ (—\/Xsin VAt v/ Xcos ﬁt) 8

(606 00 (e M)
(0 LRV ) (RRR i)

- % (—\jo;sf\t/xt \/SXiI(:lo\s/X\;Xt) (((1) 8) * (cos (\)/XT sin ?/XT) ) h %
wvir suvir) (v i)

1 cos vVt sin v/t 1 0 !

T ﬁ (—\/X sin vt v/ cos ﬁt) (COS VAT sin \/XT) .

16
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0 0
% (N sin VAT cos vV As — cos VAT sin \/Xs)

1 cos VAt sin V)t sin VAT 0 "
—VAsin VAt Vcos VIt —cos VAT 1

T \/Xsin\/XT

0 0
% (N sin \/XT cos \/Xs — oS \/XT sin \/Xs)
_ 1 (COS VAtsin VAT — sin VAt cos VAT sin ﬁt) o
\/X sin \/XT ~ ~

0 0
% (N sin VAT cos vV As — cos VAT sin \/Xs)
_ 1 (N (sin v/ AT cos VAs — cos VAT sin v/\s) sin \/Xt>
Vsin VAT ~ ’

to je

1
g(t,s) = T sin(VA(T — s))sin VAt pro0 <t <s<T.

Dokazali jsme tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.6. Greenovy funkce g Dirichletovy tlohy (2.5), (2.6) jsou tvaru:

g(t>$) = {:

1
o 2/ IN(eVINT — e~ VINIT) (

(ts)= JPo0ssstsT,
glt,s) = 1 N(T—s —/IA(T—=s by — /I
_2\/N(e T _ o \)\\T)(e\/ﬁ( ) —e VN ))(e Mt o=/ |t)

(pro 0 <t <s<T,

1) A=0
(T—t)s pro0<s<t<T,

(T'—s)t pro0<t<s<T,

Nl= =

2) A< 0

(

6\/N(T_t) _ e_m(T_t))(e\/Ks _ 6_\/|Ts)

(n+1)*x?
T2
(t5) = —m sin(vV AT —t))sinvAs pro0<s<t<T,
g\ —msin(ﬁ(T—s))sinﬁt pro0 <t <s<T.

3) A>0, \# ¥n € NU {0}
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3. PDR 2. radu

V této kapitole si zavedeme pojem parcialni diferencialni rovnice a také si predstavime
metodu Teseni parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fadu zvanou Fourierova metoda
fad. Ke zpracovani byly vyuzity zdroje [1] a [2].

3.1. Zakladni pojmy

Parcidlni diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se vyskytuje nezndma funkce vice redl-
nych proménnych a jeji parcialni derivace. Rad rovnice uréuje stupen nejvyssi derivace,
ktera se v rovnici vyskytuje.

Méjme rovnici tvaru

< ou ou Pu  O*u 0%u Ok
F Z1, .y Ln,

"0z Oz, 0227 OOy’ 0227 Ok

k k
0" 8u>:0’

&ng_l)&zg’ o

(3.1)

e
kde funkce v je nezndmd funkce n proménnych definovand na oblasti 2 C R", —-u je

ox!

parcialni derivace funkce u podle proménné z; (i =1,...,n) a k € N udava rad rovnice.

Poznamka 3.1. Z vyse uvedeného vyplyva, ze parcialni diferencidlni rovnice druhého radu
je takova rovnice, v niz se vyskytuje aspon jedna parcialni derivace druhého radu a zadna
derivace vyssiho fadu nez druhého.

Pozndmka 3.2. Pojem Teseni parcialni diferencidlni rovnice (3.1) se mize lisit v zavislosti
na ,tvaru® oblasti 2, vlastnostech funkce F' a formulaci tlohy, proto zde obecnou definici
feseni nebudeme uvadeét.

Spolu s rovnici (3.1) obvykle uvazujeme rizné podminky pocatecniho a okrajového
typu. Uvedme zde t¥i z ¢asto se vyskytujicich podminek (je-li {2 omezend):
Dirichletova podminka

u(xy, ..., xy) = g(x1,. .., Tp), (T1,...,2,) € 08,

Neumannova podminka

5}
%(xl,...,xn):g(xl,...,xn), (T1,...,2,) € 0L,

Newtonova (Robinova) podminka

0
A%(xl, cos )+ Bu(xy, ..o x,) = g(x, .. 1y), (X1, ..., x,) € O,

ou
kde — je derivace funkce u podle vnéjsi normaly k povrchu hranice 2 a A, B jsou dané

on
konstanty, pro které plati A% + B? # 0. Pokud je funkce g(z1,...,2,) = 0, pak nazyvame

podminky homogennimi, v opacném piipadé mluvime o podminkach nehomogennich.

18



3. PDR 2. RADU
3.2. Fourierova metoda reseni pocatecné-okrajové ulohy

Fourierova metoda Tad je metoda TeSeni pocate¢né-okrajovych tloh pro parcidlni diferen-
cialni rovnice druhého radu. Princip metody ukézeme na prikladu nehomogenni linearni
hyperbolické rovnice v jedné prostorové proménné s Dirichletovymi okrajovymi podmin-
kami a obecné zadanymi pocatecnimi podminkami.

Uvazujeme parcidlni diferencialni rovnici

Uyt — Czumm = f(l’,t), (32)

kde f : (0,1) x (0,00) — R je spojita funkce a ¢ > 0. ReSenim této rovnice rozumime
spojitou funkei w : (0,1) x (0,00) — R, kterd mé spojité vsechny parcidlni derivace az do
druhého fadu na oblasti € := (0,[) x (0,00) a spliiuje rovnici (3.2) vsude na €. Spolu s
rovnici (3.2) uvazujeme homogenni Dirichletovy okrajové podminky

uw(0,t) =0, wu(l,t)=0 prot >0 (3.3)
a pocatecni podminky

u(x,0) = p(x), w(x,0)=1y(x) pro z € (0,1), (3.4)

kde ¢, 1 jsou spojité funkce spliujici ¢(0) = 0 a ¢(I) = 0. Terminologie poc¢atecni a okra-
jové podminky vychézi z aplikaci rovnice (3.2), nebot rovnice (3.2) modeluje napt. kmitani
tenké struny délky [ (proménnd t, resp. x, pak znaci ¢as, resp. prostorovou proménnou).

Budeme hledat feseni rovnice (3.2) spliujici podminky (3.3) a (3.4). Predpokladejme,
Ze existuje Feseni rovnice (3.2), které je ve tvaru

u(z,t) = X(2)T (), (3.5)

kde X a T jsou redlné funkce se separovanymi proménnymi majici spojitou druhou deri-
vaci.
Nejprve rovnici (3.2) uvazujeme jako homogenni, tj.

Ut — gy = 0. (3.6)
Po dosazeni (3.5) do (3.6) ziskame rovnici ve tvaru
X (2)T"(t) = X" (2)T (), t>0, xe(0,),
kterou upravime na

T”(t) B X“({L’) - .
2T - X(o) A, t>0, ze(0,l),

kde X je realna konstanta. Parcidlni diferencidlni rovnici jsme prevedli na dvé obycejné
diferencialni rovnice druhého radu
X"(x) + AX(z) =0, x € (0,1),

3.7
T"(t) + N (t) = 0, t>0, (3.7)

s neznamymi funkcemi X a 7. Nasledné do (3.5) dosadime homogenni Dirichletovy okra-
jové podminky
u(0,t) =0, wu(l,t)=0. (3.8)
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3.2. FOURIEROVA METODA RESENI POCATECNE-OKRAJOVE ULOHY

Ziskame tak
X0)T'(t)=0, X({)T(t)=0, t> 0.

Jelikoz nas zajima nenulové feseni tlohy, feseni X rovnice (3.7) musi spliiovat podminky
X(0)=0, X()=0. (3.9)

Hledané funkce X je tedy netrividlnim fesenim okrajové tlohy (3.7), (3.9). Tato tloha
ma vSak netrividlni TeSeni pravé tehdy, kdyz je A vlastnim éislem. Hledana funkce X je
pak vlastni funkei prislusnou vlastnim ¢islu A. Z Tvrzeni 2.3 vime, ze uloha (3.7), (3.9)
mé posloupnost vlastnich ¢isel {\,} >, a posloupnost odpovidajicich vlastnich funkei
{X,,} 7| tvaru

n?m? . nmx

P Xn(x):smT, n € N.

Ap =
Pro kazdé A, je T, TeSenim diferencialni rovnice

T + A\, T, =0,

n?m2c?

T, + 7 ——T,=0.

Funkce T, vyjdou ve tvaru

cnrt cnrt
T,(t) = a, cos —— + b, sin R

l

n=1,2.3,..., (3.10)

kde a,,b, € R. Nasledné funkce X, a T, dosadime zpét do vyjadreni (3.5) a ziskdme

funkeci
cnm .oenmt\ . nmx
Uy (z,t) = | a, cos —— 7 —l— b, sin sin ,

l l

kterd je (pro kazdé n € N) fesenim homogenni rovnice (3.6) a spliuje homogenni Di-
richletovy okrajové podminky (3.8). Pak je fesenim tlohy (3.6), (3.8) také kazd4a konecné
suma

N
t t
uy(z,t) = Z (an cos cn;r + b, sin cn;r ) sin ?

n=1

Prejdeme-li k limité pro N — oo, zjistime, Ze pro kazdé a,,b, € R je funkce

- t t
= Z (an COS@ + by, sin @) sinnlﬂ (3.11)
n=1

fesenim tulohy (3.6), (3.8), pokud fada na pravé strané stejnomérné konverguje v (0,1) X
(0, 00).

Zbyvéa najit konstanty a,, b, tak, aby (3.11) spliovala pocatecni podminky (3.4).
Za predpokladu stejnomérné konvergence fady v (3.11) dostaneme dosazenim do (3.4)
vztahy

Z a, sin @ = ¢(z),
(3.12)

Zb %sinw = 1(x).
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3. PDR 2. RADU

Funkce ¢, 1 rozvineme do sinovych Fourierovych fad a koeficienty a,, a b, pak ziskame z
vyjadreni (3.12).

Nyni ukdzeme, jak nalézt FeSeni nehomogenni rovnice (3.2) spliujici homogenni okra-
jové podminky (3.3) a homogenni pocateéni podminky

u(z,0) =0, wux,0)=0 pro x € (0,1). (3.13)

Pravou stranu f diferencialni rovnice rozvineme pro kazdé t > 0 do Fourierovy rady
nmx
an sin ——. (3.14)

Reseni hledame opét ve tvaru nekonecné rady

ZT sm@ (3.15)

Derivaci, dosazenim do (3.2) a uzitim (3.14) dostaneme

ZT“ sin——l—c Z(m> sin@ an sin@. (3.16)

nmw fs
Diky uplnosti systému vlastnich funkci {sin —} z rovnice (3.16) ziskame

l

V() + (#)QTH(@ — ft), neN (3.17)

Z pocatecnich podminek (3.13) dostaneme
ZT sin@:O, ZT’ sin@:(),

odkud
T,(0)=0, T.(0)=0, n € N. (3.18)

Rovnice (3.17) je obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu a tu vyresime. Funkce
T, bude tvorena sou¢tem homogenniho a partikuldrniho reseni. Homogenni feseni jsme
vyjadrili vysSe ve tvaru pravé strany vztahu (3.10) a partikularni feSeni ziskdme metodou
variace konstant nebo metodou neurcitych koeficientii. Koeficienty a,,, b, urcime tak, aby
feseni 7T,, spliovalo pocateéni podminky (3.18). Nésledné funkce 7,, dosadime do (3.15)
a ziskdame tak Teseni tlohy (3.2), (3.3), (3.13).

Zbyva poznamenat, ze diky linearité studované tlohy lze Teseni tlohy (3.2), (3.3),
(3.4) nalézt jako soucet Feseni ulohy (3.6), (3.3), (3.4) s feSenim ulohy (3.2), (3.3), (3.13).
Vypocet si ukdzeme v ilustrativnim prikladu v nasledujici kapitole.
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4. Model kmitani struny

4.1. Vlnova rovnice

Jednim z nejznaméjsich parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu v jedné prostorové
proménné je vlnova rovnice
2
Uy — C Ugy = 0,

kde konstanta ¢ > 0 predstavuje rychlost siteni viny. Uvazujeme také vnéjsi buzeni, které
se popisuje funkei f(x,t), dostaneme tak nehomogenni vlnovou rovnici

Uy — gy = f(T,1).

Tato rovnice popisuje napt. kmitani struny délky [. Rovnici pak uvazujeme na oblasti
Q:(0,1)x(0,00). V pripadé, kdy je struna uchycena v obou konich, vyuzijeme Dirichletovy
okrajové podminky ve tvaru

u(0,t) =0, wu(l,t) =0, t>0.

V predchozi kapitole jsme si uvadéli i Neumannovu a Newtonovu okrajovou podminku,
ale ty v nasem pripadé nebudeme vyuzivat. Spolu s okrajovymi podminkami budeme
uvazovat pocatecni podminky tvaru

u(z,0) = p(x), w(z,0) =0, x € (0,1),
kde funkce ¢ nam oznacuje pocatecni vychylku v jednotlivych bodech struny. Predpokla-

ddme, ze ¢(0) =0 a p(l) = 0.

4.2. Ilustrativni priklad

Méjme pocatecné-okrajovou tlohu s vlnovou rovnici, Dirichletovymi okrajovymi podmin-
kami a pocate¢nimi podminkami

Uy — gy = f(z,1), t>0, O<zx<l,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0, (4.1)
u(x,O) = QO({E), Ut({L’,O) =0, VS (0>l)>
. T ) . 2mx . TT . 3z . Admx
kde ¢ > 0, f(x,t) = 3cothsmT — sin Q¢ sin 5 p(r) = sin —- — 2s1nT + sin ——

aQ%#VnEN.

Nejprve najdeme Teseni homogenni rovnice s nehomogenni poc¢ateéni podminkou, poté
feSeni nehomogenni rovnice s homogenni pocatecni podminkou a poslednim typem bude
nehomogenni rovnice s nehomogenni poc¢ateéni podminkou.

1. V prvni ¢asti dlohy uvazujeme
fx,t) =0.
Ulohu fesfme metodou separace proménnych, jak bylo popsdno v kapitole 3.2. Zis-
kame Teseni u ve tvaru Fourierovy fady (3.11).
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4. MODEL KMITANI STRUNY

Nyni porovname vyjadieni poc¢atecnich podminek (3.12) se skute¢nymi hodnotami
ze zadani
. nmx . TT 3rx . Arx
E ansm— = sin — — 2sin — 4 sin —,

l l l

Zb . 77,77'27:0.

Odtud vidime, ze mame pouze tii nenulové koeficienty a,, a to a; = 1, a3 = —2 a
a, = 1. Koeficienty b,, jsou v tomto pripadé vSechny nulové.
Po dosazeni koeficienti do vyjadieni (3.11) ziskdvame
crt | TX 3emt | 3mx demt | Amx
u(z,t) = cos — sin — — 2 cos —— sin —— + cos sin —,
[ [ [ [ [ [

coz je TeSenim homogenni vlnové rovnice spliujici uvazované okrajové podminky a
nehomogenni poc¢atecni podminku.

.V druhé ¢asti tlohy se budeme vénovat feseni nehomogenni vlnové rovnice s homo-
gennimi okrajovymi i pocatecnimi podminkami. Polozime tedy

o(x) =0.

Reseni vyjadifme ve tvaru Fourierovy fady (3.15). Porovname rozvinuti pravé strany
do Fourierovy fady (3.14) s hodnotami ze zadéni

2
an sm— = 3coths1n? —sttsm%

Z porovnani vidime, ze mame pouze dva nenulové koeficienty f,, kterymi jsou
fi(t) = 3cosQt a fo(t) = —sinQt. Z kapitoly 3.2 vime, ze hledané funkce T,
jsou Teseni pocatecni tlohy (3.17), (3.18).

Meéjme rovnici
" en 2 )
T (t) + (T> T,(t)=C,cosQt + D, sinQt, C,, D, €R. (4.2)
Reseni odpovidajici homogenni rovnice je tvaru

cnrt cnrt
T,(t), = a, cos —— + b, sin T

[
kde a,, b, € R. Partikularni feSeni budeme pocitat metodou neurcitych koeficientii:
Cy cosQt + D, sinQt = T,,(t), = A,, cos Qt + B,, sin Qt,
T, (t), = —QA, sin Qt + QB,, cos (2,
T!(t), = —Q*A, cos Qt — Q*B,, sin Q.

Vyjadiené derivace dosadime zpét do rovnice (4.2) a dostaneme
—O2%A, cosQt — Q%B,, sin Qt + (CZMT> A,, cos Qt + (CZW> B, sin Qt =
= (), cosQt + D,, sin .
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4.2. ILUSTRATIVNI PRIKLAD

Nyni porovname koeficienty vyskytujici se postupné u cos 2t a poté u sin t:

cosQt : —0%A, + (#)2 A, =C,,

Ao O

2
sinQt : —Q%B,, + (#) B, =D,,

Vyjadrené konstanty A, a B, dosadime do partikularniho reseni

c, D, )
cos Ut + ————sin Q.

e )

Nyni najdeme partikularni feseni rovnice (3.17) pro jednotliva n. Vzhledem k tomu,
ze mame pouze dva nenulové koeficienty f,, a to pro n = 1 a n = 2, budeme mit
pouze dvé nenulova partikularni feSeni:

filt) =3cosQt = C1=3,D;=0 vrovnici (4.2) =

3
Ti(t), = ——— cos U,
SR
l
fo(t) = —sinQt = Cy=0,Dy=—1 vrovnici (4.2) =
1
Ty(t), = ————5——sin Q.

(26_”)2 _qe
l

Sec¢tenim homogenniho a partikularniho feseni ziskdme obecnd feseni 77 a 15 rovnice
(3.17), ktera nasledné porovname s poc¢atecnimi podminkami (3.18) pro to, abychom
ziskali koeficienty ay, b a ag, by. Pro T} méame

t t 3
Ti(t) = a4 cosﬂ + by sinﬂ + —————cos (M,
l l (ﬂ) 2
l
t t 30
Ti(t) = —%al sin + %bl cos ¥ —————sin (.
l l l l (ﬁ) _ 2
l
Provedeme porovnani koeficienti se zadanymi hodnotami:
3
Tl(O) =a; + W = 0,
&)
l
3
ap = —

cm 2 ’
_ _ 2
(7) -
T{(0) = Tb =0,

by = 0.
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4. MODEL KMITANI STRUNY

Ziskali jsme Teseni T} ve tvaru

m—cos——l—%cos@t
(T)-= ' (F)-o

3 cmt
= (CT{_T COS Qt — COS T .
— ()2

Stejny postup opakujeme i pro funkci Ts:

2emt 2 1
T5(t) = ag cos et + b9 sin T _ sin t,

l l (E)_Q
)

2 et 2 2crt
Ty(t) = — C7Tagsin ll + =l 5 COS L

l l l

Opét porovname koeficienty:

TQ(O) = a2 = 07
a9 = 0,
2 Q
73(0) = ?sz - 3 =0,
27\ e
)
Q )
bg - ) 2
Zer\"_ o, 2T
)
Regen{ T je tvaru
Q 2 1
Tr(t) = 5 . 2l sin CZTt — 5 sin Q¢
Zem\" 02 T Zem\" 02
) )
1
= ( u sin 2ert — sin Qt) .
2cem )

Pro n > 3 jsou feseni T}, lohy (3.17), (3.18) nulova. ReSeni tlohy (4.1) s homogennf
pocatecni podminkou je tvaru

3 ctt\ . wx
u(z,t) =————— | cos Qt — cos — | sin —
cm 2 l l
() -
l
1 Ql . 2ermt . . 27z
+ sin —sin Q¢ ) sin —.
2cem l l
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4.2. ILUSTRATIVNI PRIKLAD

3. V posledni ¢asti piikladu se budeme vénovat zadané tloze (4.1). V predchozich dvou
castech jsme Tesili nejprve homogenni rovnici s nehomogenni pocateéni podminkou
a v nasledujici ¢asti nehomogenni rovnici s homogenni podminkou. Kdyz vysledky
téchto dvou ¢asti secteme, ziskdme TeSeni tlohy (4.1) ve tvaru

ctt . WX 3ent . 3nx demt | 4Anz
u(z,t) = cos — sin — — 2 cos sin — + cos sin —
l l l l l l
. 3 o8 crt . 3 ar | s T
- — +———cos sin —
N O
l l
1 Ql . 2ermt . . 27z
+ 5 sin —sin Q¢ | sin —
2ecm 2cm ) l
Y o2
l
1 2 t
= (ﬂ) — 02— 3] cos = + 3cos Qt ) sin —
( g)Q 2 l l l
l
1 Ql . 2ermt . . 27z 3ert . 3mx
sin —sin)t | sin — — 2 cos sin ——
2cem l l l l

+ 2
(E) o
l

demt | 4dnz
sin —.

l l

+ cos

Grafické ilustrace Teseni jsou v obrézcich 4.1-4.3 (I = 10, Q =4, ¢ = 2).

1“‘““\‘&..
Al
L

R

i

Obrazek 4.1: Grafické znazornéni feseni homogenni vlnové rovnice s nehomogenni poca-
teéni podminkou

26



4. MODEL KMITANI STRUNY

U

Obrazek 4.2: Grafické znazornéni reseni nehomogenni vlnové rovnice s homogenni poca-
tecni podminkou

i

20 0

Obrazek 4.3: Grafické znazornéni reseni nehomogenni vlnové rovnice s nehomogenni po-
¢atecni podminkou
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I v
Zaver

Cilem préace bylo zpracovani zékladnich poznatkt z Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, které
se nasledné vyuzily pii odvozovani vlastnich ¢isel, vlastnich funkei, Greenovych funkeci
a poté i ve vypoctu ilustrativniho prikladu pro kmitani struny.

V prvni kapitole jsme se vénovali zavedeni pojmu ze soustav linearnich ODR a pred-
stavili jsme si dvoubodovou okrajovou tlohu pro tyto soustavy.

Ve druhé kapitole jsme se zamérili na teorii, kterda byla spojena se Sturmovou-Liou-
villeovou tlohou a Dirichletové tloze. Pro Dirichletovu tlohu jsme odvodili vlastni ¢isla
a jim prislusné vlastni funkce, které jsou netrivialnim resenim této tlohy. Vlastni funkce
jsme graficky interpretovali pomoci softwaru MATLAB. V pripadé, kdy A neni vlastnim
¢islem Dirichletovy tlohy, jsme odvodili tvar Greenovych funkei.

Ve treti kapitole jsme zpracovali zakladni pojmy spjaté s PDR 2. fadu. Uvedli jsme
si tTi typy okrajovych podminek, kdy jsme jeden z nich zavedli v poc¢atecné-okrajové tloze.
Nasledné jsme se vénovali Fourierové metodé feseni pocateéné-okrajové tlohy, na kterou
jsme se pfi Teseni ilustrativniho prikladu odkazovali.

Ve ¢tvrté kapitole jsme rozebirali model kmiténi struny. V této kapitole byla popsana
vlnova rovnice a néasledné vypocten ilustrativni priklad. Na ném jsme si ukézali mozny
zpusob Teseni tii variant tlohy pro vlnovou rovnici. Prvni variantou byla homogenni vl-
nova rovnice s nehomogenni pocatecni podminkou. Druhou byla nehomogenni rovnice
s homogenni poc¢atecni podminkou a okrajovou podminkou Dirichletova typu. Naslednou
syntézou predchozich poznatkt jsme byli schopni urcit feseni nehomogenni vinové rovnice
s nehomogenni pocatecni podminkou.

Ziskané vysledky jsme opét graficky interpretovali pomoci softwaru MATLAB. Na gra-
fech vidime kmitani struny, na kterou mé vliv nejprve pouze pocatecni tvar struny (ob-
razek 4.1), poté pouze vnéjsi buzeni (obrazek 4.2) a v poslednim obrazku 4.3 vidime graf,
ktery znazornuje spojeni vlivu poc¢ate¢niho tvaru struny s vnéjsim buzenim struny.
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