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Abstrakt

Tato diplomova préace se zabyva aplikaci kooperativni teorie her pro reseni problematiky
Cournotovych oligopolti. Zpracované poznatky z oblasti teorie oligopolii a teorie her se
pouzivaji k sestaveni modelu popisujicitho chovani firem na trhu spliujicim predpoklady
Cournotova oligopolu. K definici kooperativni hry se pouziva koncept ~-charakteristické
funkce, ktery oproti klasickym zptsobtim zohlednuje to, ze firmy, které nejsou v koalici,
nasleduji vlastni zisky, nikoliv potlaceni pozic koalice. Podrobné se zkoumaji vlastnosti
vyslednych kooperativnich her, hlavni pozornost je soustfedéna na monotonii a konvex-
nosti. O téchto vlastnostech je odvozeno nékolik vét a jsou uvedené jejich ekonomické
interpretace. Také se Tesi otazka vypoctu hodnot ~-charakteristické funkce pomoci al-
goritmu best-reply dynamics, navic je zdtivodnéna jeho konvergence pro dany typ her.
Vybudovany model se aplikuje na data z trhu ropy, ktery se déale charakterizuje pomoci
vysledki kooperativni hry.

Summary

This Master’s thesis deals with the application of cooperative game theory for solving
the problems of Cournot’s oligopolies. The knowledge of oligopoly theory and game theory
has been elaborated to build a model describing the behavior of companies at a market
that meets the preconditions of Cournot’s oligopoly. The definition of cooperative game
is based on the ~-characteristic function, which takes into account, compared to classical
methods, that companies which are not in the coalition are pursuing their own profits,
not suppressing coalition positions. The properties of the resulting cooperative games
are examined in detail, focusing on monotony and convexity. Several theorems about
these properties have been derived and their economic interpretations are given. Also,
the question of calculation of the y-characteristic function using the best-reply dynamics
algorithm is being solved, and its convergence for a given type of games is justified. The
model is applied to data from the oil market, which is further characterized by the results
of the cooperative game.
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L d

Uvod

Na teorii her se ze zacatku pohlizelo jako na soubor nastroji pro popis a analyzu
interaktivnich spolec¢enskych rozhodovacich situaci. Tento pohled vede k zavéru, ze teorie
her je spise kombinaci rtiznych oblasti védy a pristupu reprezentujicich odlisné zpusoby
popisu zminénych situaci nez samostatna nezavisla oblast matematiky. Na druhou stranu
je mozné ve formalismu rozhodovacich situaci budovat matematickou teorii.

Pravé interaktivni rozhodovaci proces jako podstata celé problematiky sjednocuje vel-
kou sadu nastroji a teorii, které pak tvoii teorii her. Dle Gillese [1] interaktivni rozhodo-
vaci situace ma nasledujici vlastnosti:

e Do rozhodovaci situace je zapojeno nékolik rozhodovatel;

o Rozhodovatel miize udélat urcita rozhodnuti dle situace. Potencidlni volby mezi té-
mito rozhodnutimi se nazyvaji akce. To znamena, ze rozhodovaci subjekt ma mno-
zinu nékolika akci, z nichz si mize vybrat v kazdém okamziku, ve kterém musi
udélat rozhodnuti;

e Rozhodnuti jsou interaktivni v tom smyslu, ze akce zvolené jednotlivymi subjekty
urcuji konecény vysledek rozhodovaci situace.

Tyto spole¢né rysy pak umoznuji zavést nékteré dobie znamé pojmy z terminologie teorie
her. Tak napriklad interaktivni rozhodovaci situaci se rika hra a rozhodovacim subjekttim
hraci.

Skoro vsechny situace, které resi ekonomie jako véda, maji predchozi vlastnosti. Proto
teorie her je zcela prirozenym aparatem pro popis riznych ekonomickych situaci. Napri-
klad nékolik firem-hract na trhu rozhoduje o cenach své produkce a objemu vyroby, coz
ve vysledku pak uréi jejich zisky podle toho, jaky vliv na spottebitele bude mit vysledna
kombinace téchto rozhodnuti.

Tato diplomova préace se zabyva problematikou pouziti aparatu kooperativni teorie
her k popisu Cournotova modelu oligopolu, ktery resi pravé tu situaci, ve které se firmy
na néjakém trhu snazi maximalizovat své zisky prostrednictvim rozhodnuti o svych vy-
stupech.

Prvni kapitola, ve které jsou popsané teoretické zaklady této prace, je rozdélena do
dvou zékladnich ¢asti.

Prvni ¢ast vypravi o teoretickych aspektech Cournotova modelu oligopolu. Na zacatku
se uvadi zakladni predpoklady modelu, pak je popsan pribéh stanoveni rovnovahy na trhu
a na zaver se resi otazka, jak kartelové dohody mohou ovlivnit rovnovahu v modelu.

Druhé ¢ast je vénovana kooperativni teorii her. V ni se definuji zédkladni pojmy jako
mnozina hraci, kooperativni hra s prenosnym uzitkem, jeji mozné vlastnosti, feSeni hry
a jejich vlastnosti a jadro jako nejpouzivanéjsi druh feseni. Pak je podrobné zpracovana
problematika neprazdnosti jadra prostiednictvim véty Bondareve-Shapley. Na konci druhé
¢asti jsou uvedené disledky konvexnosti hry, které byly popsany Lloydem Shapleym v roce
1971.

Druhé kapitola se zabyva piimo zpracovanim Cournotova modelu prostirednictvim
teorie her. Nejprve se uvadi motivace ke studovani vlastnosti modelu pomoci aparatu ko-
operativni teorie her. Pak se definuje oligopolni situace jako struktura zahrnujici firmy
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na trhu, inverzni poptavkovou funkci, ndkladové funkce jednotlivych firem a jejich vy-
robni kapacity. Dale se Cournotiiv model oligopolu popisuje jako hra v normalni formé se
stanovenou mnozinou strategii a s vyplatni (ziskovou) funkei zavisejici na vektoru stra-
tegii zvolenych vSemi hraci. K vytvoreni kooperativni hry se pouziva vy-charakteristicka
funkce, ktera oproti klasickym zptisobiim, jako jsou a- a -charakteristické funkce, odpo-
vidd maximalnimu zisku koalice v ptipadé, ze hraci, ktefi nepatii do koalice, individualné
a nezavisle maximalizuji své zisky. Coz v podstaté odpovida urcité modifikaci Nashovy
rovnovahy pro pripad, kdy koalici chdpeme jako jednoho z hrac¢li. Po definovani koope-
rativnich oligopolnich her ve tvaru ~-charakteristické funkce se pristupuje ke studovani
jejich vlastnosti. Dvé zakladni vlastnosti, na které se soustiedime, jsou monotonie a kon-
vexnost. Je odvozeno nékolik vét o podminkach, pti kterych studované hry maji uvazované
vlastnosti. Na zavér se uvadi interpretace ziskanych teoretickych vysledka.

Ve treti kapitole se Fesi otdzka vypoctu y-charakteristické funkce pro jednotlivé koalice
prostiednictvim iteracniho optimaliza¢niho algoritmu, ktery je naprogramovan v softwaru
MATLAB. Vzhledem k problematice fesené v zavérecné ¢tvrté aplikacni kapitole je uvazo-
van pouze linearni pripad. Také je stru¢né zdivodnéna konvergence zvoleného algoritmu.

Ve ¢tvrté kapitole se vybudovany teoreticky model aplikuje na data z trhu ropy za
ucelem zjisténi shody mezi vysledky modelu a realitou. Nejdiive se definuje oligopolni
situace, na které se provadi vypocty. Béhem dalsiho ladéni modelu za ticelem zahrnovani
realnych vyrobnich podminek do modelu se tato situace znac¢né méni. Tyto zmény se
také promitaji do algoritmu vypoctu, ale z divodu jejich jednoduchosti jsou uvedené
pouze jejich matematické formulace. Vysledny model je pak pouzit jak pro interpretaci
vysledki situace priblizené k realité s cilem odvodit vlastnosti skuteéného trhu ropy, tak
i pro ukazku na prikladu s mensim poctem hracu, ktery umoznuje grafickou demonstraci
vysledkii.
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1. Teoreticka vychodiska

1.1. Cournotiv model oligopolu

1.1.1. Obecné poznatky

Oligopol je takova struktura trhu, ktera se vyznacuje vzajemnou zavislosti firem. Roz-
hodnuti kazdé firmy vyznamné ovliviuji zisky konkurentti. Mikroekonomie nabizi nékolik
riznych modelt oligopolu zaloZenych na rtznych predpokladech o tom, jak by se firmy
mohly vzajemné ovliviiovat.

Augustin Cournot (1801-1877), francouzsky matematik a ekonom, vyvinul prvni te-
orii oligopolu v roce 1838 ve své knize ,, Researches into the Mathematical Principles of
the Theory of Wealth [2]. Ackoli Cournotiiv model oligopolu byl soucésti Sirsitho ma-
tematického zpracovani mikroekonomie, véetné poptavky, monopolu a dani, jeho teorie
o oligopolu byla nejoriginalnéjsi ¢asti jeho knihy a méla nejvétsi dopad na ekonomii.
Hlavnim zdrojem ekonomické teorie uvedené v této casti je kniha ,, Microeconomics“ od
Besanka a Braeutigama [3].

1.1.2. Maximalizace zisku firmami

Cournotuv model je zalozen na oligopolu s homogennim produktem. Zpocatku Cournot
uvazoval duopolni trh: trh, ve kterém existuji pouze dvé firmy. Piivodné Cournotiiv duopol
analyzoval chovani dvou prodejcti pramenité vody. Abychom si Cournotovu teorii trosku
priblizili, predstavme si, ze analyzujeme firmy Samsung a Lucky Goldstar (LG), které
vyrabi ¢ipy DRAM.

Predpokladejme, ze DRAM ¢ipy Samsung a LG jsou identické a ze nédklady firem
jsou stejné, takze obé spolecnosti budou uctovat stejnou cenu. Jediné rozhodnuti, které
musi udélat kazda firma, je kolik produktt vyrobit. Firmy vybiraji své vystupy soucasné,
bez spoluprace (bez vzajemné dohody) a bez znalosti plant konkurentt (bez Spehovani).
Jakmile si obé firmy vyberou své vystupy, trzni cena se okamzité prizptisobi, aby se trh
vycistil. To znamenad, Ze po rozhodnuti firem o vystupech se trzni cena stava cenou, za
kterou jsou spottebitelé ochotni koupit agregovany vystup obou firem.

Vystup kazdé firmy zavisi na trzni cené, ale trzni cena zavisi na celkovém vystupu
obou prodejct, tj. trzni cena neni znama, dokud obé firmy nezvoli velikost své nabidky.
Proto kazda firma vyrobi takové mnozstvi produkce, které by maximalizovalo jeji zisk na
zakladé ocekavaného vystupu druhé firmy. Samsung tedy zvoli takovou droven produkce,
kterd maximalizuje jeho zisk, vzhledem k tomu, kolik si mysli, ze LG bude produkovat.
Analogicky postupuje i LG.

Takovou uroven vystupu, kterd maximalizuje zisk jedné firmy pro dany vystup druhé
firmy, pak nazveme nejlepsi odpovédi. Pro kazdy mozny vystup LG mizeme tedy stano-
vit nejlepsi odpovéd Samsungu. Funkci, ktera prirazuje nejlepsi odpovéd firmy kazdému
moznému vystupu konkurenta, pak nazveme reakcni funkci nebo reakcni krivkou.

1.1.3. Rovnovaha

Pri dokonalé konkurenci klicovym rysem trzni rovnovahy je to, ze zadna firma nema davod
k odchyleni od rozhodnuti maximalizujicitho zisk po dosazeni rovnovahy na trhu. Totéz
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plati o rovnovaze na Cournotové trhu: pti Cournotové rovnovaze je vystup kazdé firmy
nejlepsi odpovédi na vystup druhé firmy. Takze ani jedna firma neméa zadny divod, pro¢
by méla litovat své volby nabidky. Cournotova rovnovaha je specialnim ptipadem Nashovy
rovnovahy. Proto Cournotova rovnovaha je také znama jako Cournotova-Nashova rovno-
vaha nebo Nashova rovnovdha ve mnozstvich. Ziejmé bodem rovnovahy pro pripad LG
a Samsungu bude prusecik jejich reakcénich krivek. Cournotova rovnovaha je prirozenym
vysledkem v piipadé, ze obé firmy plné rozumi své vzajemné zavislosti a maji duvéru v
racionalitu druhé strany.

Se zvétsenim poctu firem na trhu se Cournotova rovnovaha vzdaluje od monopolni
rovnovahy a konverguje k dokonale konkurenc¢ni rovnovaze.

1.1.4. Kartely

Kartelem je skupina vyrobcti, kterd pomoci koluze urcuje cenu a celkovy vystup trhu. Jed-
nou z nejznameéjsich historickych kartelovych organizaci je Organizace zemi vyvazejicich
ropu, neboli OPEC, jejiz ¢lenové jsou napiiklad Saidska Ardbie, Kuvajt, Irdan a Venezu-
ela. Nékdy jsou kartely dokonce schvalovany vladou. Napftiklad na pocatku osmdesatych
let minulého stoleti 17 primyslovych podnikii na japonském trhu elektrickych kabelti zis-
kalo povoleni od Ministerstva mezinarodniho obchodu a primyslu Japonska jednat jako
kartel. Stanovenym cilem kartelové dohody bylo snizit produkci odvétvi s cilem zvysit
ceny a zisky odvétvi.

Cilem kartelové dohody je koordinace vyroby a cen firem, které by si jinak konkurovaly,
za tucelem dosazeni monopolniho postaveni. Pokud kartel funguje dokonale, vysledkem by
mély byt monopolni vystupy a zisky. V praxi se zfidka, pokud vibec, kartelim podari
tento cil dosdhnout. Prekdzkou k tomu jsou napiiklad problémy ve vyjednadvani mezi
firmami nebo nestabilita kartelovych dohod [4].

1.1.5. Cournotiiv model a kartelové dohody

Cournotova rovnovaha neodpovidd dokonale konkurenc¢ni rovnovéaze, pri které je celkovy
vystup odvétvi obecné vetsi nebo stejny, z ¢ehoz plyne, ze firmy v Cournotové oligopolu
maji vetsi zisk nez v pripadé dokonalé konkurence. To vSak neznamend, ze celkovy zisk
odvétvi je maximalni (monopolni).

Kdyby firmy ptisobily jako kartel maximalizujici zisk, pak celkova produkce odvétvi
by byla obecné mensi nebo rovna produkei odvétvi v pripadé, ze by firmy maximalizovaly
své zisky nezavisle. To je dilezita vlastnost oligopolii: pronasledovani vlastniho zajmu
obecné nezvysuje bohatstvi odvétvi jako celku.

V dalsi ¢asti teoretickych vychodisek prace budou uvedeny potfebné poznatky z oblasti
kooperativni teorie her.
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1.2. Kooperativni teorie her

1.2.1. Zakladni pojmy a vlastnosti her

Hra je kooperativni pravé tehdy, kdyz hraci mohou vytvatet zavazné dohody o distribuci
vyplat mezi sebou nebo o volbé strategii, pricemz tyto dohody nemusi byt specifikované
pravidly hry. Podobné vzdjemné zavazky muizeme nalézt v ekonomice. Napriklad dlou-
hodobé smlouvy mezi dodavatelem a odbératelem, kde v pripadé poruseni této smlouvy
jednou ze stran muze hrozit vysoké penale. Zakladni pojmy a vlastnosti her jsou zpraco-
vané na zakladé ,, Introduction to the theory of cooperative games* [5]. Také v této knize
lze nalézt dikazy uvedenych tvrzeni.

Kooperativni hry se déli na dva zékladni typy: hry s pfenosnym a nepfenosnym uzit-
kem. Nadale bude uvazovan pouze prvni typ.

Necht mnozina U je neprazdné univerzum hraci, U muze byt jak konecné, tak neko-
necné. Mnozinou hract nazveme neprazdnou konec¢nou podmnozinu U.

Definice 1.2.1. Koalié¢ni hra s prenosngm uZitkem (TU hra) je dvojice G =
(N,v), kde N je mnoZina hraci a v : 2V — R je charakteristickd (koalicni) funkce, ktera
pritazuje kazdé koalici S C N, S # () redlné ¢islo v(S), neboli hodnotu koalice S. Navic
pro prazdnou koalici plati v(f)) = 0.

Pozndmka. Nadéle budeme predpokladat, ze |[N| > 1.

Pozndmka. Prenosny uzitek znamend, ze nas bude zajimat rozdéleni hodnoty v(.S)
mezi hraci libovolnym moznym zpusobem, tj. koalice S mize dosahnout libovolného vek-
toru vyplat x € R, ktery je piipustny, neboli

Z{L’i < v(S).

Protoze vsechny nami studované koali¢ni hry budou s prenosnym uzitkem, budeme nadale
tento privlastek vynechavat.
Definice 1.2.2. Koali¢ni hra (N, v) je superaditivni pravé tehdy, kdyz

(SSTCNASNT=0) = o(SUT)>v(S)+v(T). (1.2.1)

Pro mnoho aplikaci TU her je tato vlastnost automaticky splnéna, protoze jinak by bylo
mozné zpochybnit racionalitu hraci, kteri pokud by se rozhodli ke spolupraci, by tim zis-
kali méné, nez kdyby jednali samostatné. Superaditivita neni obecné splnéna pro kazdou
hru. Naptiklad pro typ her, kterému je vénovana tato diplomova préce, je superaditivita
porusena v ptipadé, kdy firmy v koalici maji horsi vyrobni podminky nez jejich samostatné
jednajici konkurenti. Existuje slabsi verze superaditivity, ktera miize byt uzitec¢na.

Definice 1.2.3. Koali¢ni hra (IV,v) je slabé superaditivni pravé tehdy, kdyz

v(SU{iY) > o(S) +v({i}), VSC N, i & S. (1.2.2)

Definice 1.2.4. Koali¢ni hra (N, v) je konvexni pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna
z dvou nésledujicich ekvivalentnich podminek:

v(S)+o(T) <v(SUT)+ov(SNT), VS, T C N (1.2.3)
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nebo
v(SU{i}) —o(S) <v(TU{i}) —v(T), VST C N\ {i}. (1.2.4)

To ze podminky jsou ekvivalentni je mozné nalézt v [5].

Pozndmka. Ziejmé kazda konvexni hra je superaditivni: staci zvolit dvé disjunktni
koalice. Opacné tvrzeni vsak nemusi platit.

Konvexnost je jednou ze zakladnich vlastnosti TU her, ktera implikuje existenci a
konkrétni tvary urcitych druhi feSeni her. Navic ma celkem jednoduchou interpretaci
ohledné pribéhu hry, kterd bude zminéna pozdéji. Velka c¢ast teto diplomové prace je
vénovana prave hledani podminek konvexnosti oligopolnich koali¢nich her ve tvaru ~-
-charakteristické funkce pro Cournottiv model oligopolu.

Definice 1.2.5. Koali¢ni hra (N, v) je nepodstatna pravé tehdy, kdyz plati

v(S)=> v({i}), VSC N, (1.2.5)
ies
tj. charakteristicka funkce je aditivni.
Pozndmka. Nepodstatnd hra je trividlni z pohledu kooperativni teorie her: kazdy hrac
bude pozadovat alespon v({i}) a tim bude pfesné urc¢eno rozdéleni v(N).
Notace 1.2.6. Nechf N je mnoZina hrac¢i a x € RV, pak (IV, r) miizeme chapat jako
nepodstatnou koali¢ni hru, kde

2(8) =) w;, ¥VSCN. (1.2.6)

i€S

Definice 1.2.7. Dvé koali¢ni hry (V,v) a (N, w) jsou strategicky ekvivalentni prave
tehdy, kdyz existuji o > 0 a 3 € RV takové, ze

w(S) = av(S) + B(S), VS C N. (1.2.7)

Poznamka. Pro zapis predchozi rovnosti se taky pouziva tvar w = av + .

Tvrzeni 1.2.8. Strategicka ekvivalence je relaci ekvivalence na mnoziné vsech koali¢-
nich her.

Tvrzeni 1.2.9. Necht (N, v) a (N, w) jsou strategicky ekvivalentni. Jestlize (N, v) je
konvexni, pak (N, w) je taky konvexni.

Pozndmka. Analogické tvrzeni plati i pro superaditivitu nebo slabou superaditivitu
nebo nepodstatnost.

Definice 1.2.10. Koali¢ni hra (NN, v) je nulové normalizovana pravé tehdy, kdyz

v({i}) =0, Vi € N. (1.2.8)

Poznamka. Kazda koalicni hra je strategicky ekvivalentni s nulové normalizovanou
hrou. Staci uvazovat volbu a = 1 a 8({i}) = —v({i}), Vi € N, 5(S) =0,¥S C N,|S| > 1.
Definice 1.2.11. Koali¢ni hra (V,v) je monoténni pravé tehdy, kdyz

SCTCN = v(S) < o). (1.2.9)
Monotonie je zédkladni vlastnosti kazdé koalicni hry a musi byt splnéna ve vétsiné modela
teorie her. Nesplnéni této vlastnosti rika, ze hraci nemaji zadny divod ke spolupraci, coz
znamena, ze nema smysl pohliZzet na hru prostfednictvim aparatu kooperativni teorie her.
V praxi monotonie muze byt porusena v pripadé, kdy hraci mohou byt potrestani za
spolupraci.
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1.2.2. Jadro a jeho vlastnosti

Jednou ze zékladnich otédzek kooperativni teorie her je otazka, jak rozdélit celkovou hod-
notu vyprodukovanou koalici N mezi vSemi hraci. Neboli jaka zavazna dohoda o rozdéleni
vyplat je nejvyhodnéjsi pro vSechny hrace. Tomuto rozdéleni se fika reseni hry.

Notace 1.2.12. Necht (N,v) je koaliéni hra. Pak mnozinou ptipustnych vyplatnich
vektoru hry (N, v) rozumime:

X*(N,v)={z e RY | z(N) <v(N)}, (1.2.10)

kde x(N) je oznaceni dle notace (1.2.6).

Definice 1.2.13. Necht I'y; je mnozina vsech koali¢nich her nad univerzem U. ReSeni
na 'y je funkce o, kterd prirazuje kazdé hie (N, v) € I'y mnozinu o(N,v) C X*(N,v).

Reseni mizeme chépat jako urdity systém ,,odtvodnénych® pozadavki na mnozinu
X*(N,v). Napriklad konkrétni feSeni mize byt definovano pomoci uréitych nerovnosti a
charakterizovano pomoci axioma.

Existuji rizné koncepty feseni koali¢nich her, pricemz nejcastéji pouzivanym fesenim
je jadro. Jadro je casto popisovano jako Teseni, které je stabilni vici moznym odchyl-
kam koalic. Hlavni myslenkou je, Ze koalice odmitaji proces vyjednavani, pokud nejsou
spokojené se svymi opravnénymi pozadavky.

Definice 1.2.14. Jadro C(N,v) hry (N, v) je definovano jako

C(N,v) ={z € X*(N,v) | z(S) > v(S), VS C N}. (1.2.11)

Dale budou popsany nékteré obecné vlastnosti reseni. Na zavér pak uvedeme dilezity
axiom charakterizujici jadro prostifednictvim nékterych z uvedenych vlastnosti. Teore-
tické poznatky o jadre, vCetné vSech lemmat a vét, jsou také prevzaté z knihy Pelega a
Sudholtera [5].

Definice 1.2.15. Necht ¢ je feSenf na mnoziné I'y. Rekneme, Ze o je kovariantni
podle strategické ekvivalence (COV), pokud spliuje nasledujici podminku: jestlize

(N,v),(N,w) € Ty,a>0,8€RY aw=av+ 3, pak

o(N,w) = ac(N,v) + . (1.2.12)

COV predstavuje nasledujici jednoduchou podminku. Jestlize dvé hry (N,v) a (N, w)
jsou strategicky ekvivalentni, pak jejich feseni (v podstaté uzitky jednotlivych hraci) jsou
vazané stejnou transformaci, ktera svazuje jejich charakteristické funkce. Poznamenejme,
ze jadro spliuje COV, coz se da ukazat primym pouzitim transformace na nerovnosti
x(S) > v(9) z definice jadra. To potom ve vysledku d& linearni transformaci puvodniho
jadra diky podmince o > 0.

Necht (N,v) je hra a necht 7 : N — U je injekce, kde U je univerzum hracu. Hra
(r(N),7v) je definovana jako mv(n(S)) = v(S), VS C N. Také jestlize z € RY pak
y = m(x) € R™™) je definované jako Yr() = Ti, Vi € N. Hra (N’,w) je ekvivalentni nebo
izomorfni s hrou (N,v), jestlize existuje injekce m : N — U takovd, ze 7(N) = N’ a
TV = W.

Definice 1.2.16. Necht o je feSeni na mnoziné I'y. Rekneme, 7e o je anonymni
(AN), pokud splinuje nasledujici podminku: jestlize (N,v) € I'y,m : N — U je injekce a
(m(N),mv) € I'y, pak o(7(N), mv) = w(o(N,v)).
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AN 1ika, ze o je nezavislda na jménech hracia. Poznamenejme, Ze jadro spliuje AN,
protoze se zméni jen ,nazvy“ koalic S v nerovnostech z definice jadra.
Déle budeme potiebovat néasledujici notaci. Necht (N, v) je hra, pak mnozinu

X(N,v) ={z e RN | 2(N) = v(N)} (1.2.13)

nazyvame mnozinou Paretovsky optimalnich vyplatnich vektort nebo tzv. predimputaci.

Definice 1.2.17. Refeni ¢ na mnoziné I'yy je Paretovsky optimalni (PO), jestlize
o(N,v) € X(N,v) pro kazdou hru (N, v) € I'y.

PO je ekvivalentni s nésledujici podminkou: jestlize x,y € X*(N,v) a x; > y; pro
vSechna i € N, pak y &€ o(N,v). PO je silnd podminka, ale stejné se hra¢i mohou nedo-
mluvit na konkrétnim rozdéleni, vzhledem k riznym preferencim na mnoziné Paretovsky
optimélnich vyplat. Poznamenejme, Ze jadro spliuje PO, protoze x(N) > v(N) je jednou
z nerovnosti, které jadro musi splinovat.

Definice 1.2.18. ReSeni ¢ na mnoziné I'y je individudlné racionalni (IR), pokud
spliuje nésledujici podminku: jestlize (N,v) € I'y a € o(V,v), pak

x; > v({i}), Vi € N. (1.2.14)

IR 1ik4, ze kazdy hrac¢ ¢ v libovolném bodé FeSeni obdrzi minimalné hodnotu v({i}).
Poznamenejme, ze jadro spliuje IR.
Mnoziné feseni spliujici PO a zaroven IR se k4 mnozina imputaci hry (N,v) a je
definovana nasledovné:

I(N,v) ={z € X(N,v) | z; >v({i}), Vi € N}. (1.2.15)

Pozndmka. Vzdy plati C(N,v) C I(N,v).

Existuje také alternativni pristup k definici jadra, ktery je zalozen na dominanci jedné
imputace jinou imputaci.

Definice 1.2.19. Vyplatni vektor x dominuje vyplatnimu vektoru y, x # y podle
koalice S, S # (), pokud jsou splnény dvé nésledujici podminky:

L > ies i < v(9);

Vyplatni vektor x je nedominovany, jestlize neexistuje vyplatni vektor y takovy, Ze y
dominuje x podle néjaké koalice S.
Nyni mizeme definovat jadro C(N,v) jako mnozinu nedominovanych imputaci [1].
Notace 1.2.20. Necht N je mnozina hraci a A, B C RY, pak

A+B={a+b|lac A, be B} (1.2.16)
Definice 1.2.21. ReSeni ¢ na I'y je superaditivni (SUPA) pravé tehdy, kdy# pro
(N,v1), (N,v2), (N,v1 + v2) € 'y plati

o(N,v1)+ o(N,vy) C o(N,v; + vg). (1.2.17)

19



Poznamenejme, ze jadro splnuje SUPA: zfejmé pokud bod patii do sumy jader potom,
patii do jadra sumy her. Opacny zavér vzhledem k chovani nerovnosti nemusi byt obecné
splnén.

Notace 1.2.22. Necht (N,v) je hra ai € N, pak

b (N,v) = maxgcn\ (i} (V(SU{i}) —v(9)), (1.2.18)

biin(N, v) = mingc yy iy (0(S U {i}) — v(S)) . (1.2.19)

Definice 1.2.23. ReSen{ ¢ na mnoziné I'y je

(1) rozumné shora (REAB) pravé tehdy, kdyz

(N,v) €Ty aze€a(Nw) = x; <. (N,v), VieN; (1.2.20)
(2) rozumné zdola (REBE) pravé tehdy, kdyz
(N,v) €Ty az€a(N,v) = z; >b,.(N,v), Vi € N; (1.2.21)

(3) rozumné (RE) pravé tehdy, kdyz je REAB a REBE soucasné.

Divod k zavedeni REAB a REBE je jednoduchy. Pro koalici je nevyhodné, aby hra¢ dostal
vic, nez je jeho maximalni mozny prinos libovolné koalici. Na druhou stranu, kdyz mu
néjaka koalice nabidne méné, nez je jeho minimalni mozny ptinos libovolné koalici, tak
nemé zadny divod se této koalice zicCastnit. Navic, hra¢ i mize pozadovat b’ . (N,v) a
pripojit se k libovolné koalici, pricemz tento pozadavek nebude mit zadny negativni dopad
na vyplaty ostatnich ¢lenti koalice. Nakonec poznamenejme, ze IR implikuje REBE [6].

Lemma 1.2.24. Jadro splnuje RE.

Definice 1.2.25. Necht (N,v) je hra, S € N, S # ), a necht z € X*(N,v).
Redukovand hra vzhledem k S a z je hra (S, vg,) definovana jako

0, T=0
Vs.(T) = qv(N)—x(N\S), T=S (1.2.22)
maxocn\s (V(T'U Q) — 2(Q)) , jinak,

kde T C S.

Notace 1.2.26. Necht M je mnozina hrac¢t a necht z € RM. Pak pro T' C M,
ozna¢ime zT jako restrikci  na 7.

Pozndmka. Redukovand hra (S, vg,) popisuje situaci, kdy ¢ast hraci N \ S akceptuje
pevné zvolenou vyplatu z¥\¥. Hodnota koalice vs,(T), T C S, se tedy musi odvijet od
zbyvajiciho koaliéniho potencidlu vzhledem k N\ S.

Definice 1.2.27. Reseni o na mnoziné I'y méd vlastnost redukované hry (RGP),
pokud spliiuje nasledujici podminku: jestlize (N,v) € Ty, S C N, S # 0 a x € o(N,v),
pak (S,vs.) € 'y a 2° € (S, vs.).

Notace 1.2.28. Oznacéime I'§ = {(N,v) € I'y | C(N,v) # 0}.

Lemma 1.2.29. Jadro splituje RGP na I'§.
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Také je uzitecna nasledujici slabsi verze RGP.

Definice 1.2.30. ReSeni ¢ na mnoziné I'y mé slabou vlastnost redukované hry
(WRGP), pokud spliiuje nasledujici podminku: jestlize (N,v) € 'y, S C N, 1 <|S| <2a
r € o(N,v), pak (S,vs.) € Ty a 2° € 0(S,vs5,). Ziejmé RGP implikuje WRGP. Opacné
tvrzeni obecné neplati.

Definice 1.2.31. ReSeni ¢ na mnoziné I'y je neprazdné (NE) pravé tehdy, kdyz

o(N,v) #0, V(N,v) € T'y. (1.2.23)

Jadro neni obecné neprazdné.

Véta 1.2.32. Jadro je jediné feseni na I'§, které spliiuje NE, IR, WRGP a SUPA.

Jak muzeme vidét, jadro spliuje skoro vSechny vyse uvedené vlastnosti. Ale RGP je
splnéna, pouze pokud jadro je neprazdné. Dokonce podle predchozi véty jadro je unikat-
nim resenim splnujicim NE, IR, WRGP a SUPA, ale zase pouze v ptipadé neprazdnosti.
Prirozené vznika otazka, kdy je jadro neprazdné. Na ni pomtize odpovédét véta Bonda-
reve-Shapley.

1.2.3. Bondareva-Shapley

Pred uvedenim dvou verzi véty Bondareve-Shapley, kterda dava nutnou a postacujici pod-
minku neprazdnosti jadra, potfebujeme zavést néktera dalsi oznaceni a definice. Diikazy
uvedenych lemmat a vét lze nalézt v [1] nebo [5].

Notace 1.2.33. Necht S C N. Charakteristicky vektor ys je prvek RY, ktery je

definovan nasledovné
1,i€e 8
i = ’ 1.2.24
XS {O,iEN\S. (1.2.24)

Definice 1.2.34. Mnozinu B C 2V () ¢ B, nazveme balancovanou kolekci (nad N)
pokud existuji kladna ¢isla dg, .S € B, takova, ze

> dsxs = Xn- (1.2.25)
seB

Mnozinu (ds)ses pak nazveme systémem balanénich vah.
Poznamka. Kazdy rozklad N je balancovanou kolekci. V podstaté muzeme chapat
balancovanou kolekci jako zobecnéni rozkladu mnoziny. Pro balancovanou kolekci B plati

> ds=1,VieN. (1.2.26)
SeB:ieS

Lemma 1.2.35. Sjednoceni balancovanych kolekci je balancovanou kolekei.

Véta 1.2.36. Bondareva-Shapley, slaba forma. Nutnou a postacujici podminkou ne-
prazdnosti jadra hry (N, v) je, aby pro kazdou balancovanou kolekci B a kazdy ji odpovi-
dajici systém balanc¢nich vah (0g)sep platilo

v(N) = d50(S). (1.2.27)

SeB
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Pro tzv. silnou formu véty Bondareve-Shapley potrebujeme jesté jeden dalsi pojem.

Definice 1.2.37. Balancovana kolekce je minimalni balancovana pravé tehdy, kdyz
neobsahuje zddnou vlastni balancovanou podkolekeci.

Lemma 1.2.38. Balancovana kolekce je minimalni balancovand prave tehdy, kdyz ma
unikatni systém balancnich vah.

Lemma 1.2.39. Libovolna balancované kolekce je sjednocenim miniméalnich balanco-
vanych kolekei.

Véta 1.2.40. Véta Bondareve-Shapley, silna forma. Nutnou a postacujici podminkou
neprazdnosti jadra hry (N, v) je, aby pro kazdou minimélni balancovanou kolekci B platilo

v(N) > d50(S), (1.2.28)

SeB

kde (65)gep je systém balanénich vah pro B. Zadna z piedchozich nerovnosti neni redun-
dantni, kromé podminky pro kolekci {N}, protoze v(N) > v(N) je vidy automaticky
splnéno.

Lemma 1.2.41. Minimalni balancovand kolekce na mnoziné hra¢tt N mize obsahovat
maximalné |N| koalic.

Disledek 1.2.42. Pro koali¢ni hru (N,v), kde N = {1, 2,3}, existuje jedind mini-
malni balancovand kolekce, ktera neni rozkladem N. Tato kolekce je

K= {{172}> {1>3}> {2>3}}

a odpovidajici systém balancnich vah je dg = %, VS e K.
Pro pripad 3 hrac¢t muzeme preformulovat vétu Bondareve-Shapley nasledujicim zptiso-
bem:

Véta 1.2.43. Necht (N,v) je koaliéni hra, kde N = {1,2,3}. Dale necht R znadci
mnozinu vsech rozkladt na N a K = {{1,2},{1,3},{2,3}} s odpovidajicim systémem
balanc¢nich vah dg = %, VS € K. Pak C(N,v) # ) pravé tehdy, kdyz plati

v(N) > v(S), VBER,

SeB

20(N) >v({1,2}) + v({1,3}) + v({2,3}).

Dukaz. Staci aplikovat silnou formu véty Bondareve-Shapley a dostaneme uvedené nerov-
nosti. Jak uz bylo zminéno, rozklad je specidlnim pripadem balancované kolekce (zrejmeé
vzdy minimalni), kterd, vzhledem k disjunktnosti koalic v kolekci, mé vsechny vahy rovné
1 a to ndm dava prvni podminku. Druhou podminku dostaneme piimo z dusledku 1.2.42
(navic vynasobime obé strany 2). O

1.2.4. Vztahy mezi konvexnosti a existenci a tvarem jadra

Tato podkapitola je vénovana popisu vlastnosti jadra konvexni hry. Diikazy vsech uvede-
nych vét lze nalézt v ptivodnim ¢lanku Lloyda Shapleyho [7]. Na tivod budeme potiebovat
nadefinovat vlastnosti jadra a popsat jejich geometrické dusledky.

Definice 1.2.44. Pro koali¢ni hru (N, v) definujeme nadroviny Hg, VS C N, S # 0,
v RY jako mnozinu viech z € RV, takovych, Ze x(S) = v(S).
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Jadro je podmnozinou nadroviny Hy, jejiz normalovy vektor je vzdy vektorem jednicek
a vzhledem k platnosti nerovnosti z; > v({i}), Yo € C(N,v) je jadro ohranicené. Z toho
plyne, ze jadro obecné je kompaktni konvexni mnohostén, pfipadné prazdny, dimenze
mensi nebo rovné |N| — 1. Sténa jadra se definuje jako Cs = C(N,v) N Hg. Ziejmé plati
Cy = C(N,v). Navic se definuje Cy = C'(N,v). Mnozinu stén jadra {Cg}scny nazveme
konfiguraci jadra.

Definice 1.2.45. Rekneme Ze konfigurace {Cs}scy je tiplnd, jestlize Cs # (), V.S C
N.

Definice 1.2.46. Konfiguraci {Cs}scny nazveme strikiné uplnou, jestlize kazdé Cg
ma nejvétsi moznou dimenzi.

Pozndmka. V ptipadé striktni tiplnosti je jadro plné dimenzionalni (ma dimenzi | N|—1)
a ma 2Nl — 2 polyhedrickych stén dimenze |N| — 2.

Uplnost implikuje ,, velké* jadro, neboli takové, které se dotyka viech |N| — 2 dimen-
zionélnich stén simplexu A, ktery je definovan prostrednictvim nadrovin Hg, kde |S| = 1.

Ackoli nadroviny Hg maji vzdy stejné sklony pro kazdou hru (IV,v), jejich pozice v
R neni pfedem urcena, dokonce v pifpadé striktné tplného jadra pro |N| > 3 existuje
spousta zpusobt, jak hrany Cs mohou do sebe zapadnout.

Vyznacuje se jedné mozné usporadani, které spoc¢iva v tom, ze vSechny stény Cg, S &
{0, N}, jsou stejné vzdalené od spolecného centra, neboli Ze kazdd sténa je tecnou k
vepsané (|N| — 2)-sfére. D4 se ukazat, ze pro takové usporadani plati, ze dvé stény se
dotykaji pravé tehdy, kdyz koalice, kterym odpovidaji, jsou srovnatelné, tj.

Cs N Cr # 0 pravé tehdy, kdyz S C T nebo T C S.

Predchazejici vlastnost nazveme striktni reqularitou. Striktni regularita implikuje tpl-
nost: stac¢i uvazovat pripad S =T

Avsak pro dalsi potfeby staci uvazovat slabsi formu predchazejici vlastnosti.

Definice 1.2.47. Konfiguraci jadra {Cs} nazveme requldrni, jestlize Cy # 0 a

Cs N Cr € Csur NCsnr, VS, T C N.

Ted zminime nékteré geometrické dusledky regularity.
Véta 1.2.48. Pro reguldarni konfiguraci jadra {Cs} plati

Cs,NCs,N..NCs, #0

pro libovolnou rostouci posloupnost S; C Sy C ... C S,,. Pripad m = 1 ukazuje na to,
ze regularni konfigurace jadra je uplna.
Necht w je jednd z |N|! permutaci, kterd zobrazuje N na N. Definujeme

Ser={i€eN:w() <k}, k=0,1,...,|N|.

Ztejmé S, o =0, S, Ny = N. Déle budeme uvazovat systém rovnic z(S, ;) = v(S. k), k =
1,2,...,|N|. ReSeni predchézejiciho systému pak dava soufadnice prinikii nadrovin Hg, ,

Sl?;u = U(Sw,w(i)) — U(Sw,w(i)—1)> Vi € N.

Kazda permutace w pak urcuje vyplatni vektor . Samozirejmé neni zarucené, ze vSechny
body x* budou navzajem ruzné.

Véta 1.2.49. Vrcholy jadra, které ma regularni konfiguraci, jsou body z%, w € ),
kde 2 predstavuje mnozinu vsech permutaci N.
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Poznamka. Jadro, jehoz konfigurace je regularni, ale neni striktné regularni, vzdy ma
méné nez |N|! vrcholu, ackoli konfigurace muze byt striktné tplnou.
Ted muzeme rozlisit nékolik t¥id her, podle druhu jejich jadra:

neprazdné jadro | plné dimenzionalni jadro
uplné jadro striktné tplné jadro
regularni jadro | striktné reguldrni jadro
Tabulka 1.1: Druhy jader

Kazda trida v tabulce obsahuje tiidy, které jsou pod ni a vpravo od ni.

Na zavér uvedeme véty o vlastnostech jadra konvexni hry.

Véta 1.2.50. Jadro konvexni hry je neprazdné.

Véta 1.2.51. Hra je konvexni pravé tehdy, kdyz konfigurace jejiho jadra je regularni.
Véta 1.2.52. Shapleyho hodnota, ktera je definovana jako

o=y VDW= 0 6) —ush (). vie .

|
SCNeS |N|

vzdy patti do jadra konvexni hry.

Pro uvedeni posledni véty budeme potiebovat definici stabilni mnoziny vyplatnich
vektort.

Definice 1.2.53. Rekneme, Ze mnozina piipustnych vyplatnich vektort V je stabilni,
pokud kazdy pripustny vyplatni vektor patii do V nebo je dominovan néjakym vektorem
z V', ale ne soucasné.

Pozndmka. Kazda stabilni mnozina obsahuje jadro. Jestlize jadro je stabilni, pak
zadna dalsi stabilni mnozina neexistuje.

Véta 1.2.54. Jadro konvexni hry je stabilni.

V dalsi kapitole pristoupime ke konstruovani modelu pro Cournottav oligopol a k de-
finovani koali¢ni hry, s niz budeme déle pracovat.
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2. Model a jeho vlastnosti
2.1. Motivace

Jak uz bylo zminéno, jedna z hlavnich otazek oligopolni teorie se tyka problému existence
kartelovych dohod. Firmy maji motivaci k dosazeni dohody, kdykoli kartelova dohoda
dokéaze prinést ¢lenskym firmam alespon tolik, kolik kazda firma muze ziskat nezavisle.
Klasicky Cournotiiv oligopol je praveé takovou situaci, pii které si firmy dokazou polepsit
prostiednictvim spolupréce.

Kdyz se podniky dohodnou na dodrzovani urc¢itého vystupu, hlavnim problémem, je-
muz celi clenové kartelové dohody, je stabilita kartelové dohody. Podle predpokladu indi-
vidudalni racionality schéma nekooperativni hry obecné predpovida, ze firmy maji podnét
k podvadéni a odchyleni od dohodnuté tirovné vystupu. V tomto pripadé jednotlivé firmy
sleduji strategie optimalni ve smyslu Nashovy rovnovahy a konecny vysledek neni Pare-
tovsky optimalni. Navzdory témto obtizim se stabilizaci kartelu pozorujeme jiz zminéné
uspeésné fungujici kartely. To znamenad, ze firmy jsou schopny koordinovat a stabilizovat
své strategie za icelem zvétseni svych ziska [8].

Vznika otazka, jaké jsou podminky, za kterych stabilni kartelové dohody existuji?
K odpovédi na tuto otazku a analyze motivaci k vytvoreni stabilnich karteli pouzijeme
kooperativni teorii her. Na rozdil od nekooperativni teorie her ta dovoluje vzajemnou
komunikaci mezi firmami, ze které pak vyplyva uzavieni zavaznych i nezdvaznych dohod
o koordinaci strategii s cilem zvysit zisky.

Za ucelem zkoumani kooperativnich oligopolnich her potiebujeme prevést oligopolni
hru v normalnim tvaru na hru ve tvaru charakteristické funkce, k cemuz pouzijeme koncept
v-charakteristické funkce nejvice odpovidajici chovani firem na trhu [9]. K ziskani odpoveédi
ohledné stability kartelti a motivace firem ke spolupréci, budeme zkoumat konvexnost her.

Stanoveni konvexnosti hry je zajimavé diky tomu, ze v konvexni oligopolni hie firmy
muzou ziskat nadmérné prebytky v disledku rozsiteni koalice. To znamend existenci velké
motivace k vzajemné spolupraci, zejména se da ocekéavat, ze firmy budou chtit vytvorit
monopol.

Kromé toho za predpokladu konvexnosti jadro je neprazdné a je obecné velmi velké.
Vzhledem k rozlehlosti jadra se daji ziskat informace o stabilité kartelovych dohod: vzhle-
dem k malym odchylkam v trzni strukture jadro zustava neprazdné a motivace ke spolu-
praci porad existuje. Navic, dosazeni dohody o rozdéleni vysledku vzajemné spolupréce, v
pripadé heterogennich vyrobnich podminek lze vytesit pouzitim hodnoty Shapleyho nebo
kernelu.

To znamena, ze rozdéleni hodnoty velké koalice v souladu s témito fesenimi by mohlo
podpoftit vznik kartelu misto zabranéni koluzivniho chovani v pripadech asymetrickych
nakladovych funkeci a kapacitnich omezeni, protoze oba koncepty feseni patii do jadra a
zadna koalice nemiize zablokovat dohody distribuujici zisky kartelu podle téchto pravidel.

Navic zisky nejucinnéjsi firmy podle téchto pravidel rozdéleni mtzou byt nadprimérné
velké a jeji podnét k uzavieni dohody a vytvoreni kartelu spolecné s jejimi konkurenty
miize byt obrovsky.

Hlavnim rozdilem pristupu uvedeného v této praci od c¢lankt zabyvajicich se stejnou
problematikou je pravé pouziti y-charakteristické funkce, avsak vysledky praci Tesicich
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analogicky problém pomoci jinych druhti funkei prevadéjicich hru v normélnim tvaru na
hru v kooperativnim tvaru budou taky pouzité.

2.2. Model

Model a predpoklady jsou zaloZené na ¢lanku Lardona o vy-charakteristické funkei [10].
Oligopolni situaci budeme znacit jako (N, (w;)ien, (Ci)ien,p), kde N = {1,2,...,n},
n € N, je mnoZina firem a w; € Ry oznacuje vyrobni kapacitu firmy i. C; : Ry — Ry je
nakladova funkce firmy i a p : Rj — R je inverzni funkce poptéavky.
Navic nadale budeme predpokladat ze:

a) inverzni funkce poptavky p je diferencovatelnd, ryze klesajici a konkavni;
b) kazda nakladova funkce C; je spojita, ryze rostouci a konvexni.

Oligopolni hra v normélnim tvaru I' = (N, (X, 7;);en) odpovidajici oligopolni situaci
(N, (wy)ien, (Ci)ien, p) je definovand nasledovné

1. N=1{1,2,...,n} je mnozina hracu (firem);

2. Pro kazdé i € N, X; = [0,w;] C Ry je mnozina strategii firmy i, kde z; € X je
strategie firmy i, kterd reprezentuje mnozstvi produkce vyrobené firmou ;

3. Xy = I;en X; je sdruzend mnozina strategii, © = (x;);en je prvkem Xy;
4. Pro kazdé ¢ € N individualni vyplatni funkce m; : Xy — R je definovand jako
mi(z) = p(X)z; — Ci(x;), (2.2.1)
kde X =) .y ; je agregovany vystup firem.

Pozndmka. Ackoli predpokladame, ze ziskova funkce muze nabyvat zaporné hodnoty,
vzhledem k maximalizacnimu charakteru dale uvazované tlohy takovy pripad nenastane.
Analogicky u inverzni funkce poptavky, neboli ceny predpokladame moznou zapornost,
ackoli teoreticky miize nabyt zaporné hodnoty, pouze pokud budeme uvazovat pripad
koali¢ni hry ve tvaru a- nebo (-charakteristické funkce, ktery bude zminén na konci této
kapitoly.

Ted pristoupime k definovani «-charakteristické funkce. Mnozina strategii koalice bude
definovana jako Xg = Il;csX; s prvky s = (;)ics. Pro VS € 2V definujeme ziskovou
funkci koalice S, kterou oznacime jako mg, a nadefinujeme ji jako

ws(x) = Zm(x) (2.2.2)

€S

Definice 2.2.55. Strategii (%, 2" ) nazveme rovnovdhou cdstecné dohody pod
S, pokud soucasné splnuje nasledujici nerovnosti

ms(rs, 2t g) > me(xs, vt g), Vs € Xg, (2.2.3)

Vig S, mi(rg,vtg,, (28 g;)ies0)) = Ti(@s, Tis (05 ;) jesugy ), Vi € X, (2.2.4)
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kde 2§ = (25;)ies a 275 = (2, )igs-

Poznamka. Rovnovaha castecné dohody pod S je urc¢itym zobecnénim Nashovy rov-
novahy (r7)ien, tj. rovnovéhy splijici Vi € N, m;(z}, (¥5);21) > miws, (25)2:), Vo, € Xi.
Pr1i rovnovaze ¢astecné dohody se na koalici pohlizi v podstaté jako na jednoho hrace.

Definice 2.2.56. Pro oligopolni hru v normélnim tvaru I' = (N, (X;, m)ien) je -
-charakteristicka funkce definovana jako

v,(S) = Ts(zh, 2% g), VS €2V, (2.2.5)

Pozndamka. Dodrzujeme konvenci, podle které je suma pres prazdnou mnozinu nulova,
takze v, (0) = 0.

Tvrzeni 2.2.57. Necht I' = (N, (X}, 7;)ien) je oligopolni hra v normalnim tvaru. Pak
pro vsechny S € 2V

o existuje rovnovaha castecné dohody pod S;

« pro libovolné dvé rovnovahy ¢astecné dohody pod S (2%, 2% ¢) € Xy a (y§, v g) €

Xy plati
Z Tg,; = Z Ys,i»
ics ieS
ics icS
Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O

Z platnosti piedchoziho tvrzeni miZeme udélat zavér, Ze v, je dobfe definovand pro
kazdou kooperativni hru (N, v,) asociovanou s oligopolni hrou v normalnim tvaru I' =
(N, (X;,m)ien). To znamend, 7Ze nezavisle na oligopolni situaci pro kazdou koalici S do-
kézeme spocitat v(S) a navic tato hodnota bude jednoznacnd. Dilezité je upozornit na
to, Ze tvrzeni plati za splnéni predchozich predpokladii a) a b) uvedenych na zacatku této
podkapitoly.

Pozndamka. Bez Gjmy na obecnosti, miuzeme predpokladat, ze C;(0) = 0. Pokud bu-
deme predpokladat C;(0) = F;, F; € Ry, i € N, kde F; reprezentuje fixni ndklady, pak
T5((0)ies, (Ti)igs) = — D ;eq Fis VS € N. Potom, pro volbu oo = 1 a 8(S) = =) . ¢ I,
hry s C;(0) =0, Vi € N, a stejné hry s predpokladem C;(0) = F;, Vi € N, jsou strategicky
ekvivalentni.

2.3. Monotonie

K dikazu véty o monotonii kooperativni hry (N, v,) asociované s I' = (N, (X;, 7;)ien)
budeme pottebovat néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3.58. Necht I' = (N, (X, 7 )ien) je oligopolni hra v normalnim tvaru. Pak
pro kazdé S, T C N takové, ze S C T plati

L. ZieT T, = ZieS Ty

2. XbS5 > xbT
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kde X% = ies Toi T, igs Tlg,; oznacuje celkovy vystup odvétvi pri rovnovaze ¢astecné
dohody pod S.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O

Véta 2.3.59. Necht I' = (N, (X, m;)ien) je oligopolni hra v normélnim tvaru. Pak
asociovand kooperativni hra (N, v,) je monoténni.

Diikaz. Necht S CT C N, kde T je libovolné. Muzeme zapsat hodnotu v, (.S) jako

ZpXPS ZC T,)-

€S ieS
Ekvivalentné muzeme reprezentovat v, (S) jako optimalizac¢ni tlohu

vy(S) = mrgleag_cs <Zp <Z T + Zx—51> T; — ZCZ(QTZ)) )

€S ZQS icS
Analogicky
=Y p(XP)x, =Y Cilary),
ieT ieT
nebo
v(T) = m?e%é <Zp <Z T; + Zx Tz) T — ZQ(LEJ) )
i€T €T igT icT

Ziejmé muzeme reprezentovat kazdou strategii z Xg jako strategii z Xt s nulami na
pozicich, které maji indexy z mnoziny 7"\ S. V oby¢ejné situaci dospéjeme k zavéru, ze
maximalizace pres vetsi mnozinu pripustnych Teseni dava vysledek, ktery je vetsi nebo
alespon stejny. Ale predem nevime, jaky dopad méa zména velikosti koalice na ZigT 7y,
coz potencialné mize vést ke snizeni ) ;. 3, oproti ), o x%,; nebo mize sniZit cenu
p(XET) oproti p(X ) natolik, Ze ani s vétsi mnoZinou pifpustnych Feseni nedosdhneme
hodnoty v.,(5), avsak plati predchozi tvrzeni.

Nerovnosti z predchoziho tvrzeni 2.3.58 spolu se skutecnosti, ze p je ryze klesajici,
nam fikaji, ze v,(S) je vzdy dosazitelné pro koalici T'. Takze skute¢né plati nerovnost
v(S) < vy (T), VS CT C N a VT vzhledem k tomu, ze T je libovolné. O

2.4. Neprazdnost jadra

V této podkapitole budou uvedené dvé klasické véty, které mluvi o neprazdnosti jadra
koali¢ni hry (NN, v,) asociované s oligopolni hrou v normalnim tvaru I' = (N, (X, m)ien).

Véta 2.4.60. Necht I' = (N, (X;, m)ien) je oligopolni hra v normdlnim tvaru a Vi €
N, m; je konkavni na Xy. Pak asociovana kooperativni hra (N, v,) ma neprazdné jadro.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O
Véta 2.4.61. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (C;)ien, p) spliuje
Ci(x;) =cx;, c€ Ry, VieN,

pak kooperativni hra (N, v,) asociovand s oligopolni hrou v normalnim tvaru
['= (N, (X, m)ien) ma neprazdné jadro.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O
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2.5. Konvexnost

Hlavnim vysledkem této podkapitoly jsou véty 2.5.71 a 2.5.81. Béhem dtkazt déale uve-
denych vét budeme potrebovat jesté jednu definici konvexnosti.

Definice 2.5.62. Koali¢ni hra (N, v) je konvexni pravé tehdy, kdyz je splnéna nésle-
dujici podminkas:

W(SU{Y) —o(S) < v(SU{i,5}) —v(SU{Y), Vi,j € NVS C N\ {45} (2.5.6)

Takovou definici konvexnosti lze nalézt v [§].

Pripad | N| = 2 je specialni, proto ho vyresime samostatné.

Véta 2.5.63. Kooperativni hra (N,v,) asociovana s oligopolni hrou v normalnim
tvaru I' = (V, (X, m)ien), kde |N| = 2, je vzdy konvexni.

Dikaz. Pro pripad |N| = 2 podminka (2.5.6) zdegeneruje na pouze jednu nerovnost

v({1}) —v(0) < v(N) —v({2}), tj. staci dokdzat v({1}) + v({2}) < v(N). Predchozi

nerovnost muzeme rozepsat nasledujicim zptsobem

P(XP’{I})‘TE} - Cl(xifl}) +p(XP’{2})fE2} - 02(55?2})

< e Yoo (L) - o
iEN 1EN iEN
7 definice rovnovahy ¢astecné dohody pod S plyne, ze p(X 1) = p(XPUH) Vi j € N
axf, =", Vi,j €N, proto pro |[N| = 2 plati p(XPA) = p(X P2 = p(Tfyy +2yy)-
Po tom, co prepiseme nerovnost nasledujicim zptsobem

P (afyy + 2iay) (270 + 2(y) — C1 (271y) — Ca (2y)

< max E p(E xz>xz § Ci(x;),
TN E
NEAN iEN iEN
neni tézké si vSimnout, zZe leva strana nerovnosti je pouze specialnim pripadem vyrazu na
pravé strané, ktery nabyva své maximalni hodnoty. Diky tomu mizeme udélat zavér, ze
nerovnost skutecné plati. O

Nadéle se budeme zabyvat pouze ptipady, ve kterych |N| > 3.

2.5.1. Linearni oligopolni situace

V teto casti prace bude pozornost vénovana nutné a postacujici podmince konvexnosti pro
linearni pripad se stejnymi meznimi naklady, kde iroven vystupu odpovidajici Cournotové
rovnovaze je dosazitelna pro kazdou firmu.
Nejdiive dokédzeme nasledujici lemma:
Lemma 2.5.64. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (C;)ien, p) spliiuje nasledujici
predpoklady
p(X) =A—-bX,

CZ((L’Z) = C{L’Z’,Vi € N,
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A>ec,

A, b, cE R+,
Zx*S,i 7é th VS e 2N \ {0}7
ieS €S

2 gy #wi, VS €2¥\ [N}, Vi ¢ S,

pak plati nasledujici rovnosti

>, —_C VS € 2V {0},

pye b(IN\ S| +2)
P — A VS e2V\{N}, Vig S
“HB(NN S +2) ’ '

Diikaz. Pro jednoduchost oznacime |S| = s a |[N| = n. Podle predpokladu Cournotova
modelu k nalezeni optimalnich vystupt hract je treba vyfesit systém linedarnich rovnic,
ktery vyplyva z problému hleddni maxima za pouziti prvnich derivaci vyplatnich funkci
outsidert a koalice vzhledem pouze k jejich vlastnim vystuptum. Takze budou pouze dva
typy rovnic v systému: prvni reprezentujici optimalni vystup koalice a druhy reprezentujici
optimalni vystup kazdého outsidera.

K sestaveni systému rovnic pouzijeme ziskovou funkei koalice S g (z) = (A—bX )z —
cx®, kde z° = Y ics Ti

Pozndmka. Pohlizet na ziskovou funkci koalice takovym zptisobem mtzeme pouze za
predpokladu rovnosti meznich naklad.

Takze mame

nebo ekvivalentné

Ted pridame sumu vsSech rovnic do systému

hS

—cn—s+1 __
b n s+2 - ZJGN'IJ’

=29 + ZJGNLBJ,
- xl_'—deNx% ? €S>

a tak dostaneme
A—cn—s+1

b n— s+2 = ZJGN'IJ’
rs =

b(TIL4 s+2)
xj b(n— s+2 J € S.

Poznamka. Neni potfeba provadét zadné dalsi zkoumani. Predpoklady o vlastnos-
tech a tvarech inverzni poptavkové funkce a nakladovych funkci spolu se skutecnosti, ze
mnozina strategii kazdé koalice je kompaktni a konvexni, zaruci, Ze nalezené Teseni je
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skutené unikatni a optimélni [11]. Pfedpoklady Y. ¢ #%; # > ;cqwi, VS € 2V \ {0}, a
g, #Fwi, VS € 2N\ {N}, Vi € S, zarudi dosaZitelnost optimalnich hodnot vystupt jak
pro koalici, tak i pro outsidery.

Jak mizeme vidét v tomto konkrétnim pripadé, vystup kazdé firmy pii rovnovaze
casteéné dohody pod S zavisi pouze na velikosti koalice S a miize byt popsan za pouziti
jedné ze dvou rovnosti ze znéni lemmatu. O

Disledek 2.5.65. Vzhledem k tomu, Ze vystup firmy je funkei velikosti koalice, stejny
zavér mizeme udélat pro charakteristickou funkei a mtizeme popsat v, (S), VS € 2\ {0},
pomoci funkce f,(s) takové, Ze

vy (S) = f,(s) = Zx*SJ(A — b(z s+ (n—s)atg,) —c)= ; (A—¢)

= = (n—s+2)%

kde s =|S|, n =|N| a
vy (0) = £,(0) = 0.

Ted se pokusime zjednodusit predpoklady predchoziho lemmatu. Ke zjednoduseni bu-
deme potiebovat nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.5.66. Necht I' = (N, (X, 7 )ien) je oligopolni hra v normalnim tvaru. Pak
pro kazdé S, T C N takové, ze S C T plati

. * *
VieT, olg;, <alrp,.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O

Ted muzeme pristoupit k tvrzeni, které zjednodusi pozadavky na vystupy koalic:
Tvrzeni 2.5.67. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (Ci)ien,p) spliiuje nasledu-
jici predpoklady

p(X) = A - bX,
CZ((L’Z) = C{L’Z’,Vi € N,
A>ec,
A,b,CER+,
A—c
g > ——, Vi €N,
Wi = b(n+1) e
pak plati
d a5, <> w VSCN.
i€S i€s

Diikaz. Pro optimalni vystup koalice musi platit

A=b2) af+) atg) —c=0,

ieS iZS
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neboli

A—c—=0b) o7 ¢,
> = Ligs 75 , VS CN.
i€s
Z tvrzeni 2.5.66 a lemmatu 2.5.64 pak plyne

A—c—b(n—s)A=
<

E . VS C N.
Tsi > 2% ) =

i€s
Podle predpokladt dokazovaného tvrzeni

S A—c
wz_b

" VieN
(n+1),VzE ,

plati

A—-c
Y Wiz s — WS CN.
w_sb(n—{—l) v

Podle vztahu (2.5.7) a (2.5.8) stac¢i dokazat

A—c
b(n+1)

A—c A—c—bn—s)
S >
b(n+1) — 2b

Po vyreseni nerovnice vzhledem k s obdrzime

s> 1.

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.9)

Z predchoziho vztahu muzeme udélat zavér, ze (2.5.9) plati pro libovolnou nepréazdnou

koalici S.

O

. . o . _
Pozndmka. Rovnost ) . 2§, = > ;. qw; miZe nastat pouze v pifpadé |S| = 1.
Pro nase potteby lemma mizeme interpretovat nasledujicim zptisobem: pokud vsichni
hraci jsou schopni vyrobit mnozstvi produkci odpovidajici Cournotové rovnovaze, pak

vystupy zadné koalice nebudou ovlivnény vyrobnimi kapacity jejich ¢leni.
Ted mtizeme pristoupit k definovani nutné podminky konvexnosti.

Véta 2.5.68.
Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (C;)ien, p) spliiuje néasledujici predpoklady
p(X)=A-0bX,
CZ((L’Z) = C{L’Z’,Vi € N,
A>ec,
Ab,ce Ry,
A —
w> % WieN,
b(n +1)

pak podminka
< (A—c)(n+1—2v?2)

iZS

Soate < AEME DD ysen, fs) -2

je nutnou podminkou konvexnosti kooperativni hry (N, v,) asociované s oligopolni hrou

v normalnim tvaru I' = (N, (X;, 7;)ien)-
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Diikaz. Ukézeme, 7Ze jestlize nutnd podminka neni splnéna, pak hra nemutze byt konvexni.
Pro konvexnost musi nutné platit

v(SU{i}) —o(S) <wv(SU{ij}) —o(SU{j}), Vi,j € N,VS C N\ {i,j},
neboli

v(SU{i,j}) +v(S) >v(SU{i}) +v(SU{j}), Vi,j € N,VS C N\ {4 j}.
Pro S = () predchozi nerovnost se d4 napsat jako

v({i,5}) = v({i}) +v({7}), Vi,j € N.

Vzhledem k tomu, ze podle predpokladi dokazované véty Cournotova rovnovaha je vzdy
dosazitelna, tj. r; = ﬁ,vs C N,|S| =1, pak z definice f,(s) a predchoziho vztahu
plyne, Ze musi byt nutné splnéno

2(A —c)?

vy (S) = 2f,(1) = m,

VS C N,|S| =2,

aby hra mohla byt konvexni. Jak uz bylo uvedeno drive optimalni vystup koalice se rovna

N A_C_bzz'gsx*—sz'
Z Lsi = 2% =
ies
Vzhledem k tvrzeni 2.5.67 pro libovolnou koalici S bude platit
(A—c—b Zigs x*—s,i)z
4b '

Takze aby hra mohla byt konvexni, musi byt nutné splnéna nerovnost

(A—c— bzz'gs ¥ g,)? 2(A —c)? N
4b ~ b(n+1)%’ Vs e2n, I5]

v, (S) =

Po vyteseni kvadratické nerovnice vzhledem k 3 iz T2 g, dosp€jeme k zavéru, ze nabude
platnosti, pouze pokud

Sty < (A_C)(”“_Q\@, VS €2V, |S| =2.
i b(n+1)

O

Predchozi podminka predpoklada vypocet vystupu koalice a outsidert, coz neni prilis
vhodné. Avsak dale bude ukazano, ze predchozi podminka je ekvivalentni s podminkou

, Vs eV, |8 =2. (2.5.10)

Py b(n+1)
Véta 2.5.69. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (Ci)ien,p) spliuje nésledujici
predpoklady
p(X) = A DX,
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Cz(xz) = C,I'i,Vi € N,
A>ec,

A,b,CER+,
A—
Z>7 Vie N,
w; = b( 1) 1€

pak podminka

(A=c)(n+1-2v2
2:%_ c)( )

, VS e2V 5] =2,
b(n+1) |51

€S

je nutnou podminkou konvexnosti kooperativni hry (N, v,) asociované s oligopolni hrou
v normalnim tvaru I' = (N, (X;, 7;)ien)-

Dukaz. Chceme dokéazat, ze

(A—c)(n+1-2V2) (A=c)(n+1-2V2
}:%_ )( 23”&— )( )

b(n+ 1) b(n + 1) o (2541)

igs €S

vS e 2V |9 =2.
Smeér zleva doprava je ziejmy, protoze w; > z” g;, Vi € N.
Pristoupime k opac¢nému sméru. Jak uz bylo zminéno, optimalni vystup koalice je
roven

% A—c—0 Zi¢5’ g,
szﬂ' - 2% ‘

€S

Analogicky jako v pripadé koalice muzeme stanovit, ze optimalni vystup outsideri je

roven . .
. A—c— b(Zng T_g;+ > ies xS,i)
':B—S,Z' - b .

Po dosazeni za ), _ %, obdrzime

% A—c—0 Zigs g,
{E_SJ- - 2b .

Déle pro obecnost budeme predpokladat, ze urcity pocet outsideru jiz potkal své
kapacitni omezeni, neboli Vi € Q& C N\ S, 2”4, = w;, protoZe pokud firma nedokaze
své optimum vyrobit, bude se snazit k té hodnoté maximalné priblizit (funkce zisku je
kvadratickou funkci s unikatni optimalni hodnotou). Takze dostaneme

. A—c=b(Xigsu0) Tlsi T Dicqwi)
':B—S,Z' - 2b .

Po secteni vystupu outsidert, které nejsou ovlivnény svymi omezenimi, obdrzime

A—-c— b(zig(sug) rig,; + Zieﬂ w;)
Z x’ —Si — 77, -5 | |) 2%
1Z(SUQ)
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nebo po upravach

Zig(sw) g

)Zi¢(SUQ) g, A—c—b(Xicqwi)
2

2 s — Q) SERRIS o St e

(s QA —c—bY i cqwi)
D, wlsi= bn—s+2— Q) '

1Z(SUQ)

Prava strana dokazované ekvivalence (2.5.11) pak nabyva tvar

—2—|QNA=c=b>_ qwi) (A— 1-2
b(n —[9) (n—|—1)
1€Q
vs e 2V |9 =2.
Jednoduse se ukaze, ze leva strana nerovnosti roste se zvysenim ), ¢, w;.
Z predpokladu véty
> AT vien
wl - b(n + 1)7 ? Y
plyne
D wi> |Q| )
1€Q
pro libovolnou mnozinu §2.
Tedy pro libovolnou mnozinu 2 musi platit
(=2 [0DA - bl | A-c
b(n —|€]) b(n +1)
(n—=2—[QNA—-c—=b>cqwi)
S L + wj.
(n— 2] 2
Ze vztahu (2.5.12) pak plyne
n—2—Q])(A—c—bQ|A=< A—c A— 1 — 9292
( 1€2[)( Qsa5) Q) < ( c)(n+ V?2) (25.13)
b(n —[9]) b(n+1) b(n+1)

Ted se podivame na platnost nerovnosti (2.5.13) pfi riznych parametrech |Q2|. Po ipravich
a kraceni dostaneme

(n=2—=1Q)(n+1—Q)+|Qn—9Q]) < (n+1-2V2)(n— Q).
Po roznasobeni dostdvame
2V/2|Q| — 2|Q| > 2v2n — 2n — 2,

neboli

Q| >n -

1
V21
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Vzhledem k tomu, ze |€2| je celé ¢islo, pak nerovnost (2.5.13) nabude své platnosti pouze
pro
Q] >n — 2.

Vzhledem k tomu, ze Q2 C N \ S, pro |S| = 2 plati nerovnost || < |N\ S| =n— 2.
Tedy muzeme udélat zaveér, ze (2.5.13) nabude platnosti, pouze pokud |2| = n — 2. Pokud
dosadime tuto hodnotu do (2.5.12), dostaneme nerovnost

WEES TOR
D
z ¢ehoz plyne, ze prava strana (2.5.11) je skutecné nutnou podminkou konvexnosti. [

Ted ukazeme, ze predchozi podminka neni jen nutna ale také postacujici.
Véta 2.5.70. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (Ci)ien,p) spliuje nésledujici
predpoklady

p(X) =A—-bX,
Ci(x;) = cx;, Vi € N,
A>ec,
Ab,ce Ry,

w > %, Vie N,

pak podminka

Zwi < (A—c)(n+1-2v?2)

oN =2

iZS

je postacujici podminkou konvexnosti kooperativni hry (V,v,) asociované s oligopolni
hrou v normalnim tvaru I' = (N, (X, 7 )ien ).

Diikaz. Chceme dokéazat, Ze za splnéni uvedené podminky plati
v(SU{i}) —v(S) <wv(SU{i,j}) —v(SU{j}), Vi,j € N,VS C N\ {i,j}.

Dikaz rozdélime na tii pripady: |S| =0, |S| =1, |S| > 2.

Pripad |S| = 0 je zfejmy, nebot jsme vychazeli z toho, Ze nutnd podminka z véty
2.5.68, ktera podle véty 2.5.69 je ekvivalentni s dokazovanou postacujici podminkou, zaruci
splnéni podminky konvexnosti pro pripad

2f,(1) = v({i}) + v({j}) — (@) < v({i,j}), Vi,j € N.
Ted se soustiedime na piipadé |S| = 1. Podle definice konvexnosti musi platit
v(SU{i,j}) —v(SU{i}) >v(SU{j}) — f,(1), Vi,j € N, VS C N\ {i,j}, |S]=1,
nebo
V(S U L)) + £(1) = v(S UG —v(S UL = 0, Vi,j € N, ¥S € N\ i}, |S] = 1.
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Jak uz bylo zminéno v ditkaze véty 2.5.68

(A—c—10 Zi¢5 x*—S,i)z

v, (S) = 1D

Tedy plati

(A — C — b Zl&SU{i,j} 'ZE*—SU{Z',j},l)Q > (A —Cc— b Zl&SU{i,j} wl)z
4 - 4b ’

vy (S Ui, 5}) =

A—c—b e brt . )2
v, (SU{i}) = ( Zl&zSU{w}%—SU{Z}J —SU{Z}J) .

Potom za predpokladi
—c

>
wl_b(n—{—l)

(A—=c)(n+1—2V?2)
Zwis b(n+1)

, Vi e N,

, VS e2V |5 =2,
iZS

plati

.. b(n+1) " b(n+l
0, (S U {ig}) = i

Také z vysledki lemmatu 2.5.64 a tvrzeni 2.5.66 plyne

(A —c—b ((A—c><n+1—m> A_c)>>2.

(A—c)(n—2)
(A—e-b=5rig)

4b

o (SU{i}) <

Analogicky vztah plati pro v, (S U {j}).
Tj. staci dokazat

(A—c)(n+1-2v/2) A—c 2 A—c)(n—
(A—C—b( CEs) _b(n+1)>> (A—c)2_2(A_C_b%)2>O
4b b(n + 1)2 4b -

Po dpravach obdrzime

(A—c)*(13+4v2)  18(A—c)® 0
Ab(n + 1)2 b(n+1)2 ~

a potom po kraceni mame
13+4v2—-18 > 0,
coz je vzdy splnéno. Takze pro |S| = 1 konvexnost je splnéna.
Pristoupime k pfipadu |S| > 2. Analogicky jako v predchozim pripadé pro konvexnost
Vi,j € N, VS C N\ {i,j}, |S| > 2, musi byt splnéna nerovnost

2

(A—c—b ZlgSu{i,j} x*—Su{i,j},l)z (A—c—b Zl¢ZSU{iJ} Tisi bx*—&i — bx*—&j)
4b + 4b

(A — C— b Zl&SU{Z’J} 'ZE*—SU{Z'},[ - bx*—SU{Z}J)Q
4b
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A e b it P sugne — bl sugy)” >0
4b o

Poznamenejme, Ze ten pripad mize nastat pouze pro |N| > 3. V dalsi ¢ésti potiebu-
jeme dokazat jednu dilezitou skutecnost: podminka dokazované véty omezujici velikosti
vyrobnich kapacit zaruci, ze kazda firma potka své kapacitni omezeni pti vzniku libovolné
koalici mohutnosti 2.

Analogicky jako v dukaze predchozi véty predpokladame, ze pro Vi & (SUQ), S C

N, |S| = 2, plati
o A—c— b(2i¢(SUQ) g+ D e wi)
—5 2b '
Podminka, ktera je ekvivalentni s podminkou dokazované véty, pak dava nerovnost

A—c)(n+1-2v/2)
S A—c—b! b((n—i—l) _ V2(A —¢)
—5 = 2b bn+1) "’

a musi platit

Z IS (n—2— |Q|)\/§(A—c)

w500 b(n+1)

Podle podminky véty musi platit

(n—2—|Q|)\/§(A—c)+|Q| - s S +sz_ (A=o)(n+1-2v2)

b(n+1) s e b(n+1)

Tedy nutné musi byt splnéno
(n=2-Q)V2+ Q] <n+1-2V2
ale ipravami obdrzime, Ze nerovnost je splnéna pouze pro
Q] >n — 2.

To znamena, Ze jedinym zpusobem, jak zarucit platnost podminky, je, aby kazda firma
potkala své kapacitni omezeni. Diky této skutecnosti mizeme prepsat nerovnost, jejiz
platnost chceme dokazat, nasledujicim zptisobem

(A== sui wy)? n (A== ggup Wi — bwi — bw;)?

4b 4b
A b gsupp W — b)) (A - e b gsoup e — i) 0
4b 4b -
Coz po tpravach ve vysledku dava nerovnost
(wj +w)* = wj —w 20,
ktera je vzdy splnéna. O
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Véta 2.5.71. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (Ci)ien,p) spliuje nésledujici
predpoklady

p(X) = A—bX,
CZ((L’Z) = C{L’Z’,Vi € N,
A>ec,
Ab,ce Ry,

—c
> VieN,

w; > bt 1) Vi e

pak kooperativni hra (N, v,) asociovand s oligopolni hrou v normalnim tvaru
['= (N, (X, m)ien) je konvexni pravé tehdy, kdyz plati

>wis (A_C)b(&ill)_ 2V2) s eV 5|2,

Funkénost odvozené podminky demonstrujeme na dvou prikladech.

Priklad 2.5.72. Uvazujme kooperativni oligopolni hru (N, v,), ktera je asociovana
s oligopolni situaci (N, (w;)ien, (Ci)ien,p), kde N = {1,2,3,4}, w; = 5,Vi € N, C; =
2x;,Vi € N, a inverzni funkce poptavky je definovdna nasledovné p(X) =10 — X.

1S 1 12| 3 4
vy(S) | 2,56 | 471116
Tabulka 2.1: y-charakteristicka funkce pro priklad 2.5.72

Tato hra nesplnuje nutnou a postacujici podminku konvexnosti, protoze 10 > %_TQ‘/E).
Ztejmé hra neni konvexni, nebot neni superaditivni. Na obrazku 2.1 mizeme vidét, ze
jadro hry je tvorené pouze jednim bodem (podle véty 2.4.61 nemuze byt prazdné).

Ted vyTesime analogicky pripad s jinymi kapacitnimi omezenimi.

Priklad 2.5.73. Uvazujme kooperativni oligopolni hru (N, v,), ktera je asociovana
s oligopolni situaci (N, (w;)ien, (Ci)ien,p), kde N ={1,2,3,4}, w; = 1,7,Vi € N, C; =

2x;,Vi € N, a inverzni funkce poptavky je definovdna nasledovné p(X) =10 — X.

ST [ 1 ] 2 3 |4
vy(S) | 2,56 | 5,29 | 9,9225 | 16
Tabulka 2.2: v-charakteristickd funkce pro priklad 2.5.73

Tato hra splituje nutnou a postacujici podminku konvexnosti a je konvexni. Na obrazku
2.2 je vidét, ze jadro ma regularni konfiguraci a je skutecné ,, velké*.

Pozndmka. Vypocet hodnot charakteristické funkce byl proveden pomoci programu
resiciho linearni oligopolni pripady, ktery je soucasti této prace a je uveden v kapitole 4.
K vykreslovani byla pouzita knihovna MATLABu TUGIab [12].

2.5.2. Konvexnost v obecném pripadé

Kromé v-charakteristické funkce taky existuji dalsi koncepty prevadéni hry v normélnim
tvaru na koaliéni hru, kterymi jsou a- a f-charakteristické funkce [13]. Pro nas pripad
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Obrézek 2.1: Jadro pro priklad 2.5.72

oligopolni hry v normalnim tvaru asociované s a-charakteristickou a fg-charakteristickou
funkef jsou (N, v,) a (N,vg) respektive, kde V.S € 2V

va(S) = max z_gnéi}(l_g ; Ti(Ts, T_s),
(2

vg(S) = , in  max > mi(rs, r_g),
(2

kde X_g = ILigsX; s prvky _g = (x;)igs. Za predpokladu, ze inverzni poptavkova funkce
je ryze klesajici, plati

Vog € Xg, w_g = (w;)igs € arg min Zm(xs,x_s) (2.5.14)
€s

z_s€X g%
(3

a pro asociované kooperativni hry (N, v,) a (N,vg) plati néasledujici véta.
Véta 2.5.74. Pro dvé kooperativni hry (N, v,) a (N, vg) asociované s oligopolni hrou
v normalnim tvaru I' = (N, (X;, m;);en) plati

va(S) = v5(8) = > mi(ah(w_s),w_s), VS C N,

i€S
kde z§(w_g) € argmax, exq Ts(zg, w_g).

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [14]. O
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Obrézek 2.2: Jadro pro priklad 2.5.73

Véty pro konvexnost v., odvodime pomoci analogickych vét pro vg za pouZziti extrém-
niho pripadu nasledujici véty.

Véta 2.5.75. Pro dvé kooperativni hry (N, v,) a (N, vg) asociované s oligopolni hrou
v normalnim tvaru I' = (N, (X;, m;)ien) plati

v,(S) > v(S5), VS C N.

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [10]. O
Véta 2.5.76. Jestlize oligopolni hra v normalnim tvaru I' = (N, (X;, m;);en) spliiuje
ar g, =w, VS €2V S| =1, Vi &S,
pak pro dvé asociované kooperativni hry (N, v,) a (N, vg) plati vg = v,

Dikaz. Jak uz bylo zminéno diive,

va(S) =Y mi(ws(w_s),w_s), VS C N.

i€S

Jestlize I' = (N, (X;, mi)ien) oligopolni hra v normalnim tvaru, pak pro kazdé S C T € 2V
plati
v <, Vi@ T
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Takze z predchozi nerovnosti a predpokladii véty dostaneme x* o, = w;, VS € 2N Vi g S.
Podle definice rovnovahy c¢dstecné dohody pod S pro piipad 2% 5; = w;, VS € 2N Vi g S,
plati 2% = 2§ (w_g). Na zavér dostavame vztah

v, (8) =) milahats) =Y mi(zh(wos),w_s) = vs(S).
€S €S
]

Ted se soustfedime na dveé véty o konvexnosti oligopolnich her s [-charakteristickou
funkei pro obecné pripady.
Véta 2.5.77. Jestlize oligopolni situace (N, (w;)ien, (Ci)ien,p) spliuje nésledujici
predpoklady
p(X) = A—bX,

Ci(x;) = ¢z, Vi € N,
Ab,c; e Ry, i €N,
pak kooperativni hra (N, vg) asociovana s oligopolni hrou v normalnim tvaru
['= (N, (X, m)ien) je vzdy konvexni.
Diikaz. Dikaz lze nalézt v [8]. O

Pred uvedenim znéni véty pro maximalné obecny pripad je potieba zavést dalsi pojmy
jako typ firmy, elasticita poptavky a trzni podil.
Definice 2.5.78. Rekneme, Ze v koalici S

« firma i je typu 1, pokud existuje takova firma j € S\ {i} spliujici
0< a:gJ < w;.

o firma i je typu 2, jestlize 2 ; = 0 pro viechny j € S\ {i}.
o firma ¢ je typu 3, jestlize firma ¢ neni ani prvniho ani druhého typu.

Definice 2.5.79. TrZni elasticita poptavky n: Ry — R a trznf podil p (X) firmy i € S
vzhledem ke koalici S € 2V \ {0} jsou definované jako

p(X) 1 s Ty
— and 7 (X) = —=,
X §_§(X) X

n(X) = -

kde p(X) je inverzni funkce poptavky.

Véta 2.5.80. Oligopolni hra (N,vs) je konvexni, jestlize C;(z;) je diferencovatelna
pro kazdé i € N a pro kazdé S C N, S # (), a pro kazdé i € S ndsledujici podminky jsou
splnény:

(i) Jestlize firma i je typu 3 v S, pak ndkladovy rozdil alternativniho reprezentanta
j € 5\ {i} koalice S je vétsi nez nédkladovy rozdil firmy i, t.j.

Cj(zy;) — Cilas,; + w5, — wi) = Ciwi) — Ci(zyg,).
(i) Jestlize firma i je typu 1 v .S, pak pro alternativniho reprezentanta j € S\ {i} plati
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1) pramérné naklady firmy j vypoctené v optimélni hodnoté T ; jsou Vvetsi nez
prumérné naklady firmy ¢ vypoctené v jeji vyrobni kapacité w;, tj.
>

Cj (x*Sj) Ci(ws)

* .
xS,j Wi

>0,

2) funkce primérnych nékladi firmy j je izotonni v optimdln{ hodnoté z% ;, to
znamend, ze mezni naklady firmy j jsou vétsi nez jeji prumeérné ndklady vz ;,

t].
oC,; Cj(xs
_J(x*sj) > M >0,
Ox; "~ T

3) prumérné néklady koalice S jsou vétsi nez mezni zisk firmy j vypocteny pro
agregovany vystup odvétvi X% t.j.

p(X P9 <1 - “JS(XP’S)> < >ies Ci(Ts,)

n(X") 2ies U5,

Cj(fg,j)

P
Ts,5

(iii) Jestlize firma i je typu 2 v S, pak > CL‘”) > 0 plati taky pro j = .

Diikaz. Dikaz lze nalézt v [8]. O

Véta 2.5.81. Mizeme pouzit véty 2.5.77 a 2.5.80 pro v,, jestlize x” 4, = w;, VS €
2N S| =1, Vi € S, je splnéno.

Demonstrujeme platnost prvni véty, ktera dava postacujici podminku pro linearni
oligopolni situaci s ruznymi meznimi naklady. Analogicky jako predtim budeme uvazovat
dva pripady, které se budou lisit pouze ve vyrobnich kapacitach firem.

Priklad 2.5.82. Uvazujme kooperativni oligopolni hru (N,v,), kterd je asociovana
s oligopolni situaci (N, (w;)ien, (Ci)ien,p), kde N = {1,2,3}, wy = 5, ws = 5, wg =
6, C1 = bxy, Cy = 4xy, C3 = 3x3 a inverzni funkce poptavky je definovana nasledovneé:
p(X) =20 — X. Po provedeni vypoctu a zaokrouhlovani dostaneme tabulku 2.3.

S {ap{2p {3 {12} | {1.3} | {2,3} | {1.2,3}
vy(S) | 9 | 16 | 25 25 36 39 70
Tabulka 2.3: y-charakteristicka funkce pro priklad 2.5.82

Tato hra nesplnuje predpoklad véty, protoze vystupy hract pri Cournotové rovnovaze
jsou 3, 4 a b, coz pro kazdou firmu je mensi nez jeji kapacitni omezeni. Hra neni konvexni,
protoze neni ani superaditivni. AvSak na obrazku 2.3 je vidét, Ze jadro vyplni skoro celou
mnozinu imputaci.

Priklad 2.5.83. Uvazujme kooperativni oligopolni hru (N,v,), kterd je asociovana
s oligopolni situaci (N, (w;)ien, (Ci)ien,p), kde N = {1,2,3}, wy = 3, we = 3, w3 =
3, C1 = bxy, Cy = 4xy, C3 = 3x3 a inverzni funkce poptavky je definovana nasledovneé:
p(X) =20 — X. Po provedeni vypoctu a zaokrouhlovani dostaneme tabulku 2.4.

Po zméné kapacitnich omezeni takovym zptisobem, Ze jsou mensi, nez vystup firem pti
Cournotove rovnovaze v predchozim prikladé, hra uz bude splnovat predpoklady véty, a
tim padem bude konvexni. Konvexnost hry se da ovérit primou kontrolou platnosti vsech
nerovnosti z definice konvexnosti. Na obrazku 2.4 je vidét, ze v tomto pripadé jadro vyplni
celou mnozinu imputaci.

Poznamka. Vypocet byl také proveden pomoci programu z 4. kapitoly.
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(9,16,45)

(29.16.25) (9,36,25)

Obrézek 2.3: Jadro pro priklad 2.5.82

S {uy {2y {3} {12} | {1.3} | {2,3} | {1.2,3}
o,(S) [ 18 [ 21 [ 24 | 39 | 42 | 45 | 6525

Tabulka 2.4: y-charakteristicka funkce pro priklad 2.5.83

(18,21,26.25)

(20.25.21,24) (18.23.25,24)

Obrézek 2.4: Jadro pro priklad 2.5.83
2.6. Interpretace teoretickych vysledkii

Ted pristoupime k ekonomické a praktické interpretaci odvozenych vztahti z dokdzanych
vét. Prvni dokazanou vlastnosti kooperativnich oligopolnich her ve tvaru 7-charakteris-
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tické funkce byla jejich monotonie. Splnéni této vlastnosti zarucuje smysluplnost dalsi
analyzy, protoze kdyby firmy nemohly ziskavat vic prostfednictvim spoluprace, pak mo-
delovani Cournotova oligopolu prostrednictvim kooperativni teorie her by nemélo zadny
smysl. Také je tfeba zdtraznit, Ze to plati pro libovolnou hru. Takze miizeme Fict, Ze v
pripadé trhu splinujictho predpoklady Cournotova oligopolu, vzdy existuje néjaky slabsi
podnét firem ke spolupraci.

Monotonie ukazuje na tendenci k vytvoreni kartelu, ale ma slabou vypovidaci schop-
nost ohledné sily té tendence a toho, nakolik je pravdépodobné, Ze ten kartel skutecné
vznikne. Zrejmé hra muze byt monoténni ale nesuperaditivni, coz pak ziejmé ma nega-
tivni dopad na moznou spolupraci. Kviili tomu dalsi uvazovanou vlastnosti je konvexnost,
nebo jak ji popisoval Shapley , snow-ball* efekt. Tento popis docela dobfe odrazi smysl
konvexnosti: snéhova koule, kterad se klouze z néjaké hory, se stava nadprimérné vétsi,
protoze se na ni nalepi dalsi snih, tak vyplaty hrac¢t v konvexni hie nadproporcionalné
rostou pri zvétseni velikosti koalice.

Nejdrive se zamérime na klasicky ekonomicky ptipad, kdy firmy maji stejné mezni na-
klady a poptavka je linedrni funkci. Podle véty 2.5.71 konvexnost, a tedy silny podnét k
stabilni spolupraci mnoha firem, ma misto pouze za predpokladu znacné ohranic¢enosti vy-
robnich kapacit firem. Hra je konvexni jenom v pripadé existence urc¢itého malého pasma
mezi vystupem odpovidajicim Cournotové rovnovaze a vyrobni kapacitou. Protoze v si-
tuaci velkych vyrobnich moznosti firem mtize nastat ptripad, ve kterém outsideri dokazou
podstatné potlacit silu koalici a jeji zisky. Takze obecné v pripadé stejnych nakladovych
podminek pti velkych objemech vyroby je mensi pravdépodobnost vzniku stabilniho kar-
telu. Kartel, do kterého by se zapojily vSechny firmy, by viibec nemél vzniknout. Dobfe to
vidime na ukazkovém pripadé, ve kterém pii nesplnéni predpokladi véty jadro je tvoreno
pouze jednim bodem. Podle Driessena a Meinhardta [8] to znamend, Ze sebemensi pertu-
rbace ve vyrobnich podminkéch privede k zaniku kartelu, vzhledem k tomu, ze existuje
pouze jedno jediné Teseni, pti kterém vsSechny firmy jsou spokojené se svymi vyplatami.
Zatimco v pripadé konvexnosti je jadro velka symetrickd mnozina, coz vede k opac¢nému
zaveéru, ze firmy maji velky podnét k dlouhodobé stabilni spolupraci.

Pro linearni pripad s heterogenni strukturou nakladi firem je podminka stabilni spolu-
prace (jenom postacujici) jesté restriktivnéjsi, protoze v tom piipadé vyse zminéné pasmo
mezi rovnovaznym vystupem a vyrobni kapacitou viibec nesmi existovat.

Pro obecnéjsi pripady musi byt splnéno jesté vic pozadavki, které se kladou nejen
na velikosti vyrobnich kapacit, ale také na tvary poptavky a ndkladovych funkci. Avsak
podle ukazkového piikladu mtizeme vidét, ze nekonvexni hra muze taky mit velké jadro
signalizujici moznost stabilni kooperace. Ale v takovém prikladé nejspis nevznikne velky
kartel, ale mensi, do kterého se zapoji jen ¢ast firem na trhu.

Balancovanost zkoumanych her se popisuje problematicky zejména v pripadé linearni
situace s odlisnymi néklady. Ale ani jednou se mi nepodarilo vytvorit priklad, ve kterém
by bylo prazdné jadro. Avsak pouhd neprazdnost jadra m&a malou vypovidaci schopnost
o prubéhu hry.
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3. Vypocet hodnot v+ (S5)
3.1. Obecny popis

V této kapitole ukazeme okomentovany algoritmus vypoctu hodnot charakteristické funkce
a zduvodnime jeho funkcénost. Na zacatku obecné popiseme priubéh programu, jeho vstupy
a vystupy.

Prvni ¢tyti proménné vstupujici do programu odpovidaji svému nazvu: A a b jsou
parametry funkce poptavky p(X) = A—bX, ¢ a omega jsou vektory obsahujici naklady ¢; a
vyrobni kapacity w;, proménnd iteration odpovida maximélnimu poctu iteraci, po kterém
se ukond¢i prubéh vypoctu hodnoty charakteristické funkce pro konkrétni koalici, pokud
nedosahne pozadované presnosti eps vektoru vystupt. Do dvou vystupnich proménnych
se ukladaji vystupy firem a odpovidajici hodnoty charakteristickych funkei.

Ted si vysvetlime hlavni myslenku vypoctu. Postupné kazdy hrac¢ nebo koalice opti-
malizuje svoji ziskovou funkci volbou konkrétniho vystupt za podminky fixnich vystupt
ostatnich hrac¢t. Po tom, co probéhne optimalizace pro koalici a outsidery, vektor vystupt
hract porovname s hodnotu téhoz vektoru v predchozi iteraci. Pokud zména bude dosta-
tecné mala, tak budeme predpokladat, ze hraci dosahli rovnovazného stavu, vypocitame
hodnotu koalice pro dané vystupy hracu, ulozime ji, a cely algoritmus zopakujeme pro
zbyvajici koalice.

3.2. Konvergence

Vyse uvedeny algoritmus je znam pod obecnym nézvem best-reply dynamics. Hlavni
otazka, ktera vznika pfi jeho pouziti, je, za jakych predpokladii je konvergentni a v ko-
necném poctu kroku privede k feseni odpovidajicimu Nashové rovnovaze. K odpovédi na
tuto otazku potfebujeme zavést pojem agregacni hry.

Podle Babichenko [15] jsou agregacéni hry takové hry v normdlnim tvaru, pro které
plati, Ze strategie jednotlivych hraca jsou ¢isla z R a vyplata kazdého hrace zavisi na
jeho strategii a sumé strategii zvolenych vSemi hraci. Ekvivalentné se da rict, ze vyplata
kazdého hrace zavisi na jeho strategii a primeéru strategii zvolenych vsemi hraci. Taky se
predpoklada, ze mnoziny strategii jednotlivych hract jsou uzaviené intervaly v R.

Pak se vyplatni funkce 7;(z) predefinuje na tvar v;(z;, ). Na zdkladé této funkce se
pak definuje podmnozina agregacnich her, které se fika A-Lipschitzovska agregac¢ni hra.

Definice 3.2.84. Agregacni hru nazveme \-Lipschitzovskou, pokud Vi € N, funkce
vi(x;,-) je A-Lipschitzovska v proménné odpovidajici pruméru strategii, tj. existuje A
spliujici

X/ X// X/ X//
|Ui(l’i, —) - Ui(l’i, —)| S )\|— — —|,VI’Z € Xi> VX/,X//.
n n n n

Tvrzeni 3.2.85. Oligopolni hra v normélnim tvaru I' = (N, (X;, m;)ien) s linedrnimi
funkcemi nakladt a linedrni inverzni poptavkovou funkci je A-Lipschitzovska agregacni
hra.

Diikaz. Staci uvazovat volbu v;(x;, %) =(A— bn%)xZ —¢x; a A = bnmax;en w;. O
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V dalsi ¢asti své prace Babichenko dokazal nékolik rozsahlych vét, z nichz ale potie-
bujeme jenom jednu dulezitou skutecnost: pro A-Lipschitzovské agregacni hry best-reply
dynamics konverguje k Nashové rovnovaze.

Tento pohled je vyhodny tim, Ze se d& jednoduse zobecnit. Hledani hodnoty koalice
S je v podstaté hledanim Nashovy rovnovahy pro pripad, Ze misto vsech ¢lent koalice
S mame jako hrace celou koalici. Ale to neovlivni obecny tvar vyplatni funkce a jeji A-
-Lipschitzovskost (zfejmé A\ je konstanta obecné jind pro kazdou koalici S). Takze pro
obecny pripad je best-reply dynamics také konvergentni.

Déle si strucné a bez dikazu uvedme jesté jeden pohled na agregacni hru uvedeny v
[16].

Zase predpokladejme, ze vyplatni funkce 7;(z) zdvisi pouze na strategii zvolené hracem
a sumeé strategii vSech hract. Pak existuje funkce ¢; : X; x Xx takova, ze Vo € Xy,
mi(v) = ¢i(x;, X), kde X = 3. v via Xy ={D .y i : 2 € X;} je mnozina piipustnych
sum. Dale se definuje funkce

_ 877'@(1’) _ 8¢Z($Z,X) + 8¢Z(xl>X)

Diwi, X) = —5 - o X

Definice 3.2.86. Hra v normélnim tvaru je agregac¢ni, pokud pro vsechny hraci: € N
plati nasledujici predpoklady:

1. mnozina strategii X; je kompaktni a konvexni podmnozinou R;

2. vyplatni funkce m;(x) je dvakrat diferencovatelnd a je striktné kvazi-konkavni vzhle-
dem k x; € X, tj. plati m;(x}, (x});2) > mi(2], (x}) ), «; # «7, implikuje m;(Ax} +
(1= N7, (5) ) > mia, (25)5);

3. Nerovnost

Ox; N Ox? 0x;0X

7

<0
je splnéna Vx; € X; aVX € Xy.

Oligopolni hra v normélnim tvaru I' = (N, (X;, 7;)ien) s linedrnimi funkcemi nakladu
a linedrni inverzni poptavkovou funkci je agregacni hrou ve smyslu predchozi definice.
Podminka 1. je zfejmé, podminka 3. se da ovérit primym vypoctem, podminka 2. je
splnéna na celém uvazovaném prostoru strategii: symetricka kvadraticka forma, ktera je
soucasti vyplatni funkce, nenabyva kladnych hodnot.

Soucésti citované prace je dikaz, ze best-reply dynamics je globalné konvergentni pro
agregacni hry.

Jak uz bylo zminéno, v nasem algoritmu hledame Nashovu rovnovahu pro obecné;jsi
pripad, kde ¢ast hracl ma spole¢nou vyplatni funkci. Podminky z definice se daji zobecnit:
pro obecny pripad podminka 1. vyzaduje mnozinu strategii reprezentovanou uzavienym
kvadrem, podminka 2. vyzaduje kvazi-konkavnost ve vice proménnych a podminka 3.
vyzaduje negativni definitnost odpovidajici matici na mnoziné strategii. Tyto podminky
jsou splnény pro obecny pripad. A tedy best-reply dynamics je globalné konvergentni.
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3.3. Program

function [vystupy, v] = Linearnicournot(A,b,c,omega,iteration ,eps)
%v pripade potizi s optimalizaci pomaha zmenseni tolerance omezeni,
Y%predem nastavena hodnota je le—8, napriklad
options = optimoptions(@quadprog, 'TolCon',0.00001);
%doporucuje se dodrzovat vztah eps>TolCon
Y%stanoveni poctu hracu
n=length (c);
Y%stanoveni mezi
lb=zeros (n,1);
ub=omega ';
Y%pocatecni vektor vystupu
x=1b ;
Y%pocitame obycejnou Cournotovu rovnovahu
for k=I1:iteration
x0=x; %vektor vystupu z predchozi iterace
for i=1l:n
Y%zadavani matice a vektoru ulohy, znamenka menime na opacna
Y%protoze quadprog slouzi k minimalizaci
H=zeros (n);
H(i,:)=bxones(1,n);
H(:,i)=bxones(n,1);
H(i,i)=2«b;
f=zeros (n,1);
£(i)=—Ate(i);
%vystup hracce i je libovolny , zatimco vystupy zbytku jsou fixni
eql=eye(n);
eql(i,i)=0;
eq2=x;
eq2(1i)=0;
Y%optimalizace
[x,hodnota (i)]=quadprog(H,f,[],[] ,eql,eq2',lb,ub,[],options);
end
Y%podminka ukonceni vypoctu
if norm(x—x0)<eps
%ukladani hodnot
vystupy {1}(1,:)=x";
v{1}(1,:)=abs(hodnota);
Y%ukonceni vypoctu
break
end
end
Ymusime vyzkouset vsechny mozne number—prvkove kombinace z n hracu
for number=2:n
%funkce pro vyber number—prvkovych mnozin
comb=nchoosek (1:1:n,number);
Y%pocet number—prvkovych koalic
[sizel ,~]=size (comb);
%dale se postupuje analogicky
for j=l:sizel
x=1b ;
for k=1:iteration
%counter slouzi ke sledovani skutecnosti, ze uz mame spocitanou
Y%hodnotu koalice
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counter =0;
x0=x;
for q=1:n
%alokoujeme pamet pro matici a vektor
H=zeros (n);
f=zeros(n,1);
if ismember(q,comb(j,:)) && counter==0
Y%vytvorime matici pro koalici
for i=1:number
H(comb(j,i),:)=b*ones (1,
H(:,comb(j,i))=bxones(n ;
£ (comb(j , i))=—Atc (comb(j ,i));

n);
1);
end
for i=1:number
for m=1:number
H(comb(j,i),comb(j,m))=2xb;
end
end
%konec zadavani matice a vektoru pro koalici
Y%zafixujeme vystupy outsideru
eql=eye(n);
%vystupy clenu koalice jsou libovolne
for m=1:n
if ismember (m,comb(j,:))
eql (m,m)=0;
end
end
eq2=x;
for m=1:n
if ismember (m,comb(j,:))
eq2 (m)=0;
end
end
%vypocet
[x, fval]=quadprog (H,f,[],[] ,eql,eq2',1b ,ub,[] ,options);
Y%pridame jednicku ke counteru
counter=counter+1;
Y%pokud vypocet pro koalici uz byl v teto iteraci
Y%proveden , tak se nedeje nic
elseif ismember(q,comb(j,:)) && counter>0
Y%optimalizace pro outsidery

else
H(q,:)=bxones(1,n);
H(:,q)=bxones(n,1);
H(q,q)=2+b;

f=zeros (n,1);
f(q)=—A+c(q);
eql=eye (n);
eql(q,q)=0;
eq2=x;
eq2(q)=0;
x=quadprog (H,f ,[] ,[] ,eql,eq2",1b,ub,[] , options);
end
end
if norm(x—x0)<eps
vystupy {number}(j,:)=x";
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v{number}(j,1)=abs(fval);
break
end
end
end
end
end
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4. Aplikace

V aplikacni ¢asti se budeme zabyvat moznostmi modelovani jednodenniho chovani trhu
ropy. Hlavnim cilem je vybudovany teoreticky model co nejvice priblizit realité. VSechna
uvazovana data budou pouze priblizna, ale budou se opirat o skute¢né idaje z roku 2015
[17].

4.1. Sestaveni modelu

Na zacatku budeme uvazovat trh ropy, na kterém je 15 hract: USA, Rusko, Saudska
Arébie, Irdk, Irdn, Cina, Kanada, Spojené Arabské Emiraty, Kuvajt, Brazilie, Venezuela,
Mexiko, Nigérie, Angola a Norsko. Takze mame N = {1,...,15}, kde hrac¢ 1 reprezentuje
USA atd. dle vyse uvedeného poradi zemi.

K definovani mnozin strategii jednotlivych hracia pouzijeme nésledujici tabulku:

i Zemeé Produkce w;
1 USA 9,415 10,357
2 Rusko 10,25 11,275
3 | Satdska Arabie 10,05 11,055
4 Irak 4,054 4,459
5 [ran 3,3 3,63
6 Cina 4,278 4,706
7 Kanada 3,677 4,045
8 SAE 2,82 3,102
9 Kuvajt 2,562 2,818
10 Brazilie 2,437 2,681
11 Venezuela 2,5 2,75
12 Mexiko 2,302 2,532
13 Nigérie 2,317 2,549
14 Angola 1,842 2,026
15 Norsko 1,61 1,771
> Suma 63,414 | 69,755

Tabulka 4.1: Poc¢atecni data pro model

Druhy sloupec reprezentuje primérnou produkci ropy v jednotlivych zemich za rok
2015 v milionech bareli. Kapacitni omezeni v tfetim sloupci odhadneme jako o 10 procent
navysenou produkci. Mnozinu strategii jednotlivych zemi pak popiSseme jako uzavieny
interval X; = [0, w;].

Déle je zapotrebi urcit naklady na vyrobu jednoho barelu ropy jednotlivych zemi v
americkych dolarech: C; = ¢;x;, kde

c=(36,2; 17,2; 9,9; 10,7; 12,6; 29,9; 41; 12,3; 8,5; 48,8; 23,5; 29,1; 31, 6; 35,4; 36, 1).

Odhadnuté inverzni funkce poptavky vypada nasledovné: p(X) = 308,55 — 4, 1425X
kde X je celkové mnozstvi ropy v milionech barelt, které bylo vyprodukovano za 1 den
uvazovanymi 15 zemémi. Takze inverzni poptavkova funkce uz zohlednuje to, zZe neuvazu-
jeme cely trh ropy, ale pouze jeho ¢ast. Na zbyvajici ¢ast se pohlizi jako na konstantu.
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Ziskové funkce jednotlivych zemi pak vypadaji nasledujicim zptisobem:
mi(z) = (308,55 — 4, 1425 X ) x; — ¢;x;.

V tuto chvili uz jsou k dispozici vSechny potiebné informace k sestaveni hry ve tvaru
~-charakteristické funkce. Zrejmé existuje velké mnozstvi koalici, které miizou vzniknout
z 15 hracu, ale funkénost modelu budeme posuzovat podle toho, jak moc vysledna celkova
produkce ropy pro ptipad vzniku koalice odpovidajici OPEC se shoduje s realitou. Pokud
dostaneme uspokojivé vysledky, budeme povazovat model za funkéni a pouzijeme jej k
popisu situaci na redlnem trhu ropy a zjednodusenému znazornéni trhu ropy pro 4 hréce,
které umozni grafickou reprezentaci vysledkai.

4.2. Ladéni modelu

4.2.1. Krok 1: Zména dolnich mezi

Po provedeni vypoctu ziskdme nasledujici data: X = 54,6335. Hned je vidét docela znac-
nou neshodu v celkovém mnozstvi produkce mezi modelem a realitou. Navic na nasledu-
jicim obrazku muzeme vidét, Ze v roce 2015 cena ropy kolisala priblizné mezi 35% a 659,
ale nas model vraci cenu 82, 2309$.

VYVOJ CENY BARELU ROPY V ROCE 2015

$63.68 564,10 457 o8

/ N\

$52,20 $53,59 550,98

Obrazek 4.1: Vyvoj ceny barelu v roce 2015

Takze ani z tohoto hlediska jej nemizeme povazovat za uspokojivy.

Avsak uvazovali jsme, Ze zemé muzou viubec neprodukovat ropu, coz v modelu pravé
nastava a neni realistické. Proto budeme predpokladat, ze kazda zemé ma stanovenou
dolni mez pro produkci ropy, ktera se odviji od spotfeby ropy v této zemi, dovozu ropy
do zemé a vyvozu ropy ze zemé. Ke stanoveni minimélni tirovné produkce pouzijeme
nasledujici tabulku.
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Vsechny tdaje jsou opét uvedené v milionech barelt za den.

7 Zemé Produkce | Spotreba | Import | Export w; i

1 USA 9,415 19,53 8,567 | 1,162 | 10,357 | 8,474
2 Rusko 10,25 3,693 0,297 | 4,888 | 11,275 | 8,285
3 | Satdska Arabie 10,05 3,141 0 7,416 | 11,055 | 9,045
4 Irak 4,054 0,807 0 2,462 | 4,459 | 3,269
5 Iran 3,3 1,952 0,087 | 1,042 3,63 | 2,907
6 Cina 4,278 11,12 6,167 | 0,012 | 4,706 | 3,85
7 Kanada 3,677 2,406 0,581 3,21 4,045 | 3,309
8 SAE 2,82 0,744 0 2,637 | 3,102 | 2,538
9 Kuvajt 2,562 0,453 0 1,711 | 2,818 | 2,164
10 Brazilie 2,437 3,144 0,394 | 0,397 | 2,681 | 2,193
11 Venezuela 2.5 0,776 0 1,548 2,75 | 2,324
12 Mexiko 2,302 2,007 0,011 1,199 | 2,532 | 2,072
13 Nigérie 2,317 0,277 0 2,231 | 2,549 | 2,085
14 Angola 1,842 0,132 0 1,745 | 2,026 | 1,658
15 Norsko 1,61 0,218 0 1,255 | 1,771 | 1,473
> Suma 63,414 50,40 16,105 | 32,915 | 69,755 | 55,645

Tabulka 4.2: Data pro ladéni modelu

Posledni sloupec reprezentuje pravé minimélni mnozstvi produkce pro jednotlivé zemé,
které bylo ziskano nasledujicim zptisobem:

0,9 % Produkce;, jestlize Spotreba; — Import, + Export, > Produkce;,
v =
Spotreba; — Import, + Export,, jinak .

Ted zduvodnime, pro¢ byl pouzit pravé takovy postup pro stanoveni miniméalniho
mnozstvi produkce. Aby zemé uspokojila svoji potfebu ropy, musi minimalné pokryt roz-
dil mezi svoji vlastni spotfebou a importem ropy do zemé, ale jesté miize exportovat ropu,
takze je potreba k predchozi hodnoté pri¢ist hodnotu exportu, na kterou budeme pohlizet
jako na statem stanovenou normu vyvozu ke splnéni urcitych ekonomickych cili. Avsak v
modelu neuvazujeme, ze zemé muze cerpat ropu z diive vytvorenych rezerv, proto, pokud
minimalni produkce stanovena predchozim zptsobem je vétsi nez primérna roc¢ni pro-
dukce, pak budeme predpokladat, ze zemé cerpa ropu z rezerv, a proto odhadneme dolni
mez analogicky tomu, jak jsme to jiz udélali pro vyrobni kapacitu: budeme ji uvazovat
jako 90 procent z primérné produkce.

Takze pak mame model s X; = [v;, w;]. Po provedeni vypoc¢tu obdrzime: X = 60, 1842,
coz je ¢islo mnohem blizsi ke skuteéné produkei v roce 2015 nez v predchozim pripadé.
Dokonce vysledna cena modelu 59,2371$ spadd do pribliZzného pasma pohybovani cen
ropy v roce 2015. Tento vysledek uz muzeme povazovat za uspokojivy, ale nabizi se jesté
jedna modifikace, kterd, i kdyz mizeme pochybovat o jeji prirozenosti, prinese znacné
zlepseni.
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4.2.2. Krok 2: Zohlednéni cilu koalice

Dalsi moznosti, jak zlepsit sestaveny model a priblizit jej k realité, je zahrnout do modelu
nejen maximalizaci zisku koalice ale také to, ze koalice muze mit dalsi cil spocivajici v
udrzovani pevneé zvolené ceny za ti¢elem stabilizace celkové situace na trhu. Takze budeme
predpokladat, ze koalice muze, ale nemusi mit dalsi zdjem, ktery bude reprezentovan jako
konkrétné dand uroven celkové vyroby, kterou chce udrzet, coz se pak promitne do dalsich
omezeni na vyrobu ¢leni koalice. Pak jde o maximalizaci zisku koalice prostiednictvim
restrukturalizace vyroby pro danou droven vystupu. Ziejmé muze nastat takovy pripad,
ze koalice nedokaze svého cile dosahnout, pak ale budeme uvazovat, ze se bude snazit k
nému maximalné priblizit. Predpokladejme, Ze pro nas konkrétni pripad ma OPEC za cil
udrzet troven vystupt na hodnoté 62, pak takové omezeni vypada nasledovné:

pro § ={3,4,5,8,9,11,13,14} : > x; = 62.

iEN

Po vypocétu dostaneme X = 62, coz svéd¢éi o tom, ze koalice je natolik , silnd”, ze
muze dosdhnout svého cile a uméle udrzet cenu na tdrovni p(X) = 51, 715, kterd ptiblizné
odpovida primérné cené ropy v roce 2015.

Proto pouzijeme pravé posledni verzi naseho modelu a pomoci néj se pokusime o
interpretaci situace na trhu ropy v roce 2015 z pohledu kooperativni teorie her.

4.3. Interpretace aplikace vysledného modelu

Nejprve uvedeme vysledky modelu pro koalici odpovidajici |S| = 1, S = OPEC =
{3,4,5,8,9,11,13,14} a S = N. v(OPEC) = 1148,219, v(N) = 3032 a zbyvajici data
jsou uvedena v nasledujici tabulce.

i Zemé zi, |S|=11| v({i}) |z, S=OPEC | 2;, S=N
1 USA 8,474 | 119,212 8,474 8,474
2 Rusko 8,285 273,958 8,332 8,284
3 | Saudska Arabie 9,745 393,394 11,055 9,045
4 Irak 4,459 176,453 4,459 3,269
5 Iran 3,630 136,738 3,181 2,907
6 Cina 4,706 95,851 4,706 3,850
7 Kanada 3,309 30,673 3,309 3,309
8 SAE 3,102 117,779 3,102 2,538
9 Kuvajt 2,818 117,713 2,818 2,164
10 Brazilie 2,193 3,221 2,193 2,193
11 Venezuela 2,750 73,614 2,324 2,324
12 Mexiko 2,532 53,604 2,532 2,072
13 Nigérie 2,549 47 581 2,085 2,085
14 Angola 2,026 30,127 1,658 1,658
15 Norsko 1,771 25,093 1,771 1,473
> Suma 62,349 62 55,645

Tabulka 4.3: Vysledky aplikace modelu

o4



V tomto modelu hra urc¢ité neni konvexni, protoze je porusena superaditivita. To se
da zjistit napiiklad dodatecnymi vypocty pro v({1}) + v({4}) > v({1,4}). Tahle skutec-
nost indikuje problém se vznikem a stabilitou velkého kartelu odpovidajictho monopolu.
Coz naprosto odpovida realité, protoze v realném svété neexistuje zadna mezinarodni
organizace, ktera by méla monopolni postaveni na trhu ropy.

Ale konkretné pro zjisténé hodnoty plati v(OPEC) > 3. oppc v({i}). To iika, Ze
nemuzeme zamitat vznik koalice odpovidajici OPEC. Tohle miZzeme posuzovat jako dalsi
shodu modelu a realného svéta.

Dalsi véc, ktera by mohla prispét k interpretaci vysledki, je velikost jadra. Ke zjis-
téni tvaru jadra je lepsi pouzit nasledujici zjednoduseny ukéazkovy priklad, ktery umozni
grafickou reprezentaci jadra.

4.4. Ukazkovy priklad

Piiklad 4.4.87. Uvazujme kooperativn{ oligopoln{ hru v, € G¥, kterd je asociovana s
oligopolni situaci (N, (w;)ien, (Ci)ien, p), kde N ={1,2,3,4},

v; = (8,4735; 8,2845; 9,045; 3,269), w = (10,3565; 11,275; 11,055; 4,4594), Ci(z;) =
cixy, ¢ = (36,2; 17,2; 9,9; 10,7) a inverzni funkce poptéavky je definovana nasledovné
p(X) = 185,75—4,1425X. Navic pro koalici S = {3,4} je stanoven vyrobni cil ..\ z; =
32, 3. Po provedeni vypoctu a zaokrouhlovani dostaneme

S T T2 T3 Ty v(S)
{1} 8,4735 | 8,6643 | 10,4265 | 4,4594 | 143,1328
{2} 8,4735 | 8,6643 | 10,4265 | 4,4594 | 310,9771
{3} 8,4735 | 8,6643 | 10,4265 | 4,4594 | 450,34
{4} 8,4735 | 8,6643 | 10,4265 | 4,4594 | 189,0421

{1,2} | 8,4735 | 8,2845 | 10,6164 | 4,4594 | 453,6611
{1,3} | 84735 | 9,355 | 9,045 | 4,4594 | 583,9312
{1,4} |8,4735|9,0611 | 10,8233 | 3,269 | 301,0133
{2,3} | 8,4735 | 8,2845 | 9,045 | 4,4594 | 814,4551
{2,4} | 8,4735 | 8,2845 | 11,055 | 3,269 | 480,9948
{34} | 84735 | 8,388 | 11,055 | 4,3835 | 645,6401
{1,2,3} | 8,4735 | 8,2845 | 9,045 | 4,4594 | 10194
{1,2,4} | 8,4735 | 8,2845 | 11,055 | 3,269 657,2
{1,3,4} | 8,4735]9,9502 | 9,045 | 3,269 783,1
{2,3,4} | 84735 | 8,2845 | 9,045 | 3,269 | 1078,5
{1,2,3,4} | 8,4735 | 8,2845 | 9,045 | 3,269 | 13252
Tabulka 4.4: Vystupy koalic a v-charakteristické funkce pro ptiklad 4.4.87

Pro tuto hru plati analogické vztahy jako v predchozim pripadé. Pokud se podivame
na jadro na nasledujici strance, tak zjistime, ze je relativné velké v poméru s mnozinou
imputaci. Navic vidime, ze zisky Ruska a USA nemaji podstatny vliv na urceni konkret-
niho bodu jadra. Hlavni zalezitosti je, aby se mezi sebou domluvily Satdska Aréabie a Irak.
To neni problematické vzhledem k prospésnosti jejich koalice pro ¢leny. Takze i takovy
maly priklad se docela shoduje s realitou, protoze indukuje podnét ke vzniku OPEC.
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Obrézek 4.2: Jadro pro priklad 4.4.87
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V teto diplomové praci jsme se zabyvali kooperativni teorii her a jeji aplikaci pro
Cournotuv model oligopolu. Podrobné byla nastudovana matematicka a ekonomicka teo-
rie, ktera pak byla pouzita k vytvoreni zdkladniho modelu slouziciho k popisovani pribéhu
rozhodovaciho procesu firem na trhu. Dtkladné byly prozkouméany a popsany vlastnosti
kooperativnich her odpovidajicich zminénému modelu. Déle ten model byl aplikovan na
oligopolni situaci priblizenou k realnému trhu ropy. Nedilnou soucésti prace je také algo-
ritmus vypoctu hodnot charakteristické funkce.

Za hlavni ptfinos prace lze povazovat véty 2.5.71 a 2.5.81, které jsou nejpodstatnéjsim
vysledkem podkapitoly o konvexnosti.

Obé c¢asti prvni kapitoly byly vénovany zdkladnim pojmim a poznatktim. V prvni
casti byly vysvétleny poznatky z ekonomické teorie o oligopolech, které jsou potiebné z
aplika¢niho a interpretacniho hlediska. Druhé ¢ast povidala o hlavnich definicich a vétach
kooperativni teorie her. Dohromady tyto ¢asti by mély tvorit uceleny text, ktery by mél
slouzit jako zaklad pro zpracovani nasi problematiky.

Ve druhé kapitole byl popsan model, ktery byl pouzit pro definovani kooperativnich
her ve tvaru ~-charakteristické funkce. Znacna ¢ast druhé kapitoly je vénovana vlast-
nostem téchto kooperativnich her, které nejsou tak dobie znamé jako vlastnosti her ve
tvaru a- a p-charakteristickych funkei. Oproti zminénym pristuptim hry ve tvaru 7-cha-
rakteristické funkce zachovavaji racionalitu outsideru v modelu. Odvodili jsme originalni
véty o monotonii a konvexnosti vyslednych her. Tyto véty pak byly pouzity jako pod-
klad pro interpretaci pribéhu hry, ktera by méla poskytnout prehled o chovani firem na
Cournotovem trhu.

Treti kapitola se hlavné sklada z programu, ktery byl pouzit k vypoc¢tu hodnot cha-
rakteristické funkce. Ukazalo se, ze algoritmus, na kterém je zalozen program, je vzdy
konvergentni pro uvazovany typ her. Bez tohoto programu by nebyla mozna aplikace
naseho pristupu na realna data.

Ctvrta a zavéretna kapitola se zabyvala aplikaci modelu na data z trhu ropy. P¥ima
aplikace ukazala potfebnost ladéni modelu za tcelem priblizeni vyrobnich podminek re-
alité. Upraveny model byl pak pouzit k popisu trhu ropy a generoval vysledky, které
odpovidaji realité.

Tahle skutecnost svédéi o mozném vyuziti zvoleného postupu pro indikaci kartelil na
riznych trzich. Jako mozné zlepSeni modelu se nabizi vétsi priblizeni vyrobnich podminek,
napiiklad moznost vytvaret rezervy a cerpat z nich.

7 teoretického hlediska predmétem dalsitho zkouméani muze byt hledani obecnéjsich a
jednodussich podminek konvexnosti v maximalné obecném pripadé.
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