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Anotace

STOCKOVA, T. Soustavy linearnich rovnic. Hradec Kralové, 2022. Bakalar'ska prace
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Hradec Kralové. Vedouci bakalarské prace
Kiihnova Jitka, RNDr. Ph.D.

Bakalarska prace se zabyva soustavami linearnich rovnic a jejich reSitelnosti

v soucasnosti a v historii. Popisuje riizné metody reSeni soustav jako je Gaussova
elimina¢ni metoda, Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda, vyuziti Cramerova
pravidla ¢i inverzni matice. Prvni ¢ast je vénovana objasnéni pojmu soustavy
linedrnich rovnic a prace s nimi tak, jak je feSime v dneSni dobé. Druha Cast je
zamétena na historické poznatky k soustavam linedrnich rovnic, jeZ se dochovali.
Jsou zde FeSeny ptiklady ze starovéku a stiredovéku. Ulohy se zabyvaji
problematikou z béZného Zivota, které lidé v této dobé resili, prevazné
hospodarstvim.

Klicova slova

Linearni rovnice, historie, ilohy, feSeni rovnic, soustavy
Annotation

The bachelor thesis deals with systems of linear equations and their solvability in
the present and in history. It describes various methods of solving systems such as
Gaussian elimination method, Gauss-Jordan elimination method, use of Cramer's
rule or inverse matrix. The first part is devoted to clarifying the concept of a system
of linear equations and working with them as we solve them today. The second part
is focused on historical knowledge of systems of linear equations that have been
preserved. Examples from antiquity and the Middle Ages are solved here. The tasks
deal with issues from everyday life - mainly the economy - that people dealt with at
that time.
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Linear equation, history, tasks, solving equations, systems
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Uvod

Linearnimi rovnicemi se zabyvali jiZ naSi predci, prvni dochované sbirky uloh
pochazinejspisSe z 16. stoleti pied nasim letopoctem. V této dobé resili ilohy pomoci
linedrnich rovnic, aniz by postup takto pojmenovali. Zacatky matematiky staly na
pokusu a omylu, a tim vznikaly zcela nové metody.

Pro ucitelskou praxi je nezbytné nutné znat jiz zaklady, tedy historii. Proto, abychom
mohli ucit a vysvétlovat novou latku zakim, je dllezité ucivu porozumeét. Jak jinak
miiZeme pochopit zaklady matematiky a vS§eho kolem nas nez znat historii toho, jak
to vSechno zacalo? V davné historii se matematika vyvijela diky lidskym potifebam,
jeji vznik souvisel s praktickym vyuzitim. Lidstvo se rozvijelo a dtilezitou soucasti
tohoto rozvoje bylo zdokonalit matematickou gramotnost, predevSim pocty a
geometrii pro praktické vyuziti.

Bakalarska prace na téma soustavy linearnich rovnic se zabyva algebraickou rovnici
a pribliZuje pojmy linedrni rovnice, soustavy linearnich rovnic, problémy
reSitelnosti a zplsoby reSeni danych rovnic a jejich soustav. Predpokladaji se
zakladni znalosti z teorie algebraickych rovnic. Prvni kapitola popisuje reSeni
soustav linearnich rovnic pomoci zakladnich metod, jako jsou: Gaussova eliminac¢ni
metoda, Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda, Cramerovo pravidlo a Feseni soustav
linedrni rovnic pomoci inverzni matice. V této kapitole jsem pievazné cerpala od
Karla Rektoryse a ze skript Tatiany Gavalcové a Pavla Prazaka.

Druhd a treti kapitola jsou jiZ zaméfeny na historii linearnich rovnic. Prace se
zabyvaji dlohami, jejichZ reSeni se da ziskat pomoci soustav linedrnich rovnic.
Linedrni rovnice se objevovaly uZz ve starém Egypté a Mezopotamii. Jeden
z nejvétsich pokroki feSeni linearnich rovnic nastal ve staré Ciné.

Jak jiz bylo zminéno, cilem prace je vytvorit prehled riiznych metod reSeni soustav
linedrnich rovnic a ukazat, jaké ulohy vedouci na soustavy linedrnich rovnic se resily
ve starovéku a stifedovéku a jakym zptlisobem se tehdy tesily a jakym se fesi nyni.
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1 Linearnirovnice

VSechny rovnice i soustavy linearnich rovnic jsou uvazovany nad R.

DEFINICE 1

Linedrni rovnici o n nezndmych x4, x5, ..., X, rozumime rovnici ve tvaru

aixq + a2x2+ e +anxn = b, (11)

kdea,,a, ...,a,,b,xq,...,x, jsou redlnd Cisla.

Poznamka:

Redlna ¢isla aq,...,a, se nazyvaji koeficienty rovnice (1.1), redlné cislo b se
nazyva prava strana rovnice, resp. volny, nékdy téZ absolutni, ¢len rovnice (1.1).

DEFINICE 2

Soustavou m linedrnich rovnic o nnezndmych x4, x,, ..., X, nazyvdme soustavu

(1.2)
allxl + alzxz + oo + alnxn = bl’
aleZ + azzxz + + aann = bz,
Am1iX1 + AuaX, + -+ aupXn = by,
kde ay4,...,@mn, b1, --., by jsou redlnd cCisla.
DEFINICE 3
Matice
a1, Q12, t, Qan (1.3)
_| @21, Qz2, v, Qpp i .
A=\ ... .. | typu (m,n) se nazyvd matice soustavy (1.2).
Am1, Am2, 5 Amn
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Matice

Ai1,  Qqz, 5 Qin| by (1.4)
Az1, Qzz, ***, Qan|b e
B=| -~ M TR | opu (myn o+ 1) se nazpvd rozsifend

Am1,  Qmz, **»  Amnlby,
matice soustavy (1.2).
by

Vektor b = (by, by, ...,by,)T = ( :
b

) se nazyvd vektor pravych stran.
Poznamka:
Soustavu linedrnich rovnic (1.2) mGzeme také zapisovat ve tvaru

1. Z;;laij.x]- = bi' I = 1,2, ., m.
2. Matici (1.3) lze psat ve tvaru A = (a;;)

i=1,2,..m

j=1,..n nebo pOllZBA: (aij)-

1.1 Maticovy zapis soustavy

Soustavu (1.2) 1ze prepsat do maticového tvaru s vyuzitim maticového soucinu

aq1 A1n X1 b,
azi Qon X2\ [ by
Am1 Amn Xn b,,

nebo ji 1ze zapsat jako maticovou rovnici

Ax = b,

kde tedy A4 je matice soustavy, b = (bl,bz,...,bm)Tje vektor pravych stran a

T
x = (xl, Xo.. .,xn) je vektor neznamych soustavy (1.2).

Vektory xa b mizZeme chapat i jako matice. Pak zapis bude vypadat nasledovné

A-X =B,
X1 b,
X

kdeX =x = |2 |,B=b=|"2
Xp b,

15



Na soustavu (1.2) lze hledét jako na rovnost linearni kombinace sloupcovych
vektorli matice 4 a vektoru b:

(1.5)
aiq ai; Ain b,
az1 as; aon b
xl' . +x2' : ++Xn . = :2 )
am1 Am2 Amn bm

coz mlZeme zapsat strucné ve tvaru
X1 aq+xyax+...4+x,-a, =b.

RozliSujeme dva typy soustav linedrnich rovnic (1.2), a to podle vektoru b. Soustavy
homogenni a nehomogenni.

Jesli b = 0 =(0,0,...,0)T hovofime o homogenni soustavé, symbolicky ji
zapisujeme:

A-x=o0 nebo A X=0kdeO =0

Je-li b # o pak hovoiime o soustavé nehomogenni, kterou lze zapsat symbolicky
jako:

A x =b;b#o0 nebo A-X =B;B+0

1.2 Res$eni soustav linearnich rovnic
DEFINICE 4

Resenim soustavy linedrnich rovnic (1.2) rozumime kaZdou usporddanou n-tici
(¢q,Cq) ey €) € R™, pro kterou plati:

a11C1 + a12C2 + oo + alnCn = bl’
a2161 + a22C2 + oo + aZnCn = bz,
Ami€1 + QupC; + o+ + amnCn = by,

tedy praveé kdyz pro libovolnéi = 1,2,..., m plati:

;161 + appxy+...+aipx, = b;.

DEFINICE 5

Soustava linedrnich rovnic se nazyvd reSitelnd soustava, jestliZe existuje alespori
jedno jeji Feseni. Soustava linedrnich rovnic se nazyvd nereSitelnd soustava, jestlize
neexistuje Zddné jeji reseni.
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Ekvivalentnimi ipravami soustav linearnich rovnic nazyvame nasledujici ipravy:

e vzajemna vymeéna libovolnych dvou rovnic soustavy

e vynasobenim jedné rovnice soustavy nenulovym realnym ¢islem

e vynechanim rovnice, ktera je linearni kombinaci ostatnich rovnic

e pricteni k-nasobku (k € R,k # 0) jedné rovnice soustavy kjiné rovnici
soustavy.

Jedna se o takové dpravy soustav rovnic, které neméni mnoZzinu resenti.

DEFINICE 6

Dvé soustavy linedrnich rovnic n nezndmych se nazyvaji ekvivalentni soustavy, pravé
kdyZ maji stejné mnoZiny reseni.

DEFINICE 7

Necht' je ddna matice A = (a;;) typu (m,n). Elementdrnimi upravami matice A
rozumime kteroukoli z ndsledujicich tuprav:

e vzajemna vymeéna dvou radkd, resp. sloupcti, matice A

e vyndasobené nékterého radku, resp. sloupce, matice A nenulovym prvkem z R

e pricteni k-nasobku nékterého radku, resp. sloupce, kjinému radku, resp.
sloupci, matice A,k € R, k + 0.

DEFINICE 8
Je-li A = (a;;) matice typu (m, n), pak rikame, Ze matice A je ve schodovitém tvaru,
jestliZe pro jeji prvky plati:

e jellin>1,paka,; =0
e jeliprongakéi € {1,2,..,m—1}%Lk€e€{1,2,..,n—1}je

Ay = Az =+ = ay = 0, potom téZ a; 411 = Ajr12 = = Ayyye41 = 0.
(Priklad 1)
Matice
5 =2 2 12| 3
_|0 3 0 5 . .
A= 0 0 1 _3| g |eve schodovitém tvaru.
0 0 0 21-3
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(Ptiklad 2)

Matice
5 =2 2 12] 3
{0 3 0 5 , .,
A= 0 0 1 -3l s neni ve schodovitém tvaru.
0 1 0 21-3
VETA 1

KaZdou matici 1ze pomoci elementarnich radkovych tprav prevést na schodovity
tvar.

DEFINICE 9

Rekneme, Ze matice A = (a;j) typu (m,n) md hodnost r, existuje-li v matici A r
linedrné nezdvislych rdadkil a kazdy dalsi radek matice A je jejich linedrni kombinaci.
PiSeme h(A) =r

Poznamka

(1) Nulovy radek matice je vZdy zavisly.

(2) Pokud jsou v matici dva stejné radky, jeden je zavisly na druhém.

(3) Hodnost matice je rovna poctu nezavislych radkd, proto hodnost matice A
typu (m, n) je h(A) <m.

(4) Radky jednotkové matice jsou nezavislé, proto jeji hodnost je rovna poctu
jejich radka.

(5) Hodnost schodovité matice je rovna pocetu jejich nenulovych radki.

(6) D4 se dokazat, ze h(A) = h(A)T

VETA 1 (Frobeniova véta)

Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych md aspotii jedno reseni prdavée tehdy, kdyz
hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy, tj. prdveé
kdyz

h(4) = h(B)

18



VETA 2

Necht soustava linedrnich rovnic (1.2) md reseni, h(A) je hodnost matice soustavy A,
h(B) je hodnost rozsirené matice soustavy a n je pocet neznamych. Potom plati:

1. Jestlize h(A) = h(B) = n, pak ma soustava pravé jedno Feseni.
2. Jestlize h(A) = h(B) < n, pak mé soustava nekone¢né mnoho reSeni.

Poznamka:

(1) Je ztejmé, Ze pokud h(A) # h(B), pak soustava nema reSeni.

(2) Homogenni soustava linearnich rovnic je vzdy reSitelna. Matice soustavy a
rozS$irena matice soustavy se lisi pouze sloupcem sloZenym jen z nul, tedy
maji stejné hodnosti.

Homogenni soustava o n neznamych ma:
a) pravé jedno, tzv. trividlni feseni (0,0, ..., 0), pravé tehdy kdyz h(4) = n
b) nekone¢né mnoho feseni, pravé tehdy kdyz h(4) < n.

(Priklad 3)
UvaZujme soustavu linedrnich rovnic
X1 + 2x2 + X3 = 4
Xy + 5x3 = 2
X3 = 1

4

1 2 5 1 2 5
PakA=(0 1 5)],B={0 1 5|2 ]jsoumaticearozsifend matice této
1

0 0 1 0 0 1

soustavy.

Tedy h(A) = h(B) = 3,n = 3 apodle Frobeniovy véty ma soustava prave jedno
reSeni.

(Priklad 4)
UvaZujme soustavu linearnich rovnic

x1 + 4x2 + 5x3 = 5
xz + 2x3 = 3
x2 + 2x3 = 3

1 4 5|5 1 4 5|5

0 1 2|13)~(0 1 2|3

0 1 213 0 0 o0lo

Tedyn = 3ah(A4) = h(B) = 2 < 3 asoustava ma nekone¢né mnoho feSeni.
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(Ptiklad 5)

UvaZujme soustavu linearnich rovnic

X1 + 8x2 + X3 = 10

5x, + 3x3 = 2

5x2 + 3x3 = 3
1 8 1|10 1 8 1|10
(0 5 3 2)"'(0 5 3 2)
0 5 313 0 0 Ol1

v

Zvolena soustava nema Zadné reSeni, protoZe h(A4) # h(B).

(Martin Kral, 2011)

1.3 Metody reseni soustav linearnich rovnic

1.3.1 Gaussova eliminacni metoda
Princip Gaussovy eliminacni metody spocivd v prevedeni zadané soustavy
linedrnich rovnic na ekvivalentni soustavu, jejiZ matice je ve schodovitém tvaru.

Necht je dana soustava linearnich rovnic (1.2):

a1 X1 + apx, + -+ agx, = by,
aleZ + azzxz + + aann = bz,
AmiX1 + Quaxs + 0+ AQunXn = by

1. Predpokladejme, Ze ¢islo a;; je rizny od nuly. Kdyby bylo ¢islo a;; rovno
nule, tak miZeme zaménit potadi rovnic a na misto prvni rovnice vloZime

rovnici, kde a;; bude riizné od nuly.
’ e , ’ vrs a; Vv o . , ..
Prvni rovnici vynasobime Cislem — a;l a pricteme ji k i-té rovnici pro
11

i =2,6,..,m.Vsoustavé (1.2) tak eliminujeme neznamou x, ze vSech rovnic,
kromé prvni. Ziskdme tim novou soustavu rovnic

(1.6)
a11x1 + alzxz + oo + alnxn = bl
alzzxz + oo + aIann = blz
! ) + e + ! — b’
A m2X2 A mnXn = m

Pti ipravach soustavy rovnic (1.2) miiZeme ziskat rovnici
0-x;,+0-x,+...40-x,=b, ve které jsou vSechny koeficienty u
neznamych rovny nule.

a) Jestlize také b = 0, pak je reSenim této rovnice libovolna n-tice redlnych
Cisel. Vynechame-li tedy tuto rovnici ze soustavy (1.2), dostaneme
soustavu, ktera ma stejnou mnoZinu reSeni jako soustava (1.2), je tedy se
soustavou (1.2) ekvivalentni.
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b) Jestlize b # 0, pak tato rovnice nema zadné reSeni, a tedy soustava (1.2)
neni reSitelna.
2. Dale budeme eliminovat neznamou x, ze vSech rovnic kromé prvni a druhé
3. Takto postupujeme analogicky aZ ziskame soustavu ve tvaru

(1.7)
C11X1 + Ci12X> + + C1k Xk + + Clnxn = d1
CorXo + + Cok Xk + + CIann = dz
CrkXk + + CrnXn = dk

kde koeficienty ¢4, ¢, .., # 0,1 <k <m, k < n.
Tedy pocet rovnic k je nejvyse roven poctu neznamych n.

1. Je-lin = k, potom z posledni rovnice
CnnXn = dnp.
. dn
mame x,, = —*-.
Cnn

VyuZijeme tzv. zpétnou substituci. Ziskanou hodnotu x, dosadime
zpét do predposledni rovnice a zjistime x,_;, atd. Nakonec ur¢ime
hodnotu x;. Soustava (1.7), tedy i soustava (1.2), ma jediné reSeni a
tim je pravé jedna n-tice realnych cisel.

2. Je-li k < n,takza tzv. volné neznamé (parametry) X1, Xx42, -, Xn (V
poctu n — k) lze dosadit libovolna realna ¢isla a nasledovné, stejné
jako v predchozim ptipadé, presné uré¢ime neznamé x, Xy_q,..., X, X1
v soustaveé (1.7). Nezndmé x, Xy_q,..., X, X1 urcujeme v zavislosti na
volnych nezndmych xj.q,Xg42,...,X,. ProtoZe za volné neznamé
mizeme dosadit libovolna redlna ¢isla, ma soustava (1.7), a tedy i
soustava (1.2), nekonecné mnoho resent.

Vztah, ktery vyjadiuje vSechna reSeni soustavy pomoci volnych neznamych
(parametrii) se nazyva obecné reSeni soustavy. Dosadime-li za parametry
konkrétni redlna c¢isla, dostaneme jedno teSeni, které nazyvame partikularni
reSeni soustavy.

Poznamka:

Pri reSeni soustav Gaussovou eliminacni metodou miizeme vyuZzivat také rozsirenou
matici soustavy. Ekvivalentni upravy soustavy rovnic odpovidaji elementarnim
radkovym operacim této matice.

To znamen4, Ze rozsifenou matici soustavy upravime elementarnimi radkovymi
operacemi na matici ve schodovitém tvaru a z ni jiZ postupné vyjadiime feseni.
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(Ptiklad 6)

Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

X1 + 3X2 + 6X3 - 12
le + 8x2 + X3 = 5
3x2 - 6X3 = 3

Rozs$ifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar.

1 3 6[12 1 3 6| 12 1 3 6| 12
2 8 1 5)~l0 2 -11|-19|~{0 2 -—-11|-19
3 0 3 -6 63

0 3 -6 3 0 0 21
Vidime, Ze h(A) = h(B) = n = 3, tedy soustava ma prave jedno reSeni.

Posledni radek matice predstavuje rovnici
21x3 = 63, tedy x5 = 3.
Z druhého radku po dosazeni za neznamou x; dostavame
2%, =—=194+11-3 = 14,tedy x, = 7.
Nakonec z prvniho fddku matice po dosazeni za neznamé x;, x, mame
X1=12—-6-3-3-7 = =27.

Soustava ma jediné feSeni (—27,7, 3).

(Priklad 7)
Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:
2x, — X, — x3 =1
10x; — 6x, + 4x3 = 5
8x; — 6x, + 14x; = 0

Rozsifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:

2 -1 -1]1 2 -1 -1 1 2 -1 -1 1
10 -6 4|5]~(0 -1 9 5]~{0 -1 9 5
8 —6 1410 0 -2 18l-4 0 0 0l—-14

Je ztejmé, Ze h(A) = 2,h(B) = 3,tj. h(A) # h(B) a podle Frobeniovy véty soustava
nema feseni.
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(Ptiklad 8)

Reste homogenni soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

Xy + x; + 2x3 4+ x4, = 0
54 — 10x, — 29%3 + 2x, = 0
3, — 2x, — 7x3 + 2x, = 0

Xy — 9%, — 24x3 — x4, = 0

(RNDr. Svétla Jilkova, CSc. A kol., 1987, str. 63; 3.7)
Rozs$ifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:

1 1 2 110 1 1 2 110 1 1 2
5 =10 -29 20} [5 =15 -39 =3[0} (0 5 13 1{0
3 -2 -7 210 0 -5 -13 -1]0 0 0 O
1 -9 =24 -110 0 —-10 -26 -2I10 0 0 0 0I0

Tedy n = 4 a h(A) = 2. Soustava ma nekone¢né mnoho feseni s dvéma realnymi
neznamymi.

Upravenou matici na schodovity tvar prevedeme zpét na soustavu rovnic:

X1 + Xo + ZX3 + X4 = 0
5x, + 13x3 + x4, = 0

Polozime
xX3=t,x,=u;t,u ER

Z posledni rovnice vyjadfime neznamou x,:

5x¢, = =13t — u
B 13 . 1
X, = z cu
Z prvni rovnice vyjadiime neznamou x4 :
= 2t = ( 13 t ! ) 2t = 3 t *
X = —X; u= z cu U=z cu

ResSenim je mnozina M vSech uspoiadanych ctveric redlnych cisel

M = {(—Et—lu,zt—éu,t,u);t,u € R}.
5 5’5 5
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(Ptiklad 9)

Reste homogenni soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

xy, + 2x, + 3x3 = 0
4x, + 7x, + 5x3 = 0
xy, + 6x, + 10x3 = 0
x, + x, — 4x;3 = 0

(RNDr. Svétla Jilkova, CSc. A kol., 1987, str. 63; 3.7)

Rozs$ifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:

1 2 3]0 1 2 310
4 7 50 . [0 -1 =7]0
1 6 10|0 0 0 110
1 1 -4I0 0 0 010

Matici upravenou na schodovity tvar prevedeme zpét na soustavu rovnic:

X1 + ZXZ + 6X3 = 0
- Xo - 7X3 = 0
X3 = 0

Z posledni rovnice vyjadfime neznadmou x,:

x2=_7X3=7'0=0

Z posledni rovnice vyjadiime neznamou x:
X, =—2x,—3x3=—2-0-3-0=0

ProtoZe h(A) = n = 3, ma podle poznamky za Vétou 2 soustava jediné trivialni
feseni (0,0,0).

(Priklad 10)

Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

4’x1 + 3x2 + 2x3 = 1
x1 + 6x2 + 11x3 = 2
3x1 + 6x2 + 9x3 = 2

Rozsifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:

4 3 2|1 1 6 11| 2 1 6 11| 2 1 6 11| 2
(1 6 11 2)~<O —21 —42 —7)~<0 —21 —42 —7>~<0 -3 —6 —1>~
3 6 912 3 6 9l 2 0 —-12 -241-4 0 -3 -6l-1
1 6 11| 2
~(O -3 -6 —1)
0 0 ol o0
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Tedyn = 3ah(A4) = h(B) = 2 < n. Soustava ma nekone¢né mnoho reSeni s jednou
volnou neznamou.

Reseni ur¢ime ze soustavy:

x1+6x2+11x3 - 2

3x, + 6x3 =1
PoloZime
x3 =t,t €ER.
Tedy
3x,=1-6t
X =3~ 2t
a

x1+6x2=2 — 11t
1
X +6° (=20 =2-11t
x1=—t

ResSenim soustavy je mnoZina M vSech uspotradanych trojic realnych cisel

M= {(—t,§ —2t, t);t € R}.

(Priklad 11)

Reste soustavu linedarnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

xy + 2x, + 3x3 — 4x, — x5 = 3
2xy, — x, + 3x3 — 4x, + 2x5 = 8
3, + x, — x3 + 2x4 — x5 = 3
4x;, + 3x; + 4x3 + 2x4 + 2x5 = =2

Xy — X — X3 + 2x4 — 3x5 = -3

(RNDr. Bohumila Cernd, 1987, str. 104: 14)

Rozsifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:
1 2 3 —4 —1 3 2 3 -4 -1 3
2 -1 3 -4 -5 =3 4 4] 2

3 1 -1 —1 3 -5 —-10 14 2 =6 |~
4 3 4 2[-2 0 -5 -8 18 6(—14
1 -1 -1 2 —=3'-3 0 -3 -4 6 —2! —6

NN
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1 2 3 -4 -1 3 1 2 3 —4 -1 3
/0—5—3 442\/0—5—3 4 4] 2
~lo 0 -7 10 -2 -8|[~]0 o0 -7 10 -2| -8/~
\o 0 -5 14 2|-16 0 0 0 48 24|-72
0 o0 11 -18 22! 36 0 0 0 —16 132l164
1 2 3 —4 -1 3 1 2 3 —4 -1, 3
/0—5—3442\/0—5—3442
~lo o -7 10 -2|-8|~|0 o0 -7 10 -2|-8]|~
\o o o0 2 1|-3 o 0 o0 2 1|-3
0 0 o0 -4 3341 0 0 0 0 3535
1 2 3 —4 -1 3
/o 5 -3 4 4 2\
~lo o -7 10 -2|-8|
\o 0o 0o 2 1|-3
o o o o 11

Upravenou matici na schodovity tvar prevedeme zpét na soustavu rovnic:

Xy + 2x, + 3x3 — 4x, — x5 = 3
— 5x, — 3x3 + 4x, + 4xg = 2

- 7x3 + 10x, — 2x5 = -8

2x4 + x5 = =3

xs = 1

Hodnotu nezndmé x; dosadime do Ctvrté rovnice a vyjadiime x, :

24 + x5 = =3
2x4, + 1 = =3
x4_ = _2

Ziskané hodnoty neznamych xs a x, dosadime do tteti rovnice:

—7x3 + 10x, - 2x5 = -8
-7x; + 10-(-2) - 2-1 = -8
x3 = _2

Analogicky postupujeme dale:

—5x, - 3x3 + 4x, + 4x; = 2
—5x, — 3:(-2) + 4-(-2) + 4-1 = 2
x2 = 0

Z prvni rovnice ziskdme hodnotu neznamé x;:

xy + 2x, + 3x3 - 4x, - x5 = 3
x + 20 + 3:(-2) - 4-(-2) - 1-1 = 3
X1 2

Soustava ma jediné reSeni (2,0,—2,—2,1).
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(Priklad 12)

Reste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

2x, + x; — X3 + x4 = 1
3xy, — 2x, + 2x3 — 3x, = 2
5¢, + x, — x3 + 2x, = -1
2x, — Xx, + x3 — 3x, = 4

(RNDr. Bohumila Cern4, 1987, str. 104; 17)

Rozs$ifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:

2 1 -1 1] 1 1 2 -1 1] 1 1 2 -1 11 1
3 -2 2 =3 2)_[-2 3 2 =31 2) (0 7 0 -1 4 _
5 1 -1 2|-1 1 5 -1 2]—-1 0 3 0 1[-2
2 -1 1 -3l 4 -1 2 1 -3l 4 0 4 0 =215

1 2 -1 11 1

-1 1] 1
(o7 o -1 4)_ 0 —1| 4

1 2
0 7
0 0 0 10[—26 0 0 0 10|—-26
0 0 0 -—101 23 0 0 0 ol -3

Vidime, Ze h(A) = 3 a h(B) = 4, tedy podle Frobeniovy véty soustava nema reseni.

(Priklad 13)

Reste soustavu linedrnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

x; + 3x; + 5x3 — 4x, = 1
xy + 3x; + 2x3 — 2x4 + x5z = -1
X1 — 2x; + X3 — X4 — X5 = 3
Xy — 4x;, + x3 + x4 — x5 = 3
Xy + 2x, + x3 — x4 + x5z = -1

(RNDr. Bohumila Cerna, 1987, str. 104; 22)
Rozsifenou matici soustavy upravime na schodovity tvar:
/1 3 5 —4 0 1\ /1 3 5 —4 0 1\
1 3 2 =2 1]-1 0 -5 -4 3 -1f 2
|1 -2 1 -1 -1 3|~~~]0 0o -3 2 1|-2]
1
1

1 —4 1 —-1] 3 0 0 0 2 1|2
1 2 -1 1'-1 0 0 0 0 o' 0

Je h(A) = h(B) = 4 < n, a tedy soustava ma nekonecné mnoho reseni.

Upravenou matici na schodovity tvar prevedeme zpét na soustavu rovnic:

x, + 3x, + 5x3 — 4x, = 1
—5x, — 4x3 — 5x, — xg = 2

—3x3 + 2x4 + x5 = -2

24 + x5 = =2
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Zvolime volnou neznidmou:

xs =t t ER

Ze Ctvrté rovnice vyjadiime hodnotu x,:

ZX4 + t = -2
2x4 - _2 —t
Xy = >
Ze treti rovnice vyjadiime hodnotu x;:
t
—3x3 + 2(-1-3) + t = 1
—3x;3 = —=2+4+2+4+t-t
X3 = 0
Z druhé rovnice vyjadiime hodnotu x,:
—5x, — 4x; + 3x4 - xg = 2
t
-5x, — 4-0 + 3-(—1—5) - Xs = 2
5 = 5+ > t
Xy = >
= 1 ! t
X, = >
Z druhé rovnice vyjadiime hodnotu x;:
x, + 3x; + 5x3 — 4x, = 1
1 1
X, + 3-(—1—§t) + 5-0 - 4-(—1—§t) = 1
X4 = >

Re$enim je mnoZina M
M—{ 1t 1 11:0 1 1tt'tER}
- ( 2 ] 2 » Y 2 )] )P

1.3.2 Gaussova-Jordanova metoda

DEFINICE 7

Rekneme, Ze matice ve schodovitém tvaru je v normovaném schodovitém tvaru,
pravé kdyz vedouci prvek kazdého radku (prvni nenulovy prvek v radku) je roven
jedné a vSechny prvky nad vedoucimi prvky jsou nulove.
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Gaussova-Jordanova metoda je postup reSeni, ktery vychazi z Gaussovy eliminac¢ni
metody, s tim rozdilem, Ze se zde eliminuji i prvky nad diagonalou. RozSifenou
matici soustavy tedy musime prevést na normovany schodovity tvar.

(Priklad 14)

Reste soustavu rovnic Gauss-Jordanovou metodou:

X1 + 3X2 + 6X3 - 12
le + 8x2 + X3 = 5
3x2 - 6X3 = 3

Reseni.

Stejné jako u Gaussovy elimina¢ni metody nejprve rozsSirenou matici soustavy,

upravime na schodovity tvar:

1 3 6]12 1 3 6| 12 1 3 6| 12 1 3 6] 12

2 8 1 5|~|l0 2 -11/-19])~(0 2 -11|-19|~(0 2 -11|-19
3 0 3 -6l 3 0 0 211 63 0 0 1 3

0 3 -6
Dale rozsifenou matici soustavy upravime tak, abychom ziskali na misté pivodni
matice soustavy matici jednotkovou.
—6 1 0 0]-27
14 |~({0 1 0f 7
3 0 0 11 3

1 3 6| 12 1 3 0
0 2 —-11|-19])~({0 2 O
3 0 0 1

0 0 1
Nynti jiZ jednodusSe nalezneme reSeni dané soustavy:

x1:_27
x2:7
x3:3

Soustava ma jediné reSeni (27,7, 3).
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1.3.3 Cramerovo pravidlo

VETA 3

Necht je dana soustava n linearnich rovnic o n neznamych:

(1.8)
ai1X1 + A12Xo + + alnxn = bl
aAz1Xy + Ar2Xy + + AornXn = b2
n1X1 + Apaxy + 0+ AppXpy = by,

jejiZ matice soustavy A je regularni. Pak ma soustava jediné resSeni

x = (xq1,X5,...,X,) aplati:

X; = ——
t det A

kde matice A4; vznikne z matice 4, nahradime-li i-ty sloupec sloupcem pravych stran,

tedy
Ay v Qi by G v Qi
det A = |72 T G2 b.z Qs v G
p1 - Aui—1 by apiz1 0 apn
(Priklad 15)
Soustavu linearnich rovnic feSme Cramerovym pravidlem:
3, + 2x, + x3 = 5
2x; + 3x, + x3 = 1
22 + x + 3x3 = 11

Reseni.
Determinant matice soustavy A je roven det A = 12 # 0. Pak podle Cramerova
pravidla dostavame:

N B S
L2 11 1 3 12 '
NS ) O
c12 2 11 3 12 '
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23 1|23
X3 = =" = — = 3.
12 2 1 11 12

Re$enim soustavy je uspotadana trojice (2, -2, 3)

(Gavalcova, Prazak, 2004, str. 69)

1.3.4 Metoda ieSeni soustav s regularni matici soustavy pomoci
inverzni matice
Mame-li soustavu linedrnich rovnic, vime, Ze ji 1ze zapsat v maticovém tvaru

A-X = B (viz. kapitola 1.1).

Je-li matice soustavy A regularni, vyjadiime pomoci inverzni matice k matici A z
maticové rovnice neznadmou matici X. Tedy obé strany rovnice vynasobime zleva
inverzni matici A~!. N4sobeni matic neni komutativni, proto je duleZité dodrZet
nasobeni zleva. Ziskame

A"l1-A-X =A"1-B,pak
X = A1 B.

Pokud-li budeme mit rovnici typu X - A = B, pak podstata feSeni bude stejn3,
pouze budeme néasobit obé strany maticové rovnice matici A~! zprava. Dostaneme

X-A-A'=B-A71,
COZ Znamena3, ze
X=B-A1

Stejné tak, jako v predchozim pripadé vyuZijeme pravou stranu v ziskani reseni
rovnice.

(Priklad 16)

Reste soustavu rovnic pomoci uZziti inverzni matice:

x1 + 3x2 + 6x3 = 12
2x1 + 8x2 + x3 = 5
3x2 - 6x3 = 3

Soustavu mliZeme zapsat ve tvaru A - X = B, kde

1 3 6 12
A=12 8 1 |,B={5
0 3 -6 3
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Z rovnice si vyjadiime X:
A-X =B /A1
Al-A-X=A1-B
X =A"1B

Vypocitdme napf. Jordanovou metodou matici inverzni A™1:

13 611 00\ /13 61 0 0
2 8 100 1 ol~(0o 2 -11]-2 1 o]~
03 —6l0 0 1/ \o 3 —6l0 0 1
10 1211 0 -1 1 0 121
~lo 2 -11]-2 1 0~02—11‘22
00 216 -3 2 00 1f7
17 1215 Ry
/10077 7\/1007
8 4 22 4
~lo 2 0 5 -2 Z22]|~l0 1 of 2
7 7 21 7
\0012_1 A/\()Olé
7 7 21 7

Provedeme nasobeni matic A~! - B

/ 17 12 15
7 7 7
12
7 7 21|\ 3
\2 1 2
7 7 21

ResSeni:

1.4 Metody reSeni linearnich rovnic na 2. stupni ZS resp. SS

1 0 121 ©
(0 2 —11|-2 1
03 —6l0 o0
0 -1

1 0.

1 2
7 21

12 15

7 7

2 11

7 21

1 2

7 21

-1
0
1

)~

Budeme se zabyvat pouze soustavami dvou linearnich rovnic o dvou neznamych.
Scitaci i dosazovaci metodu miiZeme pouzit i u soustav tri linearnich rovnic se tremi
neznamymi. Vzdy je hlavnim cilem eliminovat mnoZstvi neznamych a dostat se

k jedné rovnici o jedné neznamé.

1.4.1 Metoda dosazovaci

Metoda dosazovaci je postavena na principu, Ze z jedné rovnice vyjadfime jednu
neznamou vyjadreni dosadime ji do rovnice druhé. Ziskame tak jednu linearni
rovnici o jedné neznamé, ze které vyjadrime druhou neznamou.
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(Priklad 17)
Reste soustavu rovnic dosazovaci metodou.

2x—y =—4
S5x+y=-3

Vyjadrime neznamou y z prvni rovnice:
y=2x+4

y dosadime do druhé rovnice a ziskame rovnici pro neznamou x a pak také hodnotu
neznameé x.

5x+2x+4=-3
x=-1

Déle

y=2-(-1)+4
y=2

a feSenim dané soustavy je dvojice (—1,2).

1.4.2 Metoda scitaci

Pti vyuZivani scitaci metody vyuzivame ekvivalentnich Gprav soustav rovnice (viz.
kapitola 1.2). Jednu, ¢i obé rovnice vynasobime vhodnym nasobkem tak, aby po
seCteni obou rovnic zlistala pouze jedna neznama. Nasledny krok opét vede na
fesSeni jedné linearni rovnice o jedné neznamé.

(Priklad 18)
Reste soustavu rovnic séitaci metodou.

2x—y =-—4
5x+y=-3

ResSeni.

Secteme prvni a druhou rovnici a ziskdme jednu rovnici o jedné neznamé x:

Ziskanou hodnotu x dosadime do jedné z rovnic ze zadani:
2:(-1)—y=-4
y=2

Tedy FeSenim dané soustavy je dvojice (—1,2).
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1.4.3 Metoda srovnavaci (komparacni)

Ve srovnavaci metodé, vyjadrime z obou rovnic stejnou neznamou a z pravych stran
tohoto vyjadreni sestavime rovnici o jedné neznamé.

(Priklad 19)
Reste soustavu rovnic srovnavaci metodou.

2x —y =—4
5x+y=-3

ReSeni.
Z obou rovnic vyjadfime nezndmou y.

y=4+2x
y=-3-"5x

Obé vyjadreni srovname:

44 2x=—-3—5x
x=-1

Dopocitdme hodnoty neznamé y.

2:(-1)—y=—-4
y=2

Tedy feSenim dané soustavy je dvojice (—1,2).

1.4.4 Metoda graficka

Pri vyuziti grafické metody zobou rovnic vyjadiime neznamou y, ziskame tak
rovnice dvou pifimek. Vytvorime si soustavu soutadnic, do niZ zaneseme grafy obou
primek. Mohou nastat ti'i situace:

e PrimKy jsou riiznobézné - soustava ma jedno reSeni
e PrimKy jsou rovnobézné totoZné - soustava ma nekonecné mnoho reseni
¢ PrimKy jsou rovnobézné riizné - soustava nema resSeni

(Priklad 20)
Reste soustavu rovnic grafickou metodou.

2x —y =—4
5x+y=-3
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Reseni.
Vyjadiime neznamou y z obou rovnic.

y=4+2x
y=-3—5x

KaZzda z rovnic je rovnici praveé jedné primky.

Do soustavy souradnic znazornime grafy obou primek.

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3

Obrdzek 1 Grafické reseni prikladu 17

PiimKky jsou riiznobézné, to znameng, Ze soustava ma pouze jedno feSeni. ReSenim
jsou souradnice pruseciku obou primek, tedy fteSenim dané soustavy je
dvojice (—1,2).

35



2 Lineadrni rovnice a jejich soustavy ve starovéku

Déjiny matematiky, o kterych se v dnesSni dobé hovofi a z nichZ se vzdélavame
zacinaji tam, kde vzniklo ,pismo“. Pocatky pisma v Egypté zaznamenavame na konci
preddynastické doby, na konci ¢tvrtého tisicileti pr. n. l. Prvni snahy o pismo byli na
dievo, kiizi, tesani do kamene apod.

2.1 Egypt (1850 pr.n.l.- 600 pr.n.1.)

Nejstarsi dochovanou sbirkou zabyvajici soustavami linearnich rovnic je Rhindiv
papyrus (Obrazek 2). Jedna se o nejrozsahlejsi matematicky text tvoreny 87
matematickymi ilohami s navody a reSenim. Rhindtiv papyrus byl sepsan v 16. stol.
pr. n. l. egyptskym pisafrem Ahmosem. Nalezen byl v Thébach v poloviné 19. stoleti.
(Becvar a kol., 2003)

Moskevsky papyrus (Obrazek 3) byl sepsan za 13. dynastie a jedna se o druhy
nejvetsi staroegypstky spis s matematickou tématikou slozeny z 11 listi a 9
fragmentt. Spis pochazi z pohrebisté v Dra Abu en-Naga, oblast dnesniho mésta
Luxor. (Vymazalov3, 2006, str. 75)

Ulohy vedouci na linearni rovnice se nachazeji zejména v Rhindové a Moskevském
papyru. Resi se metodou chybného predpokladu i pfimym délenim. Piedevs$im se
jednd o priklady na vypocet neznamého mnozstvi, které je zadano danou
podminkou. Rhindlv papyrus je jedinym zdrojem, ve kterém se nachazi vice
zplsobl reSeni rovnic s jednou nezndmou. Neznama byla oznacCovana jako acha.
(Becvar a kol., 2003)

Obrdzek 2 Cdst Rhidova papyru
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Obrdzek 3 Cdst Moskevského papyru

2.1.1 Rovnice reSené chybnym predpokladem

Uloha R26 z Rhindova papyru:

Piiklad tykajici se nezndamého mnoZstvi, ke kterému je pridana jeho ¢ast vyjadrena
kmennym zlomkem. Jednd se o ulohy typu

(2.1)

(1+7)x=b
z) x=>b

Dnes bychom takovou dlohu zapsali napt. nasledujici rovnici:

+1 =15
Xtgox=

Piiklad R26 je feSen metodou chybného piredpokladu a ukazuje se na ném, jak
takovéto ulohy resit.

<, C vias 1 _ o1y ,
ResSeni ziskame tak, Ze pridame P neznamého mnoZstvi k nému samému tak, aby

vySlo b. Hodnota k se zvoli za x, takZe leva strana rovnice je rovna k + 1. Zatimco

skute¢na hodnota x je rovna k ﬁ.
+1 =15
Xtgx=
1
4+Z-4=4+1=5
15_3
==
4:3=12=x

1
12+Z-12=12+3=15

Postup lze vyjadrit vztahem x = 4 - 15—5

(Vymazalova, 2006)
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2.1.2 Rovnice reSené metodou déleni
Pri takovémto postupu reSeni dochazi k déleni pravé strany rovnice nasobkem
neznamé. K rovnici (2.1) bude metoda déleni vypadat nasledovné:

p+(147) =
(14

Priklad z Moskevského papyru.

M19:
1
<1+§)'X+4=10
10—4=6
1e(140) =2
' 2] 3
6 2—4—
3= =x

Rovnici nejprve upravime tak, aby na levé strané byl pouze nasobek neznamé.
V druhém kroku se prava strana rovnice vydéli timto nasobkem. Déleni je pres
vyjadieni poméru ndsobku neznamé viic¢i jedné. (Vymazalova, 2006)

M25:
2x+x=9
x+ 2x = 3x
9+3=3=x

Zde se jedna o velice hezky zadanou rovnici, takZe je mozné snadno secist nasobky
neznamé a vydélit jimi pravou stranu rovnice. (Vymazalova, 2006)

2.1.3 Rovnice pocitajici mnozstvi obili
Zde se jedna o ulohy, které také vedou na rovnice o jedné neznamé, jsou zadany jako
slovni ulohy. Tyto piiklady slouZzili zaroven i k procviceni prevodu jednotek.

e “y f v —y . - 1
Obili se odmérovalo pomoci mérice. Zadani je formulovano rovnici k - x + LX = 1

Rovnice se resili obdobné, jako priklady vyse a to délenim 1 + (k + %) Jediny rozdil

ve vypoctu je ve zkousce, kdy se nejprve provede dosazeni vysledku do zadaného
prikladu a poté se vypocet zkousky opakuje jeSté v hodnotach systému mérice (v
hodnotach ro a poté ve zlomcich Horova oka). (Vymazalova, 2006)
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R35:

1
3X+§'X=1
. Iy 1 1
1+ (3+3)=5+55=x

(o)

(1+1+1+1) (3+1)—1
47327 64 3) = - metice

Jsou zde provedeny tfi zkousky. V prvnim kroku se provede dosazeni vysledku do
zadani a dojde kovéreni spravnosti vysledku. Druha ¢ast zkousSky pracuje

s hodnotou ro, kdy g + 1—10 odpovidd hodnoté 96 ro. Vposledni zkouSce je
zakomponovany vypocet pomoci jednotky mérice, hodnota x je vtomto prikladu
rovnai + % + é mérice +1 ro. (Vymazalova, 2006)

2.2 Mezopotamie (1800 pr.n.l.- 300 pr.n.1.)

»~Na prelomu c¢tvrtého a tretiho tisicileti pr. n. . se v Mezopotdmii zrodilo jedno
z nejstarsich pisem svéta.” (Bec¢vac, Becvacova, Vymazalova, 2003, str. 187) Vznik
tohoto pisma je povazovan za dar bohi a je spojen s ndrodem Sumert. Pismo bylo
obrazkové, jednalo se o snadné dtvary, rovné a oblé ¢ary, tzv. piktogramy, které byli
tvoreny do mékké vlhké hliny. (Be¢vac, Becvacova, Vymazalova, 2003)

Piiklady vedouci na linedrni rovnice a soustavy linearnich rovnic se v Mezopotamii
esili uzv obdobi Chammurabiho (asi 1792 az 1750 pt.n.L.). V této dobé se vyuZzivala
geometricka terminologie, byli zde nedostatky v matematické symbolice. Neznamé
veli¢iny se oznacovali: délka, sSitka, vyska, hloubka. Soucin dvou neznamych se
oznacoval jako plocha, obsah, pole, Sitka-délka, ctverec délky nebo Ctverec $irky, a
soucin tfi neznamych objem. Neni dodrZovan zakon homogenity, tzn. Ze v tlohach
se scitaji délky (us), Sirky (sag), obsahy, objemy a bezrozmérné konstanty.

Poznamka k prikladiim: ¢isla byla zapisovana v Sedesatkové soustavé.
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2.2.1 Tabulka YBC 4669

Vs,

24
.

] ;‘Jiﬁ ' ] ']f 3 :
b5 A i (A
',?"'_3’-*"@ 2y [

Obrazek 4 Tabulka YBC 4669

,Na tabulce YBC 4669 (Obrazek 4) nalezneme tlohu: = ze % a (1) ban piidal jsem,
vysledek byl % jeCmene. Jaké bylo plivodni mnozstvi jecmene? (3) pi jeCmene je

ptivodni mnozstvi?“ (Neugebauer 1945; In Becvac, Bec¢vacova, Vymazalova, 2003,
str. 257)

»,Ulohu mizeme zapsat rovnici

2 2 +1_x
3’37 *T T3
x 4 —1
2 9 %~
L=
18 * 7
x =18

Vysledek je 18 ban, tj. 3 pi.

Poznamka: 1 pi = 6 ban“ (Bec¢vac, Becvacova, Vymazalova, 2003, str. 257)
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2.2.2 Starobabylonska tabulka YBC 4652

Starobabylonska tabulka YBC 4652 obsahuje sbirku prikladd vedouci na linedrni
rovnice, je slozena z 22 prikladd, ale pouze 11 se jich ¢astecné dochovalo. (Bec¢vac,
Becvacova, Vymazalova, 2003)

YBC 4652

Obrazek 5 Tabulka YBC 4652

Priklad 1: Sedmy priklad ze starobabylonské tabulky YBC 4652

»Nalezl jsem kdmen, ale nemdm jeho hmotnost. Poté, co jsem pridal % a jesté ﬁ toho
vSeho, je to 1 mina. Jakd byla piivodni hmotnost kamene? Piivodni hmotnost kamene

byla 2 mina, 8 gina 22 a é Se.

~ “"

Pozndmka: 1 mina = 60 gin, 1 gin = 180 Se.” (Bectvac, Be¢vacova, Vymazalova, 2003,
str. 258)

Ulohu Ize zapsat rovnici

Rovnici upravime na tvar

kde a, b, c, d, e a fjsou prirozena cisla.

E-(x+f)=60.

11 7
(Bec¢vac, Becvacova, Vymazalova, 2003)

Citatelé viech zlomki z ptiklad@i ze Starobabylonské tabulky YBC 4652 jsou &isla,
ke kterym existuji v mezopotamské matematice presné reciproké hodnoty. Priklady
byly tvoreny tak, aby bylo mozné ziskat presné reSeni. Na dané tabulce jsou pouze
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zadani a vysledky, nejsou zde poznamenany postupy. Predpoklada se, Ze se ziejmé
reSily pomoci substituce a chybného predpokladu. (Bec¢vac, Becvacova, Vymazalova,
2003)

Substituce
X+ g =y,
dosazeni substituce do rovnice
12
717~ 60,
y = 55.

Pak mohla byt zvolena metoda chybného predpokladu:

X
x+7=55, Xo =7, x=§-x0

Mohl byt pouzit i piimy vypocet:

x
x +—==255,

1
7 - x = 55, x=55:7-—

8

N|

(Becvac, Becvacova, Vymazalova, 2003)

2.2.3 Soustava linearnich rovnic

Obrazek 6 Tabulka VAT 8389

Uloha ze starobabylonské tabulky VAT 8389 vedouci na soustavu dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych:

»Z (1) bur (4) gur obili jsem sklidil. Z jednoho druhého bur (3) gur obili jsem sklidil.
Obili nad obili o (8, 20) prevysuje.
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Moje pole prictsno o (30,0) ddvd. Moje pole jsou co?

(30, 0) pro pole vezmi. (20, 0) pro obili, které on sklidil, vezmi. (30, 0) pro druhé pole
vezmi. (15, 0) pro obili, které on sklidil, vezmi.

(8, 20), obili nad obili vychdzi, vezmi. A (30, 0) soucet ploch poli vezmi a (30, 0) soucet
ploch poli do dvou rozdél rozdél a (15, 0) je to.

(15, 0) a (15, 0) dvakrdt k zdvojndsobeni vezmi a reciproké z (30, 0) toho pole utvor a
(0; 0, 2) je to.

(0; 0, 2) s (20, 0), obili, které on sklidil, ndsobeno. (0; 40) je predesié obili.

S (15, 0), to dvakrdt k jeho dvojndsobku bylo vzato, ndsobeno. (10, 0) pamatuje tvoje
hlava.

Reciproké z (30, 0), toho druhého pole, utvor a (0; 0, 2) je to.

(0; 0, 2) s (15, 0) obili, které on sklidil, ndsobeno. (0; 30) je predesié obili.

S (15, 0), to dvakrdt k jeho dvojndsobku bylo vzato, ndsobeno, je (7, 30).

(10, 0), tvoje hlava pamatuje nad (7, 30) o co vychdzi? (2, 30) vychdzi.

(2, 30), co vychadzi, z (8, 20), obili nad obili vychdzi, odecti a (5, 50) nechds zpdtky.

(5, 50), které jsi nechal zpdtky, pamatuje tvd hlava. (0; 40) jeden faktor a (0; 30)
druhy faktor sectené a (1; 10) jako jmenovatele.

Co s (1; 10) se md vziti, to mné (5, 50), co tvd hlava pamatuje, davd? (5, 0) vezmi.

(5 0) s (1; 10) ndsobeno (5, 50) dad tobé. (5, 50), to bylo vzato, z (15, 0), to dvakrdt
k jeho dvojndsobnému bylo vzato, od jednoho odecti, k druhému pricti a za prvé (20,
0), za druhé (10, 0) ddvd to. (20, 0) je plocha prvniho pole, (10, 0) plocha druhého pole.

Poznamka: 4 gur jsou (20, 0) sila, 3 gur jsou (15, 0) sila, 1 bur je (30, 0) sar.” (Be¢vac,
Becvacova, Vymazalova, 2003, str. 260-261)

Ze zadani plyne, Ze mame dvé pole. Z plosné jednotky bur prvniho pole sklidime 4
gur obili, z ploSné jednotky bur druhého pole sklidime 3 gur obili. Sklizenl z prvniho
pole prevysuje sklizen z druhého pole o (8, 20) = 500 sila. Soucet ploch poli je (30,
0) = 1800 sar. Jaké jsou vyméry poli? (Becvac, Be¢vacova, Vymazalova, 2003)

,0znac¢ime-li x a y vyméry uvazovanych poli vjednotkach sar, potom lze tlohu
zapsat jako soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

(200)  (150)
(30,0) (30,0)

x+y=(30,0).

y = (8,20),
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Soustava byla reSena metodou chybného predpokladu. Nejprve se vypocita uroda
na jednotlivych poli za predpokladu, Ze obé pole maji stejnou vyméru, tj. (15, 0) sar:
(20,0)
(30,0)

- (15,0) = (0; 0,2) x (20,0) x (15,0) = (0; 40) x (15,0) = (10,0),

%- (15,0) = (0; 0,2) x (15,0) x (15,0) = (0; 30) x (15,0) = (7,30).“

(Becvac, Becvacova, Vymazalova, 2003, str. 262)

Predpokladdme-li, Ze pole maji stejnou vyméru, tak rozdil drody na téchto poli je
roven rovnici:

(10,0) — (7,30) = (2,30).
(Becvac, Becvacova, Vymazalova, 2003)

Urody se maji ligit o (8, 20), rozdil tirod p¥i stejné vyméie poli je tedy o (5, 50) mensi.
Vychazi se z Uvahy: na kazdy sar, o ktery se zvétsi prvni pole a zmensi druhé pole, se
ziska o (0; 40) vice arody na prvnim poli a o (0; 30) méné urody na poli druhém.
Rozdil urod naroste o (0; 40) + (0; 30) = (1; 10). (Bec¢vac, Bec¢vacova, Vymazalova,
2003)

Dals$im krokem je déleni, tj, nalezneme, ¢im je zapotiebi vynasobit (1; 10), abychom
ziskali ¢islo (5, 50), coZ je chybéjici rozdil urod. Vysledkem je (5, 0). Pole maji
vyméru (15, 0) + (5, 0) = (20, 0) a (15, 0) - (5, 0) = (10, 0). (Becvac, Becvacova,
Vymazalova, 2003)

»Zobecnime-li tento postup, lze fici, Ze poctar pouzil klasickou mezopotamskou
substituci. Je-li treba reSit rovnici

x+y =2h,
kde pro x a y je ddna jesté néjaké dalSi podminka, potom se polozi
x=h+w, y=h-w,

kde w je nova neznama.” (Bec¢vac, Becvacova, Vymazalova, 2003, str. 262)

2.3 Cina (priblizné 1300 p¥. n.1.)

vvvvvv

Matematika v deviti kapitolach (Tiou ¢ang suan $u), jejiZ tvorba se datuje v 10. - 2.
stoleti pt. n. L, priCemz byla dokoncena v 2. stoleti n. 1. (Becvar, 2007)
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Prvni metodou feSeni slovnich uloh je, dle Becvare (2007), zapis dvou linearnich
rovnic ve tvaru

a;x — by =y,
ax +b, =y,
,kde a; > a,, by, b, jsou kladna racionalni ¢isla.
(Becvar, 2007, str. 27)

Prvni zpUlsob resenti je, Ze miizeme zapsat zadana Cisla slovni ulohy do tabulky

b b]

a vypocitat soucet soucinti ,kiizem*,
tj. a;b, + a, by (tzv.Si),soucet by + b, (tzv. fa),rozdil a; — a, a podily

X = , —_—
a; —a a; —a
Druhym zptisobem reseni je vypocet b, + b,, a; — a, ; potom je

b, + b,
a, — a;

X =
hodnotu nezndmé y ziskdme dosazenim vypocitané hodnoty x do prvni nebo druhé
rovnice, tj.

y=a,x —b; mnebo Yy = a,x + b,

(Becvar, 2007)

Uloha 1:
»Neékolik lidi kupuje néjakou véc. Dd-li kaZdy clovék po 8, je prebytek 3. Dd-li kaZdy
clovék po 7, je nedostatek 4. Ptame se na pocet lidi a cenu véci.”
8x — 3 =y,
7x + 4 = y.
(Becvar, 2007, str. 28)
Vyuzijeme-li prvni zptisob reSeni (viz. vyse), ziskdme

3+4 8:4+7-3
=—=7a y = =
8-7 8-7

53.

(Betvat, 2007)

Tento postup vypoctu se nazyva metodou prebytku a nedostatku. Hodnotu b, = 3
chapeme jako prebytek a hodnotu b, = 4 jako nedostatek. Jestlize da kazdy clovék
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po 8, maji dohromady o 3 vice, neZ je cena véci, da-li kazdy clovék po 7, maji
dohromady o 4 méné, neZ je cena véci. (Becvar, 2007)

DalSi metoda, ktera je v ucebnici popisovana je zamérena na resSeni slovnich uloh,
které je mozné vyjadrit jednou linedrni rovnici nebo soustavou dvou linearnich
rovnic, z nichZ jedna linearni rovnice je velmi jednoducha. , Tyto dlohy jsou reSeny
metodou dvou chybnych predpokladii, které vedou na prebytek a nedostatek.”
(Becvar, 2007, str. 30)

UvaZujme nejprve linedrni rovnici
ax =b,

kde a, b jsou kladna racionalni ¢isla. Za neznamou x se dosadi dvé vhodné hodnoty
X, > x,(chybné predpoklady), pro néz

ax, —z; = b,
ax, —zZ, = b,

kde kladna ¢isla z;, z,jsou chapana jako prebytky a nedostatky. Podle prezentované
metody je tfeba vytvorit tabulku

[x xZ]

zy ZpF

soucet soucint ,kiizem“ x,z, + x,z;, soucet pirebytku a nedostatku z; + z, a podil
téchto dvou cisel, tj.

X1Zy + X324

z,+ z,
Podle metody prrebytku a nedostatku je
_Z1+ 7 b= X1Zy + X274
Xt xy, Xt

Takze x = S ma vyse uvedeny tvar.

UvaZujme soustavu dvou linearnich rovnic
a1 x + by =cy,
a,x + b,y = c,.

Zvolime dva chybné predpoklady x; > x,, z prvni rovnice vypocitame odpovidajici
hodnoty y,, y,a po dosazeni do druhé rovnice prebytek z;a nedostatek z,. Jedna se
o feseni jedné linedrni rovnice

Ga-ax

a,x + b, -
1

= C2.

(Becvar, 2007, str 29-30)
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Uloha 9:

,V sudu o objemu 10 dou je nezndmé mnoZstvi obili. Sud je potom doplnén neloupanym
prosem. Po oloupdni bylo v sudu jen 7 dou obili. Kolik tam bylo ptivodné obili?

Poznamka: Oloupdnim se objem prosa zmensi na tri pétiny. Jeden dou je deset senti.
Vysledek: 2 dou a 5 senii.” (Becvar, 2007, str. 31)
Uloha vede na soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych
x+y =10,
+ 5y = 7
x+tgy=7,

po vyjadieni hodnoty x z prvni rovnice a dosazeni vysledku do druhé rovnice
ziskame rovnici

5 5% % x=25y=73)

Vytvorenim tabulky dle navodu vyse ziskame:

3 2
2 2
10 10

(Becvar, 2007)

2.3.1 8. kniha z traktatu Matematika v deviti kapitolach
V 8. knize se popisuje metoda fang ¢cheng. Jedna se o metodu, ktera popisuje presny
postup reseni systému n linedrnich rovnic a o n neznamych.

Soustavu n linedrnich rovnic o n neznamych bychom v dnesni dobé zapsali takto:

(2.2)
a11x1 + alzxz + oo + alnxn = bl
a21x2 + azzxz + oo + aann = bz
An1X1 + Qux, + 0+ agx, = by

(Juskevic, 1977)
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V traktatu ,Matematika v deviti knihach” jsou pouZzity koeficienty v ulohach pouze
cela Cisla. Podle vyuZiti metody fang ¢cheng zapis zjednoduSime prepsanim do
tabulky, kde neni potfeba vypisovat neznamé. Koeficienty jednotlivych rovnic se do
tabulky zaznamenavaji shora dolt a rovnice jsou do tabulky vkladany vzdy zprava
do leva. Jedna se o zapis pomoci tabulky fang ¢cheng, ktera je vyjadrena na pocitaci
desce.

(2.3)
Apq 0 021044
Qpy 0 Q22047
Ann " A2nQin
b, - byb

(Juskevic, 1977)

Tabulku (2.3) dale upravime. Prvky prvniho sloupce zprava odecitame od prvki
druhého sloupce, ktery jsme predem vynasobili prvkem a,;. Tento postup
aplikujeme tak dlouho, dokud na misté a,; nezbude nic, a takto pokracujeme i
s dalsimi sloupci, dokud prvni fadek nebude obsahovat pouze prvek a,;. Analogicky
lze upravit oramovanou ¢ast tabulky

(2.4)
aia
1 1
a‘le) agz) a2
1 1
afm) agn) Ain
bV o M| b

(Juskevic, 1977)
Poznamka:

,Proces opakovaného odecitani prvki prvého sloupce nahradili Liou Chuej a Sun-c’
rychlejsim odecitanim jejich soucinti s prislusnymi cisly.” (Juskevic, 1977, str. 40)
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Po dalSich upravach dojdeme k tabulce

(2.5)
aiq
1
agz)an
€Y)
a3z
-1 2 W
S
N Sy

Hlavnim Ukonem je vytvoreni pomocného systému pomoci postupné eliminace
neznamych z daného systému linearnich rovnic. (Juskevic, 1977)

Upravami ziskdme pomocny systém:

(2.6)
a11x1 + a12x2 + + alnxn = bl’
aglz)xz + + agl)x = bél)
nxn )
ag?xg, + - 4+ agi)xn = bgz),
a Yy, = pY,

Nezndmé x,, x,,_4, ..., X1 se ziskaji postupné pomoci tabulky (2.5). (Juskevic, 1977)
Priklad 1: dloha ze 7. knihy, na které bylo pravidlo fang ¢cheng formulovano

,3 snopy z dobré trody, 2 snopy s priimérné a 1 snop ze Spatné tirody ddvaji 39 tou
zrni; 2 snopy z dobré tirody, 3 z priimérné a 1 ze Spatné ddvaji 34 tou; 1 snop z dobré,
2 snopy z priimérné a 3 ze Spatné ddvaji 26 tou. Ptdme se, kolik zrni ddvd kaZdy snop
z dobré, priimérné a spatné tirody?“ (Juskevic, 1977, str. 41)

Zadanti lze zapsat pomoci soustavy rovnic o tifech neznamych:

3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
x + 2y + 3z = 26

Koeficienty rovnic zapiSeme do tabulky shora doll a rovnice postupné zapisujeme
zprava do leva nasledovné:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39
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Uprava druhého sloupce, jehoZ prvky se ndsobi 3:

1 3
2 5 2
3 1 1
26 24 39

Upravu tetiho sloupce, jehoZ prvky se taktéZ ndsobi 3:

3
4 5| 2
8 1|1
39 24| 39

Uprava levého sloupce zatrZené tabulky, jehoZ prvky se ndsobi 5:

(2.7)
3
5 2
36| 1 1
99| 24 39

(Juskevic, 1977, str. 41, 42)

KdyZz tabulku prepiSeme zpét podle danych pravidel, ziskdme soustavu trech
linearnich rovnic.

3x + 2y + z = 39,
5y + z = 24,
36z = 99

Nasledovné jiz sta¢i pouze vypocitat neznamé z upravené tabulky (2.7), zaroven
se obchazeji ikony se zlomky. Je dané, Ze horni ¢islo levého sloupce je jmenovatelem
aspodni je Ccitatelem zlomku vyjadiujici hodnotu z. Horni Cc¢islo ziskame
ze spole¢ného jmenovatele viech tff neznamych. Citatele neznamé y dostaneme
pomoci druhého sloupce tak, Ze vynasobime spodni Cislo ze stiedniho sloupce
se spolecnym jmenovatelem a odecteme cCitatele zlomku z a nakonec vysledny
rozdil vydélime hornim ¢&islem stiedniho sloupce. Citatele neznamé x dostaneme
pomoci vynasobeni spodniho cisla z pravého sloupce se spolecnym jmenovatelem,
odectenim citatele zlomku z a soucinu druhého ¢isla z pravého sloupce s citatelem
zlomku y. Tento rozdil nakonec vydélime hornim ¢islem pravého sloupce.
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Ziskame:

_99_,3
Z T 367 “y
_ 24:36-99 153 _ 1
y o= 5 "0 =3 Ty
_ 3936-99-2:153 _ 333 1
X = 3 "0 T 36 Ty

(Juskevic, 1977)

Poprvé v déjindch matematiky se zde setkavame srozliSovanim kladnych
a zapornych Cisel. Zaporna ¢isla byla zapotiebi uz pri vytvareni kanonické tabulky
(2.3), kdy dochazi k prenaseni clenli rovnice z jedna strany na druhou. (Juskevic,
1977)

Priklad:

10x — 24 = 6y,

Vyjadieni pomoci tabulky fang ¢cheng vypada nasledovné

2 10
—-12 -6
7 24

Kladné c¢isla tabulky se nazyvala ¢eng a zaporné fu. V textu se odlisovali barvou,
kladna ¢isla méli cervenou barvu tyc¢inek a zaporné ¢ernou. (Juskevic, 1977)

Jiz v starovéké cinstiné ale zdporna c¢isla jsou brany jako samostatné objekty.
Vyraz -a je bran v ¢inské védé mimo jiné jako vysledek odecitani vétSiho mnozZstvi
od mnozZstvi vyloZzené mensiho. (Juskevic¢, 1977)

»Jsou-li oznaceni taz pak se odecita; jsou-li oznaceni riizna pak se pricita; je-li kladné
samo, pak (se stane) zapornym; jeli zaporné samo pak (se stane) kladnym.“
(Berezkinoj, 1957; In Juskevic, 1977, str. 45)

(+a) — (2b) = +(a—Db)
(+a) — (Fb) =+(a+b)
0 — (b) = Fb
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,Jsou-li oznaceni rizna pak se bude odecitat; jsou-li oznaceni stejnd pak se bude
pricitat; je-li kladné samo pak (zlistane) kladné; je-li zdporné samo pak (zlstane)
zaporné.” (Berezkinoj, 1957; In Juskevic, 1977, str. 45)

(ta) + (+b) = x(a-b)
(ta) + (xb) = x(a+b)
0 + (xb) ==b

»Zavedeni zapornych Cisel a pravidla pro jejich scitani a od¢itani patrilo k nejvétSim
objeviim c¢inskych matematiki.“ (Juskevic, 1977, str. 46) Pocatkem 7. stoleti se se
zapornymi Cisly setkavame uz i v Indii, v Evropé pocatkem 13. stoleti u Leonarda
Pisadnského. (Juskevic, 1977)
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3 Linearni rovnice a jejich soustavy ve stredovéku
3.1 Indie (600 n.1L. - 1400 n. 1)

Algebra se vyvijela za ticelem vyreSeni kaZdodennich situaci, které v béZném Zivoté
nastavali, bavime se prevazné o ucelu astronomickém, hospodarském, ... . V Indii
védci popsali postup pro vytvoreni sestaveni rovnice ze slovni tlohy, pricemZ pri
feSeni rovnic nebrali v ivahu fesSeni v zdpornych hodnotach. (JusSkevic, 1977)

Prithidakasvdmi definoval vytvoreni rovnic tak, Ze neznama se oznaci jako javat-
tavat, poté nasleduje provedeni uprav pomoci operaci nasobeni, déleni a dalSich.
Nakonec se sestavi dvé stejné rovnice. (Juskevic, 1977)

Stejné tak navod na vytvotreni rovnice uvedl i indicky matematik z 12. stoleti
Bhaskara II., popsal bliZze metody, které lze vyuZit pii sestaveni rovnic, jako je
napiiklad trojclenka, scitani rad, vlastnosti obrazk atd. Zaporna ¢isla se oznacovala
teCkou nad danym cislem a jestliZe vrovnici néjaké cleny chybéli, tak se to
zaznamenavalo pomoci nulovych Kkoeficienti. Indové pied Fesenim linearnich
rovnic prevedli rovnici na kanonicky tvar s osamocenym absolutnim clenem,
pricemz se zamérili pouze na reSeni rovnic prvniho a druhého stupné. (Juskevic,
1977

Nejvyznamnéjs$i osobnosti starovéké Indie je Arjabhata I. (asi 476 az 550 n.L.).
Napsal knihu Arjabhatija, ktera je psana ve versich a vénuje se pirevazné astronomii.
V tomto obdobi nevznikala samostatnd matematicka dila, matematika byla soucasti
astronomickych pojednani. Kniha obsahuje 118 slok ztoho je pouze 33 slok
vénovano matematice. Objevuji se zde ulohy, které vedou na linearni rovnici
sjednou neznamou ax + b = c. O dilo Arjabhatija se posléze opirali dal$i vyznamni
matematici.

Uloha o poslech
Jedna se o tlohu z knihy Arjabhatija. Uloha byla pievzata z astronomie a ma urcit
okamzik setkani dvou nebeskych téles, jsou-li dany jejich rychlosti a vzdalenost mezi
nimi. Podle astronomického hlediska plati, Ze kdyz se nebeska télesa pohybuji proti
sobé, tak je tieba délit jejich vzdalenost souctem rychlosti, a kdyz se pohybuji ve
stejném smeéru, tak je potieba délit rozdilem rychlosti nebeskych téles. DileZité je
pocitat s tim, Ze podily znazornuji dobu setkani v minulosti nebo v budoucnosti.
Vzdalenost ozna¢ime a a rychlosti nebeskych téles v,, v,. Uvazujme pohyb v jednom

sméru, potom bude vzorec pro vypocet vypadat nasledovné:
a

t = ——

V1= V2

pro v; < v, se nebeska télesa potkala v minulosti. Otazkou je, zda Arjabhata znal
zaporna Cisla, Indové béZzné zaporné reseni v uvahu nebrali. (JuSkevic, 1977)
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Situaci, kdy druhé rychlejsi nebeské téleso predehnalo téleso prvni, a nebeska télesa
se méli setkat v minulosti, Arjabhata vyjadril presto kladnym ¢&islem:

a
(v — v7)
(Juskevic, 1977)
Uloha o poslech.

,Sridhara formuluje tuto tlohu tak, Ze Feseni je nutn& kladné: druhy, rychlejsi
chodec dohani prvniho, ktery vysel diive.“ (JuSkevic, 1977, str. 134)

Dal$i vyznamni indi¢ti matematici vyuzili k vyvoji védy ,Ulohu o poslech”, tilohu
chodcti, kteri vyjdou soucasné z jednoho mista rychlostmi v, = 8 jodZana a v, = 2
jodZana za den, pricemZ se prvni vrdti ze vzddlenosti a = 100 jédZana, zpét naproti
druhému.” (Juskevic, 1977, str.134)

Odpovéd:t = a: (vi+v,)/2

Odpovéd mohl ziskat budto dvahou anebo z reSeni sestavené rovnice. Pokud
vezmeme Vv potaz logickou uvahu, tak to miizeme vysvétlit tak, Ze ptjdou-li dva
chodci na dvojnasobné draze proti sobé, tak hledana doba bude stejna. (Juskevic,
1977)

,Ulohou o poslech” se zabyval i Bakhsali, ten se snazil najit okamzik stretu dvou
chodcti, vyjdou-li soucasné ze spole¢ného pocatecniho mista, ale budou mit odliSnou
rychlost vy, v, na zacatku a odliSné zrychleni w,, w,. V rukopisu se uvadi pouze
konecny vysledek

2(v, — v
t _ 2w vy 1)+1.
Wy — W,

(Juskevic, 1977)

3.2 Islamské zemé (700 n.1.- 1600 n. 1.)

Arabové piejimali kulturni a védecké poznatky ostatnich narodt a dale s nimi
pracovali, nejvice se opirali o matematiku reckou. Na konci 9. stoleti se zaslouZili o
pieklad klasickych matematickych dél starych Reki a pochopili, Ze ke spravnému
vypocCtu je nezbytny dlikaz. Arabska matematika je zaloZena na dedukovani
vysledk, pouzivani logického odvozovani a diikazu.

Zde stoji za zminku algebraicky traktat Muhammada ibn Musa al-Chwarizmiho
(790-840 n.1.) nesouci nazev Hisab al-dZabr wa-1-muqabala, kdy hlavnim jeho cilem
bylo vytvorit jakysi opérny ndvod na reSeni uloh, s kterymi se lidé setkavali
v kazdodennim praktickém zZivoté. Al-Chwarizmiho algebra je nauka o rovnicich
pouze s celociselnymi koeficienty. V algebie se zkoumaji ¢isla tii druhli: prvni je
Dirham neboli ¢islo, DZindhr (kofen) neboli Saj (véc) a Mal (jméni).
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Podle Al-Chwarizmiho je mal sou€in dZidhru se sebou samym a dZidhrr je velicina,
kterou je obvykle nutno vynasobit samu sebou. (Juskevic, 1977)

Z arabského al-dzabr pochazi dnesni slovo algebra.

Al-Chwarizmiho zavedl Sest vzord linearnich a kvadratickych rovnic, které on
uvazoval a kazdy priklad, ktery mél vést na rovnici, tak pred zahajenim reSeni se
pokusil rovnici upravit na jeden z jeho vzorovych typd. V normalnim tvaru rovnice
musi byt vSechny Cleny pricitany, proto definoval pravé téchto Sest typi. Situace,
kdy tloha nemd kladné feSeni, tak se rovnice neuvaZuje. Sest typ@ linearnich
a kvadratickych rovnic:

1) Ctverce se rovnaji koientim ax? = bx

2) Ctverce se rovnaji &islu ax?=c

3) Koreny se rovnaji islu ax=c

4) Ctverce a kofeny se rovnaji ¢islu ax?>+bx =c
5) Ctverce a kofeny se rovnaji kofentim ax? + c = bx
6) Koreny a Cisla se rovnaji ctvercim bx + ¢ = ax?

(Juskevic, 1977)

Pokud-li se vrovnici objevi odecitany Cclen, tak se ho lze zbavit vyuZitim
matematické operace al-dZabr. Matematickd operace nesouci nazev al-dZabr
znamena ucinit krok, kdy se pricte odecitany Clen k obéma strandm rovnice.
Na prikladu 2x — 5y + 12 =8 by to vypadalo nasledovné: 2x +12 = 8 + 5y.
Druhd operace, ktera je vtomto matematickém traktatu klicovd nese ndazev
al-muqgdbala. VyuZijeme-li tuto operaci, znamena to, Ze vSechny cleny stejného radu
se slouci v jeden ¢len. Priklad vyuZiti operace al-mugabala: Méjme danou rovnici
2x + 12 = 8 + 5y, sloucime-li Cleny stejného radu ziskame 2x + 4 = 5y. (JuSkevic,
1977)

Operace nesouci nazev al-dZabr je pro algebru klicova. Podle tohoto nazvu operace
se postupem cCasu zacala nauka o rovnicich nazyvat algebra. Nejprve se nauka
nazyvala al-dzabr. Poté Zapadni Arabové, ktefi prace al-Chwarizmiho prevzali
aprenesli je do Evropy, vyslovovali al-dZabr jako al-gabr. Do Evropy se nazev
algebra jakoZto nauka o rovnicich dostava ve 14. stoleti. (Juskevic, 1977)

,-.. ax? = bx povazuje al-Chwarizmi jako linedrni rovnici a nebere v tivahu nulové
fesSeni, které pro konkrétni dlohy neni zajimavé. Tento zplisob reSeni se udrzel az
do 17. stoleti.” (Juskevi¢, 1977, str 204)

3.3 Arménie a Gruzie

V 7. stoleti Anania Sirakaci vytvoril sbirku aritmetickych uloh ,0tazky a reSeni,
kdy prakticky v kazdé z tloh je vidét arménsky Zivot. Ulohy jsou na téma udalosti
z arménskych déjin, ¢i byli pouzivany arménské miry atd. Sbirka obsahuje 24
linearnich uloh s vysledky, ale bez odvozeni odpovédi. (Juskevic¢, 1977)
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Priklad 1:

,Slysel jsem od svého otce ndsledujici: v dobé proslulych vdlek Arménii s Persany
vykonal Zaurak Kamsarakan neobycejné hrdinské ciny; rikd se, Ze trikrdt béhem
mésice podniknul utok na perskd vojska; poprvé zabil polovinu vojdki a pri
prondsledovdni doslo k druhé bitvé, kdy pobil Ctvrtinu vojska. V tietim boji zahynula
jedendctina neprdtel. Na Zivu jich ziistalo jen dvé sté osmdesdt a ti uprchli do
Nachéavanu. Z tohoto zbytku mdme poznat, kolik bylo perskych vojdku pred bojem.”
(Juskevic, 1977, str. 327)

Reseni:
Ulohu Ize obecné zapsat rovnici typu:
x

X X
—t+-+-+—+n=x.

a b m

5

Odpovéd’ na danou tlohy bychom zapsali jako Sip 2 tudiz 2
4 6 12 22 11

(Juskevic, 1977)
3.4 Evropa

Obdobi stredovéku v Evropé je spojené s feudalismem a neomezenou moci cirkve,
ktera povazovala vzdélanost za neZadouci.

Ve stifedovéké Evropé navazal na mysSlenku starého Egypta italsky matematik
Leonardo Fibonacci Pisansky (okolo 1180-1250). Pri problematice feSeni linedrnich
rovnic vyuzival metodu chybného predpokladu, ktera se vyuZzivala jizZ ve starém
Egypté ve 2. tisicileti pt. Kr. a on ji nazyval jako regula versa. (Be¢var a kol., 2001)

Kontinentalni Evropa podléhala v obdobi rozpadu Rimské Fi3e i nasledovné najezdy
novych kment. Mezitim Irsko bylo mimo vSechny politické spory a v 5. stoleti sem
proniklo kiestanstvi. TudiZ i vyvoj matematiky a reSené piiklady byli tzce spjaté
s naboZenstvim. (Juskevic, 1977)

Cirkev se zajimala o kalendar a vypocet dat u pohyblivych svatki, jednalo se hlavné
o Velikonoce. Nejprve je dulezité zjistit prvni den Velikonoc, ten nalezneme podle
pravidla, které se opira o celociselna feseni neurcitych linedrnich rovnic. Musime
si uvédomit, Ze Velikonoce zacinaji prvni nedéli po prvnim jarnim upliku.
Pracujeme zde s terminem slunecni cyklus, kdy plati, Ze urcity den tydne pripada
v riizné roky na riizna data, ale podle slune¢niho cyklu vime, Ze se opakuji po dvaceti
osmy leté periodé.
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Dale reSime mésicni cyklus, kdy prvni dny v tydnu pripadaji na urc¢itou mésicni fazi,
zde je zrejmé, Ze tento cyklus se opakuje vZdy po devatenacti letech. 19 slunecnich
roktli obsahuje témér presné 235 uplnych lunarnich mésicti, diky tomu velikono¢ni
dny vychazeji v kalendari v urcité posloupnosti s presné danou periodou 28 X 9 =
532 let. Velikonoc¢ni cyklus je 532 let. (Juskevic, 1977)

Prvni univerzity

Béhem stredovéku nastal utlum nejen rozvoje matematiky, ale i ostatnich véd.
Dilezitym bodem zvratu byli vznikajici prvni univerzity, kdy nejstarsi evropska
univerzita vznikla v Salernu nejpozdéji v prvni poloviné 11. stoleti, jednalo se o
lékarskou Skolu. Ve 14. stoleti vznikla univerzita v Praze (1348), v témZe stoleti
vznikly i ve Vidni, v Krakové atd., i tak matematika byla stale povaZovana pouze za
pomocnou disciplinu. (Juskevic, 1977)
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7 4
Zaver
Bakalarska prace je zamérena na metody reSeni linearnich rovnic a jejich historii
v obdobi starovéku a stiedovéku.

Prvni kapitola se zabyva linearnimi rovnicemi. Nejvétsi dliraz je kladen na metody
feSeni soustav linearnich rovnic a to hned nékolika zptisoby, tj. Gaussovou
elimina¢ni metodou, Gaussovo-Jordanovou metodou, Cramerovym pravidlem ¢i
metodou feSeni soustav s regularni matici soustav za pomoci inverzni matice.
KaZdou z metod jsme vZdy demonstrovali na konkrétnim prikladu.

Druha a treti kapitola je vénovana historii ve starovéku a stredovéku. Historie
linedrnich rovnic ma své koteny jiz ve starovékém Egypt€, kdy je na misté zminit
dva nejvyznamnéjsi zachovalé papyry, Rhindiiv a Moskevsky. Jedna se o sbirky
uloh, ve kterych se vyuZivaji metody reSeni pomoci chybného piredpokladu a nebo
pfimym délenim. Obdobi Mezopotamie v sobé ukryva mezeru v podobé
nedostatku matematické symboliky. Nejvyznamnéjsi dilo starovéku je spis
Matematika v deviti kapitolach, o kterou se matematici opirali i ve stredovéku.

Pocatek stiredovéku se datuje k roku 476 n.l, kdy doslo k rozpadu Zapadorimské
iSe a tim doslo k itlumu véd nejen v matematice. Dilezitou ilohu zde méla
arabska matematika, kde dochazelo k piekladéim vyznamnych dél starych Reka.
Arabové pochopili, Ze matematicky problém neni vyreSen az do té doby, dokud
neni dokazano, Ze fesenti je spravné. Kladl se diiraz na diikaz. Matematické tlohy
byli stale vénovany tématiim z béZného Zivota, jako hospodatstvi, déjiny,
naboZenstvi apod. V Evropé doslo k zakladani prvnich univerzit, prvni zaloZenou
univerzitou byla univerzita v Salernu, a to nejpozdéji v prvni poloviné 11. stoleti.
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Pouzité symboly

X Vektor

A B Matice

h(A) Hodnost matice A

AT Transponovana matice k matici A

det A Determinant A

A1 Inverzni matice

anm Prvek matice umistény v n-tém radku a m-tém sloupci
R Mnozina realnych cisel
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