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Pouzité symboly

N

No

R

Ry (Ryy)
R™

Rnxm

V()
Vi f(x)
VF(x)

obor pfirozenych ¢isel

Ny =NuU {0}

obor realnych cisel

obor nezapornych (resp. kladnych) redlnych ¢isel
vektorovy prostor dimenze n nad R

prostor matic typu (n, m) nad R

otevieny interval

uzavieny interval

¢tvercova matice radu n

transponovana matice

jednotkova matice radu n

nulova matice fadu n

uspotradané n-tice realnych ¢isel — vektor

diagonalni matice s prvky vektoru x na diagonale

defini¢ni obor funkce f

mnozina vSech funkci, které maji spojité
vSechny derivace na mnoziné M
az do radu n, kde n € Ny

gradient funkce f v bodé x
Hessova matice funkce f v bodé x

Jacobiho matice zobrazeni I' v bodé x«

konec dikazu

konec feseni ptrikladu



Uvodni slovo

Matematika za nékolik tisicileti své existence urazila dlouhou a velice naroc-
nou cestu, pii niz se jeji tvar mnohokrate zménila, avsak jeji podstata ztstala
stejna. Je to nejspise kvili riznym pohlediim ve vnimani prirody, u niz se mate-

matikové inspiruji, a stejnému cili — porozumét svétu okolo nés.
LVelkd kniha prirody je psana matematickou reci.“
Galileo Galilei

Kdyz celime néjakému problému, mame zpravidla sirokou skalu moznosti, jak
jej vytesit. Kazdy z nés si jisté nékdy polozil otazku: ,Nemohl bych to udélat
néjak 1épe?* nebo ,,Jaky by byl nejlepsi zptisob?“ Je ziejmé, ze vyzkouset vsechny
moznosti neni nejlepsi pristup. Snad nikoho neptekvapi, ze se matematika snazi

odpovédét i na tyto otazky. Presnéji feceno odpovédi hledé teorie optimalizace.
, Ve svéte se nedéje nic, aniz by v tom nehrdl roli zdkon optimalizace. “

Leonhard Euler

Optimalizace je matematicka disciplina zabyvajici se studiem problémi a hle-
dajici nejlepsi mozné teseni. Nejdiive se prevede zadany problém do feCi mate-
matiky. Udéla se to tak, ze se definuje vhodna funkce, ktera popisuje dany jev
¢ problém. Takovéto funkci se fika tcelova. Déle se uréi podminky, zpravidla
ve tvaru rovnic a nerovnic, které omezuji mnozinu feseni. Nasledné je potieba
zjistit, ve kterém bodé, jenz vyhovuje podminkam, mé tcelova funkce své mini-
mum respektive maximum. Hledaji se tedy extrémy ucelové funkce.

Na ptiklady pouziti matematické optimalizace narazime snad ve vSech védnich
oborech fyzikou (vyvoj automobili a letadel, stavba mosti, transport elektrické
energie) a chemii (optimalizace sloZeni vody) poc¢inaje pfes ekonomickou sféru
(sloZeni portfolia, logistické problémy) az k mediciné (planovani radiac¢ni terapie

pro 1é¢bu rakoviny — viz [1]).



Teorie optimalizace se vyvijela soubézné s vyskytem aplikacnich problémi
a potfebou tyto problémy fesit. Diky tomu nékteré typy tloh ziskaly urcité spe-
ciadlni postaveni mezi ostatnimi. Jedna se naptiklad o tlohu linearniho programo-
vani (LP).

Typickou tlohou LP je najit nejlevnéjsi zpiisob, jak dodat zbozi z nékolika
skladi s danymi dodavkami do souboru prodejen s danymi pozadavky. V roce
1947 George Dantzig uvedl simplexovou metodu pro feseni LP (viz [5]). V sou-
¢asné dobé ma ovsem simplexova metoda silného konkurenta — metody vnitinich
bodt (viz [16]).

Na poli nelinedrniho programovani (NLP) se rovnéz uplatiuji metody vniti-
nich bodi, avsak zde neni situace tak jednoduché jako u LP a metody vnitinich
bodt se zde nékdy setkavaji s numerickymi obtizemi. Tato skute¢nost motivovala
Romana Polyaka a Igora Grivu k vytvofeni metody nelinearniho rescalingu.

Cilem této préce je seznamit ¢tenare s teorii nelinearniho rescalingu (NR) jako
nastrojem pro feSeni tloh podminéné optimalizace. Prvni kapitola je vénovana
zékladnim pojmim nutnym k porozuméni textu.

Ve druhé kapitole jsou prezentovany zakladni myslenky teorie NR, tj. prevod
puvodni tlohy na tlohu ekvivalentni pomoci funkce nelinearniho rescalingu, na-
sledna analyza této tlohy a popis klasické metody nelinearniho rescalingu a jeji
priméarné-dudlni varianty. Rovnéz je zde zamérena pozornost na analyzu konver-
gence.

Treti kapitola se zabyva vylepSenim metod zaloZenych na teorii NR. Je zde
diskutovana otazka zvyseni rychlosti konvergence metody, dale pak dosazeni glo-
balni konvergence a pouziti metody na nehladké funkce.

Ve ctvrté kapitole je na prikladech testovana priméarné-dualni metoda neli-
nearniho rescalingu s dynamickou zménou parametru (PDNRD). Na zakladé to-
hoto testovani jsou ucinény zavéry o chovani této metody a také o vhodném
nastaveni parametri metody.

Kromé uceleného pohledu na teorii NR je pfinosem této prace programova

realizace algoritmi ve vypocetnim systému MATLAB. Tyto M-soubory, jez byly



vytvoreny za ticelem testovani metod a feseni ilustrac¢nich prikladi, jsou prilozeny
na CD. V kapitole 3.4.1 je popsano pouziti regularizované Newtonovy metody
v teorii NR. Diky tomuto lze metodiku NR zobecnit na nehladké funkce, coz je
druhym piinosem této prace. Tretim piinosem je vysvétleni vyznamu jednotli-
vych parametri PDNRD metody, testovani této metody a néasledny popis jejiho

chovani (viz kapitola 4).
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Obrazek 0: Rozmanitost matematiky.



1 Pripravna kapitola

Tato kapitola se zabyva vysvétlenim nékterych dilezitych pojmi, jez jsou
nezbytné k porozumeéni nasledujicimu textu. Zejména pojednava o zakladech te-
orie podminéné optimalizace. Jsou zde uvedeny nutné a postacujici podminky
optimality, rovnéz také kvalifikacni podminky a dalsi potfebné pojmy.

Necht je dédna funkce f: M — R, kde M C R". Hleddme extrémy funkce f
na mnoziné M. Ponévadz je maximum funkce f stejné jako minus minimum
funkce — f, postaci, kdyz dale budeme mluvit jen o minimu funkce, pro maximum
funkce plati analogické tvahy a tvrzeni.

Vime tedy jiz, ze hleddme minimum funkce na dané mnoziné M. Idealni je

najit globalni minimum této funkce.

Definice 1.1. Necht je dana funkce f : M — R, M C R", * € M nazveme

bodem globalniho minima, jestlize
) < f(z), VoeM.

Pokud navic plati f(z*) < f(z) pro vSechna x € M, z # z*, bod x* nazyvame

bodem ostrého globalniho minima funkce f.

Obvykle je velmi tézké najit globalni minimum funkce, ponévadz zpravidla
nevime, jak funkce vypada na celé mnoziné M. Zname pouze jeji pribéh v urci-
tych lokalnich oblastech, a tedy pomoci vétsSiny numerickych metod jsme schopni

najit pouze lokalni minimum dané funkce.

Definice 1.2. Necht je déna funkce f: M — R, M C R", 2* € M nazveme

bodem lokalniho minima, jestlize existuje okoli & bodu z* takové, ze
f(z*) < f(x), VeeUNnM.

Takovéto lokalni minimum nazyvame neostré. Pokud navic plati f(z*) < f(x)
pro vSechna x € U N M, x # x*, bod x* nazyvame bodem ostrého lokalniho

minima funkce f.



1.1 Zaklady teorie nelinearniho programovani

Ulohu podminéné optimalizace mfizeme zapsat ve tvaru:

minimalizovat f(z), =z € X CR",
za podminek  ¢;(x) >0, i=1,...,r, (1.1)
di(z) =0, j=1,...,s.
Minimalizovanou funkci f(x) nazyvame ti¢elovou funkci nebo cenou. Prvkim
x € X, pro které jsou splnény podminky uvedené v (1.1), fikdime pFipustné
body. V dalsim textu budeme ptedpokladat, ze vSechny funkce uvedené v (1.1)
jsou alespoii tiidy C? na mnoziné X.

Pro libovolny pripustny bod # definujme indexovou mnozinu

(@) ={ie{l,....r}; ci(d) =0} (1.2)

Podminky ¢;(z), i € I(Z), se nazyvaji aktivni v bodé %, ostatni podminky jsou
neaktivni.

Specialnimi ptipady (1.1) jsou tlohy LP, kde minimalizovand funkce i vSechny
podminky jsou linearni. Déle tlohy kvadratického programovani (QP), ve kterych
je situace stejna jako v LP, jen minimalizovana funkce je kvadraticka, a tilohy kon-
vexniho programovéani (KP), kde je ucelova funkce konvexni, podminky ve tvaru

rovnosti jsou linearni a podminky ve tvaru nerovnosti jsou funkce konkéavni.

1.1.1 Lagrangeova funkce a lagrangeovska dualita

Hlavnim néstrojem pii analyze optimalizacniho problému je k nému ptisluse-

jici Lagrangeova funkce.

Definice 1.3. K tloze (1.1) pfifadime Lagrangeovu funkci, ktera je definovana

vztahem

Ll A1) = fl) = D Nieiw) + 3 sy (). (1.3)

Lagrangeova funkce sice neméa extrémy, avsak miize mit sedlové body.



Definice 1.4. Bod (z*, \*, ") € X x R’ x R® nazveme sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce pfislusné k (1.1), jestlize jsou splnény nerovnosti

L(x*5 A p) < L(x*5 N %) < L N, p”),

Vee X, Ne R, peR’ (1.4)

Véta 1.1. (optimalita sedlového bodu)
Trojice (z*,\*,u*) € X x R x R® je sedlovym bodem funkce L(x;\, i) prave
tehdy, kdyz plati

L(x*; X, p*) = m1)1(1 L(x; N, u*),  (podminka minima)
Te
ci(x*) >0, Vi=1,...,r . .. . 15
Az =0, Vj=1,....s (podminky pripustnosti) (1.5)
Nei(x*) =0, Vi=1,...,r.  (podminky komplementarity)

Dukaz: viz [3] str. 272.
Mit k dispozici sedlovy bod Lagrangeovy funkce je velice uzitecné, nebot plati

nasledujici véta.

Véta 1.2. (postacitelnost sedlového bodu)
Je-li (x*,\*, %) € X x R, x R® sedlovym bodem funkce L(x;\, 1), pak z* je

resenim ulohy (1.1).

Diikaz: Tvrzeni plyne piimo z definice sedlového bodu a véty 1.1.

Lagrangeovu funkci si 1ze predstavit jako ,,mtistek” spojujici podminénou a ne-
podminénou optimalizaci. OvSem je nutné upozornit na skutecnost, ze existence
minima tcelové funkce obecné neimplikuje existenci sedlového bodu Lagrangeovy

funkece.

Definice 1.5. Bod Z € X se nazyva Slateruv bod tlohy (1.1), jestlize plati

d.

J

0, Vi=1,...,r,
0, Vj=1,...,s.

v

(1.6)

—~
=>
SN—

Pokud existuje asponi jeden Slatertv bod ulohy (1.1), pak fikdme, Ze je splnéna

Slaterova kvalifika¢ni podminka.
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Podrobnéji se lze s kvalifika¢nimi podminkami sezndmit napiiklad ve [3].

Véta 1.3. Necht je ddna uloha konvexniho programovdni spliiujici Slaterovu kva-
lifikacni podminku. Potom za predpokladu, Ze existuje Teseni x* této ulohy, exis-
tuji take vektory multiplikatord \* € R, u* € R® takove, Ze bod (x*, \*, u*) je
sedlovym bodem odpovidagici Lagrangeovy funkce L(x; A, ).

Dukaz: viz [6] str. 532.

Definice 1.6. Ulohu (1.1) ozna¢ujeme jako primérni tilohu. Definujme duélni
funkci predpisem

O\, p) = inf L(z;\, p). (1.7)
zeX
Ulohu maximalizovat funkci 6(\, i) za podminek \; > 0, Vi = 1,...,r, nazjvame
dualni alohou prislusnou k tloze primérni.

Definice 1.7. Predpokladejme, ze bod x* € X je feSeni primarni tlohy a dvojice

(A", 1*) € R x R® je feSeni tlohy dudlni. Rozdil
flz™) —0(\", 1) (1.8)
nazveme dualitni mezerou.

Poznamka 1.1. Lze ukézat (viz [4], str. 234), ze v pfipadé tlohy KP platnost
Slaterovy kvalifikaéni podminky implikuje rovnost f(z*) = 6(\*, u*), coz nam

tika, ze dualitni mezera je v tomto pripadé nulova.

Dalsi informace o lagrangeovské dualité lze ziskat napiiklad z [4].

1.1.2 Podminky optimality

Definice 1.8. Nechf je dana tiloha (1.1) a ptipustny bod . Rekneme, Ze v bodé &
jsou splnény Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky (KKT), pokud existuje
dvojice vektoru (A, u) € R™ x R® takovych, Ze plati

(podminka minima)

0,
0, (podminka nezapornosti) (1.9)
0, Vi=1,...,r. (podminky komplementarity)

VL L(Z; A, 1)
A

IV Il
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Véta 1.4. (KKT nutné podminky pruniho tadu)
Predpoklddejme, Ze pripustny bod x* € X je bodem lokdlniho minima dlohy (1.1).
Dale necht je splnéna Slaterova kvalifikacni podminka. Potom jsou v bodé x*
spinény KKT podminky.
Dukaz: viz [§8] str. 329.
Véta 1.5. (KKT postacugici podminky proniho tddu)
Necht je ddna iloha KP. Jsou-li v pripustném bodé x* € X spinény KKT pod-
minky, je bod x* globdlnim minimem ulohy KP.
Dukaz: viz [8] str. 346.
Véta 1.6. (nutnd podminka druhého tadu)
Predpoklddejme, Ze pripustng bod x* € X je bodem lokdlniho minima ulohy (1.1)
a necht je splnéna Slaterova kvalifikacni podminka. Potom jsou v bodé x* spl-
nény KKT podminky a navic Vp € R™ takové, Ze Vei(z*)Tp > 0, Vi € I(z%),
Vd;(z*)'p=0,Vj=1,...,s, plati vztah

PV LA p)p > 0. (1.10)
Dukaz: viz [§8] str. 332.
Véta 1.7. (postacujici podminka druhého tddu)
Predpokladejme, Ze pripustny bod z* € X spolecné s dvojici (\, ) € R" x R®
splnuje KK'T podminky. Oznacme

Dadle predpokladejme, Ze kaZdy vektor p # o, ktery splriugje
Vei(x*)Tp =0
Vei(z*)Tp > 0, Vi € 1°(z*),
Vdj(ZL‘*)Tp =0
rovnéz splnuje nerovnost
ptV2 L(x* N\ p)p > 0. (1.11)
Potom je bod x* bodem ostrého lokdlniho minima dlohy (1.1).

12



Dukaz: viz [8] str. 333.

1.2 Newtonova metoda

Newtonova metoda je infinitni metodou druhého fadu slouzici k feseni soustav

nelinearnich rovnic. Chceme-li tedy fesit soustavu
F(z) =0, kde FF':R" —R", (1.12)

konstruujeme posloupnost {:Ek};;)g C R™ odhadti feseni soustavy. Pokud mame
k dispozici odhad zy, k € N, pak jeden krok Newtonovy metody, za predpokladu
existence Jacobiho matice zobrazeni F' v bodé xj, obnasi vypocet odhadu xyq

ze vztaht
VEF(zp)Ar = —F(xy),

1.13
Tpi1 = T + Az, ( )

kde vektor Az € R" se nazyva Newtontv krok.

Je diilezité poznamenat, ze Newtonova metoda hraje v soucasném vyvoji opti-
malizacnich metod pro tlohu NLP klicovou roli, zejména je vyuzivana v metodach
vnitinich bod.

Newtonovu metodu 1ze rovnéz chapat jako metodu slouzici k feseni tiloh ne-
podminéné optimalizace. Pfi hledani minima ucelové funkce f : R” — R apliku-
jeme Newtonovu metodu na soustavu rovnic V f(x) = 0, tedy budeme konstruo-

vat posloupnost {xk}zig C R" odhadi feseni optimalizac¢ni tlohy podle vztahii

V2 f(xp) Az = =V f(2),

Tpi1 = T + Az, (1.14)

pii znamém odhadu z, k € N.
Vzhledem k tomu, Ze je Newtonova metoda pouze lokalné konvergentni me-
todou, neni situace tak snadné, jak by se mohlo zdat. Podrobné je problematika

Newtonovy optimaliza¢ni metody popsana ve [2] a [4].
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2 Zakladni myslenky nelinearniho rescalingu

Vv

rickd stabilita (metoda nesmi selhat), rychlost konvergence a presnost. Metoda,
kterou navrhli Roman Polyak a Igor Griva, tyto dilezité vlastnosti ma.

Jedna se o metodu zaloZenou na principu nelinedrniho rescalingu (NR). Hlavni
myslenka této metody spociva v tom, ze se nahradi ptivodni problém ekvivalentni
ulohou, jez ma stejné reseni. Ekvivalentni tilloha se ziska nelinearnim rescalingem
podminek, pficemz k nelinearnimu rescalingu se pouzije funkce ¢ : R — R urci-
tych vlastnosti.

V této kapitole je podrobné popsan teoreticky pristup k reseni tilohy konvex-
niho programovani pomoci primarné-dualni varianty metody nelinedrniho resca-

lingu.

2.1 Zadani problému

V nésledujicim textu budeme fesit lohu konvexniho programovani. Lze ji

zadat ve tvaru

minimalizovat f(z), z € R",

za podminek  ¢;(x) >0, i=1,...,r, (2.1)
di(z) =0, j=1,...,s.

Funkee ¢;(z) jsou konkévni, Vi = 1,.. ., r. Podminky ve tvaru rovnosti jsou linear-
ni. Mizeme tedy psat d;(z) = ajx — b;, pficemz a; € R", b; e R, Vj =1,...,s.
Podle [4] str. 132 lze linedrni podminky ve tvaru rovnosti eliminovat, diky

c¢emuz postaci, kdyz dale budeme uvazovat tlohu

minimalizovat f(z), x€R",
(2.2)
za podminek ¢;(z) >0, i=1,... 7
Poznamka 2.1. Pro zjednoduseni zapisu muzeme nékdy z funkci ¢;, i =1,...,r,

sestavit zobrazeni ¢ : R™ — R", pricemz

c(z) = (e1(x), (), ... (), Vo eR™
14



Symbol V¢(z) pak zna¢i Jacobiho matici zobrazeni ¢ v bodé x.
Definice 2.1. Definujme pFipustnou mnozinu tlohy (2.2) pfedpisem
S={reR™ ¢(z)>0,Vi=1,...,r}. (2.3)
Poznamka 2.2. Diky nerovnosti
glar+ (1 -a)y) =z ag(z) + (1 - a)g(y), Yo,y € R", Ya € (0;1),
jez plati pro vSechny konkavni funkce g, je zfejmé, Zze mnozina S je konvexni.
Budeme predpokladat, ze:
(A) Funkce f, ¢;, Vi = 1,...,7, jsou alespon dvakréat spojité diferencovatelné
na mnoziné R".
(B) Mnozina X* v8ech FeSeni tlohy (2.2) je neprazdna a omezena.
(C) Je splnéna Slaterova kvalifika¢ni podminka (viz definice 1.5).

K tloze (2.2) sestavime Lagrangeovu funkci

L(z; \) Z)\cl

a uvazujeme piislusnou dualni ilohu

maximalizovat #(\), A€ R",
za podminek A\, >0,7=1,...,7n,

kde O(A) = inf L(z;A) je dudlni funkee.

z€eR

Necht z* € X* je feSenim ulohy (2.2). Diky predpokladu (C) lze pouzit KKT
podminky (viz definice 1.8), tudiz existuje vektor A* € R" takovy, Ze plati

V. L(x* )\*
(2.5)

>

- %
Q
AA

*
\/VN*\/
[INAVARAVARI
cocoo

Vi=1,...,r.
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2.2 Funkce nelinearniho rescalingu

Nyni zavedeme funkce slouzici k nelinedrnimu rescalingu tlohy (2.2).

Definice 2.2. Dvakrat spojité diferencovatelna funkce ¢ : (to; +00) — R, kde
—00 < tp < 0, kterd splnuje podminky

(t)  ¥(0) =0,¢(0) =1,

(1) '(t) > 0,V € (to; +00),

(id) () < 0,V € (to; +00),

(iv)  FJa>0:9(t) < —at?, Vt € (t;0),
(v)  Fb>0:9(t) < bt 1Vt >0,

(vi)  Je>0:9"(t) > —ct™2Vt >0

se nazyva funkce nelinearniho rescalingu. Mnozinu téchto funkci oznac¢ime W.

Poznamka 2.3. Z podminek (ii) a (iii) je patrné, ze funkce nelinedrniho resca-
lingu v je rostouci a konkavni na celém svém defini¢nim oboru. Diky (v) funkce 1

rovnéz spliuje podminku tligrn Y'(t) = 0.

Priklad 2.1. Ukazte, Ze funkce ¢4 (t) = 1—e™" (viz obr. la) je funkei nelinedrniho

rescalingu.

Reseni: Funkce 1), je hladka, tudiZz miizeme urcit jeji prvni a druhou derivaci.
Poté ovéfime platnost podminek z definice 2.2.

Derivace funkce 1, jsou ve tvaru

Z definice exponencialni funkce je zfejmé, Ze podminky (i)—(ii7) plati. Abychom
ukazali platnost zbyvajicich podminek, rozvedeme exponencialni funkci do Mac-

laurinovy fady, tedy
Pt
e = Z ﬁ
n=0
Odtud vidime, ze pro libovolné ¢t > 0 mtizeme psat nerovnosti
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(a) ¢ >1+2 odtud 1 —e < 12,
(b) €' >t, z ¢ehoz et < 71,
(c) e > %, a tudiz plati —e™t > —2t72.

Z (b), (c) je ihned vidét, Ze jsou splnény podminky (v) a (vi), pficemz koefici-
enty b, ¢ maji postupné hodnoty jedna a dvé. Zvolme libovolné ¢y € (—o0;0).
Potom z (a) dosazenim za ¢ hodnotu —t ziskdvdme platnost podminky (iv),
Vit € (to; 0) s koeficientem a = 5.
Timto jsme ukazali, ze funkce v); je skutecné funkci nelinearniho rescalingu.

Poznamka 2.4. Dalsimi priklady funkci nelinearniho rescalingu jsou funkce

Po(t) = In(t+1), viz obr. lc,

Ps(t) = H%, viz obr. le.

Funkce 1, i = 1, 2, 3, 1ze modifikovat tak, aby byly nejen definované na celém
oboru redlnjch &sel, nybrz i t¥idy C*(R). Pro dany parametr 7 € (—1;0) se

provede kvadratickd extrapolace dané predpisem

Vg, (1) = ¥i(t), prot > T,
T L @i(t) = ait* + bt + ¢, prot <,

pricemz koeficienty kvadratického polynomu g; lze urcit ze vztaht
Ui(r) = q(r), ®i(r) =q(r), ¥(T) =g (7).
Z téchto rovnosti dostaneme

a; = %1/%{/(7')7
bi = ¥i(7) — T/ (7),
ci = (1) — TYi(T) + 57 (7).

Dalsi priklady funkci nelinearniho rescalingu s podobnymi vlastnostmi lze

nalézt v [10] a [15].
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(€) W, (t) = U(t+1) () W 0

Obréazek 1: Grafy funkci nelinedrniho rescalingu, 7 = —

DO [

Poznamka 2.5. Ve vsech vypoctech v této praci pouzijeme jako funkci neli-
nearniho rescalingu modifikovanou logaritmickou funkci ¢,,. Jak bylo ukizéno

napiiklad ve [2], pro dostateéné Sirokou tf¥idu funkci c¢(z) je funkce —Inc(x)
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sebeomezujici funkci. Pokud pracujeme se sebeomezujicimi funkcemi, mtzeme
o konvergenci a volbé pocatecniho odhadu Newtonovy metody, kterou budeme

v pozdéjsich tivahach pouzivat, Tici vice nez v obecném pripadeé.

2.3 Ekvivalentni problém

Metoda NR je zalozena na myslence prevést pomoci jedné z funkci ¢ € ¥

uvedenych v predchozi kapitole nas problém (2.2) na tlohu

minimalizovat f(z), =z € R",
(2.6)

za podminek k7' (kei(x)) >0,i=1,...,r,

jez je s nim ekvivalentni. Ekvivalence je chapana ve smyslu rovnosti pripustnych
mnozin a mnozin feseni obou uloh. Tato skutecnost je ziejma ze zadani jednot-
livych tloh a z definice funkce nelinearniho rescalingu. Kladné realné ¢islo k je
takzvany parametr rescalingu, ktery prozatim budeme brat jako pevné dany.

Lagrangeova funkce ekvivalentni tlohy (2.6) méa tvar

Lz A k) = f(x) = k™) Npi(key (). (2.7)
i=1
Lemma 2.1. Pro libovolné k € Ry, a dvojici (z*,\*) € R* x R",, pro niZ jsou
spinény KKT podminky, plati
1. L(z* M k) = L(x*; \*) = f(x¥),
2. V. L(x* N k) =V, L(z*;\*) =0,
kde L(x;\) je Lagrangeova funkce pivodni ulohy (2.2).

Dikaz:
1. Plati rovnost Ac;(z*) = kA (kei(2*)), Vi = 1,...,r. Vskutku, pro A} =0
je rovnost ziejma. Jestlize \I > 0, pak z komplementarity plyne, ze ¢;(z*) = 0,

a tedy ¥ (kc;(z*)) = 1(0) = 0, coz je vidét z podminky (i) pro funkei nelinedrniho
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rescalingu. Déle pouzijeme definice Lagrangeovych funkci £ a L, dostavame tak

rovnosti

Lz X k) = f(2") = k71 300 Ao (ka(a”)) =
f(@) =Yg Aa(@™) = L(z™ A7),

Navic z komplementarity vime, ze

i Aei(z*) =0,
i=1

tudiz plati tvrzeni prvni ¢asti véty.
2. Zde nejdiive dokdzeme, ze A\; = A/ (ke;(x*)). Pro Af = 0 je rovnost opét
ziejmé. Pokud Af > 0, poté z komplementarity dostavame, ze ¢;(z*) = 0, a tak
' (ke;(x*)) = ¢'(0) = 1 (opét z podminky (i) pro funkei nelinedrniho rescalingu).
Diky této skutecnosti plati nasledujici rovnosti
Vo L(a5 A k) = V(7)) = 3y Ny (kei(27))Vey(27) =
= vf( )= 1/\*V0z( r7) =
(l‘*, A* ) =

pricemz posledni rovnost plyne z KKT podminky minima.

O

Lemma 2.2. Pro libovolnou pevné zvolenou dvojici (X, k) € R, xR je Hessova
matice Lagrangeovy funkce (2.7) pozitivné semidefinitni, coZ znamend, Ze funkce
L(x; A\, k) je konvexni v proménné x pro kaZdé pevné zvolené A € R, a parametr

Dukaz: Hessova matice Lagrangeovy funkce pfi derivaci podle proménné x ma

tvar

T

VieL(w; A k) = V2f(2) = 32 (kA" (key(2)) Vei(2) Ve (z)

=1

A (ki (2)) Vi (x)) .
Necht dvojice (A, k) € R’ x R, je libovolnd, ale pevné dand. Zvolme libovolné
p € R", pak plati

T

PrVILL(@ N k)p = pt VA f(x)p ;(M V" (key(2))pt Ve (x)Vei(x) Tp +
A (kei(2))pt VEei(z)) > 0,
20



pricemz posledni nerovnost je splnéna z nasledujicich davodii:

1.

Funkce f je konvexni, coz znamena, ze Hessova matice této funkce je pozi-

tivné semidefinitni, a tedy plati p*V2f(z)p > 0.

. Vyraz ptVe;(x2)Ve;i(x)p je druhou mocninou. Vskutku, lze jej totiz prepsat

do tvaru
2

(Ve(@)™p) " Vei(a)™p = (Vei(z)Tp)?,

tudiz je vzdy nezdporny.

Vzhledem k tomu, Ze kX\; > 0 a s pfihlédnutim k vlastnosti (iii) funkce

nelinedrniho rescalingu je

kX" (kei(x))pt Ve (2) Ve (z)Tp <0, Vi=1,....r

Funkce ¢; jsou konkavni, odtud je ziejmé, ze p*Vie;(z)p < 0,Vi=1,...,7.
Kone¢né, diky nezdpornosti A; a vlastnosti (ii) funkce nelinearniho resca-

lingu plati nerovnost

N (ke (2))pr Viei(z)p < 0,Vi=1,...,7.

Timto je dokazano tvrzeni lemmatu.

O

Dtsledek 2.1. Uvazujme situaci z lemmatu 2.2. Pokud je funkce f ryze konvexni

nebo je alespon jedna z funkci ¢;, ¢ = 1,...,r, ryze konkdvni, pak pro kazdé

pevné zvolené A € R’ , a parametr & € Ry je funkce L(x; ), k) ryze konvexni

v proménné .

Diikaz: Plyne pfimo z ditkazu lemmatu 2.2.

Véta 2.1. Pro kaZdou dvojici (A, k) € R, x Ry existuje alespori jeden bod

T € R"™ takovy, Ze

L(z; N, k) = min L(x; \, k).

reR”™

Dukaz: viz [10] str. 206.
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2.4 Metoda nelinearniho rescalingu

Zamysleme se nyni nad tim, jak by mohla vypadat metoda slouzici k feseni

tlohy (2.6). Pokud bychom znali feseni dudlni Glohy \* € R,

stacilo by mini-
malizovat funkci £(z; \*, k) v proménné . Uloha podminéné optimalizace by tak
byla pfevedena na tlohu optimalizace nepodminéné.

Vzhledem k tomu, Ze optimalni vektor lagrangeovych multiplikatort A* obecné
nezname, budeme se muset spokojit s jeho odhadem, ktery se budeme v kazdém
kroku metody — stejné jako odhad feseni primérni tlohy — snazit vylepsit. V di-
sledku tak prejdeme od tlohy podminéné optimalizace k sérii lloh nepodminéné

optimalizace.

Ponévadz pro hledané (z*, \*) jsou splnény rovnosti
V. L(x" N k) =V, L(z"; \*) =0,

viz lemma 2.1, provede se, pii znamé hodnoté \* aktualizace vektoru multiplika-

tora tak, aby platilo
Vo L(x5T N5 k) = V, L(z* T At = 0. (2.8)

Diky veété 2.1 je nasledujici metoda nelinearniho rescalingu dobte defino-

vana.

Algoritmus 2.1. (Metoda NR)

Necht & > 0 je pevné dany parametr rescalingu, 2° € R" je poc¢ateéni odhad
feSeni a \” € R’ , je poc¢atecni hodnota multiplikatort. Jestlize zndme hodnoty
(z°, %) e R"xR’,,, s € Ny, najdeme dalsi aproximaci Feseni, dvojici (z*™1, A*t1),
pomoci vztahti

ot Vo L(x* TN k) =0,

A = f (ke N, i=1,.. 1 (29)

Poznamka 2.6. Jestlize \* € R, |, pak diky vlastnosti (i) funkce 1 je ziejmé,
ze rovnéz AT € R’ . Jinymi slovy metoda NR je metodou vnitinich bodi

pro dualni tlohu.
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Poznamka 2.7. Vztah pro vypocet \*™! ve (2.9) lze pro zjednoduseni zapsat

maticoveé ve tvaru
M= (ke(z*th)) X%, (2.10)
kde W' (ke(z*)) = diag(¥ (kei(xz5)))_,.
Kdy# se podivime na vztahy (2.9), vipocet vektoru multiplikdtort AT je
ziejmy. Otazkou ovsem zlistava, jak vyfesit soustavu nelinearnich rovnic pro ne-

znamou z°1. K tomuto tcelu pouzijeme Newtonovu metodu (viz kapitola 1.2).

Jak prakticky pouzivat metodu NR je uvedeno v kapitole 2.6.

2.5 Primarné-dualni metoda nelinearniho rescalingu

Pro pevné dané s € Ny, parametr £ € R, a dvojici (2%, A%) € R* x R, |
feSime primarné-dualni systém tvaru

V, L(z*1 Ast1) = 0,

A (ke(251)) A = 0. (2.11)

Uvazime-li rovnosti (2.8) a (2.10), je zfejmé, Ze se jedna o stejné vztahy jako
ve (2.9).

Primarné-dudalni systém budeme fesit Newtonovou metodou, pricemz dvojici
(x®, A\*) pouzijeme jako pocateéni odhad.

PopiSeme si nyni jeden krok Newtonovy metody. Necht jsou dény odhady
r € R", A € R’ | . Predpokladejme, Ze

(2.12)

kde (Ax, A)\) je primarné-dualni Newtontiv krok a \ je prediktor vektoru

A, jenz vypocteme ze vztahu
A= (ke(z)) A,

ktery vychazi z rovnosti V,L(z; A\, k) = V,L(x; \).
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Jeden krok Newtonovy metody spo¢ivéa ve vyFeseni soustavy (n+r) linedrnich

rovnic
V2 L(z; \) Az — Ve(x)TAN = =V, L(x; \),

R (kcf}i» AVe(z)Az + AX = 0, (2.13)

kde neznamou je dvojice (Ax, AX). Symboly U” (kc(z)), A oznacuji diagonalni

matice definované vztahy

U (ke(x)) = diag (¢ (kei(x)))i_y
A = diag (Ai)zzr

Rovnice (2.13) lze rovnéz zapsat v maticovém tvaru takto:

V2, L(x;\) —Ve(z)T] [ Ax —V.L(z; \)

kU (ke(2)) AVe(z) T, } [A)\} - [ 0 } ' (2.14)

Matici soustavy ozna¢me N(-) = N(x, A\, \, k). Na feseni soustavy (2.14) se vét-

Sinou pouzivaji metody FeSeni linedrnich soustav s fidkou matici (viz [16]), nebot

z definice matice N(-) je patrné, ze by mohla obsahovat velké mnoZstvi nulovych
prvki. Tuto skutecnost je ovSem lepsi posuzovat u kazdé tlohy zvIast.

Pokud ve vztazich (2.13) vyjadiime z druhé rovnosti A\ a dosadime do rov-

nosti prvni, dostaneme jiz pouze soustavu n rovnic o n neznamych ve tvaru
M)Az = =V, L(x; \), (2.15)
kde
M(:) = M(z,\,\ k) = V2 L(x; ) — kVe(x) "0 (ke(x)) AVe(z).

Poznamka 2.8. Je ziejmé, ze matice M(-) je symetrickd. Podobnym postupem
jako v dikazu lemmatu 2.2 lze ukézat, Ze je matice M(-) pozitivné semidefinitni.
Navic 1ze dokézat (viz [12] str. 120), Ze za predpokladu platnosti postacujicich
podminek optimality druhého Fadu v bodé (z*; A*) je pro dostatecné velké k > 0
matice M (+) pozitivné definitni pro (z; A), které je dostatecné blizko bodu (z*; \*).

Vypocteme-li Newtontv krok Az ze soustavy (2.15), Newtontv krok pro dual-

ni vektor uréime ze vztahu

AN = kU (ke(z)) AVe(z)Aw. (2.16)
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Nabizi se otazka, zda je vyhodnéjsi pocitat krok Ax ze soustavy (2.14), nebo
ze vztahu (2.15). Toto dilema musime vyfesit u kazdého konkrétniho problému
zv1ast.

Zajimavym faktem, jehoz si mizeme povsimnout, je splynuti primarniho New-
tonova kroku s Newtonovym krokem pro nepodminénou minimalizaci Lagrange-

ovy funkce L(z; A, k), o ¢emz hovoii nasledujici véta.

Véta 2.2. Primdrni Newtoniv krok Ax ze vztahu (2.14) nebo (2.15) se sho-

duje s Newtonovym krokem pro nepodminénou minimalizaci funkce L(x;\, k)

pri pevné zvoleném A € RY, , k > 0.

Dukaz: viz [14] str. 9.
Nyni shrneme poznatky této kapitoly a ziskdme tak algoritmus primarné-

dualni metody nelinearniho rescalingu (PDNR).

Algoritmus 2.2. (Jeden krok PDNR metody)
Zvolme k € R, ;. Necht jsou dany odhady # € R", A € R’ ,. Postupujeme

nasledovné:

1. Urc¢ime dudlni prediktor

A= (ke(x)) A
2. Vypocitame Newtoniv krok (Axz, AN) ze soustavy (2.14), nebo

2. zjistime primarni Newtontv krok Az ze vztahu (2.15) a najdeme dudlni

Newtontv krok pomoci rovnosti

AN = k9" (ke(z)) AVe(z)Ar.

3. Vypocitame novy primarné-dualni vektor

ri=ao+ Az, A=A+ AN
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Priklad 2.2. Vyfteste pomoci PDNR metody tlohu

( minimalizovat — 23:1 Inz;, z¢€R3,
za podminek ry—12>0,
To—2 >0, (2.17)
T3 — 3 O,
3
\ > iy i = 10.

v

Reseni: Jedna se o tilohu konvexniho programovani, nebot tc¢elova funkce je kon-
vexni, podminky ve tvaru nerovnosti jsou konkavni a podminka ve tvaru rovnosti

je linearni.

Obrazek 2: Graf funkce f(x1,23) = —Inz; —Inxy —In (10 — 21 — 25). Cervené je
vyznacen bod minima funkce f.

Nejdfive eliminujeme podminku ve tvaru rovnosti. Lze to udélat naptiklad

3
tak, Ze se vyjadii ze vztahu ) z; = 10 nezndma w3, nasledné se toto vyjadieni
i=1
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dosadi do ucelové funkce a zbyvajicich podminek za neznamou z3. V disledku

touto eliminaci dostavame tulohu

minimalizovat —Inz; —Inxe —In (10 — z; — 25), 7z € R?,
za podminek r1—12>0, (2.18)
To — 2 > 0,
7T — Tr1 — X2 2 0.

Obrazek 3: P¥ipustnd mnozina tlohy (2.18).

Lagrangeova funkce tlohy (2.18) je dédna predpisem

L(z;\) = —Inz; —Inzg —In (10 — 2y — 29)—
— (/\1(1’1 — 1) + AQ(Z’Q - 2) + /\3(7 — T — 1‘2)) .

Prevedeme problém (2.18) pomoci nelinedrniho rescalingu na ekvivalentni
tlohu. Zvolme funkei nelinearniho rescalingu v, (t) a parametr k£ > 0, ekviva-

lentni tloha pak méa tvar

minimalizovat —Inz; —Inxe —In (10 — z; — 25), z € R?,

za podminek kg, (K(zy — 1) +1) >0, (2.19)
kilw(& (/{7(1’2 - 2) + 1) > 0,
k™ Yg, (k(T— 21 —29) +1) > 0.
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Obréazek 4: Srovnani grafi funkei, jez urcuji pfipustnou mnozinu v tlohach (2.18)
a (2.19), pred nelinedrnim rescalingem (modfe) a po ném (Cervené).

Piislusna Lagrangeova funkce tlohy 2.19 je dana pfedpisem

L(z; N\ k)= —Inz; —Inze — In (10 — 21 — 29)—
k7 (Mg, (k= 1) + 1) + Aothy, (K(zs — 2) + 1) +
A3, (R(T — 21 — 22) +1)).

Jak je patrné z obrazku 2.5, funkce nelinearniho rescalingu slouzi k tomu, aby

podminky ve tvaru nerovnosti prevedly na podminky, které budou:

1. Dostatecéné rychle klesajici pro x ¢ S, kde S je pfipustnd mnozina, ve sméru

od hranice mnoziny S.

2. Dostatecné pomalu rostouci pro = € S ve sméru od hranice mnoziny S.

Terminy ,,dostatecné rychle“ a ,dostatecné pomalu“ jsou minény ve smyslu

vlastnosti (iv) a (v) funkce nelinedrniho rescalingu (viz definice 2.2).
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Takovyto rescaling ma za nésledek rychly rist Lagrangeovy funkce L£(z; A, k)
pro z ¢ S vzdalujici se od mnoziny S, kde A € R, ,, k € R, jsou pevné zvolené.
Dale pouZijeme M-soubor pdnri. Zvolime pocéatecni odhad 2% = (3,3) a to-
leranci piesnosti € = 107*, \° a parametr k ponechdme ve vychozim nastaveni.

Do MATLABu postupné zadame:

x = symprom(2,°x’);

x0 = [3;3];

f = - log(x(1)) - log(x(2)) - log(10-x(1)-x(2));
c(1,1) =x(1) - 1;

c(2,1) = x(2) - 2;

c(3,1) =7 -x(1) - x(2);

[xs,fxs,s] = pdnril(f,c,x0,x)

MATLAB nam odpovi:

Xs =
3.3333
3.3333

fxs =

-3.6119

s =

3

Dopocitdme =% tak, aby 2% + 23 + 2% = 10, ¢im7z dostaneme vysledné resSeni
3 ) 1 2 3 )

. (10 10 10
T =\3'33 )

Parametr % je implicitné nastaven na hodnotu 10%. Polozime-li pfi vypoctu

ptvodni dlohy

k = 10 resp. k = 1, dosdhneme stejného vysledku jako v predchozim pripadé,

ovsem po ¢tyTech resp. dvaceti dvou krocich. n

29



2.6 Konvergence metod NR a PDNR

V této kapitole se nejdiive zaméfime na otdzku konvergence metody NR

(viz algoritmus 2.1). Poté se podivame, zda pouze piiblizné feseni soustavy
V. L(x; M\ k) =0 (2.20)

Newtonovou metodou je postacujici pro konvergenci metody NR. Rovnéz si uka-
zeme, jaké zastavovaci kritérium je pro Newtonovu metodu rozumné v nasem
pripadé volit. V zavéru kapitoly bude uvedena véta hovorici o konvergenci PDNR

metody.

Definice 2.3. Rekneme, Ze posloupnost {a,}, > C RY, kde N € N, konverguje

k bodu a* € RY Q-linearné, jestlize

=]
imsup ———

< 1.
n—too ||an —a*||

Ponévadz je limes superior dané posloupnosti realnych ¢isel definovan jako

nejvetsi hromadny bod této posloupnosti, plati nasledujici ekvivalence.

Poznamka 2.9. Posloupnost {an}:i% C RY, kde N € N, konverguje k bodu
a* € RY Q-linedrné pravé tehdy, kdy# existuje konstanta ¢ € (0;1) a index k € N
tak, ze

lanyy = a”[| < gllan = a”[|, Vn > k.

Pro formulaci konvergenc¢ni véty metody NR je potfeba udélat nasledujici
oznaceni. Necht z* € R" je feSeni primarni tlohy (2.2) a A* € R", feSeni piislusné

dudlni dlohy (2.4). Oznac¢me

It ={ie{l,....,r}; X >0},
IO ={ie{l,....,r}; \r=0}.

Daéle pak pro pevné zvolené A € R symbolem A(;) oznac¢ime vektor sestaveny
ze viech \; takovych, ze i € IT(\*), a podobné symbolem () oznacime vektor

sestaveny ze vsech \;, 1 € I0(\*).
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Zvolme 0 € R, , dostatecné malé tak, ze plati
§ <A, VielT(\Y),
a zvolme ko € R, dostatecné velké.

Definice 2.4. Definujeme rozsifeny dualni defini¢ni obor D(J) predpisem
kde

D*(6) = 1 (A,

[y, k); A =6, |\ = i < k6, k> ko, Vie ITT(A\)},
D°(8) = { (A,

k);
k); 0< X < ké, k> ko, VieI°(A\)}.
Rikdme, ze DT () je aktivni &asti a D°(9) je pasivni ¢asti mnoziny D(J).

Véta 2.3. Necht jsou splnény predpoklady (A) a (C), viz kapitola 2.1, poté
pro vSechna (A, k) € D(0) plati:

(i) Existuje & = &(\, k) takové, Ze V, L(T; \, k) = 0.

(ii) Pro (z, 5\), vypoctenych pomoct vztahi (2.9), existuje redlnd konstanta ¢ > 0

nezavisld na parametru k takova, Ze plati nasledujict odhady:

12 — 2| < ckTHIA = A7,
A=A < ckmHIA = A7l

Navic plati rovnosti #(\*, k) = 2* a A(\*, k) = \*.
(i1i) Lagrangeova funkce L(x; N, k) je silné konvexni v okoli bodu T(\, k).
Dukaz: viz [14] str. 43.

Poznamka 2.10. Diky vété 2.3 miuzeme nahlédnout, Ze formulace ,dostatecné

velky parametr ko“ nam ¥ika volit ko aspoi takové, aby cky ' < 1.
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Disledek 2.2. Z piedchozi véty ptimo plyne Q-linearni rychlost konvergence
primarné-duélni posloupnosti {(z°, A*)} generované vztahy 2.9, nebot jestlize
(A%, k) € D(9) pro ngjaké s € Ny, pak i (AT k) € D(9).

Navic, pokud oznac¢ime ¢ = ck™!, miZzeme pro libovolné ¢ € (0;1) najit
k, > ko takové, ze pro libovolné k > k, plati odhady:

[ = 2| < ql| AT = A7,
AT = N[ < gflA* = .

Jak jiz bylo feceno, kazdy krok metody NR obnasi vyfesit tlohu (2.20). OvSem
Newtonova metoda, za pomoci které chceme tuto tlohu fesit, je metodou infinitni.
Coz znamena, ze po konecném poctu krokt Newtonovy metody v obecném pii-
padé nenajdeme presné feseni tlohy (2.20), ale pouze jeho aproximaci. Na otézku,

zda metoda NR bude konvergovat i pres toto tuskali, odpovida nésledujici véta.
Véta 2.4. Necht plati predpoklady (A) a (C) a necht (A k) € D(5). Predpokld-
dejme ddle, Ze Hessovy matice V2f a V¢, i = 1,...,r, spliuji Lipschitzovu

podminku, tj.

V2 f(21) = V2 f(z2)|| < Lollz1 — @2, Y1, 2 € D(f),
9 9 : (2.21)
IV2ci(x1) — V¢ (z2)|| < Lillzy — 22|, Vo1, 22 € D(c;), Vi=1,...,r
Oznacme T priblizné tesent soustavy rovnic V. L(x, A\, k) = 0 takové, Ze plati

nerovnost

VoL@ A k)| < ok~ HIA = Al
kde 0 € Ry, a X = V' (ke(Z))\. Pak pro dvojici (%, \) plati ndsledujici odhady:

(L4 o)k~ HIA = A",
(L4 o)k A = A7,

12— 7|

<c
A=A < e

(2.22)

kde c € R, nezduvisi na k.
Dukaz: Provede se podobné jako ditkaz analogického tvrzeni v [9] str. 445.

Dusledek 2.3. Mé&jme posloupnost {(Z*, 5\5)}, pro kterou plati

IVoL@ A k)| < ok A+ — X

2, J 2.2
ML= W (ke(#5H1)) 3%, Vs € Np. (223)
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7 piedchozi véty plyne, 7e posloupnost {(Z°, A\*)}, jeZ je aproximaci primarné-
dudlni posloupnosti {(z*, \*)}, konverguje k feseni (z*, \*) rovnéz Q-linedrné.
Navic, pokud ozna¢ime ¢ = ¢(1+0)k™!, mtizeme pro libovolné ¢ € (0; 1) najit

k, > ko takové, ze pro libovolné k > k, plati odhad:
mas [ — %[, 5 = NI} < gl 80 - ¥

Vztahi (2.23) lze vyuzit jako zastavovaciho kritéria Newtonovy metody. Nyni
jiz tedy vime, jak prakticky pouzivat metodu NR. Déle o ni budeme hovotit jako

o Newtonové metodé NR nebo ji jen jednoduse oznacovat za metodu NR.

Poznamka 2.11. P¥i pouziti zastavovaciho kritéria (2.23) miZe nalezeni odhadu
7°*! vyzadovat nékolik krokit Newtonovy metody. Pokud od néjakého bodu je
potfeba pouze jediného kroku Newtonovy metody, nazyvame tento jev ,,zhavym

startem* metody NR.

Pro dané ¢ € R, oznaCme symbolem U. uzaviené epsilonové okoli bodu

2* = (x*, \%), tedy
U.={z=(z,)) eR" xR ||z — 2*| <¢}. (2.24)
Nasledujici véta hovofi o existenci zhavého startu v teorii NR.

Véta 2.5. Jestlize plati predpoklady (A), (C) a jsou splnény Lipschitzovy pod-
minky (2.21), potom pro libovolné q € (0;1) existuje k, > ko a € > 0 dostatecné
malé tak, Ze pro libovolné k > k, a libovolnou dvojici (z°,\°*) € U., kterou vez-
meme za pocdtecni odhad v algoritmu 2.2, je potreba pouze jednoho PDNR kroku,

abychom ziskali novou aproximaci (71, \*1) takovou, Ze plati nerovnost
max {[|a* " — 27|, [N =X} < ge.
Dukaz: viz [14] str. 141.

Drisledek 2.4. Diky vété 2.2 plyne z predchozi véty Q-linearni rychlost konver-
gence PDNR metody.
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Poznamka 2.12. Resime-li ilohu konvexniho programovani (2.2) metodou NR,

pak véty 2.2 a 2.5 tikaji, ze metoda NR od urcitého kroku prejde v PDNR metodu.
Priklad 2.3. Vyteste tlohu (2.18) pomoci metody NR.

Reseni: Pouzijeme M-soubor nri a v priibéhu budeme sledovat pocet vnitinich
Newtonovych krokit metody. Zvolime stejny poc¢ateéni odhad z° = (3,3) a tole-
ranci presnosti ¢ = 10~ jako v pitkladé 2.2. Vektor multiplikatortt A\° a parametr
k ponechdme ve vychozim nastaveni. Parametr o ze vztahi (2.23) poloZime roven
jedné.

Zadani ulohy do MATLABu a jeho reakce — feseni tlohy — jsou stejné jako v jiz
zminéném piikladé 2.2 s tim rozdilem, ze volame M-soubor nri, tedy zadavame
ptikaz [xs,fxs,s] = nri(f,c,x0,x).

Opét jsou potieba t¥i vnéjsi kroky metody. Zajimavé je, ze pred prvni aktu-
alizaci hodnoty multiplikatori se provedou dva vnitini Newtonovy kroky. Poté
metoda NR prejde v PDNR metodu. Jinymi slovy, ve zbyvajicich dvou vnéj-
sich krocich je vzdy jeden krok Newtonovy metody postacujici k tomu, aby bylo
splnéno zastavovaci kritérium (2.23). Takze v tomto piipadé po prvnim kroku

metody NR dochézi ke zhavému startu. ]
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3 Vylepseni metod zaloZenych na NR

V této sekci se budeme zabyvat vylepSenim metod zalozenych na teorii NR.
Jedna z vlastnosti, které nas budou zajimat, se tyka zvyseni rychlosti konvergence
PDNR metody. Takovéto otazce se vénuje kapitola 3.1.

Konvergence metod zalozenych na NR, tak jak prozatim byly uvedeny, stoji
a pada s uspésnosti Newtonovy metody. Prestoze je klasickd Newtonova metoda
velmi efektivni v okoli bodu feseni, konverguje pouze lokalné. Totéz tedy plati
jednak pro metodu NR, tak i pro PDNR metodu. Nabizi se nékolik moznosti, jak

se s touto skutecnosti vyporadat:
— wvolba délky kroku,
— kombinace s globdlné konvergentni metodou,
— Levenberg-Marquardtova reqularizace.

V kapitolach 3.2, 3.3 a 3.4 jsou vysSe uvedené moznosti rozebrany.

3.1 Dynamicka zména parametru rescalingu

Prozatim jsme pracovali s pevné danym parametrem rescalingu k& € R, .,
ktery jsme povazovali za dostatecné velky. To ndm nejen zaruci Q-linearni konver-
genci metody NR, ale i umozni vyhnout se $patné podminénosti Hessovy matice
funkce L(z; \, k).

Za ucelem zvysit rychlost konvergence metody NR musime v kazdém kroku
metody zvysovat hodnotu parametru £ — metoda NR s dynamickou zménou
parametru rescalingu (NRD). To pro velmi vysoké hodnoty parametru k ovem
povede k feSeni tloh nepodminéné minimalizace se Spatné podminénou matici
V2, L(z; N\ k). Z tohoto ditvodu ve findlni fazi pouzijeme PDNR metodu, nebot
ta neprovadi minimalizaci, a tudiz je Spatna podminénost nepodstatna.

Nejdrive definujme funkci, pomoci niz budeme mérit vzdalenost odhadu feseni

od skutecného feseni (z*, \*).
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Definice 3.1. Funkce v : R" x R” — R, definovana ptredpisem

1<i<r 1<i<r

v(z,\) = max{HVmL(x; A, — min ¢(x), Z |Aici(z)], — min )\Z}, (3.1)

se nazyva hodnotici funkce.

Duvodem k vytvoreni hodnotici funkce pravé ve tvaru (3.1) jsou KKT nutné
a postacujici podminky optimality prvniho fadu (viz kapitola 1.1.2). S ptihléd-
nutim k faktu, Ze se zabyvame tlohou konvexniho programovani, z podminek

optimality prvniho fadu rovnéz plyne platnost néasledujici ekvivalence:

v(#,\) =0 < (i, )) € X*.
Poznamka 3.1. Vzhledem k tomu, Ze jsou metody NR a PDNR metodami
vnitinich bod pro multiplikatory A, neni potfeba pii vypoctu hodnoty funkce
v(x, \) uvazovat vyraz ,—min;<;<, \;“, nebot plati nerovnosti
— 1 . < < . n T )
min A <0< VaL(z A)]], V(z, M) € R" x R
Piedpokléadejme, Ze méme posloupnost odhadii feseni {(z*, A*)} 5. Hodnotu

parametru rescalingu v s-tém kroku nastavime podle vztahu
ke = v(2®, A%) 72, (3.2)

Je ziejmé, Zze pokud posloupnost odhadi feSeni konverguje k dvojici (z*, A*),
potom v(z%, \*) — 0T, a tedy také k, — 400, pro s — +oc.

Algoritmy metody NRD a primarné-dualni metody nelinearniho resca-
lingu s dynamickou zménou parametru (PDNRD) jsou podobné algoritmim
2.1, 2.2 bez dynamické zmény, az na piikaz meénici v kazdém kroku parametr re-

scalingu podle vztahu (3.2).

Poznamka 3.2. Pro metodu NRD plati analogické tvahy a tvrzeni k tém uve-

denym v kapitole 2.6 pro metodu NR.
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Abychom predesli singularité matice v soustavé (2.14), mizeme namisto této
soustavy fesit regularizovanou soustavu ve tvaru:
V2, L(z;A) + 5L, —Ve(@)T | [Az]  [=V.L(x; ) (3.3)
\If" (ke(z)) AVc(x) I AN| 0 ’ '
kde dvojice (z,\) je odhad feSeni, k je aktualni hodnota parametru rescalingu
a \ je prediktor vektoru multiplikatort.
Matici vyse uvedené soustavy oznacme N () = Ni(x, A\, \, k). Je diilezité po-

znamenat, ze takto provedena regularizace nijak neovliviiuje rychlost konvergence

PDNRD metody.

Definice 3.2. Rekneme, Ze posloupnost {an}+°° C R¥, kde N € N, konverguje
k bodu a* € RY 1,5-Q-superlinearns, jestliZe existuje konstanta C' € (0; +00)
a index k € N takovy, ze

lnss — @[l < Cllan —a*[¥2, Vn > k.

Z nasledujici véty plyne 1,5-Q-superlinearni rychlost konvergence PDNRD
metody.

Véta 3.1. Jestlize plati predpoklady (A), (C) a jsou splnény Lipschitzovy pod-
minky (2.21), potom ezistuje ¢ > 0 dostatecné malé takové, Ze pro libovolnou
dvojici z° == (x°,\*) € U. (viz (2.24)) staci pouze jeden krok PDNRD metody

k dosazeni nového odhadu veseni 51 = (x5 X\¥T1) takového, Ze plati nerovnost
|l =2 < Ol = 2|,
kde z* := (x*,\*) a konstanta C' € (0; +00).

Dukaz: viz [13] str. 247.

3.2 Volba délky kroku

Siroce vyuzivanou globaliza¢ni strategii je metoda volby délky kroku. Uva-
Zujme situaci popsanou v kapitole 1.2. Newtonova metoda pro tlohu nepodmi-

néné minimalizace funkce f : R"™ — R s volbou délky kroku — tzv. tlumena
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Newtonova metoda — vypada nasledovneé:

V2 f(ze)Ax = =V f (),
ar € (0;1) 1 flag + apAz) — f(ar) < napAzTV f(2y),

Tpp1 = T + A,

kde xzp € R™ je jiz zndmy odhad feSeni, a; € (0;1) je délka k-tého kroku
an € (0;1) je vhodné zvoleny parametr. Podminka pro ur¢eni hodnoty «y je
jedna z Wolfeho podminek, ktera byva oznacovana jako Goldstein-Armijova
podminka. Podrobné je problematika volby délky kroku popsana naptiklad v [6]
str. 375.

Prakticky mtzeme Goldstein-Armijovu podminku realizovat naptiklad po-
moci algoritmu zp&tného vyhledavani. Nejedn4 se sice o metodu exaktni, avsak
vyhodou je jeji jednoduchost a efektivita. Algoritmus metody zpétného vyhleda-
vani je popsan ve [2] str. 27-30. Na témzZe misté je rovnéz uveden M-soubor této
metody.

V nasem pripadé je pouziti metody volby délky kroku popsano v nésledujicim

algoritmu.

Algoritmus 3.1. Necht je dvojice (A, k) € R’ xR, pevné dana. Postupujeme
iteracné. Predpokladejme, ze odhad 2° € R", s € Ny, feSeni tlohy nepodminéné
minimalizace funkce £(z; A, k) je zndm. Dalsi aproximaci z**! nalezneme pomoci

postupu:
1. Ze vztahu (3.3) uréime Ax.
2. Najdeme «; € (0;1) pomoci metody zpétného vyhledavani.
3. Polozime z°%! = 2° + a,Ax.

Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud neni splnéno zastavovaci krité-

rium (viz vztahy (2.23)).

Lemma 3.1. Necht U. je uzaviené epsilonové okoli bodu (x*, \*) stejné jako

ve veté 3.1. Pro libovolnou dvojici (x,\) ¢ U, kde vektor X\ € R je pevné
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zvoleny, a parametr k € R, rovnéZ pevné zvoleny, algoritmus 3.1 konverguje
k reseni ulohy

min L(z; \, k).

rER™

Dukaz: viz [13] str. 253.

Véta 3.2. Za predpokladi véty 3.1 PDNRD metoda konverguje s asymptotickou

1,5-Q-superlinearni rychlosti konvergence.

Dtikaz: Plyne z véty 3.1, poznamky 3.2 a lemmatu 3.1.

Jak tedy prakticky postupovat pfi feseni ulohy (2.2)7

Predpokladejme, Ze zndme odhad (x, \) feSeni tlohy (2.2). K nalezeni nésle-
dujictho odhadu (&, \) nejdfive zkusime pouzit PDNRD metodu. Pokud dojde
k superlinearnimu poklesu hodnotici funkce, pak jsme nasli nasledujici odhad.
Pokud ne, vyuzijeme Newtontuv krok Az vypocteny v PDNRD metodé k mini-
malizaci funkce £(x; A, k) pro pevné A, k. Pti této minimalizaci, za icelem zarucit
globalni konvergenci k nepodminénému minimu funkce £(x; A, k), pouzijeme me-
todu zpétného vyhledavani.

Vyse popsany postup feseni tlohy (2.2) povede tspésné k cili, nebot:

— mimo okoli ¢, plati lemma 3.1, a tedy méame zarucenu globalni konvergenci

Newtonovy NR metody k okoli bodu primarné-duélniho feseni (x*, \*),

— plati véta 3.1, jez nam zarucuje 1,5-Q-superlinearni konvergenci PDNRD

metody v uzavieném okoli U, feseni nasi tlohy.

V zavéru této kapitoly shrneme vSechny poznatky a uvedeme algoritmus glo-

balné konvergentni PDNRD metody.

Algoritmus 3.2. (Globalné konvergentni PDNRD metoda)
Necht je dan pocatecni odhad 2° € R", tolerance piesnosti ¢ > 0 a po¢atecni
hodnota parametru rescalingu k € R .

Zvolme parametry ¢ € (0;1), n € (0;0,5), w > 1, 0 > 0 a § > 0. Polozme
r:=2% N:=(1,1,...,1) € R" a H := v(z, \). Postupujeme takto:
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(1°) Jestlize H < ¢, pak ukon¢ime vypocet, vysledkem je dvojice (x, \).

(2°) Uréime (Az, A)) ze vztahu (3.3) a polozime

(3°) Jestlize H < min {H?3?*% 1 -6}, pak polozime

A

. 1
r:=2, N\:=\, H:=H, k:=max<{ —.,k
{7l

a prejdeme na krok (1°).
(4°) Ur¢ime « € (0;1) tak, aby platilo
L(x+ aAx; N\ k) — L(x; N\, k) < nadx™V,L(z; N k),
pomoci metody zpétného vyhledavani.

(5°) Polozime

z:i=x+ alz, \:= V' (ke(x))A.

(6°) Jestlize plati
g~
VoL AR < TIA - AL

pak prejdeme na krok (8°).
(7°) Uréime (Az, A)X) ze vztahu (3.3) a prejdeme na krok (4°).
(8°) Jestlize v(z, \) < ¢H, pak polozime

. . 1
A=\ H:=v(r,\), k:=max{ —,k
o it

a prejdeme na krok (1°).

(9°) Polozime k := wk a piejdeme na krok (7°).
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x=x"v=01..,1), H:=v(x\)

Y

WHILE
H>¢

I

(x,A0) == PDD(x,.)

X=x+Ax
f=1+An
IF
YES . . . NO
v(%,%) <min {1‘13/2 ’1-0 }
X=X a = backtracking(£, x, Ax)
X = X ToAx

=2V ke(x))

!

IF
v LOs ] = ZR- 0 [ DR

YES

IF
v(x,R) <qH

YES

(x,A)) == PDD(x,)) +—

=R k =wk
H = v(x,)
k= max {#,k}
|
v
END WHILE

Obrazek 5: Vyvojovy diagram globalné konvergentni PDNRD metody, kde funkce
,PDD*“ resp. ,backtracking” oznacuji feseni soustavy (3.3) resp. metodu zpét-
ného vyhledavani.
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w>1 faktor zvysujici hodnotu parametru rescalingu
parametr ovliviujici zastavovaci kritérium tlumené

7 >0 Newtonovy metody
>0 parametr kontrolujici rychlost konvergence
gc (0:1) faktor, o ktery chceme v kazdém kroku metody zmensit

vzdalenost mezi odhadem a feSenim

n € (0;0,5) | parametr zpétného vyhledavani

Tabulka 1: Vyznam parametrii globalné konvergentni PDNRD metody.
Otézka vhodné volby parametrt PDNRD metody je feSena v kapitole 4.1.
Piiklad 3.1. Reste tlohu (2.18) pomoci metody NR. Za poc¢atecni odhad zvolte

% = (4,5).

Reseni: Pocateéni odhad 2° neni piipustnym bodem nasi tlohy, to oviem nevadi,
nebot metody zaloZené na NR nejsou metodami vnitinich bodu. Diky tomuto je

mnohdy velice snadné najit vhodny pocatecni odhad.

Obrazek 6: Pramét grafu funkce f(x1,22) = —lnz; —Inzy — In (10 — 21 — z9).

Cervené je vyznacen bod minima této funkce. Bilou barvou je zndzornén postup
PDNRD metody.

Zadani ulohy do MATLABu je analogické jako v prikladé 2.2. Pouzijeme M-

soubor pdnrd. Na pocatku nastavime parametr rescalingu na hodnotu sto, tudiz
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PDNRD metodu zavolame prikazem:
[xs,fxs,s] = pdnrd(f,c,x0,100)

Vysledkem je:

Xs =
3.3333
3.3333

fxs =
-3.6119

s =
4

Metoda nasla feseni ve c¢tyfech krocich, pricemz hodnotici funkce nabyva
v tomto bodé hodnoty mensi nez 107%. V prvnim kroku PDNRD metody pro-
béhne Sest vnitinich krokii a poté dojde ke zhavému startu. Postup metody je

ilustrovan na obrazku 6. ]

Abychom ukézali pouzitelnost PDNRD metody, vyfesime pomoci ni dalsi, jiz
3.3 Primarné-dualni metoda sledovani cesty

Ve své praci [12] uvedli Roman Polyak a Igor Griva algoritmus, jenz kombinuje
PDNR metodu s primarné-dualni metodou sledovani cesty. Jako vysledek
tak dostali globalné konvergentni metodu majici vyhody obou zminénych metod

a postradajici jejich hlavni nevyhody.

3.3.1 Metoda sledovani cesty

Uvazujme tlohu (2.2) a k ni pfislusnou dudlni tlohu (2.4). Pro jednoduchost

zapisu ozna¢me e = (1,1,...,1) € R".
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Definice 3.3. Pro danou transformaci v € ¥ definujeme modifikovanou barié-

rovou funkci P : R" x R, — R predpisem
P(x;k) = L(zse,k) = f(z) = k> b(key()).
=1

Diky vété 2.1 vime, ze pro libovolné pevné zvolené k € R, existuje bod
minima funkce P(x;k). Jinymi slovy, existuje bod & = Z(k) takovy, ze plati

rovnosti

VeP(i3k) = Vf(2) = 3¢/ (kei(#)) Vei( @) = 0.

Oznadime-li

Uvedeme nyni algoritmus metody sledovani cesty (PF)!.

Algoritmus 3.3. (Metoda PF)
Méjme danu rostouci posloupnost {ks};og takovou, ze ks — +00 pro s — +o00.
Necht 2 € R™ je pocatecni odhad feSeni ulohy (2.2). Jestlize zndme hodnotu

x* € R", s € Ny, najdeme daldi aproximaci feseni 257 pomoci vztahu
st V,P(x*t k) = 0. (3.4)

Véta 3.3. JestliZe jsou mnoziny X* reseni primarni ulohy a L* 7eseni dudlni

tulohy omezené, pak

lim f(z*) = f(z"), lim 6(\°) =6(\"),

k—+o00 k—+o00

kde x* € X*, \* € L*.

1z angl. Path-Following
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Dukaz: viz [12] str. 123.

Z predchozi véty plyne, ze metoda PF je globalné konvergentni metodou.
Pro vyfteSeni ulohy 3.4 chceme pouzit Newtonovu metodu s volbou délky
kroku. Tedy je zapottebi, aby funkce P(z;k) byla silné konvexni, o ¢emz hovori

nasledujici lemma.

Lemma 3.2. Necht jsou splnény predpoklady (A) a (C), viz kapitola 2.1, potom
existuje kg > 0 takové, Ze pro vSechna k > kqy je funkce P(x;k) silné konverni

A

v okoli bodu minima & = Z(k).
Dukaz: viz [14] str. 17.

Poznamka 3.3. Je nutné poznamenat, ze pro zaruceni silné konvexity funkce
P(x; k), pro libovolné k > 0, staci, aby byla silné konvexni funkce f nebo aspon

jedna z funkci —c¢;(z), i =1,...,7.

3.3.2 Newtonova metoda pro primarné-dualni systém

Budeme postupovat podobné jako v kapitole 2.5. Popiseme si jeden krok New-

tonovy metody pro feseni primarné-dualniho systému ve tvaru

jeho? FeSeni je ekvivalentni s FeSenim soustavy rovnic (3.4).
Predpoklddejme, ze (z,A) € R" x R’ , je znamy odhad primarné-dualniho

paru (z*, \*). Provedeme linearizaci soustavy (3.5), tedy

=z + Az,
= A+ A,

S R

kde primarné-dudlni smér (Az, AX) vypocteme ze soustavy

TR b ) (5] -[TA) e
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Lze Tici, ze tato soustava je pouze specidlnim piipadem soustavy (2.14),
ve které polozime \ := A\, A := e. Diky této skutecnosti plati o soustavé (3.6)

analogické ivahy a tvrzeni tém uvedenym v kapitole 2.5.

3.3.3 Kombinace pfistupu NR a PDPF metody

Zvolme libovolny pocatecni odhad Feseni tlohy (2.2), ozna¢me jej 2°. Déle
ozna¢me A\’ = e odhad feseni piislusné dudlni tlohy. Vhodny postup pro hledani

primarné-dualniho feseni je takovyto:
1. V prvni fazi pouzijeme primarné-dualni metodu sledovéni cesty (PDPF).

2. Jakmile parametr k£ bude dostatecné velky, jiz dale jeho hodnotu zvysovat
nebudeme a prejdeme od PDPF metody k metodé NR. Pro rozhodnuti, kdy

k takovéto situaci dojde, se pouziva hodnotici funkce v(z, \).
3. V posledni fazi procesu metoda NR automaticky ptejde v PDNR metodu.

Vyhodou vyse popsaného postupu oproti samostatnému pouziti PDNR nebo
PDPF metody je globalni konvergence metody — ta je zarucena diky globalni kon-
vergenci PDPF metody. Déle pak neni zapotfebi neomezeného zvysovani hodnoty
parametru k, a tudiz nedochézi k feseni soustav s velmi Spatné podminénou ma-

tici. Podrobné je cely algoritmus popséan ve [12].

3.4 Regularizovana Newtonova metoda

Alternativou k pristuptim popsanych v predchozich dvou kapitolach je pouziti
regularizované Newtonovy metody (RNM) namisto ¢isté Newtonovy metody
pii feSeni soustavy (2.11).

Uvedeme zde pouze zakladni myslenky RNM, podrobné je tato metoda vy-
svétlena v [11]. Nejdiive fekneme, kdy je vhodné RNM pouzivat a k ¢emu je
uzitecna ve srovnani s klasickou ¢i tlumenou Newtonovou metodou. Poté zacle-

nime nase tvahy do kontextu NR.
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Uvazujme tlohu nepodminéné minimalizace ve tvaru

min f(z). (3.7)

zeR™

Jestlize je funkce f : D (f) — R, D (f) C R", dvakrat spojité diferencovatelna
a silné konvexni, pak je vhodné tlohu (3.7) fesit Newtonovou metodou, pficemz
globalni konvergenci metody zajistime volbou délky kroku.

RNM, o niz se hovori nize, 1ze aplikovat na tlohu (3.7) i v ptipadé, Ze je ucelova
funkce pouze konvexni. Navic je mozné jeji pouzitelnost rozsifit na funkce, které
jsou sice konvexni, avsak nejsou dvakrat spojité diferencovatelné.

Predpokladejme na zacatku, ze f je dvakrat spojité diferencovatelnd, a defi-

nujme regularizaci funkce f predpisem

F(z,y) zf(y)+%I!Vf(:c)HzHy—ng. (3.8)
Poznamka 3.4. Je ziejmé, ze
() F(@, )y = f(2),
(i) Vy (2, )= = Vf(2),
(i) V2, (e, )yoe = V21(2) + V1)L = H(z).
Poznamka 3.5. Uvazujme matici H(z) z pfedchozi poznamky. Pokud z, € R”
neni FeSenim tlohy (3.7), pak existuje [H (zo)] !, nebot ||V f(zo)]|, > 0.
Nasledna RNM je diky poznamce 3.5 dobfe definovana. Pfi zndmém odhadu

xr € R" k € N, najdeme nésledujici odhad zj,.; € R™ pomoci vztahi

H(xyp) Az = =V f (),
L1 = Tk + A.I'

(3.9)

Pouziti a uzitecnost RNM nyni prezentujeme na jednoduchém prikladeé.
Piiklad 3.2. Je ddna funkce f(z) = In(e® + e *). ReSte pomoci klasické New-
tonovy metody (NM) a RNM tlohu

xrenpi%) f(z). (3.10)

Jako pocatecni odhady volte xg =1 a 2o = 1, 1. Dosazené vysledky porovnejte.
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Reseni: Jak je zfejmé z predpisu funkce f a z obrazku 7, tcelovad funkce ma
minimum v bodé x* = 0.

Podle vztahi (1.14) resp. (3.9) budeme konstruovat posloupnost {zy}. Pfi vy-
poctu pouzijeme MATLAB a vysledky zapiseme prehledné do tabulky.

2.2
f(x) 5
1.8
1.6
14
1.2

1

0.8

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 x 2

Obrazek 7: Graf funkce f(r) = In(e® + e *). Cervené body znazoriiuji postup
klasické NM a modré body postup RNM pii pocatecnim odhadu zy = 1

klasicka NM RNM
b Tk \:vlﬁlfml*\ Lk |m‘i:ip‘*|
01 L0000 ~ [ 1.0000 =
1] -0,8134 08134 | 0,3554 0,3554
21 0,4094 0,5033 0,0769 0,2163
3 1-0,0473 0,1156 0,0052 0,0680
4 | 7,0603 -107° | 0,0015 2,7068 10~ | 0,0052

Tabulka 2: Pribéh klasické NM a RNM pii pocateénim odhadu xy = 1.

Pii pocateénim odhadu xg = 1 obé metody konverguji k feseni tlohy (3.10),
navic jiz po c¢tyfech krocich jsme v obou pripadech dosahli velmi piesného vy-

sledku. Mtzeme si vS§imnout, ze charakter konvergence metod je rozdilny. New-

48



tonova metoda nekonverguje primo, nybrz ,skace“ kolem bodu z*, zatimco RNM
pfimo konverguje (viz obr. 7).

Ve druhém pripadé, pfi pocatecnim odhadu xy = 1,1, dochazi k tomu, ze
Newtonova metoda diverguje. Zde se ukaze uzitecnost RNM, ponévadz tato me-

toda s konvergenci problém nemé (viz obr. 8).

2.2
f(x) 9
1.8
1.6
14
1.2

1

0.8

0.6 7

-2

Obrazek 8: Graf funkce f(r) = In(e® 4+ e *). Cervené body znazoriuji postup
klasické NM a modré body postup RNM pii pocatecnim odhadu 2y = 1, 1.

klasickda NM RNM
Floo ] w | et
0| 1,1000 - 1,1000 —
11]-1,1286 | 1,0260 0,4097 0,3725
2| 1,2341 | 1,0936 0,0960 0,0824
3| -1,6952 | 1,3736 0,0079 0,0680
4| 5,7154 | 3,3716 6,1869 -10~° | 0,0078

Tabulka 3: Pribéh klasické NM a RNM pii pocatecnim odhadu 2y = 1, 1.

]
Lze ukazat (viz [11] véta 2), Ze rychlost konvergence RNM je stejnd jako
rychlost konvergence NM, tedy kvadratickd. Abychom vsak zarucili globalni kon-
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vergenci této metody, je opét potieba volit délku kroku (viz [11] véta 3). V di-
sledku jsme tedy doposud ziskali urc¢itou modifikaci tlumené Newtonovy metody
pro konvexni a dvakrat spojité diferencovatelné funkce.

Jestlize ucelova funkce v tloze (3.7) je pouze jednou spojité diferencovatelnd,
definujeme maticovou funkci

[ V2f(z) , pokud V*f(x) existuje,
Ax) = { 0, jinak, (3.11)

kde O,, € R™" je nulova ¢tvercova matice.

RNM pak konstruuje posloupnost {x} podle rekurentniho vztahu

zian = 2 — a (Ale) + [V (20) o10) 7V f (), (3.12)

pricemz «j > 0 je vhodné zvolena délka k-tého kroku.

Pokud V2f(z}), pro ngjaké k € Ny, neexistuje, ma vztah (3.12) tvar

i =, — g ([Vf(@)lly) ™ V (), (3.13)
coz je metoda nejvétsiho spadu, kde délka k-tého kroku je t, = oy (| V.f (2x)||,)

Definice 3.4. Necht je dana konvexni mnozina D C R", funkce f : D — R a bod
i € D. Rekneme, 7e vektor g(2) € R" je subgradientem funkce f v bodé iz,

jestlize je splnéno

f(2) = f(2) 2 (x — 2)"g(2), Vo eD.

Uvazujme nyni ucelovou funkci, jez je konvexni, ale nemusi byt vibec dife-
rencovatelna. Znadmym poznatkem z konvexni analyzy je existence aspon jednoho
subgradientu konvexni funkce v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

V pripadé, ze je tucelova funkce v bodé xy, pro néjaké k € Ny, nediferenco-
vatelnd, dosadime do vztahu (3.13) za gradient tcelové funkce jeji subgradient
v bodé zi. Toto ndm umoziuje pouzivat RNM i v pfipadé, ze je ucelova funkce
nehladka a konvexni. Ve srovnani s tlumenou Newtonovou metodou je tedy RNM
pouzitelna na Sirsi t¥idu funkei.

Pro tplnost a prehlednost uvedeme algoritmus RNM.
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Algoritmus 3.4. (RNM)
Predpokladejme, ze odhad x; € R", k € Ny, feseni tlohy nepodminéné minima-
lizace dané konvexni funkce f je znam. Dalsi aproximaci zy 1 nalezneme pomoci

postupu:

1. Ze vztahu
(A(zr) + llv(z) 1) Az = —v(zy)

urc¢ime Azx.
2. Najdeme oy, € (0;1) pomoci metody zpétného vyhledavani.

3. Polozime xp, 1 = 1 + aiAx.

Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud neni splnéno zastavovaci krité-
rium (napi. —1AzTv(zy) <e).
Matice A(zy) je definovana predpisem (3.11) a vektor v(xy) je dan vztahem

(22) = Vf(zr), pokud Vf(xy) existuje,
T ), jinak,

kde g(z) znaci subgradient funkce f v bodé zy.

3.4.1 Pouziti RNM v teorii NR

Stejné jako je uvedeno v kapitole 1.2, jez hovoii o Newtonové metodé, muzeme
uvazovat RNM pro FeSeni nelinearni soustavy rovnic F'(z) = 0, kde F': R" — R".
Nyni nemusime predpokladat existenci Jacobiho matice zobrazeni F'.

Ptivodnim tkolem, ktery jsme si stanovili, bylo vyfesit llohu konvexniho pro-
gramovani (2.2). Jakmile se stane, ze tc¢elovou funkci f nebo nékterou z funkei ¢;,
it =1,...,r, nebude mozné derivovat, nemusime klesat na mysli, nebot pouZijeme
pravé RNM namisto klasické Newtonovy metody.

Pii feSeni soustavy (2.11) tedy nahradime Newtonovu metodu regularizova-
nou Newtonovou metodou. Pouzijeme-li stejného oznaceni jako v kapitole 2.5,

nahradime tak primarné-dudlni soustavu rovnic (2.14) soustavou

(0 + @l | 23] = | 787 ] (314
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kde

A() = N(-), pokud N(-) existuje,
| O,, jinak,

(z) = V.L(z;X), pokud V,L(z; \) existuje,
T ge(aN),  jinak,

Symbolem g,(z;\) je oznacen subgradient funkce L(x;\) v bodé = pro pevné
dané \. Vzhledem k tomu, Ze funkce L(z;)\) = L(x; ), k) je pro pevnou volbu
(A k) € R xR konvexni (viz lemma 2.2), vime, Ze takovy subgradient existuje.

Ukazeme aplikaci vyse popsaného postupu na jednoduchém piikladé.
Priklad 3.3. Jsou dany funkce fi, f2, f : R — R ve tvaru

filz) = 3z,
fo(z) = 42 — 4w + 1,

f(x) = max{fi(z), fa(x)}.
Pomoci PDNR metody s pouzitim RNM namisto klasické Newtonovy metody
reste tlohu

minimalizovat f(z), =z € R,

za podminky 1—|z| > 0.

Za pocatecni odhad zvolte 2° = 0.

Reseni: Ucelova funkce f je konvexni, avsak neni silné konvexni, na svém definic-

9£V17
16

nim oboru. V bodech je tato funkce nediferencovatelna. Za jeji subgradient
v obou téchto bodech vezmeme naptiklad ¢islo %

Na obrazku 9 je znazornén graf funkce f, z néhoz je patrné, ze funkce f ma
minimum v bodé x* = 97%?.

Funkce ¢(z) = 1 — |z| nema derivaci v bodé 0, proto uvazujeme subgradient
funkce —c(x) v tomto bodé a polozime jej roven jedné.

Vypocet provedeme pomoci upraveného M-souboru pdnrl ukrytého pod na-
zvem pdnrRegl. Ponévadz symbolické funkce pouzité v pdnrl nejsou vhodné
pro po castech definované funkce, pouzijeme namisto nich anonymni funkce. Dis-

kuze o vyhodach a nevyhodach pouziti symbolickych ¢i anonymnich funkci je

uvedena v kapitole 4.
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f)

Obréazek 9: Graf funkce f(z) = max{fi(x), fo(x)}. Cervené body znizoriuji
konvergenci PDNR metody pii poc¢atecnim odhadu zy = 0.

Hodnotu parametru k£ nastavime na stovku a za pocatec¢ni odhad volime bod
xo = 0. Tfebaze je funkce c¢(x) v tomto bodé nediferencovatelnd, necini to zadné

problémy. M-soubor pdnrRegl v MATLABu zavolame piikazem:
[xs,fxs,s] = pdnrRegl(0)

Ziskame tak vysledek:

Xs =
0.3048
fxs =
0.1524
s =
7

Je potieba sedmi krokt metody, abychom nasli feseni nasi tlohy se zvole-
nou toleranci piesnosti ¢ = 107%. Postup konvergence metody je zaznamenan

na obrazku 9 cervenou c¢arou. m
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4 Priklady

Pouzitim metody kone¢nych prvki pri feSeni kontaktnich tloh linearni elas-

ticity ve 3D vznikaji tlohy nelinearniho programovani typu

minimalizovat z"Az — 2T, 1z €R”

a2, >0, i=1,...,m, (4.1)
SUz'—lzZO, Z':L._.,m,7

za podminek g7 — z7

kde n = 3m je pocet neznamych, A € R"*" je symetrickd a pozitivné definitni,
beR" geRY, [ €R" Ponévadz se jedna o tlohu konvexniho programovani,
muzeme k jejimu feseni pouzit PDNRD metodu.

Bylo by sice mozné pouzit jiz pripraveny M-soubor pdnrd, avsak lepsim pfi-
stupem je tento M-soubor modifikovat na miru tloze (4.1). Pfestoze ma M-soubor
pdnrd tu vyhodu, Ze jej miizeme pouzit na obecnou tlohu konvexniho programo-
vani, jsou v ném pouzity, za ucelem vypoctu derivaci, symbolické funkce. Prace
se symbolickymi funkcemi a jejich vycislovani je v MATLABu ¢asové naro¢na,
a proto pokud pfedem zname derivace ucelové funkce a funkci podminek, je
vhodné pouzit anonymni funkce, jez nasledny béh programu znac¢né urychli.

Tato kapitola se vénuje Feseni dvou uloh typu (4.1) pomoci PDNRD metody.
V tvodu je diskutovano nastaveni parametri (viz tabulka 1), jez piimo ovliv-
nuji konvergenci PDNRD metody. Veskeré vypocty jsou provadény v MATLABu
na PC Intel Pentium (1,7 GHz) s 1GB RAM. V nésledujicich tabulkich jsou
vzdy uvedeny pocty iteraci, pocty feseni primarné-dualni soustavy a doba trvani
vypoctu. Pokud v nékteré z tabulek néjaky tdaj chybi, znamena to, ze vypocet

trval prilis dlouho.

4.1 O parametrech PDNRD metody

P1i pouziti numerické metody je velice dilezité spravné nastaveni jejich pa-
rametri. Na zacatku miizeme mit sice néjaky rozumny odhad, jak parametry
nastavit, avSsak pouze zkuSenosti ziskané aplikaci metody na problémy rtzného

charakteru ndm pomohou optiméalni nastaveni parametri najit.
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Na zédkladé testovani PDNRD metody na ptikladech uvedenych v kapitolach

4.2 a 4.3 provedeme nyni tivahy o vhodném nastaveni parametri PDNRD metody.

Faktor w

Faktor w ovliviiuje rychlost zvySovani parametru rescalingu. Jako prvni na-
pad se nabizi polozit jej roven dvéma ¢i desiti. Pti Tfeseni prikladu lze zjistit,
ze pro hodnoty w € (5;20) dostavame srovnatelné vysledky. Budeme tedy volit
w = 10. Avsak ani v pfipadeé jiné volby w > 1 nedojde k vyraznym zménam v pri-
béhu vypoctu. Nanejvys se muze stat, ze bude potieba nékolika krok metody

navic.

Parametr o

Neni ani tak dtlezité, jak zvolime parametr o, ale jak se rozhodneme zvolit
pomér mezi o a pocateéni volbou parametru rescalingu k;,;;. VZdyt prave podil 7
rozhoduje o poétu vnitinich krokti metody (tj. o po¢tu kroki Newtonovy tlumené
metody). Je zfejmé, Ze pro o >> k bude vnitinich krokt pfili§ mélo. Na druhou
stranu pro o << k jich bude zase pfili§ mnoho. V souladu s timto se volba

L kinie ukazuje jako vhodna.

o = lkinit élio= 5

2

Parametr 0

Parametr 6 ovliviiuje, zda bude spustén vnitini fesi¢ ¢i nikoliv. Pokud po-
lozime 6 = 0, fikdme tim, ze vnitini fesi¢ spustime vzdy, kdyz nedojde k 1,5-
superlinedrnimu poklesu hodnotici funkce. Pii volbé 8 = 0,5 tikdme, Ze nam
staci, aby v kazdém kroku doslo k linedrnimu poklesu hodnotici funkce. Je tudiz
rozumné volit # € (0;0,5). Ukazuje se (viz tabulky 6 a 9), ze na volbé tohoto
parametru uspésnost metody prilis nezavisi.

V podmince tykajici se parametru 6 se pocita min {H‘?’/Q*e, 1-—- 0}. Rovnéz
by stacilo namisto tohoto minima uvazovat jednoduse hodnotu H>/2~Y avsak jak
vime, klasickd Newtonova metoda je efektivni pouze v okoli bodu feseni, a tak
pokud jsme jesté ,daleko“ od feseni, je vhodnéjsi pouzit tlumenou Newtonovu
metodu. Vyraz ,daleko” je myslen tak, ze hodnotici funkce nabyva hodnoty vétsi

nez 1 — 0.
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Faktor q

Spolecné s podilem 7 ovliviiuje pocet vnitinich krokii i faktor ¢q. Tento faktor
ma navic vliv na to, jak casto se bude zvétsovat parametr rescalingu. Vzhledem
k charakteru podminky v bodé (8°) algoritmu 3.2 je potieba, aby ¢ € (0;1).
Navic musime faktor g volit tak, aby metoda nepouzivala pfili§ mnoho krok.
V nékterych ptipadech (viz tabulka 6) by totiz vypocet trval dlouho. Na zakladé
feSeni prikladd pro ruzné hodnoty parametru ¢ (viz tabulky 6 a 9) doporucuje
autor nenastavovat jej prilis maly.

Hodnoty parametru ¢ z intervalu (0,5; 1) davaji srovnatelné vysledky, proto

se vhodnou ukazuje volba ¢ = 0,5.

Parametr n

Parametr zpétného vyhledavani n se zpravidla voli v rozmezi 0,01 az 0,3
(viz [4] str. 466). Jak je vidét z tabulek 4, 5 a 6, volba tohoto parametru nema
pii feseni tlohy se strunou zadny vliv na béh PDNRD metody. Resime-li viak pro-
blém s ocelovym kvadrem, parametr 7 jiz ma urcity vliv na pocet iteraci PDNRD
metody a také na pocet FeSeni primarné-dualni soustavy (viz tabulky 7, 8 a 9).

Lepsi se v tomto pripadé jevi nastaveni n = 0,01.

Volba ki
Na zakladé vysledkt uvedenych v tabulkach 4 a 5 by se mohlo zdat, ze s ros-
toucim poc¢tem proménnych v tuloze je potfeba zvySovat i pocatecni hodnotu
parametru rescalingu. Avsak pri feSeni problému s ocelovym kvadrem se toto
nepotvrdilo, ponévadZ pro n = 648 je vhodnd volba kj,;; = 2-10% (viz tabulka 8).
Kazdopadné lze Fici, Ze pro ki,; € (103%;10°) dosdhneme feseni zpravidla
po prijatelném poctu krokd. Pro mensi nebo vyrazné vétsi hodnoty parametru

rescalingu jiz vypocet trva déle (fadové desitky kroki).

Volba pocatecniho odhadu
Pribéh vypoctu zavisi i na volbé pocateéniho odhadu. Ackoliv jiz vime, ze
PDNRD metoda je globalné konvergentni metodou, vhodna volba pocatecniho

odhadu mtze pocet krokid potiebnych k dosazeni pozadované presnosti znacné
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snizit. Pii feSeni takovych tloh, jako jsou naptiklad prithyby nosniku nebo kon-
taktni dlohy, se nabizi volit za pocatecni odhad vychozi stav systému, tj. bez
pusobeni vnéjsich sil. Je to z toho divodu, Ze zmény tvari téles v systému jsou

zpravidla velmi malé. Budeme tedy volit 2° = (0,0, ..., 0).

4.2 Problém se strunou

Uvazujme tlohu ve tvaru

min 7 (u), (4.2)

uekl

kde

1
0

T =5 [ Wwlra— [ uo o,
K= {u € (HL(0;1))% 1 uy(t) >0,V € (0;0,5), [u(t)] < 1,4,Vt € (0,5; 1)},

f(t) = (3672 sin 6, —472 sin 2nrt) .

Minimaliza¢ni problém (4.2) popisuje zatiZzenou strunu, ktera je pevné uchy-
cena v koncovych bodech, ¢astecné umisténa nad rovinou a castecné uvniti val-
cové plochy (viz obrazek 10). Funkce u(t) oznacuje vychyleni struny a funkce f(t)
jeji zatizeni.

Aproximaci tlohy (4.2) metodou kone¢nych prvkii, pomoci spojitych po ¢as-
tech linearnich funkci na ekvidistantni siti s n = 4m stupni volnosti, ziskame
ulohu konvexniho programovani velice podobnou tloze (4.1). Jedinym rozdilem
je, ze kromé podminénych proménnych z;, 2 = 1,...,3m, jsou v této tloze navic
nepodminéné proménné xz;, ¢ = 3m + 1,...,4m. Tyto nepodminéné proménné
vsak z teoretického a nasledné z vypocetniho hlediska necini zadné problémy.

Ucelova funkce $2TAz — 2Tb, 2 € R", odpovida konvexnimu kvadratickému
funkciondlu J(u), linedrni podminky v tloze (4.1) pak podmince us(t) > 0,
Vt € (0;0,5) z definice pfipustné mnoziny K a kvadratické podminky podmince
lu@®)| < 1,4, Vt € (0,5;1).
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Obrazek 10: Deformace struny.

Resent: Ulohu vyfesime pro riizné pocty proménnych, abychom otestovali rych-
lost PDNRD metody. Ze vSeho nejdiive je vSak nutné urcit, zda matice primarné-
duélni soustavy Ni(-) je Fidkou matici, abychom se mohli rozhodnout, ktery z pti-
stupti popsanych v kapitole 2.5 pouzijeme.

Za fidkou matici se zpravidla povazuje takova matice, kterd méa nejvyse 10%
nenulovych prvki. Na obrazku 11 je vidét struktura matice Ni(:) pro n = 128.
Tato matice ma rozmeéry 192 x 192, z cehoz pouze 636 prvki je nenulovych.
Matici Ni(-) tudiz miZzeme oznadit za fidkou, protoze mé jen 1,7% nenulovych
prvkii. Analogicky i pro jiné volby poc¢tu proménnych n je matice N(-) Fidké. Bu-
deme tedy Tesit primarné-duélni soustavu jako celek s pouzitim nékteré z technik
pro feSeni soustav s fidkou matici.

Zvolime toleranci presnosti ¢ = 107% a parametry PDNRD metody podle
kapitoly 4.1. Ulohu vyfesime pomoci M-souboru pdnrd_spec.m, jenz se vola pi-

kazem

[x_nr,f_nr,s] = pdnrd_spec(A,b,1l,g,zeros(length(b),1));
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Obréazek 11: Struktura matice primarné-dualni soustavy pii feSeni problému

Matice 192x192

AN

N

nz = 636

se strunou. Cernou barvou jsou znazornény nenulové prvky.

Oznacme n = 4m pocet proménnych a r = 2m pocet podminek. Postupné

fesime zadany problém pro n = 26, 27, ..., 2!% a rfizné volby k;,;. Ve zapiSeme

do tabulek 4 a 5.

n = 0,01 Kinit

n [ r 2-102 | 2-10% [ 2-10" | 2-10°
64| 32 8/13/0,359 | 6/6/0,063 | 7/12/0,109 | 6/14/0,203
128 | 64 || 9/21/0,547 | 7/10/0,328 | 7/12/0,234 | 6/12/0,219
256 | 128 - 6/19/1,515 - 4/10/0,532
512 | 256 - - 5/10/3,156 | 4/12/3,094
1024 | 512 - - 5/13/19,890 | 3/6/9,578
2048 | 1024 - - - 4/7/62,375
4096 | 2048 - - - 4/9/553,481

Tabulka 4: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %kinity =04, q=0,5,

n = 0,01, € = 107%. Problém se strunou.
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7):0,3 Einit

n r 2-100 | 2-10° | 2-10" | 2-10°
64| 32 8/13/0,375 | 6/6/0,078 | 7/12/0,156 | 6/14/0,187
128 | 64 ] 9/20/0,578 | 7/10/0,218 | 7/12/0,219 | 6/12/0,282
256 | 128 - 6/19/1,297 — 4/10/0,437
512 | 256 - - 5/10/3,047 | 4/12/3,141
1024 | 512 - - 5/13/20,469 | 3/6/9,063
2048 | 1024 - - - 4/7/63,484
4096 | 2048 - - - 4/9/551,516

Tabulka 5: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %kinit) =04, q=0,5,

n=0,3, e = 107%. Problém se strunou.

P1i pohledu do tabulek 4 a 5 Ize ucinit zavér, ze parametr n nema v tomto
pripadé na béh PDNRD metody zadny vliv. V tabulce 4 vidime, Ze pro vétsi po-
¢et proménnych je vhodné u této ulohy volit vétsi pocatecni hodnotu parametru
rescalingu. Druhym, neméné zajimavym, poznatkem je nerostouci — spise klesa-
jici — pocet iteraci i pocet TeSeni primarné-dualni soustavy s rostoucim poctem
proménnych.

Zvolme nyni n = 1024, k;,;; = 2 - 10° a sledujme pritbéh vypoétu pii riiznych

volbach parametrt n, 0, q. Zjisténé udaje zapiseme do tabulky 5.

n = 0,01 n=20,3
q h=01 | =04 f=01 | =04
0,1 - - - -
0,5 || 3/6/9,094 | 3/6/9,078 | 3/6/9,109 | 3/6/9,078
0,9 || 3/6/9,094 | 3/6/9,079 | 3/6/9,125 | 3/6/9,109

Tabulka 6: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %kinit) Einie = 2 - 10°,

e = 107°. Problém se strunou (n = 1024).

Jak je vidét z tabulky 6, parametry 7, # nemaji na pribéh vypoctu zadny
vliv. Oproti tomu spravna volba parametru ¢ nam zajisti dokonceni vypoctu

v rozumném case.
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4.3 Problém s ocelovym kvadrem

Na tlohu typu (4.1) vede rovnéz problém s ocelovym kvadrem lezicim na pevné
podlozce. Predpokladejme, ze kvadr zaujima prostor S = (0;3) x (0;1) x (0;1).

Jeho hranice 0§ je rozdélena na tii ¢asti

[, = {0} x (0;1) x (0;1),

na kterych jsou zadany ruzné okrajové podminky (viz obrazek 12). Podrobné je

zadéani tlohy a néslednd aproximace metodou koneénych prvki popséna v [7].

Obrazek 12: Ocelovy kvadr.

Reseni: Postupujeme podobné jako pii feSeni problému se strunou. Nejprve ur-
¢ime, zda je matice Np(-) opét Fidkd. Na obrazku 13 je znézornéna struktura
matice Ni(-) pro n = 90. Tato matice méa rozméry 150 x 150 a 8340 nenulovych
prvki. To znamend, Ze v tomto pfipadé o Fidké matici hovofit nemtzeme, nebot
mé 37% nenulovych prvka. Namisto piimého FeSeni primarné-dudlni soustavy
tedy nejdiive eliminujeme neznamou AN a vyresime soustavu se symetrickou
pozitivné definitni matici M (-) pro nezndmou Az. Newtoniv krok pro duélni

proménnou nasledné uréime ze vztahu (2.16).

61



Obrazek 13: Struktura matice primarné-dualni soustavy pri feseni problému s oce-

Matice 150x150

AN

N\

nz = 8340

lovym kvadrem. Cernou barvou jsou znazornény nenulové prvky.

Oznacime n = 3m pocet proménnych a r = 2m pocet podminek. Zvolime

toleranci presnosti ¢ =

v kapitole 4.1. Parametr 1 polozime roven 0,01 (resp. 0,3).

Problém vyftesime pro rizné hodnoty n a rtzné volby parametru k;,;; pomoci

M-souboru pdnrd_spec2.m, ktery se od pdnrd_spec.m lisi pouze stylem feSeni

10~% a parametry PDNRD metody podle doporuceni

priméarné-dudlni soustavy. Do tabulek 7 a 8 zapiseme zjisténé udaje.

n = 0,01 Kinit

n | r 2100 | 2-.109 | 2-10* |  2-10°
54| 36 - 5/85/1,578 | 9/959/9,391 -

90 | 60 - 6/47/1,031 | 6/329/5,047 -
180 [ 120 - 5/31/2,328 | 8/641/27,718 -

324 | 216 - 7/58/15,469 | 5/105/21,234 -

648 | 432 || 8/32/50,000 | 6/30/53,563 | 6/74/113,454 | 8/501/800,297

Tabulka 7: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %kmz‘t, 0=04,q=0,5,

n = 0,01, € = 107%. Problém s ocelovym kvadrem.
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77:(),3 kinit
n | r 2-10° | 2.10° [  2-10* | @ 2-10°

54 36 || 7/33/0,531 | 5/82/1,328 | 11/1167/9,578 -
90 | 60 - 6/39/0,969 | 6/340/5,640 -
180 | 120 - 7/48/3,328 | 10/717/39,594 -
324 | 216 - - 5/116/25,022 -
648 | 432 || 8/33/59,484 - 6/106/145,313 | 9/609/891,375

Tabulka 8: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %k:mit, 0 =04,q=0,5,

n=0,3, e = 107% Problém s ocelovym kvadrem.

Srovname-li idaje uvedené v tabulkach 7 a 8, zjistime, Ze nastaveni parametru
1n = 0,01 je lepsi nez volba n = 0,3 v tom smyslu, ze k vypoctu je potieba nizsiho
poctu feseni primarné-dudlni soustavy. Z tabulky 7 mtzeme rovnéz odvodit, ze
pro n = 0,01 je vyhodné zvolit k;p;; fadové v rozmezi 102 — 103,

Z posledniho tadku tabulek 7 a 8 plyne, ze v tomto piipadé nelze doporucit
s rostoucim n zvysSovat i parametr k;,;. V platnosti vSak zlstava, ze s rostou-
cim poctem proménnych nedochazi ke zvysovani poctu feseni primarné-dualni
soustavy.

Polozme nyni n = 324, ki, = 2 - 10 Pro rfizné volby parametri 7, 6, g

sledujme priitbéh vypoctu.

n =0,01 n=20,3

q =01 | 0=04 0=01 | 60=04
0,1 [| 5/105/23,328 | 5/105/23,312 | 5/116/25,812 | 5/116/25,735
0,5 || 5/105/24,141 | 5/105/23,984 | 5/116/25,610 | 5/116/25,984
0,9 || 5/105/23,203 | 5/105/23,437 | 5/116/25,734 | 5/116/25,781

Tabulka 9: PDNRD metoda s parametry w = 10, 0 = %k:mit, Einit = 2 - 104,

e =107°. Problém s ocelovym kvadrem (n = 324).

Z tabulky 9 je vidét, ze zatimco testované hodnoty parametrti 6, ¢ pribéh
vypoc¢tu nijak neovlivnily, nastaveni n = 0,01 zptsobilo oproti volbé n = 0,3
mirné snizeni poc¢tu feseni primarné-dualni soustavy.

Podivejme se bliZe na priitbéh PDNRD metody pro n = 324. Zvolme & = 10712,
Pii vypoctu nam MATLAB v kazdém kroku vypiSe pocet vnitinich krokt metody

(No_inner_iter), hodnotu hodnotici funkce (Error) a parametr rescalingu (k).
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Variables = 324

Constraints = 216

Iter No_inner_iter Error k
0 0 1.04e+001 2000
1 0 5.26e-002 2000
2 0 5.67e-003 2000
3 39 4.25e-004 20000
4 9 4.56e-005 20000
5 3 2.96e-006 20000
6 2 4.32e-009 20000
7 1 2.34e-010  6.53e+004
8 0 2.70e-012  6.09e+005
9 0 2.31e-013  2.08e+006

PD systems solved: 63
Time: 18.61 s

Metoda PDNRD je charakteristicka tim, ze od urcitého kroku — zde konkrétné
od osmého — dochézi ke zhavému startu metody. Prestoze nelze obecné fici, kdy
k nému dojde, miizeme ocekavat, Ze naroc¢nost vypoctu s piesnosti 1072 nebude
vyrazné vyssi nez s piesnosti naptiklad 1076, To potvrzuje i srovnani pocétu feseni
primarné-dualni soustavy v tomto pripadé s idajem v tabulce 7.

]

P1i pouziti PDNRD metody je nutné pocitat s tim, ze tato metoda nepracuje
pouze s vnitinimi, ale i s vnéjsimi body. To pfi nastaveni tolerance presnosti
napiiklad na hodnotu 1072 mtiZze mit za nasledek, Ze feSeni, jez by spravné mélo
leZet na hranici pfipustné mnoziny, lezi maly kousek za ni (tj. mimo p¥ipustnou
mnozinu). Z tohoto divodu jsme pfi testovani PDNRD metody volili toleranci

pfesnosti e = 1076,
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Zavérem je dilezité poznamenat, ze pri zvySovani poctu neznamych v za-
dané tloze, nedochazi k nartistu poc¢tu feseni primarné-duélni soustavy (viz ta-
bulky 4 a 6). Tento fakt je velice dulezity, nebot pravé feseni primarné-duélni
soustavy je Casove nejnarocnéjsi casti algoritmu 3.2, a tedy pocet feseni primarneé-

duélni soustavy urcuje celkovou komplexitu PDNRD metody.
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Zavér

V teoretické ¢asti této prace jsme se nejprve seznamili se zaklady teorie NR.
Uvazovali jsme pevné dany parametr rescalingu k£ > 0 a vénovali se popisu a ana-
Iyze metod NR a PDNR. Poté jsme zamérili svou pozornost na vylepseni PDNR
metody. Pomoci dynamické zmény parametru rescalingu a volby délky kroku jsme
dosahli globalni 1,5-Q-superlinearni konvergence PDNRD metody.

V casti praktické jsme testovali PDNRD metodu a hledali vhodné nastaveni
jejich parametrii. Ukazali jsme si naptiklad, ze zhavy start predpovézeny vétou 2.5
se v teorii NR skutecné vyskytuje. Rovnéz jsme pochopili vyznam jednotlivych
parametri metody.

Teorie NR dosud mé& mnoho otevienych otazek, které se nabizeji k dalsimu
vyzkumu v této oblasti. Jednou z nich je naptiklad otézka asymptoticky kvadra-
tické rychlosti konvergence PDNRD metody. Existuje totiz divod si myslet, zZe
metoda PDNRD ma4 potencial této rychlosti dosdhnout (viz [13] str. 258).

Dalsim problémem je zobecnéni PDNRD metody pro nekonvexni tlohy. Zda
je to viibec mozné, a jakym zpusobem to udélat. Také bychom se mohli vydat
opa¢nym smeérem, tj. hledani optimalniho nastaveni parametri PDNRD metody
pro rizné typy uloh konvexniho programovani.

Jisté by bylo zajimavé podivat se na souvislost teorie NR a sebeomezujicich
funkci, ponévadz pfi nelinearnim rescalingu tlohy v této praci pouzivame modi-
fikovanou logaritmickou transformaci v, (viz poznamka 2.5).

Rovnéz je dilezité zamétit se na nalezeni metody, jez by efektivné vyftesila
primarné-duélni soustavu, nebof feseni této soustavy je ¢asové nejnarocnéjsi ¢asti
PDNRD metody.

Témito a dalsimi otazkami z teorie optimalizace bych se rad zabyval i nadéale.
Zejména mé zajima pouziti sebeomezujicich funkci v teorii NR a dale pak oblast

tvarové optimalizace.
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