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1 Uvod

Rozhlédneme-li se kolem sebe, mtuzeme vidét rostliny, jejichz rtst a plodivost
zavisi naptiklad na mnozstvi svétla, tepla, zalivky a pridaného hnojiva, jdeme-
li na nadkup, vSimame si cenovek zbozi, kde se cena odviji od vyse sazby DPH,
obchodni marze, ceny benzinu a dalsich faktori. A tak bychom mohli pokracovat
dale. VSechny tyto i dalsi jevy lze popsat pomoci funkce urcitého tvaru s rtiznym
poctem proménnych. V praxi takto ¢ini hlavné technici, ekonomové a fyzici, ktefi
potiebuji zkoumané vztahy néjak popsat (zapsat je jako funkci), aby s nimi mohli
dale pracovat a pocitat. K tomu se pravé hodi matematicky aparat, diky némuz
1ze kuptikladu pomoci derivace zjistit jakou okamzitou rychlosti jelo auto, zname-li
ujetou drahu a cas, za ktery automobil tuto drahu prekonal.

Bohuzel ne se vSemi funkcemi se pracuje stejné. My se zaméfime na funkce
v implicitnim tvaru a to predevs§im funkce dvou proménnych, které jsou nejsnaze
predstavitelné a je mozno je doplnit prehlednymi grafy. Popiseme si tvar a vlastnosti
takto zadanych funkci, dokdzeme dulezitou vétu o existenci implicitni funkce a vse
budeme ilustrovat na pirikladech. Samoziejmé nesmi chybét ani aplikace ziskanych
poznatki v praxi. Tot k zédkladnim cilim a nyni trochu podrobnéji k jednotlivym
kapitolam.

V této préci se postupné seznamime se zakladni problematikou funkci a ukdzeme
si, jakymi zpiisoby lze funkci zadat. Také si objasnime nékteré dilezité pojmy, které
budeme k pochopeni latky bezprostfedné potiebovat. Toto bude obsahem prvni
kapitoly.

Navazujici druha kapitola ptijde jiz hloubéji. V ni si povime, proc je tfeba se im-
plicitnimi funkcemi zabyvat dikladnéji. Ke snadnéjsimu vysvétleni nam pomohou
hlavné nazorné priklady.

Tteti ¢ast je nazvand Véta o implicitni funkci a je tedy zfejmé, ze stézejnim
bodem bude vysloveni a dokazani zminéné véty.

Posledni c¢tvrta kapitola bude plna prikladd, na nichz budeme demonstrovat
znalosti z predchozich kapitol a seznamovat se s dalsimi vlastnostmi implicitnich
funkci. Na zavér si také ukazeme, ze s teorii implicitnich funkci se mtizeme setkat

i v jinych oblastech nez je matematickd analyza.



2 Co je dobré pro zacatek védét

2.1 Neékolik slov o funkcich vSeobecné

Jiz v ivodu jsme si fekli, ze s funkcemi se setkavame vsude tam, kde zkoumame
zavislost mezi dvéma nebo vice veli¢inami, pficemz tyto veli¢iny se obecné méni
a jsou vazany jistym vztahem. Tento vztah jednozna¢né urcuje hodnotu jedné ve-
li¢iny v zavislosti na jiné veli¢iné. Ale samoziejmé vzajemné zavislych veli¢in mutze

byt vice. Pro tplnost si pripomenime definici funkce.

Definice 2.1. Zobrazeni f mnoziny M C R", kde n je pfirozené ¢islo, do mno-
ziny realnych ¢isel R (zapisujeme f: M — R) se nazyva redlnd funkce n redlngch
promeénnych (zkrdcené budeme Fikat jen funkce). Mnozina M se nazyva definicni
obor funkce f a byva oznacovana symbolem D(f). MnoZina vsech funkénich hodnot

bodl z M se nazyvé obor hodnot funkce f a znaci se H(f).

Definice 2.2. Grafem funkce f: M — R, M C R", n € N, rozumime mno-
zinu vsech bodf prostoru R"*'!, jejichz soufadnice z1,...,%,,y v dané kartézské
soustavé soufadnic vyhovuji rovnici y = f(x1,...,2,), kde (z1,...,2,) € M. Tj.

f={(z1,...,2,,y)} z mnoziny R"* kde (xq,...,2,) € M ay = f(z1,...,Tn).

Jako jednoduchy pftiklad zavislosti mezi veli¢cinami nam dobfe poslouzi pro
vSechny jisté znamy ekonomicky model nabidky a poptavky. Cena nabizenych pro-
duktt primarné zavisi na vynaloZenych nakladech, ale dalsimi faktory miize byt
napiiklad konkurence, klimatické podminky (napi. kroupy zni¢i vét$inu trody ze-
médélciim, tudiz cena prodavanych plodin se prudce zvysi) nebo politické prostiedi
(napt. zvySeni sazby dani). Obdobé vlivy bychom nasli i v pfipadé uréovani ceny,
za kterou jsou ochotni kupujici produkty potizovat. Jelikoz zavislych veli¢in je zde
vice, dostali bychom funkci o vice proménnych, jejiz graf jiz neni mozné sestrojit.
Kdyz uz jsme zminili graf funkce, méli bychom zde také uvést i ostatni zptisoby

zadani funkce, mezi nimiz mtizeme nalézt i pro nas dilezité implicitni zadani.

1. Grafem

Grafem lze zadat funkci nejvice dvou redlnych proménnych.



Tento zptisob je obvykly zejména v technickych oborech. Zadani funkce gra-
fem neni vhodné pro dalsi zpracovani, protoze sice mame nazornou predstavu

o priubéhu funkce, ale hodnoty z grafu lze odecitat pouze priblizné.

. Tabulkou

To je (n + 1)-ticemi ¢isel {z1,, o, , ..., Tn,, Yk}, kde yp = f(21,, 22, .-, Tn,)
an €N, proVk =1,2,...,k € N, sestavenymi do tabulky, kterd tak bude
mit (n + 1) sloupct a k fadki. Zadani funkce tabulkou se uziva zpravidla
v experimentalnich tlohach pii zjistovani zavislosti veli¢in méfenim. Funkci
lIze pomoci tabulky zadat Uplné jen tehdy, je-li jeji defini¢ni obor konecna

mnozina.

. Analyticky

Tento zptisob je nejcastéjsi a pro matematické ticely téz nejvhodnéjsi. Mtzeme

pod néj zaradit né€kolik moznosti zapsani funkéniho vztahu.

e Explicitné, kdy je funkce zadana rovnici y = f(x1,...x,), n € N a mno-
zinou D(f), pticemz f(xy,...,x,) je matematicky vyraz zavisly na pro-
ménnych xq,...,x, a D(f) je defini¢ni obor funkce f.

e Implicitné, tj. zadani rovnici F'(xq, ..., z,,y) = 0, kde F je funkce (n+1)
realnych proménnych, a podminkami pro zy,...,x, a y. Vice se timto
zpusobem zadani funkce budeme zabyvat v dalsich kapitolach, avsak

zameéfime se zejména na funkce dvou realnych proménnych.

e Parametricky, tedy soustavou n + 1 rovnic

I = @l(t)
Ty = @, (1)
y = (1),
kde ®4,...,®, a ¥ jsou funkce nezavisle proménné ¢ (zvané parametr),

splniujici urcité podminky a majici spole¢ny defini¢ni obor.



e Pomoci realnych ¢isel u, vy, ..., v,_1, které se nazyvaji sférické soutrad-

nice bodu P = (z1,...,x,) € R", n € N, je-li
T1 = U COS V] COS Vg COS V3 . . . COS Uy _1

T9 = U SiN V1 COS Vg COS V3 . . . COS Up—_1
T3 = U Sin ¥ COS V3 COS V3 . . . COS Up—1

T4 = U COS VU3 COS Uy COS V3 . . . COS Vy_1

Tp_1 = USINV,_9 COS Vy—1
T, = USINVpy_1.
Zvolime-li n = 2, dostaneme ¢isla u, v, ktera se nazyvaji polarni sourad-

nice bodu P = (z1, x2).

Poznamka 2.1. V implicitnim a parametrickém pfipadé musime pfidat vzdy pod-

minky na funkce F', &, ..., ®, a ¥ tak, aby tyto predpisy skutecné urcovaly funkci.

2.2 Zakladni pojmy

Nastava prilezitost vyslovit nékolik vét, které nam pomohou v objasnéni dalsiho
textu. Zde uvedeme pouze ty, které budeme bezprostiedné potiebovat v této praci
a které nam pomohou pochopit néktera fakta. Zakladni pojmy a ostatni dilezité
definice, véty a poucky lze nalézt v jakékoli knize pojednavajici o diferencialnim

poc¢tu, napiiklad v [2] nebo [6].
Véta 2.1 (Lagrangeova o prirtstku funkce). Jestlize
(1) f je spojitd na {a,b),

(2) f je diferencovatelnd na (a,b),



pak existuje 0 € (0,1) takové, Ze

f(b) = f(a)
"(a+ 0h) =
a+om = TO =T
kde h oznacuje vzddlenost (b — a).

Vztah z této véty se ndm bude pozdéji hodit ve tvaru

f(b) = f(a) = f'(a+06h) - (b—a).

Véta 2.2. Necht y = f(z) je funkce spojitd na uzavieném intervalu {(a,b) a dife-

rencovatelnd na otevieném intervalu (a,b).
(1) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), potom je f rostouci na (a,b).
(2) Je-li f'(x) <0 pro vSechna x € (a,b), potom je f klesajici na {(a,b).
(8) Je-li f'(x) =0 pro vSechna x € (a,b), potom je f konstantni na (a,b).

Véta 2.3. BudiZ funkce y = f(x) spojitd na intervalu {(a,b) a necht f(a) # f(b).
Potom funkce f nabyvd na intervalu (a,b) vSech hodnot leZicich mezi ¢isly f(a) a

f(b).

Jinak fefeno, vezmeme-li libovolné ¢islo d lezici mezi ¢isly f(a) a f(b), existuje

alespoii jedno ¢islo ¢ z intervalu (a,b), kde f(c) = d.



3 Predstaveni implicitnich funkci

Teorie implicitnich funkci, stejné jako ji blizka problematika inverznich funkci, je
muzeme spatfit jiz v dilech vyznamnych matematiki Anglicana Isaaca Newtona
(1642-1727) a Némce Gottfrieda Leibnize (1646-1716). Byl to vSak az francouzsky
prikopnik matematické analyzy Augustin-Louise Cauchy (1789-1857), kdo sjedno-
til a zobecnil doposud znamé poznatky o implicitnich funkcich a rozvinul tuto teorii
dale. Nejdiive byla vyslovena véta o implicitnich funkcich pro dvé proménné. Pro
vice proménnych ji poprvé prezentoval ve svém dile jako soucast celé teorie funkci
vice proménnych az italsky matematik a politik Ulisse Dini (1845-1918). Véta o im-
plicitni funkei je proto v Itélii zndma4 jako Diniho véta (the Dini’s theorem).

Toto byl jen velmi strohy néastin ,vzniku“ a predstaveni hlavnich mysliteli,
ktefi méli s pocatky teorie implicitnich funkei co do ¢inéni. Komplexnéjsi informace

historického razu poskytne kniha [8].

3.1 Jak vypada funkce zadana implicitné

V predchozi kapitole jsme pouze naznacili, jaky tvar maji implicitné zadané
funkce, proto nastal nevjyssi ¢as, abychom se implicitnimi funkcemi zabyvali hlou-
béji. Cel& podkapitola je vénovana jejich problematice a snazsi orientaci v rozdilech
s explicitné zadanymi funkcemi. Abychom si jednotlivé funkce mohli 1épe predstavit
i nakreslit a pochopeni se tak stalo jednodussim, budeme se pohybovat pouze v R2.

Jak popsat funkci zadanou implicitné? Jelikoz se v celé této kapitole budeme
pohybovat v oblasti funkci dvou proménnych, pripomenme si, ze implicitni funkce
je funkce zadand rovnici F'(z,y) = 0, kde F' zna¢i funkci dvou proménnych x a y.
To ale neni vse. Jisté si kazdy pamatuje, jak ndm na zakladni i stfedni skole vtlou-
kali do hlavy, ze funkce je zobrazeni, které prifazuje kazdé nezavisle proménné x,
kde x vybirame z defini¢niho oboru dané funkce, pravé jednu zavisle proménnou
y. Tato ,poucka” vSak v nasem implicitnim pripadé neplati vzdy, coz je kdmen
urazu. Muze se totiz stat, ze jednomu x bude pripadat i vice nez jedno y. Nez se

v8ak k tomuto pfipadu dostaneme, ozna¢ime znakem M mnoZinu vSech bodt (x, y),



které vyhovuji rovnici F(x,y) = 0 a ukézZeme si, jakych podob mize mnozina M

nabyvat:

1. Necht F(z,y) = 22 + 3>+ 1. V tomto pfipadé je mnozina M prazdna, jelikoZ
pro zadny bod neni 22 + y* = —1.

2. Rovnici 2%e¥ + y?e* = 0 vyhovuje jediny bod (0,0) a tento jediny bod také

tvori mnozinu M.
3. I v ptipadé rovnice 2 + y* = 0 je mnozina M = {(0,0)}.

4. Rovnici x +y — 5 = 0 vyhovuje pravé mnozina vSech bodti lezicich na piimce

y=25—u1x.

5. Je znadmo, Ze rovnici (x —3)%+ (y +1)2 — 4 = 0 je zadana kruZnice se stiedem

v bodé (3, —1) a polomérem 2.

(90';8)2 + (y—1124)2 —1=0

6. Kiivka zadana rovnici se nazyva elipsa, ktera ma

hlavni osu rovnobéznou s osou y, stied v bodé (—8,14). Hlavni poloosa ma

délku @ = /8 a vedlejsi poloosa b = v/12.

7. Rovnice @ — % — 1 = 0 patfi hyperbole s hlavni osou rovnobéznou

s osou y a stfedem v bodé (5, —3).
8. Kiivka z® + y3 — 3zy = 0 popisuje tzv. Descarttv list.
9. Rovnice (22 4+ y*)? + 2¢*(y* — 2%) = 0 odpovid4 lemniskaté.

Nyni budeme odpovidat na otazku, zda je mozné popsat mnozinu M rovnici ve tvaru
y = f(x) tak, aby vSechny body mnoziny M byly pravé ony body (x,y), jez vy-
hovuji rovnici y = f(x). To je mozné napiiklad v pfipadé pfimky =z +y — 5 = 0,
kde muzeme velmi snadno osamostatnit y (proménnou y sta¢i prevést na druhou
stranu rovnice) a prejit tak od implicitniho zadani funkce k explicitnimi. Jinymi
slovy, mnozinu M lze popsat jedinou rovnici tvaru y = f(x), konkrétné y =5 — x
(viz pfipad 4.). Na druhou stranu, podivame-li se na poslednich pét uvedenych kii-
vek (ptipad 5. az 9.), mZeme si v§imnout, Ze neni mozné osamostatnit y a popsat

tak celou mnozinu M jedinou rovnici tvaru y = f(z).
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Zatimco pfechod od explicitniho k implicitnimu zadani dané funkce je jedno-
duchy, nebof staci anulovat pravou stranu funkéniho pfedpisu, jak je vidét vyse,
opacny prechod nékdy nelze provést. Proto kdyz nebudeme schopnit nalézt funkci
f, jez popisuje mnozinu M, budeme se snazit tento problém zuzit v tom smyslu, ze
se omezime jen na okoli zvoleného bodu z M a situaci tak nebudeme zkoumat na
celé mnoziné M, ale pouze v okoli urc¢itého bodu z této mnoziny. Zvolime si libo-
volny bod (xg, y) pattici do mnoZiny M a budeme se ptét, zda je mozné sestrojit
kolem tohoto bodu libovolné okoli tak, aby alespon ta ¢ast mnoziny M lezici v okoli
bodu (z,yo) se dala vyjadrit jedinou rovnici ve tvaru y = f(z).

Na tomto misté by bylo vhodné uvést definici implicitni funkce, ktera nam

nejlépe pomuze k pochopeni vysvétlovaného problému.

Definice 3.1. Necht F je funkce dvou proménnych a mnozina M = {(z,y) € R?
F(z,y) = 0}. Déle uvazujme bod (xg,y9) € M. Pfedpokladejme, Ze existuje ob-
délnikové okoli U = (xg — 6,29 + 0) X (yo — €, 4o + €), § > 0, € > 0, s nésledujici

vlastnosti:

K libovolnému = € (zg — 0, z9 + 0) existuje v intervalu (yo — €, yo + €)

pravé jedno y takové, ze F(x,y) = 0. Ozna¢me tuto hodnotu y = f(x).

Pak o takto definované funkci f, kde x € (zg — §, 0 + J), fikdme, Ze je zadand

implicitné rovnici F'(x,y) = 0 v okoli bodu (zg, yo).

Dalo by se také ici, ze funkce y = f(x) je v okoli bodu (zg, o) zadédna implicitné
rovnici F(z,y) = 0, jestlize existuje 6 > 0 takové, ze F'(z, f(x)) = 0 pro vSechna
x € (xg,—0d, 29 + §). Pokud se z rovnice F(x,y) = 0 podaii v okoli bodu (xg, 3o)
vyjadfit proménnou y, dostavame funkei f v explicitnim tvaru y = f(z).

Pro zajimavost bychom mohli dodat, ze ,,implicitni“ doslovné ptelozeno do ¢es-

tiny znamena ,nerozvinuty, v nétem obsazeny*.

3.2 Motivacéni priklady

Jiz jsme si povédéli, jak vypadaji implicitné zadané funkce a jaka tskali ndm

mohou pfindset. Nyni nastal ¢as si nékteré z vyse uvedenych prikladd detailnéji
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rozebrat a ukazat si na nich to, co bylo zatim feceno jen teoreticky. Budeme se

tedy zabyvat tim, jak vypada mnozina M a kdy lze nalézt funkci f.

Priklad 3.1. Pro zacatek si zvolime nejsnadnéjsi a nejlépe predstavitelnou funkci,
kterou k tomuto ucelu vybirda snad vétsina autortt odbornych publikaci, a tou je
F(z,y) = 2 + y* — 1. Mnozina M, M = {(z,y) € R?, F(x,y) = 0}, je tvofen4
kruznici, ktera méa stied v poc¢atku a polomér roven jedné.

y/

0,75

0,75

Obrazek 3.1: Kruznice implicitné zadané rovnici 22 + y? — 1 = 0.

Z Obrazku 3.1 je patrné, ze v okoli kteréhokoliv bodu na kruznici, tedy kromeé
bodi A = (—1,0) a B = (1,0), jsou rovnici F(z,y) = 0 zaddny explicitni funkce
fi = V1—2a2, fo = —v/1 — 22, Funkce f; = /1 — 22 odpovida horni pilkruznici
a funkce f» = —v/1 — 22 dolni. (Protoze napi. pro z = 0,5 ziskdme dosazenim do
funkce f; hodnotu y; = 0,75 a je tedy zfejmé, ze bod (0,5;0,75) bude lezet v horni
poloviné kruznice, kdezto po dosazeni x = 0,5 do funkce fo vypoc¢teme y, = —0,75
a tedy bod (0,5; —0,75) lezi v dolni poloviné kruznice z2 + y* — 1 = 0.)

Muzeme také vidét (viz Obrazek 3.1), ze v zadném okoli bodi A = (—1,0) a

B = (1,0) neni rovnici zaddna zadné funkce proménné . O

Pfiklad 3.2. Necht F(z,y) = 2? — y*. Jelikoz
Floy) =2 -y =(@+y) (v —y) =0,

snadno zjistime, ze mnozina M se sklada ze vSech bodi piimek y =z a y = —x.
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Zvolme napiiklad bod P, = (3,3) z mnoziny M, ktery lezi v prvnim kvadrantu.
Ptame se, zda muzZeme sestrojit néjaké okoli Us = (3 —A,3+A) x (3—A,3+ A),
A > 0, bodu (3, 3) tak, aby se alesporni ¢ast mnoziny M, kterd lezi v okoli U, dala
popsat rovnici y = f(z).

yl\
y:X
Gy P,
P72
=2 0 3 X
y=-x

Obrazek 3.2: Graf funkce f implicitné zadany rovnici 22 — 3? = 0.

Z Obréazku 3.2 vidime, ze tak ucinit 1ze a ¢ast mnoziny M, jez lezi v okoli U
bodu (3,3), mizeme vyjadfit rovnici y = x. Prozkoumejme analogicky situaci na
okoi U= (-2—A, -2+ A)x (2—A,2+A), A >0, bodu P, = (—2,2). V tomto
pripadé je ziejmé, ze ¢ast mnoziny M lze popsat rovnici y = —z.

K obdobnym zavérim bychom dosli v piipadé vSsech bodt P z mnoziny M
vyjma bodu (0,0). V pocatku soustavy soufadnic totiZ nelze najit takové okoli
Up=(0—A0+A)x (0—A,0+A), na kterém bychom mohli popsat ¢ast mnoziny
M rovnici y = f(x).

Vsimnéme si téz, ze v bodé (0, 0) je parcidlni derivace funkce F' podle proménné

y rovna nule. ]

Pfiklad 3.3. Obdobné bychom uvazovali nad funkci F(z,y) = 23 + v — 3ay.
Mnozina M, kde M = {(z,y) € R? F(z,y) = 0}, znazortuje jiz zminény Descartiiv
list. Zvolime-li na kfivce bod (¢, o), hleddme takové okoli U(xy) bodu zg, U(yo)

bodu yy a funkci f: U(xy) — R s vlastnostmi:

1. 23+ f3(x) — 3xf(x) = 0 pro kazdé x € U(xy),
13



2. f(wo) = wo,
3. f(z) € U(yo) pro kazdé x € U(xy).

Pokud zjistime, ze takova funkce existuje, je dale dilezita otazka, zda funkce majici
vyse uvedené vlastnosti, je jedina. Pokud ano, mtzeme fici, ze ¢ast Descartova
listu, lezici v dostatetné malém okoli bodu (xg, o), je grafem funkce jedné redlné

proménné f. Je zfejmé, Ze tato situace nastava pro kazdy bod (xg,yo) Descartova

listu (viz Obrazek 3.3), kromé& bodi (0,0) a (v/4, v/2).

Obrazek 3.3: Descarttiv list implicitné zadany rovnici 2® + ¢ — 3zy = 0.

Cést Descartova listu lezici v libovolné malém okoli kolem poc¢atku je sjed-
nocenim grafi tii spojitych funkci; odpovéd na otézku jednoznacnosti funkce f

s uvedenymi vlastnostmi je v tomto pripadé tedy zaporna. U

Priklad 3.4. Pro srovnani uvazujme rovnici xe¥ 4+ ye® — 1 = 0. Do mnoziny M,
M = {(z,y) € R? ze¥ + ye® — 1) = 0}, patii napiiklad body (1,0) a (0, 1). Jelikoz
vsak nelze osamostatnit y, nemiizeme zjistit, zda existuji i dalsi body patiici do
mnoziny M.

MiiZzeme si pomoci tak, ze danou rovnici prepiSseme do tvaru ze? = 1 — ye® a
budeme graficky fesit, kdy se protnou funkce z; = ze¥ a zo = 1—ye®. Jejich prisecik
(pokud bude existovat) je totiz také bodem patficim do mnoziny M. Za¢neme tim,

Ze si zvolime pevné z a k nému budeme dopocitavat hodnotu y. Napriklad pro

14



x = 1 dostaneme dvé funkce, z; = e¥ a 2z = 1 — ye. Tvar obou grafti je jisté

kazdému zndmy (a pokud ne, pomize Obréazek 3.4 vpravo).

o T3 4 3 6« =y —-7]

Obrazek 3.4: Graf funkce f implicitné zadany rovnici ze¥ + ye* — 1 = 0 (vlevo);
kiivky z = e¥ a z = 1 — ey (vpravo).

Nacrtneme-li si grafy téchto dvou funkci z; a 29, jednoduse urc¢ime, ze soutadnici
x = 1 odpovidd y = 0. Tak bychom mohli pokracovat dale — volit si libovolna
pevna z a dopocitavat k nim prislusna y. Nemame-li vSak po ruce vhodny software,
neni jiz tak jednoduché fici, kde se funkce protnou tifeba hned pro x = 2. Oproti
predchézejicim piikladim tak v ptipadé funkce F(x,y) = xe¥ + ye* — 1 nelze
jednoduse (naptiklad bez pouziti zminéného softwaru) uréit, zda pro néjaké dalsi =
nebo dokonce vsechna x z urc¢itého intervalu existuje pravé jedno y vyhovujici dané
rovnici. Proto nemiizeme rozhodnout o existenci implicitni funkce a musime si tedy
opatfit ,nastroj“, ktery nam s timto problémem pomuze, a to vétu o implicitni

funkci, které bude vénovana cela nasledujici kapitola. Il
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4 Véta o implicitni funkci

Nyni se dostavame ke stézejnimu bodu této praci, tedy k vysloveni a dokazani
véty o existenci implicitni funkce.
Nejprve si uvedeme znéni a diikaz véty pro piipad funkce dvou proménnych

F(z,y), protoze je nejsnaze predstavitelné.

Véta 4.1 (o existenci implicitni funkce). Uvazujme rovnici F(x,y) = 0. MnoZinu

resend této rovnice oznacme M, tj. M = {(x,y) € R?*; F(x,y) = 0}. Necht
(1) bod (xo,y0) € M,

(2) ezistuje ctvercové okoli U = (xg — d,x9 + 0) X (yo — 9,40 +6), 6 > 0, bodu

(x0,%0), na némz je funkce F' hladkd,

(3) Fé(%,yo) # 0.

Potom existuje funkce f definovand na intervalu (xg — A,zo + A), kde A > 0 a
A <6, tak, Ze

(I) rovnice F(z,y) = 0 popisuje v (xg — A, xo+ A) X (yo — A, yo + A) okoli bodu

(20, yo) tmplicitni funkci y = f(x), pricemZ
(1) f je spojitd na (rg — A, z9 + A) a
(III) f ma na (xo — A, xo + A) spojitou derivaci a plati

_ F(z,y)
F/(z,y)

f(2) : kde y = f(x) pro kazdé x € (zg — A, zo + A).
Diikaz. Nejprve si dokdZeme tvrzeni (I), tedy existenci implicitni funkce.
Pfedpokladejme, ze F, (7o, yo) > 0 (pfipad F}(zo,yo) < 0 by se dokazoval analogic-
ky, pouze bychom misto funkce F' vySetfovali funkci —F).

Polozme F} (7o, y0) = a, kde a > 0. Z piedpokladu (2) hladkosti funkce F’, a tim
padem spojitosti funkce F, plyne, Ze musi existovat néjaké kladné ¢islo ¢, ¢ < 4,

tak, Zze pro kazdy bod (z,y) z intervalu K = (zo — ¢,z + ¢) X (yo — ¢,y + ¢), je

1
‘Fé(l’,y) - Fy/(CUo,yo)’ < 54
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1
|E(z,y) —a)| < e
Upravime-li tuto nerovnici, dostaneme, ze F)(z,y) nabyva pro ¥(z,y) € K hodnot
z intervalu (1a, 2a), tedy
1 , 3
24 < Fy(z,y) < 7%

Jelikoz a je kladné ¢islo, je zfejmé, ze ve vSech bodech (z,y) € K plati

1
F(z,y) > 50> 0. (4.1)

Y,+0

Yo

S

X,~0 Xy x,+& x

Obrazek 4.1: Obrazek znazornujici situaci v okoli bodu (xg, yo).

Nyni uvazujme zazeni funkce F' na proménnou y, tedy polozme x = x( a zis-
kejme tak funkci F(zg,y) s jednou proménnou y. Funkce F(z¢,y) mé na intervalu
(Yo — ¢, yo + ¢) podle vyse dokdzaného vztahu kladnou derivaci a je na tomto inter-
valu tedy dle véty o monotonii funkce rostouci. Navic pro y = y, plati F'(xg, yo) = 0.
Z toho vyplyva, ze v bodé y = yo + %c ma funkce F'(xo,y) kladnou hodnotu, kdezto
pokud volime bod y = yo — %c, nabyva funkce F'(z,y) hodnotu zapornou.
Obdobnou tvahu mutZzeme vést pro funkce F(z,yo + 3¢) a F(x,y0 — 3¢) jediné
proménné x. Funkce F(x,y0 + 3¢) je v bodé z = x spojitd a kladnd. Funkce
F(x,yo — 3¢) je v bodé & = zo spojitd a zdpornd. Z toho vyplyvé, Ze existuje

kladné ¢islo A tak, ze plati

1 1
F(z,yo — 50) <0 a F(x,yo+ 56) > 0, pro Vo € (zg — A, xo + A), (4.2)
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kde A volime tak, aby A < c.

Neomezujme se pouze na xy a yo a podivejme se nyni, jak bude vypadat situace
v piipadé jiného bodu z mnoziny M. Necht je x* libovolné ¢islo z intervalu (zg — A,
xo + A). Potom je funkce F'(z*,y), jediné proménné y, podle vztahu (4.1) spojité
a rostouci na celém intervalu (yo — ¢, yo + ¢). Jelikoz je interval (yo — ic,yo + 3¢)
¢asti intervalu (yo — ¢, yo + ¢), bude funkce F'(z*,y) spojitd a rostouci i na ném. Z
dokézaného vztahu (4.2) vime, Ze pro y = yg — %c je hodnota této funkce zaporna,
kdezto pro y = yo + %c kladnéa. Potom v souladu s Vétou 2.3 existuje na intervalu
(yo — %c, Yo + %C) ¢islo y* takové, ze F(z*,y*) = 0, a protoze je funkce F(z*,y)
rostouci na tomto intervalu, je toto ¢islo y* € (yo — %c, Yo + %C) jen jedno.
Vyse uvedené tvahy mizeme rozsifit na cely interval (zg — A, z9 + A) X (yo — A,
Yo + A), pokud polozime %c = A. Potom bude platit, ze ke kazdému x z intervalu
(xg — A, zo + A) existuje v intervalu (yo — A, yo + A) jen jedno ¢islo y tak, ze plati

F(z,y) = 0; toto ¢islo y ozna¢me znakem f(z). Timto je dokdzan prvni bod (I).

Bod (II) v této chvili pfesko¢ime a nejprve si dokdzeme tvrzeni (III) Véty 4.1
pomoci Véty o prirtistku funkce 2.1. V souladu s Vétou 2.1 si zvolime dva body

(x*,y%), (z* + h,y* + k) z intervalu U = (g — A, xo + A) X (yo — A, 50 + A).

y

YotA

bz r)'A

x,-A X*F xR XA %
Obrazek 4.2: Obrazek znazornujici vzdalenost bodu (z*,y*) a (z* + h,y* + k).
Funkce F(z,y*) jediné proménné x ma v intervalu (zo — A, xg + A) derivaci

F!(z,y*), funkce F(x*+ h,y) proménné y ma v intervalu (yo — A, yo + A) derivaci
F;(x* + h,y).
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Abychom mohli aplikovat vétu o prirtistku funkce, pouzijeme rovnost
F*+hy +k)—F*y) =

=(F(z"+h,y" "+ k)= F(@"+h,y)+ (F(x*+ h,y") — F(z", y")).

Nyni jiz miZeme uzit vétu o piirtistku funkce zvlast pfi posunu soutradnice na ose

r a y a dostaneme tak rovnost
F(a* 4 hyy" +k) = F(a,y") = k- F)(a" + hyy" +62k) + h- FL(a" + 01k, y"), (4.3)

kde 61, 6, € (0,1).
Vyjdeme-li z rovnosti (4.3), je ndm jasné, Ze plati i pro £ = 0 (vypadne prvni
¢len na pravé strané), stejné jako pro h = 0 (odpadne druhy ¢len vpravo).
Pfipomenme si, ze z* je z intervalu (g — A,z + A) a |h|, h # 0, je tak malé,

ze i bod x* + h lezi v tomto intervalu. Definujme funkci k(h) pomoci vztahu

k(h) = f(z" + h) = (7).

Z této rovnice si vyjadiime funkéni hodnotu v bodé = = z* + h, o které navic vime,

ze padne do intervalu (yo — A, yo + A)
fl@®+h)= f(z*)+ k(h).
V dikazu bodu (I) jsme si ovéfili, ze
F(z*,y") =0,

tedy i
F(z7, f(27)) =0

F(z"+h, f(x*) + k(h)) = F(z*+ h, f(z"+h)) =0
Dosadime-li takto ziskané vztahy do rovnosti (4.3), dostaneme
k(h) - Fy(x* 4 h, f(2") + O2k(h)) + h - Fy(a™ + 01, f(2")) = 0.
A jelikoz jsme si jiz diive dokazali (viz vztah (4.1)) Ze
F,#0  na K = (xg—c,x0+c) X (Yo —c Y +c¢),
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muzeme z posledni rovnice vyjadrit k(h) nasledovné

Fl(z* 4 01h, f(z*)) - h

H0) = e i fla) + Ok (R)) (44)
Podle vztahu (4.1) je
Fya + b, f(a*) + 6oK()) > ga,
proto
B < 2 b F1(e + 02h, 1(27))].
Derivace funkce se definuje pomoci limity, proto nas bude zajimat limita
lim (f(z" +h) = f(z7)). (4.5)

h—0

Nejdiive vSak vypocteme limitu funkce k(h) pro h — 0. Z predpokladu (2) vime,
ze je funkce F! spojita na U, z ¢ehoz plyne (stéle sledujme Obréazek 4.2)

lin (Fy (2" + 0uh, f(2))) = Fia", £(2). (4.6)

Stejné tak je z pravidla o limité soucinu zfejmé, ze

lim (F; (" + 01h, f(27)) - h) = 0; (4.7)
a odtud je vidét, ze
}lllir(l) k(h) = 0. (4.8)

Tedy ¢itatel zlomku z (4.4) je v limité pro A — 0 roven nule. Nyni ndm jesté zbyva

spocitat limitu jmenovatele zlomku na pravé strané.

V souladu s Obrazkem 4.2 a vypoctem (4.8), se bod (z* + h, f(x*) +6:k(h)) pro
h — 0 blizi bodu (z*, f(z*)), tj. pak

lim F)(a* + h, f(2") + 0ak(R)) = Fy(a", f(x")). (4.9)

Vratme se zpét k vypoctu limity funkce F.(z* + 61h, f(2*)) - h) pro h — 0. Jiz

vime, Ze tato limita je pro A — 0 rovna nule a to diky tomu, ze pravé h jde v limité
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k nule. Pokud v8ak nechceme, aby se i k(h) rovnalo nule, musime obé strany rovnice
(4.3) vydélit hodnotou h. Dostaneme tedy rovnost
[z +h)— fz) . Fy(z" +01h, f(2")) - h

1i =_1 .
sy h w0 (@t + h, f(27) + 6ak(R)) - B

(4.10)

Dosadime-li do této rovnice vztahy ziskané z (4.6) a (4.9), ziskdme dokazovany

vztah pro derivaci implicitni funkce

@)= @) R )
h=0 h Ey(xr, f(z))

(Pfipomenme si, ze z* je libovolny bod z intervalu (zo — A,z + A).)
Bod (III) je tedy dokézan.

Ze vztahu pro vypocet derivace implicitni funkce

f(z) = —% pro Vo € (zg — A, z9 + A) (4.11)

vyplyva, ze funkce f’(x) je spojita na intervalu (xo—A, xo+A) proto, Ze do spojitych
funkei F; a F; dosazujeme za y spojitou funkci f(x) (funkee f(x) je spojitd, protoze
jsme podle (4.11) dokézali, ze mé derivaci).

Timto je zaroven i dokdzano tvrzeni (II). O

Poznamka 4.1. Zde uvedeny dikaz véty o implicitni funkci neni samoziejmé je-
diny mozny, mize se lisit jak v detailech, tak pfistupech. Naptiklad autofi knihy [4]
Zuzana Dogla a Ondfej Dosly, stejné jako Bohuslav Hriza v [2], k diikazu bodu (I)

Véty 4.1 vyuzili vétu o pevném bodé.

Poznamka 4.2. Vyse uvedena véta 4.1 nam dava i ndvod pro vypocet derivace
implicitni funkce (viz bod (III)). V praxi se vSak ¢astéji obé strany rovnice derivuji
podle proménné z, kdy y povazujeme za funkci proménné z a derivujeme ji dle
véty o derivaci slozené funkce, tedy vypocteme derivaci vnéjsi funkce a nasobime ji
derivaci funkce vnitini. Na nasledujicim ptikladu si ukézeme obé moznosti vypoctu

derivace implicitni funkce.
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Priklad 4.1. Urcete derivaci funkce f zadané implicitné rovnici
Flz,y)=2+y—e"Y=0
obémi moznymi metodami:
a) pomoci vzorce,

b) pomoci derivace slozené funkce.

Obréazek 4.3: Funkce implicitné zadané rovnici F(z,y) = z +y — " ¥Y=0.
Resent.

a) PTi vypoctu derivace pomoci vzorce f'(z) = —% (viz bod (III) Véty 4.1)

vypocteme nejprve jednotlivé parcialni derivace
Fé(l’,y) =1—e"

! _ r—y
F(z,y) =1+
Vidime, Ze obé& parcidlni derivace jsou spojité na celé mnoziné R? a mtizeme

je tedy dosadit do vyse uvedeného vzorce

1—e™Y etV —1

/ = — —
) = 14+ev  evv41
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b) Derivovanim funkce F' jako slozené funkce dostaneme rovnici
L4y — e (1—y) =0,
ze které vyjadiime 7/, tedy
1+y —e" V4 ye™™

e’ v —1

er v+ 1°

/

y:

Vidime, ze vysledky vysly shodné, je tedy na nas, kterou moznost vypoctu si vy-

bereme. 0

Poznamka 4.3. Postup z Poznamky 4.2 je vhodny i pfi vypoc¢tu vyssich derivaci

implicitné zadané funkce. Stac¢i derivovat rovnici
Fo(z,y) +y'F,(z,y) =0
jesté jednou podle proménné x a dostaneme tak rovnici
Fya(z,y) + Fry(z, )y +y"Fy(z,y) + v (Fye(e,y) + Fy(r,y)y') =0,

ze které nasledné vypocteme y”.
Takto muzeme postupovat dale — z rovnice (4.3) odvodime vztah pro derivaci y”’

atd.

Vétu o implicitni funkeci lze samoziejmeé analogicky vyslovit pro pripad implicitni
funkce, kterd kazdému vzoru y piifadi obraz x (tedy pro piipad zcela opaény).

A stejné tak neni prilis obtizné ji zobecnit pro funkci n proménnych.
Véta 4.2 (o implicitni funkei vice proménnych). UvaZujme rovnici
F(x1,29,...,2,,y)) =0,
kde n € N. Mnozinu teSeni této rovnice oznacéme M. Necht
(1) bod (z9,29,...,2°,¢4°) € M,

(2) funkce Fje hladkd v okoli bodu (29,9, ..., 2% y°),
23



(3) F;(x(l)a xg? cee 7379” yO) 7& 0.
Potom
(I) rovnice F(x1,2s,...,%n,y) = 0 popisuje v urcitém okoli bodu (29,29, ..., 22 4°)

implicitni funkci n promeénngch f, pricemz

(II) f je spojitd v okoli bodu (z9,29,...,2%) a

n

(III) v tomto okoli md spojité parcidlni derivace f, podle promeénné zy pro vsechna

k=1,2,...,n a plati

f, (l‘l T )_F;k(xlax27"'vxn>y)
Tk ) ean

= , proVk=1,2... n,
Fé(mlal?a"wmnay)

kde y = f(x1,...,2,).

Diikaz. je obdobny jako dikaz Véty 4.1. [

Poznamka 4.4. Jiz v tvodu jsme piedeslali, Ze pro nas budou prioritni funkce
dvou proménnych, i proto se zde diikazem Véty 4.2 nebudeme zabyvat detailnéji.
Ditkaz véty o implicitni funkce vice proménnych 1ze provést i zobecnénim dikazu
Véty 4.1 s pouzitim véty o pevném bodé.

Dikaz Véty o implicitni funkci vice proménnych je pfipadem systému rovnic

pro m = 1. Vice viz popis niZe nebo v literatufe [7] nebo [2].

V zobecnovani véty o implicitni funkci vsak mizeme jit jesté dale. Mnoho autori
preskakuje dikaz véty o implicitni funkci vice proménnych, ale za to se podrobnéji
zabyva znénim a diikazem Véty 4.1 pro m funkei Fj, ¢ = 1, ..., m, n+m proménnych
X1y, Ty &Y1,...,Yn, kKde se na funkce Fi, ..., F,, mizeme divat jako na zobrazeni

z R — R™, UvaZujeme tak systém rovnic

Fl(xlw"axnayl?"'aym) =0

Fo(xy, .. Tn, Y1, Ym) = 0.

Podrobnéjsi vyklad véetné diikazu lze nalézt kupiikladu v [7] nebo [2].
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Obréazek 4.4: Funkce f implicitné zadand rovnici F(z,y) =2 — y> = 0.

Priklad 4.2. V zavéru této kapitoly si na funkci F(z,y) = = — y® si ukdZeme, ze i
kdyZ neni splnéna podminka F (7o, yo) # 0 Véty 4.1, neznamend to, Ze na n&jakém
A-okoli bodu (0,0), A > 0, nelze mnozinu M, tj. feSeni rovnice F(x,y) = 0,
popsat jedinou rovnici y = f(z). Podivejme se na Obréazek 4.4. Podminka (III)
véty o implicitni funkce splnéna neni, F;(0,0) = 0, ale presto Ize v libovolném okoli

bodu (0,0) popsat funkci F(x,y) = z — y* rovnici y = /.

25



5 Priklady a aplikace

V této kapitole nas bude cekat jak prakticka ukazka vyuziti ziskanych poznatki,
tak i predstaveni nékolika pripadi, kde se aplikuje teorie implicitné zadanych funkeci.
Jiz byla vyslovena véta o implicitni funkci, uveden vztah pro derivovani takto za-
danych funkci a ted by bylo vhodné, abychom si ukézali, jak tyto nastroje poslouzi
v praxi. Déle si na ptikladech budeme demonstrovat nékteré vlastnosti implicitnich
funkci, na které jesté neprisla fec, a zjistime, ze se zase tolik nelisi od vlastnosti

funkci zadanych explicitné.

5.1 Vlastnosti implicitnich funkci v prikladech

Zactneme dvéma priklady, na kterych si ukdzeme, jak Sikovné se da Véta 4.1
o existenci implicitni funkce pouzit. Dalsi pfiklady néas seznami s nékterymi vlast-
nostmi implicitnich funkci a pro tplnost zahrneme i jeden pfiklad na funkci tii

proménnych, abychom se presvédéili, Ze uvedena tvrzeni neplati pouze v R2.

Priklad 5.1. Vrafme se k Pfikladu 3.3 (u kterého je téz uveden Obrazek Descartova
listu 3.3) a rozhodnéme, zda rovnice 2% + y* — 3zy = 0 definuje v okoli bodu (0,0)

implicitni funkci f proménné zx.

Reseni. Na prvni pohled je ziejmé, ze z dané rovnice nejde osamostatnit proménnou
y, a tak funkci vyjadrit v explicitnim tvaru. Musime proto pouzit vétu o implicitni

funkci. Nejprve pro funkci F(z,y) = 23 + y® — 3xy ovéfime predpoklady této véty.

(1) Protoze plati
F(0,0)0=0+0-3-0-0=0,

bod (0,0) vyhovuje této rovnici a tudiz je prvni pfedpoklad splnén.

(2) Ovétime, zda je funkce F' hladkd v okoli bodu (0,0). Proto vypocitame obé
jeji parcialni derivace:
Fi(x,y) =32 =3y  F,(z,y) =3y° -3z
Obé tyto parcialni derivace jsou elementarni funkce, a tudiz jsou spojité na
celé mnoziné R? (tedy i v okoli bodu (0, 0)).
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(3) Vypocitame parcialni derivace podle y v bodé (0,0) a zjistime tak, zda je

razné od nuly ¢i nikoli.
— Q2 — —
Fy(z,y) =3y° — 3z F,(0,0)=3-0-3-0=0

Vidime, ze F;(0,0) = 0, posledni piedpoklad véty o implicitni funkci tedy

neni splnén.

Jelikoz funkce F/(z,y) = 2°+3* — 3xy ma nulovou derivaci F; v bodé (0,0) (tj. neni
splnén jeden z pfedpokladii véty o implicitni funkci), nemizeme zaruéit, ze rovnice

23 + y3 — 3zy = 0 definuje v okoli bodu (0, 0) implicitné funkci f proménné z. [

Piiklad 5.2. Najdéte body kiivky 22 + 22y — y? — 32 = 0, v nichZ nejsou splnény
predpoklady Véty 4.1. o existenci implicitni funkce y = f(z).

e \ i . \C

-104

Obrazek 5.1: Graf funkce implicitng zadané rovnici 22 + 2zy — y* — 32 = 0.

Reseni. Za¢neme tim, Ze dle Véty 4.1 oznac¢ime F(x,y) = 22 + 22y — y? — 32.
Vidime, Ze defini¢nim oborem této funkce je cel4 mnozina R? a navic je funkce
spojita ve vsSech bodech svého definiéniho oboru. Nyni si vypocitame parcialni
derivace funkce F, tj.

Fl(z,y) =2x+2y

Fy(r,y) = 2z — 2y,
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ze kterych je téz patrné, Ze obé tyto parcialni derivace jsou spojité ve vsech bodech
z R?. Timto bychom méli splnénu podminku (2) hladkosti funkce F.

Co se tyka prvniho predpokladu, musi hledané body pattit do mnoziny M, ktera je
feSenim rovnice F'(x,y) = 0, jinymi slovy, musi spliiovat podminku F'(xg,y) = 0.
Stejné tak dle posledniho pfedpokladu musi byt parcialni derivace F; v bodé (zo, yo)

nulova. Tim dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych x a y ve tvaru
22+ 22y —y? —32=0

2v — 2y = 0.

Jednoduchym vyjadienim jedné proménné z druhé rovnice a jejim dosazenim do
rovnice prvni ziskdme dva body, které nam vyse zminéné predpoklady nespliuji.
Témi body jsou (4,4) a (—4, —4). Zavérem tedy miizeme Fici, Ze v bodech (4,4) a
(—4, —4) rovnice 2+ 2zy —y* —32 = 0 nejsou splnény predpoklady véty o implicitni
funkci. 0

V tdvodu této prace jsme si fekli, ze se budeme zabyvat predevsim funkcemi
dvou proménnych. Abychom vsak ukézali, Ze vSechny vztahy plati analogicky i
pro funkce vice proménnych, v nasledujicim prikladu se budeme zabyvat funkei tii

proménnych, kterou lze jesté znazornit graficky.

Piiklad 5.3. Urcete rovnici tecné roviny v bodé A = (1, 1, 1) k ploSe urcené rovnici

Flr,y,z) =2 +y>—3xz+x+y—2=0.

Reseni. Nejdiive ze vSeho ze ur¢ime defini¢ni obor funkce F'. Vyjadfeme tedy

z funkce F' proménnou z a dostanme vztah

Bty +r+y

Funkce f(z,y) je tedy definovana na celém R? kromé bodu (—%, Y).
Také musime ovérit, zda jsou splnény predpoklady Véty 4.1:

(1) bod (1,1,1) nélezi do mnoziny feSeni rovnice F' = 0,
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(2) protoze v8echny parcialni derivace funkce F jsou elementarnimi funkcemi
Fi(x,y,2) =32*=32+1 F,(z,y,2) =3y*+1 F.(x,y,2) =—3z—1, (5.1)
je zfejmé, ze funkce F(x,y,z) = 2° + v — 3xz + v + y — 2 je hladka.

3) F,=3y*+1 F/[(1,1,1) =4 #0.
Vsechny predpoklady véty o implicitni funkci jsou tedy splnény.

L
15 20
y

C T T T T
0o 05 10

Obrazek 5.2: Graf funkce f zadané rovnici F(x,y,2) = 23+y*—3zz+x+y—2=0
(vlevo) a te¢na rovina funkce f v bodé A (vpravo).

Te¢nd rovina k funkci f(z,y) v bodé A = (xg, yo, 20) mé obecné tvar
2 =20 = [(A) - (& = x0) + f,(A) - (y — wo).

Protoze funkce f je zadand implicitné rovnici F(z,y, z) = 0, jeji parcidlni derivace

jsou
F! F)
fo= T fo= —ﬁ- (5.2)

Parcialni derivace funkce F(z,y,2) = 2® + y3 — 3wz + x + y — 2 jsou jiz vypoditali
(viz. (5.1)), staci dosadit do vztahu (5.2). Ziskdme tak parcidlni derivace funkce f

f/:_ﬂ:_w f/:_ﬂ:_ﬁ
‘ F! —3r—1 4 F! —3r—1
Hodnoty parcialnich derivaci v bodé A = (1,1, 1) jsou
3—3+1 1 3+1
/ A = —-— = — / A = — et 1
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Nyni jiz mame vSe pripraveno pro dosazeni do obecného tvaru rovnice tecny
2 =20 = [(A) - (z = @0) + f,,(A) - (y = 0)

z—1l=--(z—-1)+1-(y—1),

RSQe.

tecnd rovina k implicitni funkci f(z,y) = 2*+y3—3z2+2+y—2 vbodé A = (1,1,1)
ma tedy tvar

1 +(y—1)4+1, resp. z+4y—4z2—1=0. O

Priklad 5.4. Rozhodnéte, zda funkce f zadana implicitné rovnici

Flz,y)=a2*—ay+y*—1=0

je v bodé x = 0 a y = 1 rostouci nebo klesajici a konvexni nebo konkévni.

Obrézek 5.3: Funkce f implicitné zadané rovnici F(x,y) = 2* —zy +y* — 1= 0.
Reseni. Opét zactneme ovéienim piedpokladi Véty 4.1.

(1) Do mnoziny M, M = {(z,y) € R? F(z,y) = 0}, nalezi viechny body z R?
kromé bodt, kdy z = —y*. Bod (0,1) € M.

(2) Funkce F(z,y) = z* — 2y + y* — 1 je hladkd, nebot obé parcidlni derivace
F;(l’,y) :4'1:3 —Yya Fy,(x7y) -

—x + 49 jsou na R? spojité.
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(3) Fl(w,y) = =z +4y®, F)(0,1) = 4 £ 0,

Timto jsou predpoklady Véty 4.1 splnény a miizeme pristoupit k samotnému feseni
prikladu.
Abychom ur¢ili, zda je funkce f v bodé z = 0 rostouci nebo klesajici, vypoc¢teme

si derivaci funkce v daném bodé, tj.

VIR 0 C25 )
42 —
f,(x>___:;+4zg
/ _1_1
f(O)——T—4>O

Derivace funkce f v bodé x = 0 vysla kladné, funkce tak bude v okoli tohoto bodu

rostouci. Konvexnost nebo konkavnost funkce urcime z jeji druhé derivace
Fi(z,y)) = 1227

_ 2

;o 1227
f (.’E) - 12y2
f(0)=-1<0.

Zéaporny vysledek druhé derivace funkce f v bodé x = 0 znadi, Ze se bude jednat
o konkavni pribéh funkce v okoli bodu z = 0.
Vipoéty jsme zjistili, ze funkce zadan4 implicitng rovnici 2% — 2y +y* -1 =10

je v okoli bodu z = 0 rostouci a konkavni. 0

Piiklad 5.5. Ovéite, Ze rovnice F(x,y) =y — x — siny = 0 definuje v okoli bodu

(3 —1,%) jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(5 —1) = 7 a kterd ma v intervalu

I =(5—1-¢%—1+¢),€e>0,spojitou prvni a druhou derivaci. Najdéte Taylortiv

T _

5 — 1 a pomoci tohoto polynomu urcete

polynom 2. stupné funkce f v bodé xg =

piibliznou hodnotu f(% — 0,98).
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Obrazek 5.4: Graf funkce f implicitné zadané rovnici y — x — siny = 0.

Reseni. Pro ovéfeni existence implicitni funkce budeme postupné ovétovat pired-

poklady Véty 4.1:

(I) Protoze

T T T T v
T LI I
2 5 M5 T 2 0,

bod (5 — 1, %) patii do mnoziny M, ktera je feSenim rovnice F' = 0.
(1)
/ _
F(z,y) =1—cosy
Funkce F je spojita tedy spojita na celé mnoziné R2.
(III) Parciélni derivace funkce F' se podle y nerovna nule

, T 7T T
Fy(§—17§):1—COS§:1—0:1

Oveéfili jsme, ze rovnice F'(z,y) = 0 tedy na okoli bodu (5 — 1, 7) skutecné urcuje

implicitné funkci y = f(x).

Tayloriv polynom druhého stupné mé obecné tvar

f//(l,o)
2!

Ty(w) = f(wo) + f'(wo)(z — o) + (z — 20)? (5.3)
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Ze zadani vime, ze
T 7r

fG-D=3

zbyva tedy dopocitat obycejné parcialni derivaci prvniho a druhého stupné

f,(x):_F;(x,y):_ -1 _ 1
Fl(x,y) 1—cosy 1-—cosy
T
T 1)=1
JGY
f,,(x):_0-(1—cosy)+siny-y’:_ siny -y
(1 —cosy)? (1 —cosy)?
1
PE-n=—1=-1

2
Nyni sta¢i dosadit do vztahu (5.3), odkud ziskdme Tayloriv polynom druhého

stupné funkce f v bodé zp = 5 — 1

a ten upravime do podoby

LG -1 =v+1- ! (5.4)

Dosadime-li do vztahu (5.1) za x hodnotu 5 — 0,98, ziskdme piibliznou hodnutu
funkce f v bodé r = 7 — 0,98
(3 —-0,98 -7 +41)

—O,98)z%—0,98+1— 2 >

£~ 0.98)=1a(3

~1,5906.

5.2 Vyuziti teorie implicitnich funkci

V zavéru této préace si fekneme néco o aplikacich implicitnich funkci. Teorie
implicitnich funkci, zejména postup derivovani implicitné zadanych funkci, ma vy-
uziti nejen v samotné matematické analyze, kdy napiiklad potifebujeme znat pri-
béh funkce, ze které nemizeme proménnou y osamostatnit, ale i v jinych védnich

oborech. Zamérime se zejména na oblast tykajici se ekonomie a ekonomiky.
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V prvni kapitole jsme zkoumali, jakymi faktory je ovliviiovana nabidka a po-
ptavka produktid. Obdobnym piikladem je produkéni funkce popisujici vztah mezi
velikosti vstuptt (vyrobnich faktori) a velikosti vystupu, ktery firma produkuje .
Predpokladame racionalné jednajici firmu, proto produkéni funkce vyjadiuje ma-
ximalni objem vystupi, ktery lze s danymi vstupy vytvorit. Uvédomme si, ze pro-
dukéni funkce v sobé nezahrnuje cenu za sluzby vyrobnich faktori, pouze vyjadiuje,
s jakymi vstupy je firma schopna vytvofit dané vystupy. Vstupem mtize byt na-
priklad prace, kapital, materialy, know-how apod., vystupem je zpravidla urcity

produkt. Produkéni funkcei lze obecné zapsat ve tvaru

Q:f(XhXQ;---aXTL)v

kden € N a X1, Xy, ..., X, jsou jednotlivé vstupy.

Produkéni funkce musi spliiovat nasledujici podminky:

(1) f(X1,Xa,...,X,) >0, kde X; > 0 pro vSechna i = 1,...,n a n je konecné

prirozené cislo,
(2) f je neklesajici funkce,

(3) f ma parcialni derivace alespon druhého Fadu, pri¢emz pro vSechny n-tice

(X17X27 cee 7Xn), a vSechna i = 172’ RN plati
f;{i(XlﬂXZ""an) > O,
&i(X17X27'--7Xn> < 0.

Budeme uvazovat situaci, kdy vynos (vystup) sice zavisi na vSech faktorech
(vstupech) Xi, Xo, ..., X,, ale méni se pouze faktor X; a faktory Xs,..., X, zi-

stavajl neménné. Matematicky zapis této situace vypada takto

Q:f(Xl/XQa'--,Xn)'

Produkéni funkce s jednou proménnou je nejjednodussim pripadem. V praxi je

vsak Castéjsi pripad zmeény vice faktori. Muzeme naptiklad zkoumat, jak zména

1V této prace se budeme zabyvat pouze mikroekonomickym pojetim produkéni funkce. v
makroekonomii produkéni funkce vyjadiuje vztah jednotlivych odvétvi a ekonomiky jako celku.
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prace a kapitalu ovlivni mnozstvi vystupu. Obecné tuto dvoufaktorovou produkéni

funkei (méni se mnozstvi dvou vstupt) lze zapsat jako

Q:f(leXZ/X?n?Xn)a tedy Q:f(X17X2)

U produkéni funkce s vice proménnymi miize dochazet k vzajemnému vztahu mezi
jednotlivymi faktory. Kombinace vyrobnich faktord jejichz pomoci je mozno vyro-
bit stejny objem produkce je charakterizovana izokvantou. Graficky si izokvantu
muzeme predstavit jako vrstevnici produkéni funkce v kartézské soustavé souradnic

s osami X; a X,. Tvar izokvantové funkce je nasledujici
Xy =9g(X1//Q = konst.).

Pomér, v jakém jsou faktory kombinovany, je vyjadfen mezni mirou zamény fak-
torti, kterou budeme oznacovat MM ZF. MMZF predstavuje mnozstvi faktoru
X5, které bylo nahrazeno zvysenim druhého faktoru o jednotku, aniz by nastala
zména v produkci. Dilezité je, ze i kdyz nahradime mnozstvi faktoru X, jednotkou

faktoru X, mnozstvi vystupu se nezmeéni.

0 a; a, )(1

Obrazek 5.5: Obrazek ilustrujici situaci v ptipadé propoctu M Z.

Propocet mezni miry zdmény se nazyva mira zamény M Z? a piedstavuje pomér,

v jakém je jeden faktor nahrazovan druhym. V pfipadé Obrazku 5.5 to na daném

2Ve vykladu je ¢erpano z [14].
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useku izokvanty bude
PSS  AX,

MZ = — = —+
RS AXy’

(5.5)

kde P a R jsou dva body rizné vzajemné kombinace faktortt X; a X5 na produkéni
kiivce. Dale A oznacuje zménu v tom smyslu, ze A X, vyjadfuje zménu ve sméru osy
X; (tj. AX; = ag — a;) a analogicky AX, oznacuje vzdalenost by — by (tedy posun
ve sméru osy Xs). Uvedeny vztah (5.5) tak popisuje zménu kombinace faktort ve
sméru od bodu P do bodu R, z toho vyplyva, ze je vyrabéno stale stejné mnozstvi
produkce, avSak s pouzitim mensiho mnozstvi faktoru X, a vétsiho mnozstvi faktoru
X;. Budeme-li postupovat v opa¢ném sméru (od bodu R k bodu P), bude pomér
(5.5) obréceny.

Pfesny vypocet miry zamény se provadi pomoci derivace, kdy je vzdalenost
bodii P a R na izokvanté nekonecné mald, takze je uvazovan pouze bod P. Mira

zamény je tak vyjadiena sklonem izokvanty v bodé P a vypocte se nasledovné

AY

L AX, a0 dX,
MZ=2% _ 222 220 yMZF =22
AY T AX, dX,’

kde AY predstavuje zménu produkce a zapisem A — 0 zjednodusujeme fakt, Ze
AX; —-0aAX; —0.

Odvozeni mezni miry zamény lze vSak fesit, i kdyz nezndme izokvantovou funkci.
A to derivovanim produkéni funkce, ktera implicitné vyjadiuje izokvantovou funkei.
Podle Diusledku (III) Véty 4.1 (derivaci implicitni funkce dle bodu (III) véty o
implicitni funkci mizeme aplikovat, jelikoz produkéni funkce spliiuje predpoklady

této véty) je mezni mira zamény rovna

Ix,
-
X2

MMZF = —

Timto vypoctem se usnadnujeme vycisleni MM ZF', jelikoz propocet parcialnich

derivaci byva zpravidla snazsi nez stanoveni izokvantové funkce a jeji derivace.

Vyuziti derivace implicitni funkce timto zptisobem neni jediné. Jako dalsi pii-
klad mizeme zminit hledani optima v narodnim hospodarstvi. Teorii implicitnich

funkeci 1ze dale aplikovat tieba v pripadé vicekriterialniho rozhodovani (konkrétné
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se jedna o kompenza¢ni analjzu), stejné jako tfeba v mensich dilech a studiich, pro
zajimavost muzeme uvést numerickou analyzu ekologické danové reformy, kterou

popisuje Jan Britha ve své praci [15].
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6 Zavér

Téma této bakalarské prace bylo pro meé velikou vyzvou. Jakozto studentka apli-
kované matematiky-ekonomie pracujici v bance mam blize k prikladtim a vyuzivani
teoretického podkladu pro praktické ucely a vypocty. Na druhou stranu bez cisté
matematické zakladny bych neméla tyto aplikace na ¢em stavét. Divod vybéru té-
matu implicitnich funkci, v némz hraje prim dikaz véty o implicitni funkci, je tedy
ziejmy - prohloubit si znalosti a dovednosti matematické analyzy, bez kterych bych
se ani v tom ekonomickém svété neobesla.

Doufam, 7Ze se mi tento timysl alespon z ¢asti vydaril stejné jako to, Ze jsem se
naucila pracovat s vice zdroji zaroven a snazila se ziskané informace roztiidit na
vice a méné dulezité. Nelehkym tikolem bylo pro mé téz udrzeni stylu typického pro
matematicky text se sou¢asnou snahou o prehlednost a srozumitelnost. Za kontrolu
matematického razu dékuji predevsim pani doktorce Koufilové.

Nezanedbatelnym pfinosem jsou pro mé také ziskané zkusSenosti, které mohu
vyuzit i v bézném zivoté. Jako naptiklad, Ze nemam vérit vSemu, co je psano, nebo
Ze si mam po sobé kazdou vétu radéji ttikrat zkonrolovat.

Tato prace se snazi co nejprehlednéji predstavit implicitni funkce, zprehlednit
zakladni poznatky o funkcich vSeobecné a ukazat, ze ne kazdy matematicky text
musi byt plny vét a definic a pfesto pro nékteré mize byt prinosny.

Pii sbirani informaci tykajicich se implicitni funkci jsem si vSimla, ze mnoho
studentid nema ponéti, co to implicitni funkce jsou. A kdyz, tak pouze zakladni
predstavu. Pro né, jakozto i pro vSechny ostatni, ktefi by se o implicitnich funkcich

chtéli dozvédét néco vice, doporucuji tuto bakalarskou praci k precteni.
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