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Anotace

Predkladana bakalatskd prace se zabyva tfesenim piikladli z matematické analyzy,
konkrétn¢ z ptikladi na derivace funkce S vyuzitim matematického programu GeoGebra.
Derivace se vyucuji na stiednich Skolach, ale ve Skolni praxi se s nimi setkdme hlavné
V poslednich ro¢nicich gymnazii. V bakalaiské praci si ukdzeme jednotlivé feSeni piikladd
s vyuzitim programu GeoGebra. Tyto piiklady jsou vybrany z riznych sbirek uloh tak, aby se
prosla cela problematika derivaci. Vypoctené modelové priklady by mély pomoci studentim
pii procvicovani derivaci. Spolu s piiklady a jejich feSenim jsou uvedeny i zakladni definice

derivaci, které jsou nutnou znalosti k samotnému pocitani derivaci.

Annotation

This bachelor addresses the examples of mathematical analysis, specifically from
the examples of derivatives of functions using mathematical GeoGebra. Derivative taught in
secondary schools, but in practice, the school will meet them, especially in the last years of
grammar schools. In this thesis, we will show examples of different solutions using
GeoGebra. These examples are selected from different collections of tasks so that the whole
issue has undergone differentiation. Together with examples and their solution is to put the
basic definition of derivatives. These calculated model examples should assist students in

practicing derivatives.
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Vysvétlivky
Tyto vysvétlivky se tykaji u grafii vyuzitych v feSenych ptikladech.

Svisla osa — v celé praci oznacena jako y

Vodorovna osa — V celé praci oznacena jako x



Uvod
Derivace funkci se vyuzivaji pii vypoctech nejen v matematice, ale i v jinych
disciplinach, naptiklad ve fyzice, elektrotechnice a dalSich odvétvich. V matematice se
s derivacemi setkavame pii vySetfovani prabéht funkei a pfi integrovani, kde nam v tomto
piipadé derivace funkce slouzi jako kontrola spravné integrace. Je dobré s nimi studenty
seznamit jiz na stfednich Skolach, protoze znalost derivaci studentim pomutize na zacatku

jejich dalsiho studia.

Cilem predkladané prace je vytvoftit sbirku prikladt, kterda by méla slouzit jako
pomocna publikace k rozsifeni uciva pro studenty, ktefi se snazi v daném oboru vice
zorientovat a rozSifit své znalosti. ProcviCovani této problematiky se ve stfedoskolské
literatufe objevuje jen vyjime¢né. Setkavame se stouto problematikou hlavné
Vv materidlech pro gymnazia. Ponékud jina situace nastava ve vysokoSkolském prostiedni,
ve kterém vznikaji skripta vénujici se t€z§im ptikladim z dané oblasti. Proto cilem této
prace je poskytnout syntézu téchto praci tak, aby doSlo k pochopeni a efektivnimu

procviCeni této problematiky.

Prace je rozdélena do 8 Kkapitol. V tvodu prace se nachazi vysvétleni jednotlivych
derivaci funkci a nasledné fixace probrané latky na podobnych piikladech. Jednotlivé
piiklady se fesi pomoci programu GeoGebra. Program GeoGebra pomaha Iépe se
zorientovat ve funkcich a vyborné se hodi pro znazornéni funkci v grafech, a pravé proto
budou veskeré grafy pochazet pravé z tohoto programu. V kazdém grafu se zobrazi zadana
funkce pted derivaci a po derivaci, aby 1épe vynikl rozdil mezi obéma stavy. Pro lepsi
nazornost tohoto rozdilu je zvoleno jiné barevné rozliSeni grafii, takze se ziskad lepSi
prehled. V prvni ¢asti bakalaiské prace je kladen diiraz na procviceni jednotlivych derivaci,
které ndm pomohou Vv druhé c¢asti bakalaiské prace s vySetfenim potiebnych vlastnosti

funkci a vySetieni prib&hu celé funkce.



Jak pracovat v programu GeoGebra?

Pocitacovy program GeoGebra je vyuzivan pro interaktivni geometrii, algebru i analyzu. Je
velkym pomocnikem pii feSeni rtznych matematickych piikladi. Pfednosti tohoto
programu je, ze Si ho studenti mohou stahnout zdarma dale je zde propojena geometricka
a algebraicka oblast matematiky. V mé bakalaiské praci budeme vyuzivat okno CAS, které
nam umozni a pomize vypocitavat derivace, které¢ pak budeme zndzornovat do nakresny.

V nakresné se nam zobrazi graf funkce, na kterém si dokazeme snadnéji predstavit

Vypocty.

UkazZeme si praci s programem na konkrétnim ptikladu.

v . . 1
Naleznéte derivaci funkce f(x) = ey
X vy e vy — _ 2
Reseni: Funkci si piepiSeme do tvaru f(x) = (5 —x)"2=-2(5—x)3-(-1) = e
V programu GeoGebra pak budeme pracovat takto.
1) Nejprve otevieme piikazovy fadek CAS, do kterého budeme zapisovat.
Soubor Upravy | Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Néapovéda Prihlasit...
Algebraické ok Clrl+Shift+A
Bl /m Tagoeuu:C oo cx[wsn:ms o
, ke I CAS Ctrl+Shift+K
A‘gebrmkec Nékresna Ct;\+Sh:ﬂ+1 =
@ MNakresna 2 Citrl+Shift+2
& Graficky nahled 3D Ctrl+Shift+3
w Z&pis konstrukce Ctrl+Shift+L
. Pravdépododbstni kalkulagka Ctrl+Shift+P
[ Klavesnice
Vstupni pole
+ RozwrZeni ...
= Prekreslit Cirl+F

Prepocitat vSechny objekty ~ Ctrl+R

Vstup



2) Do okna CAS vlozime piedpis funkce.

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Prihlasit...

oEESTEEEEN0 w
» Algebraické okno » CAS » Nakresna
Funkce f(x)y=1/(5- ) 5
lef(x)= — 1 |1
(—x+5° | o f(x) == ;2 5
(—x+5)
4
2
3
2
1
0
[ -3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12
-1
-2
-3
-4
< >
Vstup ‘ @
’ . . , oy . .
3) Nyni kliknem na funkci a zvolime ptikaz pro derivaci.
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit...
BopNTeEECS0 :
» Algebraicke okno » CAS f  Derivace ‘ » Nakresna
Funkce fx)y=111(5- 6
Fx) 1 . =1 [ | integral
o f(x) = ——
(457 o | . f() = —— 5
(—x+5)
i
2 1i{(x+57
3
2
1
0
T4 -3 -2 1 o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 " 12
-1
-2
-3
-4
< >
Vstup: @




4) Derivace se zobrazi v dal§im pfikazovém fadku a graficky se nam zobrazi derivace

v ndkresné. Navic je kazda funkce (jeji predpis a graf) vyznacena pro piehlednost

jinou barvou.

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Ndpovéda

E:] =~ v S0 Ty x= k=]

» Algebraické okno X

) Funkce
Lo f(x) =
i ) (—x+5)%
: 2
Lo f(x) = ——
(—x+5)°
< >
Vstup

» CAS X
f(x):=1/(5-xp
1
1
=~ f(x) i = ———
¢ R
f(x):=Derivace[1/ (-x + 57
2
2
fx)i= ———
¢ 0= Cevsy
3 || a

» Ndkresna

Prihlasit...
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1 Derivace funkce

Pojem derivace vznikl v 17. stoleti v pracich Newtona a Leibnize pfi feSeni
geometrickych a fyzikalnich problémut. Derivace funkce je zména (rust ¢i pokles) obrazu
této funkce v poméru k (idedln€) nekone¢né¢ malé zméné jejich argumenti. Opacnym
procesem k derivovani je integrovani. V ptipadé¢ dvourozmérného grafu funkce f(x) je
derivace této funkce v libovolném bod¢ (pokud existuje) rovna smérnici teény tohoto
grafu. Napiiklad pokud funkce popisuje drahu télesa v Case, bude jeji derivace v urCitém

bod¢ udavat okamzitou rychlost; pokud popisuje rychlost, bude derivace udavat zrychleni.

1.1.1 Vymezeni derivace
Derivace funkce f je definovana na né¢jakém okoli Vx, bodu x, a necht’ x € Vx,.
Rozdil x — x, nazyvame diferenci argumentu v bodé x,. Rozdil f(x) — f(x,) nazyvame

1 F)—f (%0)
X—Xo

diferenci zavislé proménné funkce f v bodé x,. Podi se nazyva diferencni podil

funkce f v bodé x,,.

1.1.2 Definice
Existuje-1i vlastni limita, resp. vlastni limita zprava, resp. Vlastni limita zleva

diferencniho podilu

’ — 1 F&)=f (%0) (1)
f'(xo) ,}‘l}clo ——

X—Xo

Nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé x,a znacime f'(x,). [1]

F)—f (x0)

PfiCemz vyraz udava smérnici pfimky prochazejici body [x, f(x)] a [xo, f (xo)],

tzn. seény grafu funkce f . Pokud se x blizi k bodu x,, tj. (1), smérnice seny piejde ve
smérnici teény k funkci f v bodé [x,, f(xo)]. ([2], str. 76)

Je-li limita (1) vlastni, nazyva se Cislo f'(x,) viastni derivaci funkce f v bod¢ x, , je-li

limita (1) nevlastni, nazyva se f'(x, ) neviastni derivaci funkce f v bodé x,. [1]

flx)

T(x) - flx,)

1(x.)

1) =i "0~ 10%)

X, X

Obr. 1: Geometricky vyznam derivace funkce [3]
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1.1.3 Véta V. 1: véta o derivaci souctu, rozdilu, souéinu a podilu funkci
Maji-li funkce f,g vbodé x, derivaci f' (xy) a g’ (xo), pak vtomto bod¢ maji
derivaci i funkce f+g,f —g,fg,cf,kde c € R je konstanta, a pro g(x,) # 0 také

funkce 5, pricemz plati:

o (f+9)(x0) = [f"(x0) +g'(x0)

(f =)' (xo) = f'(x0) — g' (x0)

(f - 9)" (xo) = f'(x0)g(xo) + £ (x0)g" ()
(cf) (x0) = cf"(x0)

IAY _ ['(x0)g(x0)—f (x0)g’ (x0)
(g) (xo) = oo ([5], str. 378)

1.1.4 Vzorce pro derivaci souétu, rozdilu, soué¢inu a podilu funkci

Jestlize funkce f a g maji derivaci v kazdém bodé x € M (kde M je mnozZina, resp.
sjednoceni intervali z definiéniho oboru funkci f a g), pak vySe uvedené vzorce pro
derivaci souctu, rozdilu a podilu téchto funkci plati pro vSechna x € M (u podilu za

predpokladu, ze g(x) # 0). ([5], str. 378)

1.1.5 VétaV. 2: véta o derivacich sloZené funkce
Necht' funkce g:u = g(x) ma vbodé x, derivaci g'(x,) a necht funkce
f:y = f(u) ma vbodé uy = g(x,) derivaci f'(u,). Pak slozena funkce h: f(g(x)) ma

derivaci v bodé x,, pficemz plati:
h'(x0) = f'(ug)g' (xo). ([5], str. 379)

Pro lepsi zapamatovani je dobré se naucit vzorec, ktery je uveden vyse, pro derivaci

slozené funkce.

1.1.5.1 Vzorec pro derivaci sloZené funkce

Jestlize je dana slozena funkce h: f(g(x)), pti¢emz vnitini funkce g ma derivaci
vV kazdém bodé x € M a vngjsi funkce f ma derivaci f' v kazdém odpovidajicim bod¢
u = g(x), pak slozena funkce h = f o g ma derivaci h' v kazdém bod¢ x € M, pro niz

plati:

h'(x) = f'(w)g'(x). ([5], str. 379)
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V nasledujici tabulce je piehled derivaci zakladnich funkci. Tyto vzorce najdeme

v matematicko-fyzikalnich tabulkach, nebo je mizeme odvodit uzitim definice derivace
funkce, viz kapitola 2.

f f' D(f) D(f") Poznamky
konstanta 0 R R
x™ nx™1 R R XER
x@ axa~1 x>0 x>0 a€R
e* e~ R R
In x % x>0 x>0
1
log, x x>0 x>0 a € (0,1) U (1, +o0)
xlna
a* a*lna R R a>0
sin x cosx R R
COSX —sinx R R
~ o tkm [x 2Dtk
tgx coslzx x 2 x 2 m
cotgx | ——— x * kr x # km
sin“ x
. 1
arcsinx Nempe] S —-1,1> (—1,1) |v#1jenjednostranna derivace
1
arccosx|_—— | <—-1,1> (=1,1) |y +1jenjednostranna derivace
V 11— xz ] ]
t
arctgx T 2 R R
1
arccotg — T R R

Tab. ¢.1. Zakladni vzorce derivace funkce
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2 Priklady derivaci na zakladé vzorcti.

V této kapitole si ukdZzeme derivace funkce za pomoci zékladnich vzorcl derivace,
na které se mizete podivat Vv ptedchazejici kapitole (Tab. ¢.1. Zakladni vzorce pro

derivace).

Poznamka: Pokud neptipisujeme k vysledkiim podminku platnosti, ptedpoklada se, ze

jak dand funkce, tak jeji derivace jsou definovany pro vSechna x € R.
Ukazkové ptiklady na derivace podle zakladnich vzorci.

Priklad 2.1. Urcete derivaci funkce f(x) zadanou piedpisem f(x) = x3 a znazornéte

graficky.

Uzijeme vzorec pro derivaci mocninné funkce (x™)' =n-x""1, kde n = 3.

Reseni:
! — 3-1
fix)=3-x""",
f'(x) =3-x2
Reseni znazornéno v grafu Graf ¢. 1.
b Algebraické oknof | b CAS X/ | » Nikresna
Funkce %) = fix) = 3 3s
@ f(x) = 7 1|0
e fx)=axZ| ® |- flx):=¥¢
Text N
-~ @ text! ="f{x) ... P Flxy=Derivace[x]
[ ] - (X)) i=3x 25
3
15 f(x) .....fce pfed derivaci - zelené

f(x)..... fce po derivaci - modre

Wstup:

Grafé. 1
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Priklad 2.2. Derivujte funkci f(x) = 5x°> — 4x* + 3x3 — 2x? + 8x — 12,
Uzijeme vzorec pro derivaci mocninné funkce.
Reseni:
f'(x) = 25x* — 16x3 + 9x% — 4x + 8.
Je tfeba vénovat pozornost faktu, ze celd funkce se vyviji podle nejvyssi mocniny.

Podobné tomu je i u derivace. Tento stav doklada znazornéni na grafu Graf ¢. 2.

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit...
. [N
ElLAA o] 4N <
» Algebraické okno X |» CAS X | » Nakresna X
Funkce q | [00=50 -4+ o204 8x-12
® flx) = 5x"—dx! 5 a 3 2 ! P(x)=25%5 - 16:0+ Q¥ Ay + 8
] - = — — — < - -
@ F(x) = 25x" — 1t f(x) :=5x" —4x"4+3x" —2x"+8x—-12 §
Text N F(x):=Derivace[5x® - 4x* + 3x° - 2% + 8x - 12]
- ® text! ="f(x)..fce pi| 2 B
® |- X)) =25x"—16C4+9x> —4x+38
[
3 f(x) ... fce pfed derivaci - cervené
4 f(x) ... fce po derivaci - modre
2
<
0
2 of 2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
-2
-4
-6
-8
f3)=0x5 -t + 3 - 2 + Bx- 12
-10
-12
< > < >
Vstup:

Graf ¢é. 2

Priklad 2.3. Vypogitejte derivaci funkee f(x) = 2 — = .

Abychom mohli vyuzit vzorec pro derivaci mocninné funkce, upravime si predpis na tvar

f(x)=4-x"3—-9-x7*,
ReSeni po tipravé:
flo) =4-(=3)x3D — 9. (—4) - x4,
flx)= —12-x"*+36-x75,
fo=-242%

Celé feseni je dobte vidét na Grafu €. 3.
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b Algebraické okno X
Funkce
4x—19
- f(x) = -X -
x
—12 36
® f(x) = "j
x
Text
~@ text! ="f(x) ... fce pred der

Vstup:

Priklad 2.4. Urcete derivaci funkce f(x) = x2 - (a3 — i).

» CAS

f06) 1= (4x-9)

4x—9
- f(x) := e

Flx):=Derivacelf(x)]

12 x4 36

- F(x) := &

» Nakresna

(1) = 453 - G54

f(x) .... fce pFed derivaci - ervené
f(x) .... fce po derivaci - zelené

25 -20 15 -0 5

(x)= 12004 + 36505

25

30

Graf ¢. 3

Derivaci funkce je mozno uréit dvéma zpusoby. Ukazeme si oba, aby bylo patrné, Ze

vysledek musi byt samoziejme stejny.

1) Pokud piedpis funkce upravime na tvar f(x) = x> — x, nebudeme muset derivovat

jako soucin.

Po prvnim kroku postupujeme pro nas jiz zazitym zpusobem, ktery jsme si ukazali

v predeslych ukazkovych ptikladech.

Reseni: f'(x) = 5x* — 1.

, . v , 1
2) Zadana funkce je ve tvaru soucinu dvou funkei x? a x3 — =

Miuzeme vyuzit vzorec pro derivaci soucinu (viz. Véta V.1: véta o derivace souctu, rozdilu
a podilu funkci). Dostavame:

Upravime

fl(x) =2x (x3 + i) + x? (3x2 + xl—z)

fl(x) =2x*—2+3x*+1,

f'(x) = 5x*—1.
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Pro nésledujici graf je typickd orientace na nejvyssi hodnotu exponentu. Od kterého se

odvijeji grafy funkci. Tuto situaci nam znazornuje Graf ¢. 4.

> Algebraické okno  [X] | b CAS P
Funkce
(1) =5 -
W fx) = K —x L
5
@) =61 ® | - f(x)i=x—x
Text

~@ text1 ="f(x)...fce| 2 f(x)=Derivace[xs - ]

S P(x) =51

Vstup

P Nakresna Pad
r
5
a
3
2
f(x) ... foe pfed derivaci - zelené
.
' (x) .... fce po derivaci - Cervené 4
-5 -4 -3 -2 " \F 2 3 4 5 8 7 8 8 10
-2
1= x5 - x-3
-4
1)

Grafé. 4

Priklad 2.5. Derivujte funkci zadanou predpisem f(x) = x% + Va3 + Vat + Va7 .

3
Nejprve si funkci napiseme v podobé mocnin f(x) = x? + xz2 + x

Prvnim krokem je derivace a Gprava vzorce:

’ 3 1 4 _1 7 1
f(x)=2x+5xz+gx s+ ox s,
flo) =S+ 2x+ 2Vx+

(x) = % 3 7
fl() =gz +2x+ ~Vx +

%

Cely ptiklad je vizualizovan na Grafu €. 5.

» Algebraické okno X
Funkce
S G) = RV Vo ?

-4 =3

4 ¥x 3 T WX

Flx) = oo+ 2x4 - VEt s

A Ml R
Text

@ text1="T(x) .. fce pred derivaci - zelené(x)... f

Vstup:

b CAS

1

f{x) = ntaOdmaocnina(x,8)” + ntaOdmocnina(x,5)* + sqri{x) x 4

Py

O | - of(x) = VA 4 R VxR
Flx)=Derivaceffx)]
2
o 13
4 yx 7T X
e |- f(x =5, trxt v’x+ﬂ-:/;7

4

el IR

7

5+ xs,

17

P Nakresna Y
35
30
25
f(x) ... fce pfed derivaci - zelené
f(x) ... fce po derivaci - Gervené
20
15
7= 4754 (A1) + 20+ 3281 120)+TIBY (11 1B
10
5
10 = KT+ (3/2) N 415} X\ (718
]
-5 5 10 15 20 25 30 35
2

Graf¢. 5



Priklady 2.6. Piiklady k procviceni derivaci na zaklad€ vzorci.

Zadejte ptedpis funkce f do programu GeoGebra vySe uvedenym zpisobem. Pouzijte

nastroje pro derivaci funkce f zderivujte a pozorujte grafy funkce f i jeji derivace f".

1) f(x)= x3+2

2) f(x)= x*—4x

3) f(x)=3x*+6

4) f(x)= x*+x3

5 f(x)= x5-1

6) f(x)= mx?

7) f(x)=x*+2x+1

8) f(x)=4x*>—x+1

9) f(x)=6x?>—x3+2

10) f(x) = 4x3 —3x?2+2x—1
1) f(x) = x'* -
12)f(x)= x*+x7+ x7 11 - 15
13) f(x) = 7x° — 5x* + 4x3 — 2x2 4+ 9
14) f(x) = 3x* — 2x3 4+ 5x% + 6x — 46

15) f (x) =
16) f (x) =

1) f(x) = T+ 5 —2x

x4+ 2x% —x

1
X
1 4
e
18) f(x) = x* +-x3 + ~x?

19)f(x) = x5 —2x% + =x

5x8  8x7  6x®
D))=~ =T

8 6 4 2
2Df) = 5wt =118

V6

18

23) f(x) = Vx

24) f (x) = VYx

25)f(x) = Véx?

26) f(x) = Vx +x7?

2N f(x) =x+ Vx + Yx + Ux
28) f(x) = Vx7 — Vx5 + Vx3
29) f(x) =63x =5

30) f(x) = 5x — 7vx

31) f(x) = Vx5 — Vx12

32) f(x) = Vx7

i
3 f(x) = 22 4 6\/;
34) F(x) = Vavx + Va2V

35) f(x) = ,/x3\/x5 Va7
Vx?

36)f(0) = ;= ;-3

MO = 7~ s
38) f() = x*- (x5 = )

39) f(x) = 5(3x2 — 4x + 8)

40)f(x) = (357 = =~ 322 +4) V2

M) fe) = 22 (S -x5+ %)



3 Priklady derivaci soucinu, podilu a funkci sloZenych.

V nasledujici kapitole se budeme vénovat procvi¢ovani jednotlivych ptikladt na derivaci
soucinu, podilu a funkci slozenych s vyuzitim znalosti z vySe uvedenych kapitol. Vzorce,
které pouzivame V této kapitole, jsou uvedeny jiz v kapitole 1.1.2 Vzorce o derivaci souctu,

rozdilu, soucinu a podilu funkci.
Priklad 3.1. Vypocitejte derivaci funkce zadanou predpisem
f(x) = (x—1)(4x* + 5x + 7).

Podle véty o derivaci sou€inu na mnoziné M plati:

(F)-9(0) = £/ g0 + @) - g'(0).
Funkci (x — 1) oznagime jakof. Funkci (4x% + 5x + 7) oznagime jako g.
Pak plati
) =((x—-1)'4x>+5x+7)+ (x—1)(4x%> + 5x + 7).
Upravime
f'(x) =(1)(4x*+5x+7)+ (x — 1)(8x + 5),

f'(x) =4x*+5x+7+8x2—-3x -5,
fl(x) =12x% + 2x + 2.

Graf ¢. 6 se nam vyviji opét podle nejvétsi hodnoty exponentu.
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» Algebraické okno ]
Funkee
®f(x)=(x—1) (4x2+5x+7)
@ P(x) = 1257+ 2x+ 2
Text
@ text="f(x)... Tce pied derivaci T(x

Vstup

Priklad 3.2. Derivujte funkci f(x) = % za pomoci vzoce pro derivace podilu.

Podle véty o derivaci podilu (—

b CAS

B
T00) = (x- 1) (4 + 5x+ 7)

a2 x—T=a43 2 42x—7

A+ H-T

Dervace: 12 x2 +2x+2

) =128+ 2%+ 2

w P i=12x342x42

| @

b _Hakresna

T=12¢+2x+2

f(x) ... fce pFed derivaci
f(x) .... fce po derivaci

2

gx)

fifx)=x*+2x ag:glx)=1—x.

£\ _ f(0)g)-f(x)g' (x)
g?%(x)

= ) (@6 5 T)

Graf ¢é. 6

, kde v nasem piipad¢ zvolime:

Poznamka: Defini¢ni obor obou funkci je R. Defini¢ni obor podilové funkce a derivace bude

R— {1}.

ReSeni:

Po dosazeni do vzorce dostavame

_ (x2+2x)n(1—x)—(x2+2x)(1—xy

f'(x)

(1-x)?

(2x+2)(1-x)—(x2+2x)(-1)

fi(x) =
fi(x) =

fi(x) =

(1-x)?

2x—2x242-2x+x%+2x

(1-x)?

(1-x)?

Pro lepsi pfedstavu je feSeni znazornéno na Grafu €. 7.
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» Algebraické okno X | » CAS P
Funkee : 100 = (8- 201 (- 1)
®flx)= - °F 1 )
x—1 P - ) = —x —2x
.f,(x)i—x2+2x+2 Tox—1
T ox2-2x+1
Text Fixy=Derivace[(-+*- 2x) / (x- 1)]
@ text1="f(x)..Tce pfed dert| 2 ,
—x +2x+2
* - ()=
() ¥ —-2x+1
3 @

Vstup

b Nakresna

= (20001

)

f(x) ... fce pFed derivaci
f(x) .... fce po derivaci

= (O e D97

Grafé. 7

P¥iklad 3.3. Urdete derivaci funkce zadanou piedpisem h: h(x) = (x3 — 8)°,

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda Prihlasit...
. [ .
Gl AL Elolo]l 4] N] = #)
» Algebraické okno X |» CAS X/ » Nakresna X
Funkce . fx) = (- 8)5
o f(x) = (x>*—8) L ) 5
) ® |~ f(x) = (x*—3) 2
® f(x) =15x% (x*- 0215
Text F(x):=Derivace[(¢ - 8)]
® textl = "f(x)..fce pre| 2 .
® | - f(x):=15x (x*—8) 18
3 f(x) ... fce pred derivaci - zelené
1 fi(x) ... fce po derivaci - oranzové
<
0.5
0 ‘u
0 05 15 2 25 3 35 4 45
0.5
flx)=(x- 8)°
< > < >
Vstup:
%
Graf ¢. 8

Mtuzeme si vSimnout, ze funkce h je funkce slozend. Pro vypocet jeji derivace vyuzijeme

vzorec pro derivaci slozené funkce h'(x) = (f(g(x)))’ =f'(g(x))-g'(x) (viz str. 12).

V tomto konkrétnim piikladu je vné&jsi funkci funkce f: f(x) = x°a funkci vnitini funkce

g:glx) = x3-8.

Derivace jsou f'(x) = 5x*a g'(x) = 3x2.
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Pak s uzitim zmitiovaného vzorce je h'(x) = 5(x3 — 8)* - 3x2,
upravime na h'(x) = 15x2%(x3 — 8)*.

Tento vypocet je zndzornén na Grafu ¢. 8.

Piiklad 3.4. Vypoditejte derivaci funkce zadanou timto vyrazem h: h(x) = ﬁ .
—X

Upravime si na funkci h(x) =5- (5 —x?)72.

Nyni méizeme opét vyuzit vzorec pro derivaci slozené funkce, kde f(g(x)) = (5 — x%)72,

fif(x)=(x)"2ag:g(x) =5—x2 Derivace jsou f'(x) = —=2x3ag'(x) = —2x

h'(x) = 5(=2(5 —x*)7%) - (—2x),

20x
(5—x2)3 "

R (x) =

Vypocitany ptiklad je zndzornén v Grafu €. 9.

b Algebraické okno o [X | » CAS A | » Nakresna

Funkce 100 1= 51 + 57
o f)=
= e 5
(= 45) o | . ofx) = s
e =20 X (= +5)
(—x2+5)
Text Fix):=Derivace[5 / (- + 5]
@ text1 = "f(x) .. foe pfed deri 2

e | . F(x):=20-

_x
(-2 +5)

3 | al

f(x) ... fce pied derivaci - zelené
f(x) ... fee po derivaci - éervené

160 = 2007 (¢ + 57

Vstup

Graf¢. 9

Priklad 3.5. Podle nasledujiciho ptedpisu se pokuste vypocitat derivaci funkce

h:h(x) = V1 +2x — x2.

1
Provedeme upravu ptedpisu na tvar mocninné funkce h(x) = (1 + 2x — x?)z.

Budeme derivovat jako slozenou funkci a nasledn¢ ji upravime.
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1

R(x) = S (1+2x—x2)72 - (2 - 2%),

1-x

W) = Fme

Opét cela situace je znazornéna graficky na Grafu €. 10.

» Algebraické okno | » cas B | » Nakresna B
- Funkae : 1) = SQrte + 2x + 1)
W f(x) = Vx4 2x+1
i _ [ ] - =4/ —x?
i.f’m:%- _ “2x+2 flx) := v —x2+2x+1 .
VoIt 2x+1 FO0=112% (20+ 210 + 20+ 14102
Text fix):=Derivace[sqri(-x* + 2x + 1)]
@ text1="f(x)..Ice pied derivaci-2| 2
i) 1 —2x42
. X) = -
2 VS axrl ¢
3 - - <
f(x) ... fce pfed derivaci - zelené
2 f(x) ... fce po derivaci - ervené
h
(=01 + 26411 )
0
3 2 1 o 1 2 3 a B &
-1
2
< >
Vstup: 1)

Graf é. 10

Priklad 3.6. Dle nasledujiciho ptedpisu proved'te derivaci funkce zadanou formou podilu

, 2-
funkei f(x) = Jr; .
ReSeni:

a) Podle derivace podilu je

1 17’
, (2-x)"-(4+x3)2—(2—x)- (4+x3)5}
f(x)= (Va+x3)? ’
1 1

(-1)-(4+x3)2=(2-x)| 5-(4+x3) 2(3x2)

fie) = Py

Derivaci se pokusime co nejvice zjednodusit

—W—(z—x)-( 327 )
fl(x) — 2V 4+x3
4+ x3 !
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fix) =

fix) =

—m_(

6x2 —3x3)

2/ 4+x3

4+ x3

V4 + x3 -

x3-6x2-8

2x6+16x3+32"

b) K vypoctu derivace zadané funkce miizeme vyuzit i derivaci soucinu, ale nejdiive si

musime funkeci upravit na sou¢inovy tvar

f)=@-x0)@+x%)72

Jiz mizeme derivovat

ffx)y=-1D A+ x3)‘§ +(2-x)- (_

Upravime

f) = ==

fix) =

flx) = Va+x3 -

Derivace je znazornéna v Grafu ¢. 11.

b _Algebraické okno rad
- Funkce
: —x+2
e f(x) =

Vel d

L@ P(x) = VA 5

Text
L@ textl="f(x)...1ce ped deri

Vstup:

b CAS

fx) = (x+ 2)/ sqripe + 4)

+(2—x) (

1 _3
E-(4+x3) 2-

3x2 )

3x3-6x2

—x+2
* - f(x) :=
) v+ 4
Fix)=Derivacel(+ 2)  sqrtpe = 4]]
2
- 6t
o | . f(xi=idga. X808

2x6 16 x3+4 32

V4+x3

2+/(4+x3)3"’

x3-6x2-8

2x6+16x3+32°

3x2).

P Nakresna ]
81 T = (2+0/((4+x"3)"(112))
4
f(x) ... fce pred derivaci - zelené
R f(x)" ... fce po derivaci - éervené
o
Z L_){A
160’ = (3+41(112) * ((°3-6%2-BYI(2*%"6+1 63 +32))
=]
v
Graf¢. 11
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Priklad 3.7. Piiklady k procviceni sou¢inu, podilu a funkci slozenych.

Pokuste se vypocitat derivace zadanych funkei vyuzitim vzorct pro derivovani a néasledné si
svij vypocet zkontrolujte pomoci programu GeoGebra (okno CAS). Pozorujte i ndkresnu

S obéma grafy, ze kterych si mizete udélat vizualni obraz pribéhu funkce.

4

1) f(x) = (x+2)? 19) f(x) = ——
2) f@) = (1-x)? ;i
3) f(x) = (3x—5)3 20) f(x) = —7
Y [ =@ =5 20) f() = 2
5) f(x) = (4x® +5)? 22) fxy = ZEEsaee
6) f(x) = (x*—4x?+9)* ji_z

212 23 _ Xtyx+1
) fe=(1-%) @ ="z
8) f(x)=x-VxT—4 24)f) = V14"

xX) =x-Vx*—
9) f(x)zxz-(x3—l) 25) f(x) = 3\/1+\/§
10) £(x) = (3 + 2x)(6 — 4x?) 26)f(0) = Vx+Vad
11) f(x) = (x — 3)(x® + 4x® — 5) 27) f(x) = Vx5 + x3
2
12) f(x) = (x* + 7x —4)(3 — x) 28)f(x) = 2V6 — x?
13)f(x) = (1+ x2)2 (1 —x+ x?)° 20)f(x) = 255
14) f(x) = (x — 1) (x —3)(x = 5) )
30) f(x) = ==

15) f(x) = (Vx — 1)? — (x2 + 1)* Vi1
16) f(x) = 3)f(X) = |
1) = 22t11 32) f(x) = X+ \/;+ X2

18) f(x) = ;



4 Priklady na goniometrické funkce

V této kapitole si uvedeme nékteré vztahy mezi jednotlivymi goniometrickymi funkcemi
sinus, kosinus, tangens a kotangens, uvedeme si né€kolik feSenych ptikladd derivaci

goniometrickych funkei.

wr w7 . M . r 1
Priklad 4.1. Vypocitejte derivaci této funkce f(x) = v
! -
Plati, 76 — = cos™1x,cosx # 0,x # = + km
CosXx 2
Reseni: f'(x) = (=1) - (cos2x) - (—sinx) = — +(=sinx) = sinx
cos?x cos?x
Tato situace je zobrazena v Grafu ¢. 12.
b Algebraické okno X |» cAs X | b Nakresna X
:“":E) N , flx) = 11 costx)
Ly 1
o Py — 50 R IR et

cos? (x)
Text f(x):=Derivace[1/ cos(x)]
® textd = "f(x) ... fce pied deri 2 . ) = sin(x) / cos()*
L) = sin (x)

cos?(x)

f(x) ... fce pred derivaci - zelené
f(x)" ... fce po derivaci - Gervené

p ! E o o 1 2 3 4 5 7 [ s 10 n 12
) =1/cosi) b
< >

Vstup: 1)

i

o

N

Graf é. 12

1

sinx

Priklad 4.2. Vypocitejte derivaci zadanou predpisem f(x) =

, .1 . .
Plati, Ze — = sin Tx,sinx #0,x # kr

ﬁeéeni: f’(x) — 0-sin x—1-cosx - _ cosx

sin? x sin? x’

Na tomto Grafu ¢. 13 je vidét situace pred derivaci a po derivaci.
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» Algebraické okno X | » CcAS | | » Nakresna X
Funkee N f0x) = 1/ singx)
— 1 5
® ) =25 1
® | - f(x)i=
o Fl) = — <= (x) sin (x)
sin® (x) 4 f(x) ... fce pred derivaci - modie
Text B Flx:=Derivacelfix)] fx)"... foe po derivaci - Gervensé
@ text!="f(x)..fcepfel| 2
. cos (x) 2
L) = - 2
sin“(x)
2
3
1
1) = (-cos(9) / sing)*
7 k3 ; 4 o 1 2 3 4 5 7 8 o 10
0 =11 sin(x)
< > < >
Vstup: 1]

Graf ¢. 13

Priklad 4.3. Derivujte funkci f(x) = sin(x?), xe(—o0; )
Derivujeme podle vzorce slozené funkce.
Reseni: f'(x) = cos(x?) - 2x = 2x - cos x2.

Tato situace je feSena a znazornéna na Grafu ¢. 14.

P Algebraické okno X | » CAS | | » Nakresna X
Funkce i 6
1) .= sin(x®)
& f(x) = sin (x?) 1
N
® (x) = 2x cos (x?) ® | o flx)=sin(x)
Text
® textt ="f{x) .. Ice pred deri |, | TO):=Dervacefsin()]
a
® | - f(x) :=2xcos(x)
3
2
7 ]'4 2 o 2 \
LEE ]
-2
f(x) ... fce pred derivaci - zelené
f(x)' ... fce po derivaci - ervené
I ) =[2x co3 9
< > < >
Vstup @

Graf¢. 14
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Priklad 4.4. Proved'te derivaci funkce f(x) = cos3 x? , xe(—o0; o)
Reseni: f'(x) = —3 - cos? x2(sinx?) - 2x = —6 - (sin x2) cos? x2.

Tuto feSenou situaci si miizeme predstavit za pomoci Grafu €. 15.

P

b Algebraické okno %/ | » cas [ | » Nakresna
— .
Funkce .
o 1(x) = cos(*f = ;. i P
@ fx) = cos® [xF) f{x) ... fce pfed derivaci - oranzové [
— 3 2 ' i i X
8 F(x) = —6xsin(x%) cos? () | @ |+ f(x) i= cos? () f(x)'... fce po derivaci - fialové
Text
@ textl ="f(x) ... fce pied derivaci - or 2 f(xy=Derivace[cosix)]
3
® | -~ F(x) = —6xsin(x?) cos?(x?)
3 2

I it

I\ 5 0 7 2 o 5 7 G fN/ i
o it Fostaf -1

-2

-3

-
< > ) =| ir 0s0

4
g 5
| @

Vstup:

Graf ¢. 15

Priklad 4.5. Vypocitejte derivaci funkce zadané predpisem

f(x) =3 -tg(1—x2),cos(1—x2) 0.

» é okno X » cAs X | » MNakresna
Funkce = -
® ) = _3tg(? 1) 1 ):=3*g(1-%7)
@ Py = bxtgll—1)—6x| ® |- flx):=-31g(<~1)
Text
@ text1="f(x) .. fce pfed derivaci - ée| 2 flor=Derivace[-3 tg(* - 1)]
~ F(x) = —6xtg?(x?—1) —6x
f(x) ...
3 fix)'...
[ 14 i ] 4| 2
2

Vetup:

Graf ¢. 16

—6X
cos2(1-x2)’

Reseni: f/(x) =3 ———- (—2x) =

cosZ(1-x2)
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Na Grafu ¢. 16 vidime situaci feSenou v prikladu 4.5. Jelikoz je tg x periodicka funkce, proto

vidime na grafu ervené znazornénou funkeci, kterd je dominantni v zadaném vyrazu.

Priklad 4.6. Derivujte tuto funkci zadanou piedpisem f(x) = 11::—05;: ,cosx # —1,

cos

x #=mw+ 2km

sin x (1+cos x)—(1—cos x)(—sin x)
(1+cosx)?

Reseni: f'(x) =

sin x+ sin x cos x—(—sin x+sin x cos x)
(1+cos x)?

fix) =

2sinx
(14+cos x)?’

fi(x) =

Grafické znazornéni feseného prikladu vidime na Grafu ¢. 17.

b Algebraické okno x| | » CAS > | » Nakresna X
. Funkee 1) = (-cos(x) + 1) / {cos(q) + 1)
o f(x) = —eos(x)+1 1
: T Tcos(x) +1 A () i (41
: L f(x) i=
Lo F) =2 sin(x) cos () +1
: =7 cost(x) + 2 cos (x) + 1
o Fix) =2 sin (x) : . T(x):=Derivace[(-cos(x) + 1)/ (cos(x) + 1]
(cos (x) + 1) sin (x)
~ Text e | . f(x):= zAﬁ
L@ text!="f{x)...fce pied derivaci - terven cos? (x) 42 cos (x)
_1(x) = 25In(x) ! (cos(x) + 1)°
3
o | . 7()i=2. )
(cos(x) +1)°
] /
-7, - -5 -4 -3 o 1 2 2 4 & 7
0= (1-cos() | (1 +eos())
" -11 f(x) ... fce pFed derivaci - Cervené
100 = (251003 /1 + cost))® f(x)"... fce po derivaci - modfe
-2
K
< > < >
Vstup: 1]

Graf é. 17

tgx+1
tgx—1 "'

Priklad 4.7. Proved'te derivaci této funkce f(x) = tgx #1,x # %+ km
Reseni &.1.

Upravime si vzorec, ktery pak budeme derivovat podle vzorce derivace podilu:

sinx | sin x+ cosx .
_ cosxtl cosx __ sinx+cosx
f(X) — sinx — sinx—cosx T ; _ '
SIn X— COS X
cosx cosx
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f’(X) — (sin x— cos x)-(sin x—cos x)—(sin x+cos x)(cos x+sin x)
(sinx— cos x)? ’

—(sin x—cos x)?—(sin x+cos x)?
f’(x) — ( i )==( ) ,
(sin x— cos x)?

—2sin? x—2cos? x

fix) =

(sin x— cos x)?

—2(sin? x+cos? x)

fix) =

(sinx— cos x)?

) = —— 2
fx)= (sin x— cos x)2’

Reseni ¢.2.
Budeme opét derivovat podle vzorce derivace podilu.

tg x+1
tgx—1'

flx) =

1 1
fl (X) — cos? x.(tgx_:L)_(tgx-|-1).cos2 x

tgZx—2tgx+1

2

fr) = e

tg2x—2tgx+1'

-2
cos? x -(tg2x—-2tgx+1)

f'lx) =

Na Grafu ¢. 18 je znazornéna tato situace.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Ndstroje Okno Napovéda Prihlasit...

Al B OO 4Nl ) o o

» Algebraické okno Xl |» cAS X/ | » Nakresna X
Funkce ()= (ta() + 1)/ tg)- 1)
o F(x) = tg(x)+1 | 4 s
T T PO S B)+1
—2 tg? tg(x) -1
e g(x) = () — 2 4 f(x) ... fce pFed derivaci - zelené
g(x):=Derivace[(tg(x) + 1)/ (tg(x) - 1)] f(x) ... fce po derivaci - Gervend
[l - —— | 2 3
* h(x) (sin(x) | ¢ | . g(x) == -2 tg’ (x)—2
tgf(x) -2 (x)+1 )
R TS
h(x) = (-2) / (sin(x) - cos(x)?
Text 3 1

=

@ text! = "f(x) ... fce pie 2

® ~ h(x) := — P ———e
(sin (x) = cos (x)) R 2 3 3 5 5 T

plx) := (-2) 1 ({tg(x)* - 2tg(x) + 1) cos(x)*)

4
o 2
® P T T i 2 00 1 1) w0 ()
5
< >« >

Vstup:
Graf ¢. 18

Piiklad 4.8. Vypocitejte derivaci této funkce f(x) = V1+cos?x, x€(—00; 00)

¥ Algebraické okno Xl | » CAS X/ | » Nakresna X
Funkce . 1(x) = NtaOAMOCNINA(c0S (47 + 1,4}
® f(x) = {feos? (x) +1 1 s
® | - f(x) = {feos? (x) +1
1 /
@ Fl) = ki) == }
2 Veos?(x) + 1
1 sin (2 x) f(x:=Derivace[ntaOdmocnina(cos(xf + 1.4)]
@ File) = = — 7 2 1 4
Veos (x) + ® | (0= Laingg o)
Text 2 {/cos?(x) +1

@ text1="f(x) = fce pred derivaci - hnadér{ f(x) = fce ped derivaci - hnédé

"

T_1(x) = (-1)/ 4 sin(2x) / ntaOdmocnina(cos (x)F + 1,47 f(x) =fce po derivaci - zelené
3
: —~—— T
o | . F0)=— 1 sin@y) . 0= (1 + cos9(1 1)
4 YeosI(x) +1
T8 & ) = [ 2 — [ 8
4 00 =-(1 1 4) sin(2/
2
-4
-
< > < >
Vstup: @

Graf¢. 19
1
Upravime si vyraz: V1 + cos2x = (1 + cos? x)z.

Ted’ uz derivujeme podle vzorce slozené funkce:

£ 1(1+ 5 )_% 5 (= sinx) 1 sinx-cosx 1 2-sinx-cosx
x)= — Ccos“ x -2cosx(—sinx) =———mm7m——= ——-
4 2 (1 + cos?x)3 2 2.%/(14+ cos?x)3
sin 2x

4-3/(1+ cos?x)3 '

Na Grafu ¢. 19 si miizeme tuto situaci prohlédnout.
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Priklady 4.9. Piiklady na procviceni derivaci goniometrickych funkei.

Zadejte piedpis funkce f do programu GeoGebra, kde si jako v ptedeslych ptikladech ovétite

vysledek vypoctu a zobrazi se vam grafy funkci pted a po derivaci.

1) f(x)=x3 sinx

2) f(x) =sin2x

3) f(x) = cos(x?)

4) f(x) = cos3x

5 f(x)=x-cosx

6) f(x) = sinx?

7) f(x) = cos3x?

8) f(x) = cos(x+1)

9 f(x)=(x3+1)-sinx
10) f(x) = 1+ cosx

11) f(x) = 2sinx + 3 cosx
12) f(x) =tgx — 2x

13) f(x) = 3x +sinx —g
14) f(x) = x7 — 7 cosx
15) f(x) = tg x + 12cotg x
16) f(x) = 1 + cotg?x

17) f(x) = sinx -tgx

18)f(x) - sin15x

19) f(x) = cotg

1
1+x2

32

20)f(x) — sinx

1-sinx

21) f(x) = _cos2x

cos x+sinx

22)f(X) — sin 2x

cosx+2

23) f(x) = cos? x

2+sin? x

24)f(x) — sin(x+1)

Ccosx

25) f(x) = Vcos2x

26) f(x) = Vsin7x + 3
27) f(x) = VY2 +sinZx
28) f(x) = Y1+ sin6x
29) f(x) = V4 + cos4x
30) f(x) = V4x + sin 4x
31) f(x) = VYcos2x +3
32) f(x) = x?-3/2 + cos 4x
33) f(x) = V1 + cos*x
34) f(x) = tgix— sin 2x

35)f(x) = cos? (=X

1+x2




5 Priklady na exponencialni funkce

Exponencialni funkci se nazyva takova funkce, jez ma nezndmou na misté exponentu.
Exponencialni funkce ma tvar f(x) = a*,a € R,a > 0,a # 1. PfiéemZ symbol a se nazyva

zaklad a vyraz x se nazyva exponent.

Priklad 5.1. Vypoctéte derivaci exponencidlni funkce zadané vzorcem f(x) = er.
Budeme postupovat podle vzorce pro derivaci sloZzené funkce.

Reseni: Dosadime do vzorce a poté po¢itame obvyklym zptisobem jako v predeslych

ptikladech.
f'(x) = e* - 3x% = 3x2e*’,

Na Grafu ¢. 20 je znazornén prubéh této funkce.

P Algebraické okno Xl [» CAS | | b Nakresna P
. Funkes ., fxj=er03)
@ f(x) = e ,
: &
@ F(x) = 353 - fy=el)
L@ Fy(x) = 3x%et)
Text
i@ text! = "f(x)... fce pred deri

1) = &7 5

Dervace: 1 (7) =3 ek o2 In(e)

f(x)... fce pfed derivaci - zelené
f(x)... fce po derivaci - oranZové

-5 -4 -3 -2 Kl o 1 3 3 3 5 [ 7 [
00 = e"62)

Vstup @

Graf ¢. 20

Priklad 5.2. Zjistéte derivaci funkce f(x) = 5+ 3*.

Budeme postupovat podle derivace vzorce exponencidlni funkce (a*)’ = a* -lna, v naSem

ptipadé dosadime za a hodnotu 3.
ReSeni: f'(x) =5 3*1In3.

Na Grafu ¢. 21 je znazornéna funkce pted i po derivaci.
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» Algebraické okno X |» cas %] | » nakresna
Funkee
. ()= 2% 5
@ f(x) =25 1 =2
L@ Fx) =2-5In(2) ® |- f(x):=2"5 .
- Text
@ text!="fix)..zadand funke| o flx):=Derivace[2x 5]
7
® | . f(x):=2".5In(2)
3 & f(x) ... zadana funkce - zelené

Vstup:

fix) = 2" 5

f(x) ... fce po derivaci - Gervené

(0= 2% 5 In(2)

Graf ¢é. 21

Priklad 5.3. Urcete derivaci funkce zadanou predpisem f(x) = ez+x, (x # —2).

Pti vypoctu budeme opét postupovat za pomoci vzorce derivace slozené funkce.

ReSeni:

fi(x) =

fi(x) =

Situace je znazornéna na Grafu ¢. 22.

X

T - 1-(24x)—x-(1)

2+x)2 "’

x 2

24X —
2+ x)?

b Algebraické okno #l | » CAS > | » Nakresna
. Funkee Txj=er(d(2+x)) 25
i@ f(x) = e 1
: x 2 - el =
e ) = e ot
H . / . 1 erx/ (x+2)) = sqri{e)'x »
x) = [— +
' =T REE | x 1 L1,
erivace: | ————— + —— | e1 == el
- Ten Derivace: (x+2)2 + P et 2@ In(e)
@ text! ="f(x) .. fce pfed derivaci - or:
5 15
10

Vstup

f(x) ... fce pred derivaci - oranZové
f(x) ... fce po derivaci - modfe

-20 15 -0

0= e/ (2+%) 21 (2 + 37
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Priklad 5.4. Vypogitejte derivaci f(x) = e¥ V4 +x3,x €R.

» Algebraické okno < | » cas < | » Nakresna %
Funkce ] erx2) /(43 ) °
@ fx) = ®) /a4 x3 1
2 Loel
e a3+ 4
® fi(x) = 3 o) X 42 x it vE -+ 14 00 = 810) SMEE + 4) (4 + 3¢ + 160 (26 + 8)
2 VeI + 4
et () sqrtl” + 4)
@ text! = "f(x) .. Tce pred derivaci - zelenéf(x) .fce poder| 3 2 =
(s X ) I
Derivace: = e®) . +2e x X344 n(e
2 Ve +4 (e 1
3 f(x) ... fce pred derivaci - zelené
f(x) ...fee po derivaci - éervené
1) = A0 seyr(s + )
o
’ 2 oz % 13 5 T 12 14 1
"
)
8
< >
Wstup: 1)

Graf ¢. 23
1
Upravime si vzorec do tvaru f(x) = ex’ . (4 + x3)z , ktery ndm usnadni vypocet derivace.
Pro provedeni derivace vyuzijeme pravidlo derivace soucinu.
1D péoni / %2 3 1 x2 1 3 _1 2
Reseni: flf(x)=e* - 2x-(4+x3)z2+e -5-(4+x)2-3x,

2

2,
fl(x) = 2x-e*" -Ja+x3+ u.
2-V4+x3

Vypocet je znazornén v Grafu ¢. 23.

cotg 4x
Priklad 5.5. Derivujte piedpis funkce f(x) = e »*+4 pomoci vzorce derivace slozené funkce

a derivace podilu.

cotg 4x 1

Ayt _ A3
v o, , —Sin24x4(x +4)—cotg 4x-4x
ReSeni: f(x) = e xt+s -

(x*+4)2

Derivaci co nejvice zjednodusime.

4 3.
cotg 4x 4(x*+4) 4x°-cos4x

1 A . in2 in 4
f (X) =e x% 44 sin (4254+4)52m X ’

—4(x*+4)—sin 4x-(4x3-cos 4x)
sin? 4x
(x*+4)? '

cotg 4x

f1() = e
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cotg 4x

f1(0) = e

—4(x*+4)—sin 4x-4x3-cos 4x

(x*+4)2:sin? 4x

Tento vypocet jsme znazornili v programu GeoGebra viz. Graf ¢. 24.

» Algebraické okno X | » cas Xl | » Nakresna
Funkee )= en((cotan (A4} +4))

, e g 0L .

@ Pl = p
) Ve < Of(x) 1= tWe M

catta
@ i) = e A ntaOdmocninale x* + 4)cos(4x} / sin(4x))
Text
- textl="f(x)..fcepfed deriv| o o [ cos{x)—1 .
Derivace: Ve —4

f(x) ... fce pFed derivaci - zelené
f(x) ... fce po derivaci - modre

) = eMeat(4s) [ (et + 4))

r | = B

Vstup

eX—e X

e+ e

Priklad 5.6. Vypocitejte derivaci podle vzorce f(x) =

Derivujeme podle vzorce derivace podilu

Poznamka: e*-e™* =1

£(x) = [ef—e " (-D](e*—e ) —(eT—e " M)[e*+e™ " (-1)]

Reseni:
(ex_e —x)Z

fi(x) =

)

Graf é. 24

(e*+e™)(e*+e ™) —(e*—e™)(e*—e™¥)

(ex — e—x)z

e?* +2e¥ e F +e P — (e —2e¥ e ¥ +e %)

fi(x) =

(ex — e—x)z

e + 2+ e —e?* 42— e72X)
(ex — e—x)z ’

fi(x) =

fix) =

36
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Druhou moznosti je, ze si upravime a zjednodusime vzorec tak, aby se nam s nim

Vv nasledujicich krocich Iépe pocitalo:

) e¥—e™ e e o% e —1
x) = = =
e+ e  x+ e+l e +1
ex

Pocitame opét pomoci vzorce pro derivaci podilu. Vysledek se opét musi shodovat

S predeSlym vypoctem.

- e?*.2(e?*+1)-(e?*-1)-e?¥:2
Reseni: "(x) =
f( ) (e2x+1)2 !
Upravime na zakladni tvar:
f’(x) _ 2e%¥(e?+1-e?¥+1)
o (e2%*+1)2 !
f'(x) _ 4e2% _ 4 _ 4 _ 4 _ 4
(e*+1)2  (P*+1)? e2X41)? (ex_l_i)z (e*+e~X)2"
e2X ps eX

Jak jsme jiz vySe pocitali, ptiklad mé dva postupy feseni a stejny vysledek, ktery se ndm

v programu GeoGebra zobrazil do Grafu ¢. 25.

» Algebraické okno ]
Funkce
e —e ¥
SO ) = e et
4
e-l4e -1

) =~ t

e Fl)=

Text
@ text1="f(x} ... fce pfed deri

Wstup:

e te ™

b CAS =
(e™x- eM-x)N(e+ ef(x) )
1 e —a*
T oefe
(e - er(-x)} | (2% + er(x)}
2 -
et SO e ()

b _Nakresna

Tl =41 (% - e

f(x) ... fee pfed derivaci - zelené
f(x) ... fce po derivaci - modre

8 8

00 = (e - €M) f (e + ex))
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Priklad 5.7. Ptiklady na procviceni exponencidlnich funkci.

Vypocitejte derivace zadanych funkci a nésledné si svij vypocet zkontrolujte pomoci

programu GeoGebra (okno CAS). Pozorujte i ndkresnu s obéma grafy.

1) f(x)= 7"+ 2e* 9) f(x)= x5
SR scr=
4) f(x)_23" 1) f(x) =v2+e*
X) =
x 12) f(x) = eV* - Vx + 1

5 f(x)=-7e*+4*—8x+ 5 cos 3x

* B)fX) =0
6) f(x)=x* -
7) f(x) = (x%)? -2 M f0) = st 4

8) f(x)= @3x%+18x+9
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6 Derivace funkce logaritmické

Logaritmicka funkce je vyjadiena rovnici y = log,(x), kde a >0 (rizné od 1).
Logaritmicka funkce o zékladu a = 10 se nazyva dekadicka logaritmicka funkce, pro

a = e piirozena logaritmicka funkce y = In(x) = log,(x), kde e je tzv. Eulerovo ¢islo.
Defini¢ni obor funkce y = log(x) je D(f) = (0, ).

Vztah pro pfevod mezi logaritmickou a exponencialni funkci:y = log, x = a¥ = x.
Uvedeme si zakladni vlastnosti pfirozeného logaritmu.

Vlastnosti logaritmii:

ProV x,y € (0,) , k € Z plati:

1) In1=0.
2) ln§= Inx —Iny.
3) Inx*=k-Inx.

4) (Inx) = L

X

5) Je-liy=Inf(x),jey’ = % pro kazdé x, pro které je f(x) > 0.

6) Je-liy=logax,a>0,a+1,x>0,jey = %logae:x_lna-

Priklad 6.1. Vypocitejte derivaci f(x) = 2x — In x + 12 podle zakladnich vzorci.

V tomto ptikladu postupujeme podle zdkladnich vzorct pro derivaci souctu a rozdilu, které

mame popsané v Kapitole 1.1.2.
Reseni: f'(x) = 2 — %

Zde je v Grafu ¢. 26 zakreslena feSena situace.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nésfroje Okno Napovéda

DREENCE RN

) =-In(x) + 2x + 12

Prihlsit...

f(x) ... fce pfed derivaci - zelené
f(x) ... fce po derivace - éervené

» Algebraické okno = X» cas X | » Nekresna
Funkce 4| )= HnG + 2012
@ f(x) = —In(x) +2x+ 12
1 ® | - f(x) = —In(x)+2x+12
®f(x) =2— X
Text 5 f{x)-=Derivace[-In{x) + 2x + 12]
--® text1="f(x) ... fce pred derivac 1
® |- f(x):=2-=
x
3
f(=2-11x
S
< > < >

Vstup:

Priklad 6.2. Urcete derivaci funkce f(x) = x3 - In x2.

Postupujeme za pomoci vyuziti vzorce slozené funkce.

v , 1} 1
ReSeni: f'(x) = 3x%-Inx? + x3 S 2x = 2x2% + 3x2In(x?).

Graf ¢. 26

Zobrazené grafy funkci v programu GeoGebra v Grafu ¢. 27 jasné dokazuji vyse uvedené

vypocty.

» Algebraické okno Xl | » CAS

Funkce

1x) = 5 In(®)
@ f(x) =3 In(x?) 1
R I

@ Flx) = 2x" +3x" In(x") ® | - f(x):=xIn(x})

Text

@ text1="f(x)..fce pfed derivaci - P fix):=Derivace[* In{x*)]

® | - P(x):=2x4+3x In(x?)

Vstup

P Nakresna

40

o0 = Inge3)
-4

b
f(x) ... fce pred derivaci - modre
f(x) ... fce po derivaci - oranZové
& 5 5 7 5 [ 0 bl
i)

Graf ¢. 27



Piiklad 6.3. Derivujte vzorec f(x) = 3/In(sin 2x).

1
Upravime si vzorec pro uleh¢eni matematickych vypocti na tvar f(x) = [In(sin 2x)]s.

ReSeni:

f/) = 2 [InGsin 2] 5+ =2

fix) =

*COS2x 2,

2:C0S 2x

3-3/In(sin 2x)2 -sin 2x’

Program nam zobrazil graficky vypocet v Grafu ¢. 28 feseni.

b Algebraické okno X | » CAS #| | b MNakresna X
Funkce q x) := cort(n(sin(2x)])
~@ f(x) = ¥In(sin (2 x)) .
o |- = ¥/in (si
@ Fi(x) = 2 /In(sin(2 ) f(x) = Y/ln sin (2 X))
. cos Fx):=Derivacelcon(n(sin(2x)})] 0 = 20n(sin(2x))* Y3 cosi X)/(3S|n(ix)m(smg: )]
Fix) = 2- aal 2
3 /In(sin (2 JE—— cos (2 x)
o | ) i=2YIn(sin(2x)) s
Text () Vin(sin (2 3)) - 5y n(sin (2 1)) a
@ text! ="f(x) ... ice pied deri
f_2(0 = 2008(2K) / (3cort(In(Sin(20)F Sin(20)
. 2
Lo Py =2 %
i (si p
3 {/In(sin (2x)) sin (2 x) f(x) ... fce pFed derivaci - Servené
M f(x) ... fce po derivaci - zelené
o
7 e 7\ 5
-
-2
f0) = (N(sin(20)™113 -
-4
-5
< >
Vstup: 1)
v
Graf ¢. 28

Piiklad 6.4. Podle ptedpisu derivujte funkci f(x) = In

(x+3)2

n 2l (x x> =2).

Abychom mohli se zadanym ptfedpisem snadnéji pracovat, je vhodné pied samotnou derivaci

provest tuto upravu:

ReSeni:

Fx) = In[(x +3)2 - 3x + 5)72] .

2:(x+3)/(2x+5)3 —(x+3) % %-(2x+5)%-2

f’(x) _ J(@x+5)3

(x+3)2

(J(2x+5)3)2

J@x5)?  (x+3): [2-V/(2x+5)% - (x+3)-3- | (2x+5) ]

P =155

(2x+5)3

(2x+5)-[2+(2x+5)%2-3x-9
v [ |

F1x) = J(2x+5)%

(x+3)

41

(2x+5)3 !



fix) =

fix) =

2x24+11x+15"

(2x+5)2:(x+1)
(x+3)"(2x+5)3’

x+1

V nasledujicim Grafu ¢. 29 je vidét proména funkce v zavislosti na derivaci.

P Algebraické okno X |» CAS r
7 Funkce ; . QEE=IN(X + 374 (2x+ 51G 1 2)
H 3)° Y
Lot = OF 1 / :
i L@x+5)1) L=t (x+3) \
. B x+1 V2 x+5 (2x+5) )
5. B = e it 15
H Wl (x+3)? hexr=DervacelIn((x + 37/ (2x+5) 32}
= s @aE)) | 2

Text
@ text!="f(x) .. fce pied derivaci - zeler

(x+3)

— h(x) := Derivace {In (m

)

P = 0+ 1)1 (26 + 1%+ 15)

w

x+1

LA A e P e

Vstup

1= Infe+ 320 (20 5312))

f(x) ... fce pred derivaci - zelené
fi(x) ... fcepo derivaci - oranZové

Graf ¢é. 29

Priklad 6.5. Priklady na procviceni derivace funkce logaritmické.

Pokuste se vypocitat derivace zadanych funkci a zadejte ptedpis funkce f do programu
GeoGebra, kde si ovéfite svij vypocet a pozorujte grafy funkce f i jeji drivace f"

1) f(x) =In8x

2) f(x)=4x—1In4x+38

3) f(x) = logx —Inx +log,x
4) f(x)= In?x — 4x°

5 f(x)=x-Inx

6) f(x) =Inx-sinx

7) f(x)=In(3x+05)

42

8) f(x) = In(cos2x)
9) f(x) = In(In(Inx))

10)f(x) = =
1) £ (x) = 222
12) f(x) = 20

13) f(x) = {In(x) - (4 + x* + 8x7)



v v/

7 Derivace vyssich

radua

Je-li f funkce, ktera ma v kazdém bod¢ x néjakého otevieného intervalu (a,b),

derivaci f'(x), potom f’ je funkci definovanou na tomto intervale. Ma-li funkce f’ v néjakém

bod¢ x, € (a,b) derivaci, tj. existuje-li limita lim,,_,,

f'(xotn)—f" (x0)

n

, nazyvame ji druhou

derivaci funkce f v bodé x, a znacime "' (x,). Misto f"' se piSe Casto téz y"'. ([5], str. 384)

Priklady na derivace vyssich radi.

Priklad 7.1. Uréete derivaci 2. fadu u piedpisu f(x) = 4x°.

P Algebraické okno %]
Funkce

W F(x) = 4x°

@ () = 20x*

e F(x) = 80%°
Text

i@ fext = "f{x)... zadana funke

Vstup:

b CAS

1) = dx5

~ f(x) =4

>

Tixy=Derivace[4x7]

~ F(x) :=20x*

Tx):=Derivace[20x¢]

= (x) = 800

Postupujeme nasledovné:

1) Vypocitame si derivaci prvniho fadu f'(x) = 20x*.

b Nakresna

) = 2074

f(x) ... zadana funkce - modrie
f(x) ... fce po 1. derivaci - éervené
f'(x) ... fce po 2. derivaci - zelené

o) = 475

2] f0=80m03

Graf ¢. 30

2) Ur¢ime derivaci druhého tadu, pfiCemz budeme derivovat podle vysledku prvni

derivace f''(x) = 80x3.

Zobrazime si grafy funkce po derivaci 1. fadu a 2. fadu na Grafu ¢. 30.
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Priklad 7.2. Vypocitejte derivaci 3. fadu funkce f(x) = In 3x.

Budeme volit podobny postup jako v piedeslém prikladu.

1) Vypoécitdme si derivaci 1. fadu f'(x) = i, upravime vzorec pro lepsi praci S vypocty
na f'(x) = x %
2) Provedeme derivaci 2. fadu podle vysledku derivace 1. ¥adu f''(x) = —1-x72 .

3) Vypocitame derivaci 3. fadu podle vysledku derivace 2. ¥adu f'"'(x) = 2 - x 3.

Popisovanou situaci si zobrazime na Grafu ¢. 31.

b Algebraické okno  [X] | b CAS X | » Nakresna =]
Funkce
1) 1=In(3
@ f(x) = In(3x) 1| W@ 8
® |- f(x):=m(3
L8P = xl () =3 x)
il F(x) = —é > Fly=Derivace{in(3] 1(x) ... zadana funkce - zelené
® i) = _»_ ® L) e= 1 f(x) ... fce po 1. derivaci - éervené
x ® f(x) ... fce po 2. derivaci - modre
Text b i 3. derivaci Zové
@ text! ="flx).. 7ada F(=Derivace[1 /] (x) ... fee po 3. derivaci - oranZové 4
3
1
oif =
® | o f(x) = 2
F(x):=Derivace[(-1) 1+
4
2
® | - (x) =
() =5 100 = 20603) ) = -14x12) N
-10 -8 =] 8 10 12 14
5 10 = 1
-2
169 = In(30)
Vstup: 1)

Graf¢. 31

Priklad 7.3. Najdéte derivaci 4. fadu funkce f(x) = (x3 — 2)3.

Budeme postupovat podle vzorce derivace slozené funkce a ostatni vypocty budou probihat

stejné jako v predeslych piikladech.

1) Vypocitame derivaci 1. fadu f'(x) = 3 - (x3 — 2)? - 3x2. Tento vypolet si upravime
pro dalsi vypocty:
fl(x)=9x%- (x®—2)?2 =9x2 - (x® — 4x3 + 4) = 9x® — 36x°> + 36x2.
2) Zjistime si derivaci 2. fadu, budeme derivovat podle vypoctu derivace 1. fadu
f"(x) = 72x7 — 180x* + 72x.
3) Urcime derivaci 3. fadu, derivujeme podle vypoctu derivace 2. fadu
f""(x) = 504x° — 720x3 + 72.
4) Provedeme derivaci 4. fadu podle vysledku derivace 3. fadu
£ (x) = 3024x5 — 2160x2.
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Ukazeme si grafy funkce derivaci jednotlivych fada zobrazenych v Grafu ¢. 32.

» é akno X | » CAS b Nakresna E
Funkece
) = 6¢-28 0F 8°008)- 367005+ 36°002)
L8 ) = (=2 i ,
P | Y
® Fl) = 06 (F—2)° ® ()= (K -2) T
I i) — 727 180+
® f(x) = 72x"—180x" +72x ro=Dervacelor- 27
® (x) = 504 7207 + 72 2
i \2
® 1(x) = 3024 5% —2160* & |- F()i=02 (-2 f(x) ... zadana funkce - zelené
Text " P <
@ text1 = "f(x) .. zadana funkce - zeler F(xy=Derivace[9s® (¢ - 277 f(x) ... fee po 1. derivaci - Cervené
N . . f"(x) ... fce po 2. derivaci - modie
" = - PR -
® - () i=T2x 180k T2k f"(x) ... fce po 3. derivaci - zluté
4 | Fw=Deriacelsax (o°-2) + 18x(c-27] ™(x) ... fee po 4. derivaci - hnédé
[ ] S F7(x) r= 504 x® — 7207 4 72
5 | Ml=Derivacel162¢ = 324¢ (- 2) = 180¢ - 2]
® | . "(x) :=3024x° —2160 %’
5
5 ” 5 % T T z 3 3 : 7
fig=0- 2
760 = 302460521 60%(°2)
F100 = 7270 T)-180% () + 72x
< >
Vstup: ®
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8 Vyuziti diferencialniho poctu k vySetieni priibéhu funkce

Je-li analyticky zadana funkce definovana v intervalu, nebo ve sjednoceni intervald,
nelze urcit vSechny body jejiho grafu, ale jen n€které. Urenim vlastnosti funkce, které nam

upfesni sestrojeni grafu, je nazvano vysetfovanim prubéhu funkce.
8.1 Vztah monotonie funkce a derivace funkce

Necht funkce f je spojita na intervalu I, kde I je libovolny typ intervalu. Necht’

existuje derivace funkce f v kazdém vnitinim bod¢ I.

Potom plati:

1) Jestlize pro kazdy vnitini bod intervalu I je f'(x) > 0, potom funkce f je rostoucina I.
2) Jestlize pro kazdy vnitini bod intervalu I je f'(x) = 0, potom funkce f je neklesajici na I.
3) Jestlize pro kazdy vnitini bod intervalu I je f'(x) < 0, potom funkce f je klesajici na I.
4) Jestlize pro kazdy vnitini bod intervalu I je f'(x) < 0, potom funkce f nerostouci na /.

5) Jestlize pro kazdy vnitini bod intervalu I je f'(x) = 0, potom funkce f konstantni na I.

Poznamka: Pokud je derivace funkce kladna v daném intervalu (tzn. v kazdém bodé tohoto
intervalu) je funkce v tomto intervalu rostouci. Pokud je derivace funkce zaporna v daném

intervalu, je funkce v tomto intervalu klesajici. ([19], str. 79)
8.2 Lokalni extrémy funkce

Lokdlnimi extrémy se nazyvaji spole¢né piipady lokdlnitho minima a lokalniho

maxima, se kterymi se v nasledujicich odstavcich seznamime.

Definujeme si funkci f: x = f(x). Necht' funkce je definovana v bodé¢ x, a jeho jistém
okoli. Je definovano, ze funkce v bodé x;, ma své lokdlni minimum v ptipad¢, kdy existuje

okoli U (x,) bodu x,. V této situaci plati, Ze pro vSechna x € U (xo) N D (f), nasledné
plati, Ze f(x) = f (xo).

V druhém piipadé se tikd, Zze funkce f mé v bod¢ x, lokalni maximum, pokud splni

nasledujici parametry a to jestli existuje takoveé okoli U (x,) bodu x,, Ze pro vSechny

x € U,xy ND (f).Plati, ze f(x) < f (x,) a zaroven plati, Ze x # x,.
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Pouze pfti ostré nerovnosti se jedna o ostré lokalni minimum, respektive o ostré lokalni

maximum. ([11], str. 110)

8.3 Konvexnost na intervalu

Funkce f spojita na intervalu ] se nazyva funkce konvexni na intervalu J, pravé kdyz
pro libovolnou trojici ¢isel x4, x, x, € J, ktera spliiuje nerovnost x; < x < x, plati, Ze bod P
[x, f(x)] grafu funkce f, lezi bud pod piimkou prochazejici body P; [xq, f(x1)],

P, [x,, f (x5)] nebo je na ni. Tuto skute¢nost vyjadiime piedpisem:

fO) < ) + HEBLED (.

27X1

Specialng: Funkce f se nazyva ryze konvexni na intervalu J, kdyZz bod P [x, f(x)] grafu
funkce f lezi pod piimkou prochazejici body P; [x4, f (x1)], P, [x2, f (x2)]. Plati tedy:

FO0) < flxy) + % - (x = xy). ([11], str. 119)

8.4 Konkavnost na intervalu

Funkce f se nazyva funkce konkavni na intervalu J, pravé kdyz pro libovolnou trojici

¢isel x4, x, x, € J takovych, ze spliuji nerovnost x; < x < x, plati:

bod P [x,f(x)] grafu funkce f lezi bud nad pfimkou prochazejici body
P; [xq, f(x1)], Py [x5, f(x3)], nebo leZi na ni. Plati tedy:

fO) = ) + FEBTLED (),

27X1

Specialng: Funkce f se nazyva funkce ryze konkavni na intervalu J, kdyz bod P [x, f(x)]
grafu funkce f lezi nad ptimkou prochazejici body Py [x, f(x1)], P, [x2, f(x3)], tj. plati-li

ostra nerovnost:
fG) > fOxg) + T2 (o — ). ([11], str. 119)
2741

Pro funkci f, kterdA ma na intervalu J druhou derivaci f”, lze provést urCeni jeji
konvexnosti, resp. konkdvnosti na intervalu | jednoduseji uzitim derivace pomoci vét

Vv nasledujici kapitole.
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8.5 Véty o postacujicich podminkach konvexnosti, resp. konkavnosti

funkce na intervalu.

Funkce f je spojita na intervalu / a ma druhou derivaci pro vSechny vnitini

body x intervalu J. Potom plati:

e Jestlize pro vSechny vnitini body x je f"'(x) = 0, pak je funkce f konvexni na
intervalu J.

e Jestlize pro vechny vnitini body x je f"'(x) > 0, je funkce f ryze konvexni na
intervalu J.

e Jestlize pro vSechny vnitini body x je f”'(x) < 0, pak je funkce f konkavni na
intervalu J.

e Jestlize pro vechny vnitini body x je f”(x) < 0, pak je funkce f ryze konkavni
na intervalu J.

e Jestlize pro vSechny vnitini body x je f"'(x) = 0, potom funkce f je

na intervalu J linearni. ([11], str. 122)

8.6 Konvexnost a konkavnost v bodé - inflexni body

Body x, € D(f), ve kterych se funkce f méni z konvexni na konkavni, anebo naopak
apro néz ma graf funkce f v bodé T[x,, f(x,)] teCnu t a v tomto bodé T|[x,, f(x,)] méni

grafy sviij pribéh. Tento bod se proto nazyva inflexnim bodem grafu funkce f.

Necht' funkce f je spojita v bod& x, a ma v ném derivaci f'(x,), tj. graf funkce f ma
v bodé& T[xg, f(x,)] tecnu t. Méni-li se v bod¢ x, funkce f z konvexni na konkavni, resp.
Z konkavni na konvexni, potom bod x, se nazyva inflexni bod funkce f a fika se téz, ze

funkce f ma v bod¢ x, inflexi. Bod [x,, f (x,)] se pak nazyva inflexni bod grafu funkce f.
Funkce f ma v bodé& a vlastni derivaci f'(a) a necht’ pro viechna § > 0 takova, Ze:

1) Vx € Ps(a) plati f(x) > f(a) + f'(a) - (x — a). Potom fikame, Ze funkce f je
ryze konvexni v bodé¢ a.
2) Vx € Ps(a) plati f(x) < f(a) + f'(a) - (x — a). Potom fikdme, ze funkce f je

ryze konkévni v bod¢ a.
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3) V P (a) plati jedena z vySe uvedenych nerovnosti a v Py (a) plati druhd z vyse
uvedenych nerovnosti, nebo naopak. Potom fikame, ze funkce f ma

V bod¢ a inflexni bod.
Necht’ f je funkce, a € R a existuje f''(a). Potom plati:

1) Jestlize druha derivace f'(a) > 0, funkce f je v bodé a ryze konvexni.

2) Jestlize druha derivace f''(a) < 0, funkce f je v bod¢ a ryze konkavni.
Nutnd podminka pro inflexni bod, v némz mé druhou derivaci.

Je-li bod a inflexni bod funkce f a ma-li v ném funkce f druhou derivaci f"'(a), pak
plati:

f""(a) = 0, nebo neexistuje.
Postacujici podminka pro inflexni bod.

Necht’ f je funkce a existuje jeji vlastni druha derivace f'' v U s(a).
Jestlize Vx € Py (a) plati, ze f"'(x) > 0, resp. f”"(x) < 0 aVx € Ps (a) plati f"'(x) <0,
resp. f''(x) > 0, pak funkce f ma v bod¢ a inflexni bod. ([5], [1], str. 387-397)

8.7 Ukazka prikladii na urceni piredeslého vySetieni funkce.

1) Naleznéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f(x) = 3x3 + 5x%2 + x + 10

monotonni a urcete, ve kterych bodech ma funkce lokalni extrémy a jaké.

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je D(f) = R. Nejprve uréime prvni derivaci funkce
f'(x) =9x% + 10x + 1. Z podminky f'(x) = 0 uré¢ime body, ve kterych by dana funkce
mohla mit extrém. ReSenim kvadratické rovnice 9x2 + 10x + 1 dostaneme kofeny

X, = —g ax, = —1. Na c¢iselné ose znazornujici D(f) vyznacime tyto body a ve

vzniklych intervalech ur¢ime znaménko derivace.

® S @
4 F

-1/9
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Funkce je rostouci na intervalu (—oo,—1) a <—§,oo), klesajici na intervalu(—1, — é) .

Funkce ma vbodé¢ x = —1, y =11 ostré¢ lokdlni maximum, protoze se zde méni

. , ey v 1 2417 , 1y
monotonie funkce z rostouci na klesajici av bodé x = —5 Y= 5, ostré lokalni
minimum.

Cely vypocet je zndzornén na Grafu €. 33.
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Ndpovéda Prinlasit...

PRI o||[[a=
Al B Ol =)
» Algebraické okno = X |» CAS X | » Nakresna X
Funkce | T =30+ 5 +x+ 10 ¢
-@ F(x) = 3x>4+5x>+x+ 10

Fl)=9 + 10x + 1
® | _ a3 2
® F(x) =9x24+10x+1 f(x) = 3045+ x4 10 5

f(x)=Derivace[3x® + 5x* + x + 10]

& | - f(x)i=9x"+10x+1

fx)=2C + 52 +[x + 10

-4

Vst :
Graf ¢. 33
2) Naleznéte maximalni intervaly, na kterych je funkce f(x) = arctg”%x monotdnni
a urcete, ve kterych bodech ma funkce lokalni extrémy a jaké.

Reseni: Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — {0}. Uréime prvni derivaci funkce

1 —x2-(3-x)2x —x%—6x+2x2 x%2—6x
f,(x) = =%, 4 " 2 4 2
1+(x—2)2 x x*+(3-x) x*+(3-x)

Derivaci polozime rovnou

nule a feSime rovnici x?—6x=0, tj. x(x—6)=0, odtud x=6a druhy
kofen x = 0 nevyhovuje podmince defini¢éniho oboru. Nyni ur¢ime znaménka prvni

derivace ve vzniklych intervalech.

@ o ®

:

Funkce je rostouci na intervalu (—oo,0) a na (6, ©) a klesajici na intervalu (0, 6).

Situace je vyobrazena na Grafu ¢. 34.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Ndpovéda

» Algebraické okno = X
Funkce
x—3
@ f(x) = —at
e f(x) al an( 2 )
2 _
e f(x) = X 8

x +x2—6x+9

Vstup:

-A: / :-/ 4'5"_: ®: @ & X; iig; ‘%.

» CAS
fix) == -atan((x - 3) / x*)
1

/% —
® |~ f(x) := —atan | x
\

3
|
x? )/

X

f'(x)=Derivace[-atan({x - 3) / x*)]

2
—6
- f(x) := x X

*4x2—6x4+9

» Nékresna

fix)=-atan((x- 3) /)

Prinlasit...

-10 -8 -6

Fla)=(@ - Bx) / (x* + %2 - Bx + 9)

3) Naleznéte maximalni intervaly, na kterych je funkce

Graf ¢. 34

f(x) = (3x? + 4x) - e~**monotdnni a uréete, ve kterych bodech mé funkce lokalni

extrémy a jaké.

Reseni: Defini¢ni obor funkce D(f) = R. Uréime prvni derivaci funkce

f'(x) =(6x+4) e 2 —2e72*(3x% + 4x) = e ?*(—6x%2 — 2x + 4). Hleddme body

"y . < . s y 2
podezielé z extrému. ReSenim rovnice 6x2 + 2x — 4 = 0, ziskdvame kofeny x; = 3

x, = —1. Na grafu vidime znaménka prvni derivace ve vzniklych intervalech.
© ®
. —e
-1 213

Funkce je rostouci na intervalu (—1, g) a klesajici na intervalu (—oo, —1) a G, ).

4
Dale je f(—1) = —e?a f (g) = 4e 3 = 1,05. Funkce ma ostré lokalni minimum v bodé

r 17 . v 2 _=
x = —1ay = —e? aostré lokalni maximum v bod¢ x = Y= 4e .

Vypocet je vidét graficky na Grafu ¢. 35.
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Prihlasit...

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

A LR o la=
[a] Al O O] 4] N =] )
» Algebraické okno = | » CAS Xl | » Nakresna X
~) Funkce 10=(3x2+4x)"(e"(-2x)) ,
o f(x) = (324 4x) e ™ 1 ) ) , R . .
: ~ (3 4x) e x=—e 2 (3 4x =(352 + 4x) (-2
og(x)= -2 (3x2+4x) e >4 (6x (3x"+4x) e € (3x" +4x)
P (3 + 4x) eM-2 %)
Derivace: —2 (3x? +4x) e >+ (bx+4) e ™ E
3
4
] 4 2 | 6 B 10
4
|
!
s
|
Il
-6
.‘I Fx)=-2 (32 + 4x) e™-2x) + (Bx + 4) e™-2x)
< B E
Vstup:

Graf ¢. 35

x+2

4) Naleznéte maximalni intervaly, na kterych je funkce jedné proménné f(x) = In 5

konvexni ¢i konkavni, a urcete inflexni body grafu této funkce.

< - “r g X2
ReSeni: Defini¢ni obor ur¢ime z podminek o 0a9—x=#0.

Proto D(f) = (-2,9).

vro s P . . ' _ 1 _9—x+x+2 _ 11 s .

Vypocitdme prvni derivaci funkce f'(x) = _Zj Y TTENCE Vypocitame si
—-11(9-2x-2) -11(7-2x) . . o,

= Druhou derivaci polozime rovnu

druhou derivaci f"(x) = DI - A D)Ee-n)E

—-11(7-2x 7 v y r .
_—n@-20 _ 0, x = =. Uréime znaménka druhé derivace.

nule (x+2)2(9-x)2 2

S] @
© ® o
-2 23 9

Funkce je konvexni na intervalu <g, 9) a konkavni na intervalu (—2,%). Inflexni bod ma

pouze v bodé x = % Na Grafu €. 36 si miizeme piestavit tuto situaci.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda Prihlasit...

DRERE S cERENER

» Algebraické okno » CAS /| » Nakresna X
Funkee 0 2= In((-c + 2))/ (¢ 9)) ‘ 5
e f(x)=1 \( x+2)) 1 l\

- L Gy [ 2))

Lox—9) ® | - f(x) = I“l‘*w.‘ | .

’ 11 L\ox—9 ) |‘

) =-a 7. 1 \
2 f(x):=Derivace[ln{((x + 2)) / (3-x))] \ :

" x—7 \

o f(x) =11. .| 2 \
(x2—7x—18) LoP(x) = — 1n ;

T x2—7x-—18

f'(x):=Derivace[(-11) [ (x*- Tx - 18)]
2x -1

e | _ f'(x):=11.
=) (x2 —7x—18)

[(x+2)(9-x))

Vstup: v

Graf ¢. 36

5x
1+x2

5) Urcete maximalni intervaly, na kterych je funkce f(x) = konvexni ¢i konkavni,

urcete inflexni body.

Reseni: Definicnim oborem funkce jsou vSechna realna ¢isla. Nyni si vypo¢itdme prvni

.. , _ 5(1+x%)-5x-(2x) _ 5+5x2-10x? _  5-5x2
a druhou derivaci funkce f'(x) = G = amy T ae
f” (x) = —10x2-(1+x2)2—(5—5x2)-2-(1+x2)-2x _ —10x—10x3-20x+20x3 _ 10x3-30x
(1+x2)% (1+x2)3 (1+x2)3 °
0x3-30x

v . . 1
Polozime druhou derivaci rovnou nule, ———
(1+x2)3

0, jelikoz ve jmenovateli je neznama
V druhé mocning, proto vzdy jmenovatel bude vychazet jako kladné ¢islo. Pro nas vypocet
budeme brat v tvahu jen Citatel.

Proto polozime &itatel roven nule 10x3 — 30x = 0, x; = 0,x, = V3, x3 = —/3. Uréime

znaménka druhé derivace.
e 5] <) &®

@ @ @
/3 0 V3

Funkce je konvexni na intervalech (—/3,0) a (\/§, ) a konkdvni na intervalu

(—oo, —\/§) ana (0,v3). Inflexni body jsou v bodech x; = 0,x, = V3,x; = —/3.

Vypocet zndzornén na Grafu ¢. 37.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Ndstroje Okno Napovéda Prihlasit...

'A_ / } :" @ @ «i: N ABC Q._

» Algebraické okno Xll» CAS X/ | » Nakresna X
Funkce . ()= 5x/ 0 + 1)
@ F(x) =5 1
*+1 ® af(x)::S-% 8
o F(x)— X5 i
T z
x42x 3+ 1 f(x).=Derivace[5x / (x* + 1)]
e f(x) = 10 x* —30x 2
Toxb 4+ 3x443x241 o |- fx) = —5x2+5
Toxt42x241
"(x):= 5y 4 2
s '(x):=Derivace[(-5 x* + 5) / (x* + 2x* + 1)] P[0~ 30X) 1 (65 + 3t + B3+ 1) A
3
o |- Fx) = 10x" —30x F(X)=(-5 2 + 5)f (x4 + 2 + 1)
x4+ 3x44+3x2 41 0
= o ———=/ o 2 5 8
4 %)= 5/ @+ 1)
-4
6
-8
< >
Vstup B
Y
Graf ¢. 37

6) Naleznéte, na kterych intervalech je funkce f(x) = e*~**~2%"konvexni ¢ konkavni

a urcete inflexni body.

Reseni: Defini¢nim oborem funkce jsou viechna realna &isla.

Nyni si vypoéteme prvni a druhou derivaci f/(x) = (e* **~2¥%) . (—4 — 4x),
F(x) = et 2" (4 — 4x)2 4 e+~ 2 (—4) = 44 -20%(16x2 4 32x + 12).
Polozime druhou derivaci rovnu nule tj. e+ 4%=2x*(16x2 + 32x + 12) = 0, druha

derivace bude rovna nule, pokud vyraz 16x2 + 32x + 12 bude roven nule

tj. 16x2 + 32x + 12 = 0. Po vyfeseni této rovnice dostdvame kofeny x; = — %, X, = — %

Urcéime znaménka druhé derivace.

@ S ®

-3/2 -1/2
3

H H 1 ’ , ;e . 3 1
Funkce je na intervalu (—oo, — 5) a <— > o) konvexni a konkavni je intervalu (— 3 5).

Situace je vyobrazena na nasledujicim grafu Graf¢. 38.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Mastroje Okno Napovéda Prihlasit...

.A. / ;/ L\:- @ @ é‘v. x ABC 4%&

» Algebraické okno X |» CAS X/ |~ Nakresna

Funkce . eM(4-4x-2x°2 ) 5

® f(x) = ¥ & 1 [

X R
® f(x) = e =4 (Lqx
® '(x) = —de At eN-2x - 4x+4) 5
2

Dervace e X4 (Lgx—4) In 4
e-2x2 - 4x + 4) (-4 x - 4) In(e) 3

_2x2 -
Dervace —#e >~ In(e) 4 e

f(x) = eM4 - dx- 2x%)

-7 -G -5 -4 -3 -2 41 0 1 2 3 4 5 [ 7

F'(x) = e\(d-dx-262 ) (16x°2+32x+12)

Vstup: *
Graf ¢. 38

xZ
9—x2'

7) Vysetiete prubéh funkce f(x) =

Reseni: Defini¢ni obor D(f) = R — {—3,3}. Nyni si u¢ime prase¢iky s osami
soufadnymi. Dosadime za y = 0 do funk&niho pfedpisu a dostavame, x = 0, tj. bod [0,0],
ktery je jedinym priise¢ikem. Nyni ur¢ime prvni derivaci funkce

fx) =

Z této rovnice dostavame x = 0 a zjistime, ¢ f'(x) > 0 pro kladna x a f'(x) < 0 pro

2x(9-x%)-x2(-2x) _  18x 18x

o-x2) oot Polozime prvni derivaci rovnu nule tj. o 0

zaporna x. To znamena, Ze funkce je rostouci na intervalech (0, 3) a (3, ), klesajici na

intervalech (—o, —3) a (—3, 0). Funkce ma ostré lokalni minimum v bod¢ x = 0. Ted’ si

18(9-x%)2-18x-2(9—-x2)(—2x) _ 18(9-x%)+72x2
(9-x2)* T (9-x2)3

vypocitame druhou derivaci f''(x) =

162+54x2

TR Polozime druhou derivaci rovnu nule. Citatel je vzdy kladny a jmenovatel je

kladny pro |x| < 3. Proto je funkce konvexni na intervalu (—3,3) a konkavni na
intervalech (—oo, —3) a (3, ). Funkce nema zadny inflexni bod. Situace je znazornéna
na Grafu ¢.39.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit...

AN e <N]=]

» Algebraické okno x| » cAS X | » Nakresna = X
Funkce , flx) := () [ (- 9)
X
o) = -, 0 .
x ® - (x) = —
, x <_9
S e S
_ 2 _ f(x):=Derivace[(-x*) / (x*- 9]]
o ) = 54 x2 — 162 .

X

= 5
2
5
4
° [

3
2
_— ;

. F(X)(-54 52 - 162) [ (x5 - 27x* + 2432 - 729)

B = - - - > 0 1 2

xb—27 x¥+243x2 —7

S P =1 e e
'(x):=Derivace[18x / (x* - 18x* + 81)]
- 2 —_

o - opx) m 54 x 162

X — 27 x4 42437 - FRg=18x/ (x4 - 186+ B7)

)= £ (2-8)

vstup :
Graf ¢. 39
8) Urcete monotonii funkce, lokalni extrémy a inflexni body u funkce f dané piedpisem
f(x) =x3—8x2+ 6x — 14.

ReSeni: Defini¢nim oborem funkce jsou vSechna realna ¢isla, dale si vypocitame prvni

derivaci funkce f’(x) = 3x%2 — 16x + 6. Stacionarni body x; = _—\/?w’ X, = —\/4_?8.

To jsou podezielé body z lokalnich extrémti.

Na Obrazku ¢. 2 miizeme zaznamenat chovani daného piikladu po derivaci, podle toho si

urcime stacionarni body.

= (—/46+ 8)/3 oy = (/46 +8) /3

AN

Obrazek ¢. 2

/4648

. . —V46+8 +/46+8
Funkce f roste na intervalu (—oo, : ) v intervalu (FTFT)

funkce klesa

. 46+8
a Vv intervalu (‘/_3 ;oo) roste.

Druhé derivace je uréena timto pfedpisem f"'(x) = 6x — 16.

Po dosazeni stacionarnich bodu do druhé derivace dostavame:
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fﬂ(ﬂ)=6.@_16=—2\/4_6.—2\/4_6<0.

3

quEﬂ)=6ﬂfw_16=zﬁE2WE>0.

3

Vx=

—V46+8 .
3

F s . 8 . P s s
je lokdlni maximuma v x = je lokdIni minimum.

Druhé derivace je v celém intervalu rostouci. Funkce je konvexni.

)2 46— 14 = 128157

f( \/_+8) (\/_+8) _3g. (—\/_+8

V46 + 8 V46 + 8 V46 +8 V46 + 8
3 =(—3 )3—8-(7) +6-—5——14=-59.0360

Inflexni body funkce nema. Situace je znazornéna na Grafu ¢.40.

b Algebraické okna X | » cAS A | » Nakresna
Funkce

Ti(x) =3 - B¢ + 6x- 14
i@ f(x) =x*—Bx’+6x—

8 Fx) =3 16x46 | ® | - fx):=x -8 +6x—14 L
@ fx) = 6x—16 fl)= 3 16 + 6
F(x)=Derivacelx* - 8¢ + 6 - 14] . -
;EX: =100 1 ans 2 ol L ] E f(x) ... fce zadana - zelené
- ext1 = "f(x) ... fce zadana -
® | - (x):=3"—16x+6 f(x) ... fee po 1. derivaci - modre
20 f(x) ... fce po 2. derivaci - cervené
3 | FPl=Derivace]3- 16x + 6]
® | . (x):=6x—16
(x) x ©
4
o
50 -40 30 20 10 10 20 30 40 50 &0 70 B8O a0 100

= 6x16 1) =20 B + Bx- 14

Vstup

Graf ¢. 40
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Vysledky
Vysledky piikladi 2.6,

1) f'(x)=4x3,x €R

2) f'(x)=3x%x€R

3) f'(x)=2x—4,x€R
4) f'(x) =12x3,x €R

5) f'(x) =2x+3x%x€R
6) f'(x) =5x*x €R

7) f'(x) =2mx,x €R

8) f'(x)=2x+2,x€R

9) f'(x)=8x—1,x€R

10) f'(x) =12x —3x%,x €R

11)  f'(x) = 12x% — 6x + 2,x € R

12) fl(x)=13x? —11x° +4x—1,x €R

13) fl(x)=—4x"5-7x8—-11x"2, x €R,x #0
14) f'(x) =35x* —20x3+12x% —4x,x €ER

15) f'(x)=2(6x3—3x?>+5x+3),xER

16) f'(x) = —iz,xER,x #0

17) f(x)—————xERx;tO

18) ffx)=x*>+x—-2,x€R
19) ffx)=x(x*+x+1),x€ER
20) f'(x) = 5x4—2x2+%,xER

(x) = 207 _56x° s

21) f'(x) = . m 2x°,x ER

22) f’(x)=—%+§——+—xeR x#0
) X T

23) f(x)—2 e s X, X €ER

24) f’(x)=%,xER,x>0

25) f(x)— xERx >0

26) f(x)—
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27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)

35)

36)

37)

38)
39)
40)
41)
42)

f’(x)—#—%,xER x>0
1

FO= =t 7wt o
7Vx%  5¥x 3

ff)=—F—"+355XERX>0
f’(x)=3%/_2,xER,x #0
f’(x)—5—7,xeRx>0

o =22
f’(x)=7x5—9ZE,XER,x>O
fx) = —— x€R, x>0

255\/ T 6¥x1t

Fo)="E4 2 xeRx>0

21
f'x)= 29;8 ,LXER, x>0

() = —2 2
f(x)_ xz 355\/F,XER,X>0
x3 4x
frix)=-— (2 it YERX 0

f’(x)=9x —2x,x ER

f'(x) =5(6x—4),x €ER

f'(x)=+2 -(21x° — x*—6x),x ER
f'(x) = x3—3\/5_x2+8?x,xER

Vysledky ptiklada 3.7.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

9)

f'(x)=2x+4,x€R
fl(x)=-3-(1—-x)%,x€R
f'(x)=9-(Bx—5)%,x€ER

f'(x) =15x%-(x>*—-5)*,x €R

f'(x) =24x?-(4x3+5),x €ER

f'(x) = (12x3—24x) - (x* —4x*+9)%, x €ER

f'(x)=x3—2x,x €ER
f'(x) = %,X<—2;x>2
f'(x)=5x*—1,x€R
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10)
11)
12)
13)
14)
15)

16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)

23)
24)

25)

26)

27)
28)
29)
30)

31)

32)

fl(x)=-12-(2x*+2x—1),x €ER

f'(x) = 6x°>—15x* + 16x3 — 36x2 —5,x ER

f'(x) = —4x3+9x%? —14x + 25,x €R

fflle)=((x?+1) (x> —x+1)?-(10x3 - 7x2+10x —3),x ER
f'(x)=3x2—-18x+23,x €R

f'(x) =—8x-(x?+1)3 —L4t1xeRx>0

5
f’(x)—( +1)2,XER x #+ —1
f’(x)=—f)2,xER,x¢%
f(x)— 2)z,xeRx;t+3
f(x)— xXERx+1

)5’

f()—6x+ XERx+0

52x3 13
f'x )——13)2,XER,x¢7

,xER,xiﬁ

' _ 4x7-15x*-18x2+20x
f (x) - (x3_2)2

f'(x)= ;\/_%,x ERxXx>0

f(x)— xER
f'(x)=—3 — X €ER,x >0
6 J(Vx+1)"Vx

3
f'(x)=—m+2x LXERXx>0

8x-4 (\/F+x)3

, 2_5 2
f'Go) =—x2_J(’;_+?,x ER x>0

f(x)———xER —-V6<x<00<x<+V6

5(x+1)

f (x) _\/TS)S'x

fx) = ——\/;)S,x ERx>1

Fe=—, =

1
! e —
f1l) = 2+x2+xV2+x2’

ER

L XER—-1<x<1

X ER
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Vysledky ptiklada 4.13.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)

12)

13)
14)

15)
16)

17)

18)

19)

20)
21)
22)

23)
24)
25)

26)

f'(x) =x%-(3-sinx+x-cosx),x €R
f'(x) =2-cos2x,x €ER
f'(x)=—-3-x?-sinx3,x €R

f'(x) =—3-sinx-cos?x,x €ER

f'(x) =cosx —x-sinx,x €R

f'(x) =2x-cosx?,x €ER

f'(x) = —6x-sinx?-cos?x?,x €ER

f'(x) =—sin(x+1),x €R
f'(x)=(x®+1) cosx +3x?-sinx,x €ER
f'(x) =—sinx,x €R

f'(x) =2cosx-3sinx,x €R

, __ 4cos’x _ 1 3
f(x)——(coszﬂl)2 2,xER,n(n+2)<x<n(n+2),nEZ

f'(x) =cosx+3,x€ER
f'(x)=7(x°+sinx),x €ER

4 cos? x 48 sin? x
f(x) = - ,
(cos2x+1)2  (cos2x—1)2

xER,n(n+%)<x<n(n+1),nEZ

8
f'(x) = —ﬁ,x ERmmm<x<m(n+1),neZz
2-sin 2x-cos x

' o
f (%) = sinx + (cos2x+1)2 "’

xER,n(n+%)<x<n(n+§),nEZ

. 5 oy
f'(x) = —%,x ERmMm<x<m(n+1),n€eZz
8x-sin2(——
f’(x — (x2+1) = R

(x2+1)2 -(cos(x22+1)— 1)

cosx
(1-sinx)2’

f1e) =

xER,—%n<x—2nn<§,nEZ

f'(x) =—sinx —cosx,x €R

' 2cos2x , sinx-sin2x
fx) = >
cosx+2 (cosx+2)

X ER

3 sin 2x

! e —

f(x)_ (sin2x+2)2'xER

, __4coslcos?x ( l) ( E)
f(x)——(c052x+1)2,xER,n n+)<x<m(n+:; ,NEZ

sin 2x

f (x) = "~ Jcosz2x’

7 cos(7x+3)

f (x) - 2 /sin(7x+3)’

xER,n(n—i)<x<n(n+i),n€Z

XER,-3<7x—-2nn<m—3,n€E”Z
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2sinx-cosx

f (X) - 5-5/(sin2 x+2)4’x

’ _ 2 cos 6x
28) f (x)——W,xER,12x+7r>47m,12x<n(4n+3),nEZ

’ _ sin 4x
2)  fl)=-5—"= xER

27) €R

4 cos(4x)+4

30) )=

’ _ 2sin 2x
31) f'(x)= —5W’XER

, _ 3 _ 4x? sin 4x
32) f'(x) =2x-3cosdx + 2 s~ ER

x€E€ER x>0

, _ __4sinx-cos’x
33) f (X) 55 (cos4(x)+1)4’x €R
4sin® x
(cos(2x)-1)2’

2 2 2 2

. (1-x 1-x . [1-x 1-x
4x-sm<2—)-cos( 5 ) 4x(1—x2)-sm( > )-cos( > )
x2+1 x2+ + x2+1 x2+1

x%+1 (x2+1)?

34) f'(x) =—2cos2x — xERmmm<x<nmn+1),nez

3%  [fl=

,XER

Vysledky ptikladii 5.7.

1) f'(x)=5e*+7*-log7,x €R

2) f'(x) = —4e*+2*log2 — 6*log6,x €ER
3) f'(x)=9"log (9),x €R

4) f'(x) =23 -3*-log2-log3,x €R

5) f’(x)=—7ex+4x-log4—?,xER

6) f'(x)=e*- (xex‘l + xe* - logx),x ER,x>0

7) f'(x) =2x** +2x** -logx — 2% -log2,x ER,x > 0
8) F(x) =63 +18x49. (437 4 3) x € R

9) f(x) =e™" - (5x* — 2x°),x €R

%3

2ex2+3.x3.(x2+6)

10) f'x) = Gz Y ER

11)  f'(x) == x€ER

12) f’(x)=%,xe&x>0

13) [ =TT x e Rx %

14) flx)=— 3(2;(_6;)(3_;:31 + i;;zif + 4% -log4,x €R
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Vysledky ptiklada 6.5.

1) f’(x)=1,xER,x¢0

2) f()_“"” €R,x # -2

3) f'(x )— XERX#0

4 fe)=2E—20x%x €RX >0

5) f(x)=logx+1,xER,x>0

6) f’(x)=Sinx+lnx-cosx,xER,x>0

7) f’(x)—3+5xERx¢—

8) f'(x) =—-2tg(2x),x ER,4x > 2nn+m,4x <mt(2n+3),n € R
9) f(x)——xER,x>e,1<x<e

xInxIn(Inx)’
10) f()—MxER,x>1,0<x<1

' —x2+(x?+1)In(x)+1
11) f (x) = (1_x2)2

L XERO<x<1,x>1

x2-(x5+(3-2x5)In(x)+1
(x5+1)2

12 f) =

,LXER, x>0

8x7 +x*+4

13) 100 =—3

3-3/((8x7+x%+4)Inx)2

+(56x%+4x3)-Inx

LXERO<S<x<1,x>1
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Zavér

Bakalatska prace si kladla za cil sestavit ucelenou a smysluplnou sbirku na procviceni
derivaci ruznych typa s vyuzitim programu GeoGebra. Sbirka byla sestavena s myslenkou
jejiho pozdéjsiho vyuziti, hlavné pro studenty prichazejici ze stfednich $kol na vysoké Skoly.

Studentiim prace miize dopomoci k doplnéni znalosti z oblasti derivaci.

V prvni, sedmé a osmé kapitole se nachazi teorie k problematice derivaci funkci,
nasledné je tato teorie ukazana na modelovych ptikladech, na které navazuje sada prikladt
vhodnych k procviceni latky. Cela prace je rozdélena do 8 kapitol. Kapitoly jsou logicky
uspofadané podle narocnosti jednotlivych typu piikladd, takze se postupuje od
V zé&véru prace se nachdzeji vysledky ptikladi na procvi¢eni. Nebo si studenti své vypocty
mohou také zkontrolovat s vyuzitim programu GeoGebra. U modelovych ptikladid v celé
praci jsou piidany grafy funkci tak, aby student mohl ndzorné vidét zobrazeni jednotlivych

prikladi.

64



Pouzita literatura a zdroje
1) Derivace funkce [online]. 2016 [cit. 2016-06-19]. Dostupné z:

http://cgi.math.muni.cz/kriz/analyza/kap5.html

2) PETRASKOVA, Vladimira a Hana STEPANKOVA. Algebraické funkce a
diferencidlni pocet funkci jedné proménné. 1. vyd. Ceské Budgjovice: Jihodeska
univerzita, 2014, 132 s. ISBN 978-80-7394-473-5

3) http://www.glouny.cz/matematika/mat_sem/priklady/index.htm

4) HLAVACEK, Antonin. Shirka resenych prikladii z vy$si matematiky: pro piipravu
pracujicich ke studiu na vysokych skolach. 1. Praha: SPN, 1964.

5) POLAK, Josef. Prehled stiedoskolské matematiky. 10. vydani. Praha: Prometheus,
2015. ISBN 978-80-7196-458-2
6) http://www.talnet.cz/documents/18/14ecc9e9-c57f-4b64-8d6f-7770a2a7281b.

7) Hejny, M., Kufina, F. Dité, Skola a matematika. 2. vydani, Portal, s.r.0., Praha,
2009.

8) Petakova, J. Matematika, pfiprava k maturité a k pfijimacim zkouskam na vysoké
Skoly. Prometheus, Praha, 2008.

9) Petraskova, V., Stépankova, H.: Algebraické funkce a diferencialni pocet funkci
jedné proménné. Jiho&eskd univerzita v Ceskych Bud&jovicich, 2014.

10) Polak, J. Pichled stiedoSkolské matematiky. 8. vydani, Prometheus, Praha, 2005.

11) HRUBY, Dag a Josef KUBAT. Matematika pro gymnazia. 3. vyd. Praha:
Prometheus, 2008, 210 s. Ucebnice pro sttedni skoly (Prometheus). ISBN 978-80-
7196-363-9.

12) KUBESOVA, Nadézda a Eva CIBULKOVA. Matematika: piehled
stiedoSkolského uciva. 2. vyd. Ttebi¢: Petra Velanova, 2007, 239 s. Maturita
(Petra Velanova). ISBN 978-80-86873-05-3.

13) KOPACEK, Jiii. Integraly. 2., opr. vyd. Praha: Matfyzpress, 2008, 99 s. ISBN
978-80-7378-043-2.

14) ZAJICEK, Ludék. Vybrané tilohy z matematické analyzy pro 1. a 2. roénik. Vyd.
4. Praha: Matfyzpress, 2005, 93 s. ISBN 80-86732-58-4.

15) HOLICKY, Petr a Ondiej KALENDA. Metody feSeni vybranych tloh z
matematické analyzy pro 2. az 4. semestr. Vyd. 1. Praha: Matfyzpress, 2002, 131
s. ISBN 80-85863-85-5.

65


http://www.glouny.cz/matematika/mat_sem/priklady/index.htm
http://www.talnet.cz/documents/18/14ecc9e9-c57f-4b64-8d6f-7770a2a7281b

16) VOPENKA, Petr. Calculus infinitesimalis. 1. vyd. Plzen: Vydavatelstvi
Zapadoceské univerzity v Plzni ve spolupraci s OPS, 2011, 70 s. Badatelsky
seminaf. ISBN 978-80-261-0005-8.

17) BITTNEROVA, Daniela a Gerta PLACKOVA. Louskagek. Vyd. 2., nezmén.
Liberec: Technicka univerzita v Liberci, 2009, 154 s. ISBN 978-80-7372-531-0.
18) DVORAKOVA, Sarka. Resené piiklady k Matematice I. Praha: Ceska zemédélska

univerzita v Praze, 2004. ISBN 80-213-1215-7.

19) HENZLER, Jifi. Matematika pro ekonomy. Praha: Oeconomica, 2007. ISBN 978-
80-245-1284-6.

66



