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Abstrakt

Tato prace se vénuje triangularnim normam a jejich zobecnénim — uninormam, zejména
jejich transformacim pomoci jednotkové funkce, a také modelovani fuzzy logické konjunkce
a disjunkce na zakladé empirickych dat. Byly stanoveny podminky, pfi nichZ transformaci
urcitych uninorem vznikne opét uninorma. Taktéz byly uréeny podminky invariantnosti
transformace pro tfidu urcitych uninorem. Transformace uninorem rozsifuje t¥fidu moznych
spojek a jejich studium nam uleh¢ilo hledani podminek pfi modelovani. Byl také nalezen a
analyzovan algoritmus pro modelovani fuzzy logickych spojek. Na zakladé programu imple-
mentujiciho tento algoritmus byl vyhodnocen experiment, ktery mél za cil modelovat fuzzy
konjunkci uzivanou lidmi.

Abstract

This thesis deals with triangular norms and their generalizations — uninorms, in particular
with their transformation using a unit function and also with modeling of fuzzy conjunction
and disjunction based on empirical data. The conditions under which transformations of
certain uninorms give again uninorms are established. Conditions of invariance transfor-
mations for certain class of uninorms are found. Transformations of uninorms extend class
of connectives. The study of these transformations faciliates the search of modeling con-
ditions. An algorithm for modeling of fuzzy connectors is also proposed and analyzed. An
experiment based on implementation of the algorithm is evaluated. This experiment aims
at modeling of fuzzy conjunction for human use.
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Kapitola 1

Uvod

Fuzzy logika je oborem matematické logiky. Na rozdil od klasické vyrokové logiky, kde
k popisu pravdivosti vyroku vyuzivame pouze dvé pravdivostni hodnoty (pravda, nepravda),
ve fuzzy logice se mira pravdivosti vyroki uréuje pomoci hodnot intervalu [0,1]. Fuzzy
logika se v dne$ni dobé vyuziva napf. v fidicich systémech. Podobné, jako se v klasické
logice definuji operace konjunkce a disjunkce pouze nad dvémi hodnotami, ve fuzzy logice
se pro vyjadfeni konjunkce resp. disjunkce vyuzivaji trianguldrni normy resp. triangularni
konormy.

V této praci se zabyvame jistym zobecnénim téchto funkci, tzv. uninormami, a také
modelovanim fuzzy logickych spojek z empirickych dat. V pripadé uninorem se vénu-
jeme -transformaci, coz je jednim ze zptsobu jejich konstrukce. Zajima nas predevsim
p-transformace, jejiz vysledkem je opét uninorma a také piipady, kdy vznikne pivodni
uninorma

Motivace pro vznik této prace byla dvoji. Jednak vysledky D. Smutné-Hlinéné [14]
v praci zabyvajici se p-transformaci triangularnich norem, kde byla mimo jiné uplné vy-
feSena transformace drastického soudinu a minimové trianguldrni normy. Co se tyce mode-
lovani logickych spojek, jedna se o ¢asty problém, pro ktery existuje stale malo znamych
prostredki.

Cela prace je ¢lenéna do ¢tyt hlavnich kapitol. Kapitola 2 slouzi jako stru¢ny tvod
do problematiky. V této kapitole jsou predstaveny hlavni definice, které jsou vyuzivany
v dalsich ¢astech prace, néktera zakladni tvrzeni a priklady uninorem.

Kapitola 3 je vénovana samotnym transformacim uninorem. Je provedena transformace
uninorem predstavenych v predchozi kapitole. Jsou stanoveny podminky, za nichz vznikne
opét uninorma, a nékteré vysledky jsou déle zobecnény.

Obsahem kapitoly 4 je hledani invariant® transformaci uninorem a triangularnich norem.
Je tedy hleddna odpovéd na otézku, kdy transformaci vznikne ptivodni uninorma, resp.
trianguldrni norma.

Kapitola 5 popisuje modelovani fuzzy logickych spojek na zakladé empirickych dat.
Obsahem této kapitoly je uvedeni algoritmu pro modelovani, implementace programu a na
jeho zakladé provedeni experimentu zaméreného na chapani fuzzy konjunkce lidmi.

V zévéru jsou zhodnoceny dosazené vysledky a také jsou naznaceny mozné sméry dalsiho
pokracovani prace.

Tvrzeni, u nichz neni uveden zdroj, jsou vlastni a ¢ast prace byla pfedstavena v zavérec-
ném kole Studentské védecké odborné ¢innosti (SVOC) v matematice a informatice [7].



Kapitola 2

Triangularni normy a uninormy

Ustfedni oblast zajmu této prace tvoii trianguldrni normy a uninormy. Triangularni normy
se ve fuzzy logice pouzivaji pro modelovani fuzzy konjunkce. Triangularni konormy zase
k modelovani disjunkce. Uninormy, coz jsou funkce zobecnujici trianguldrni normy a ko-
normy, maji velky vyznam pi¥i modelovani fuzzy implikatoria a jako agregaCni operatory
také v oblasti doporucovacich systémii.

2.1 Definice a zakladni vlastnosti
V této ¢asti jsou popsany zakladni definice, které budou vyuzivany v dalsich ¢astech prace.

Definice 2.1. [I] Trianguldrni norma (zkracené t-norma) je bindrni operace na jednotko-
vém intervalu [0, 1], tedy funkce T : [0,1]2 — [0,1] takovd, Ze pro kaZdé x,y,z € [0, 1] jsou
splnény ndsledugici axiomy:

1. Komutativnost
T(z,y) =T(y,z),

2. Asoctativnost
T(:L‘, T(y’ Z)) = T(T(:L’, y)a Z),

3. Monotonnost
T(z,y) <T(x,z) jestlizey < z,

4. Okrajova podminka
T(xz,1) = .

Priklad 2.1. [1] Nasledujici ptiklad ukazuje nékteré zékladni t-normy.
e Minimova t-norma: T}y : [0,1]2 — [0, 1] dana predpisem
Ty (z,y) = min{z, y}.
e Drasticky soucin: Tp : [0,1]2 — [0, 1] dan4 pfedpisem

min{x, y max{z,y} =1



e Souéinové t-norma: Tp : [0,1]% — [0, 1] dana predpisem
Tp(x,y) = zy.
e Lukasiewiczova t-norma: T, : [0, 1]? — [0, 1] dan4 piedpisem
Tr(z,y) = max{0,z +y — 1}.

Ke kazdé trianguldrni normé existuje jeji dudlni funkce S : [0,1]? — [0, 1], nazyvana
t-konorma, kterad je dana pfedpisem:

S(.ﬂ?,y):l—T(l—x’,l—y),

kde T je triangularni norma [1].

Triangularni normy mutizeme rozdélit podle jejich vlastnosti. Vyznamnou tiidu tvorii
archimedovské t-normy, které lze vyjadrit aditivnimi generatory. Spojitou t-normu 7" nazy-
vame archimedovskou, pokud Vz € (0, 1) plati T'(z,x) < x.

Definice 2.2. [1] Aditivni generdtor spojité archimedovské t-normy T je klesajici funkce
g:[0,1] — [0, 00] s podminkou g(1) = 0. Pricemz t-norma T je ddna predpisem:

T(z,y) = ¢ (9(=) + 9(v)),
kde g1 je pseudoinverzni funkce k funkci g (viz. kapitola 3).

Dale jesté uvedeme definici triangularni subnormy, coz je jisté zobecnéni triangularni
normy.

Definice 2.3. [10] Trianguldrni subnorma je bindrni operace na jednotkovém intervalu
0,1], tedy funkce M : [0,1]> — [0,1] takovd, Ze pro kaZdé z,y,z € [0,1] jsou splnény
ndsledujici axiomy:

1. Komutativnost
T(z,y) = T(y,z),

2. Asoctativnost
T(:L’, T(Z/? Z)) = T(T(l'a y)a Z),

3. Monotonnost
T(z,y) <T(x,z) jestlizey < z,

4. T(z,y) < min{z,y} pro kazdé (z,y) € [0,1]>.

Podobné, jako jsme uvedli definice t-norem, uvedeme i definice uninorem a nékolik
tvrzeni, které se pravé téchto funkci tykaji.

Definice 2.4. [16] Uninorma je bindrni operace na jednotkovém intervalu [0, 1], tedy funkce
U :[0,1]2 — [0,1] takovd, Ze pro kaZdé x,y, z € [0,1] jsou splnény ndsledugici aziomy:

1. Komutativnost
U(z,y) =Uly,z),



2. Asoctativnost

Uz, Uly, 2)) = UU(x,9), 2),

3. Monotonnost
Ulx,y) <U(x,z) jestlizey < z,

4. Existence neutrdlniho proku e € [0, 1]
U(z,e) =x.
V pripadé uninormy s neutralnim prvkem e = 1 se jedné o t-normu. V pripadé, ze e = 0,
jedna se o t-konormu.

Definice 2.5. [16] Uninormu U nazgvdme konjunktivni, pokud
Vz €[0,1] : U(z,0) = 0.
Mnozinu, jejiz prvky jsou konjunktivni uninormy, oznacujeme U,.

Nejprve uvedeme nékolik tvrzeni, kterda nam blize uptesnuji podminky platici pro kazdou
uninormu. Jedn4 se pfedevsim o hrani¢ni podminky a chovani uninorem na mnoziné (e, 1] x

0,1)U0,1) x (e, 1].

Tvrzeni 2.1. Necht U je uninorma s neutrdlnim prvkem e € (0,1). Pokud Yz € (e, 1] :
U(0,z) = ¢ a c je konstanta, potom ¢ =0, tedy U € U,.

Dikaz. Z monoténnosti uninorem vyplyvé, ze ¢ € [0,e]. Ziejmé pro kazdé x € [0,¢] :
U(0,z) = 0. Nyni pfedpokladejme z1 € (e, 1], z asociativnosti uninormy plyne:

c=U(x1,0) =U(x1,U(0,0)) = U(U(x1,0),0) =U(c,0) = 0.
Z rovnosti plyne, ze ¢ = 0. V tomto pripad€ jiz asociativita neni porusena. O

Tvrzeni 2.2. Necht U je uninorma s neutrdlnim prvkem e € (0,1). Potom pro funkci
U(-,0) plati podminka:

Yy € HU(-,0)) : inf{z € (e,1] : U(x,0) =y} =y AU(y,0) = y.
Dikaz. Z asociativnosti uninormy Va € (e, 1] plyne:
UU(0,0),z) =U(0,2) =U(0,U(0,x)).
Provedeme substituci ¢(z) = U(0, x), tedy dostaneme:
(@) = po(z) < o

Pokud m = ¢ (x), potom m = 1(m). Uvedend rovnost plati pro ¢)(z) = = nebo ¥(z) = c.
Podle tvrzeni 2.1 ¢(z) = 0. Dale rovnost plati pro kombinaci téchto podminek — funkce
muze tvofit ,schody“, které za¢inaji na diagonale (obr. 2.1). Tedy funkce 1) mize obsahovat
konstantni intervaly Z = [a;, b;i] (Vx1,22 € Z : ¢(z1) = ¢¥(z2), Vo < a; : P(x) # ¥(a;))
takové, ze a; = 1(a;). Toto splituje dokazovand podminka. O

Chovani uninorem v druhé okrajové soutadnici popisuje nasledujici tvrzeni.



Tvrzeni 2.3. Necht U je uninorma s neutrdlnim prvkem e € (0,1). Potom pro funkci
U(-,1) plati podminka:

Vye HU(-, 1)) :sup{z € [0,e) : U(z,1) =y} =y AU(y,1) = y.

Dikaz. Prakticky identicky jako dikaz tvrzeni 2.2. Pfiklad pribéhu uninormy U v krajni

soufadnici je na obrazku 2.1. O
1 1
/
/ /
/ O—/
0 /
/ o—
/ /
0 é 1 0 é 1

Obrazek 2.1: Priklady U(z,0) a U(x, 1)

Tvrzeni 2.4. [0] Necht U je uninorma s neutralnim prvkem e. Potom ¥Y(x,y) € (e, 1] x
[0,€) : min{z,y} < U(z,y) < max{z,y}.

Dikaz. Z monoténnosti uninormy U vyplyva U(x,y) > = pro z € [0,e) a y € (e, 1],
tedy U(z,y) > min{z,y}. Druhou ¢4st nerovnosti lze dokdzat velmi podobné. Z podminky
monoténnosti plyne, ze U(x,y) < yprox € [0,e) ay € (e, 1], tedy U(z,y) < max{z,y}. O

2.2 Priklady konkrétnich uninorem

V této sekci nas budou zajimat jiz konkrétni pfiklady uninorem. Budeme uvazovat uninormy
s neutralnim prvkem e, pro které plati nasledujici podminka: V(x,%) € [0,e)? : U(x,y) = 0.
Mnozinu uninorem, které spliiuji tuto podminku, si oznacime Uy. Postupné se budeme
snazit urcit i ostatni hodnoty. Uvedené piiklady uninorem jsou ptivodni a v dalsi kapitole
je budeme vyuzivat pri zkoumani yp-transformaci.

Tvrzeni 2.5. Necht U je uninorma s neutrdlnim prvkem e a navic U € Uy. Pokud U(x,0) =
0 pro x € (e, 5], kde B < 1, potom U(z,y) < e proy € [0,e).

Dikaz. Opét vyjdeme z asociativnosti uninormy a predpoklddame y, z € (0,¢e). Potom
U(z,U(y,2)) =U(x,0) =0=U(U(x,y), 2).

Rovnost U(U(x,y),z) = 0 plati v ptipadé, ze z = 0 a U(z,y) € (e, (] nebo U(z,y) = 0
nebo U(x,y) < e. Vzhledem k tomu, ze z # 0 a U(z, z) > 0, plati U(z,y) < e. O

7 predchozich tvrzeni plyne:

Dusledek 2.1. Necht U je uninorma s neutrdlnim prokem e spliujici U € U. NUy. Potom
plati, Ze U € Unre, kde Unre je mnoZina funkct, které spliuji ndsledujici podminky (pro
feUne):



1. f je neklesajici, komutativni a asociativni funkce,
2. min{z,y} < f(z,y) < max{z,y},
3. lim f(z,y)=e, proy € [e, 1].

Tr—e—

Nyni jiz mtizeme uvést ptriklady jednotlivych uninorem. Pro jednoduchost uvazujeme
uninormy, pro které plati Vz,y € (e, 1] : U(z,y) = max{z,y}.

Priklad 2.2. Nejmensi uninorma U; s neutralnim prvkem e = %

max{z,y}  min{z,y} >},
Ul(xay): mln{;l?,y} (‘T7y) € [%71] X [07%)U[O’%) X [%71]’
0 jinak.

Komutativnost a monoténnost je zifejma. Dikazy asociativnosti naznacime pouze pro
nejzajimavéjsi pripady:
Nejprve pro = € [0, %), NS [0, %), tedy
Ul(xu Ul(y7 Z)) =0= Ul(o) Z) = U1(U1(x,y),z).
Pokud x € [O, %), Y, 2 € (%, 1] tedy
Ul(xa Ul(yv Z)) =T = Ul(xaz) = Ul(Ul(.%‘,y),Z)-
Priklad 2.3. Uninorma Us s neutralnim prvkem e = % a predpisem:

max{z,y}  min{z,y} > 3

) minfeyy @) e B x (LY UL x L),
Gl y) =9 1 (m,y)e[i,l}xgé,}f))u([é,f))x[g,l],
0 jinak.

Komutativnost a monoténnost je opét ziejma. Co se tyce asociativnosti, tak nejprve
pokud z € [O, %), Y € [0, %), tedy

U2(x7 UQ(y7 Z)) =0= U2(07 Z) = UQ(UQ(I',y)7Z)-
Dale pokud x € (0, ﬂ, Y,z € (%, 1]:

1 1
Us(z,Us(y, 2)) = 1= Us (4,2) = Uy(Us(z,y), 2).
min max 0.25 min max
min
0 min 0
0.25
0 0.5 1 0 0.5 1

Obrazek 2.2: Uninorma U; a Us



Priklad 2.4. Uninorma Us s neutralnim prvkem e = %, ktera je dana predpisem

0 max{z,y} < %,
Us(z,y) = { max{z,y}  max{z,y} >3,
min{z, y} jinak.

Komutativnost a monoténnost je opét ziejma, zbyva dokazat asociativnost. Pokud x,y €
[0, %), z € (%, 1], tedy
Us(Us(x,y),z) = Us(0,2) =z = Us(x,z) = Us(x,Us(y, 2)).
Nyni x € [O,%), Yy € (%,1]:
Us(Us(x,y),z) = Us(y, z) = max{y, z} = Us(z, Us(y, 2)).

A nakonec z,y € (%, 1]:

Us(Us(x,y), z) = max{z,y, 2} = Us(z, Us(y, 2)).
Priklad 2.5. Uninorma Uy s neutralnim prvkem e = % a predpisem:

max{z,y}  min{z,y} > 1 nebo max{z,y} > 2,
Ug(z,y) =< 0 max{z,y} < %,
min{z,y} jinak.
Komutativnost a monoténnost je opét ziejma, zbyva dokazat asociativnost. Pokud x €
0.8), v € [3,1], tedy
Us(Us(,y), z) = Us(y, z) = max{y, 2} = Us(z, Us(y, 2)).

Dale x € (%,1], Yy € [%,1]:

Uy(z,Us(y, 2)) = max{x,y, z} = Us(Us(z,y), 2),
z,2€[0,3), 9 € (3.3):

Uy(z,Us(y, 2)) = Ug(z, 2) = 0 = Ug(Uy(z,9), 2),
re0.3),ve(31) 2 € [31):

Us(z,Us(y, 2)) = Us(z, 2) = 2 = Uy(Us(z,y), 2).

max
max max max
min
0 max 0 min max
0 0.5 1 0 0.5 1

Obrazek 2.3: Uninorma Us a Uy

Podobné jako jsme ve étverci (e, 1]? uvazovali max{xz,y}, mizeme pro ziskani dalsich
piikladd uninorem uvazovat i jinou t-konormu (s jinymi zbylymi obdélniky).



Kapitola 3

Transformace uninorem

Triangularni normy mohou byt konstruovany rozlicnymi zpisoby. V této praci budeme pra-
covat hlavné s generovanim pomoci existujici t-normy [3]. My se budeme zabyvat ¢-trans-
formaci uninorem. Postupné budeme uvazovat uninormy z predchozi ¢asti a budeme hledat
vlastnosti funkce ¢, pfi jejiz transformaci vznikne opét uninorma. Obsahem této kapitoly je
i zobecnéni transformace pro obecné uninormy. Hlavni motivaci byla transformace t-norem,
jejichz zobecnénim jsou pravé uninormy.

Transformace uninorem je vyznamna z hlediska konstrukce novych t¥id moznych spojek.
Znalosti transformace t-norem a uninorem a studium jejich vlastnosti nam uleh¢ily hledéani
podminek pro modelovani fuzzy spojek.

Pro transformaci budeme potiebovat znalost pseudoinverzni funkce k dané funkci, coz
je monoténni zobecnéni klasické inverzni funkce.

Definice 3.1. [5] Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je neklesagict, resp. nerostouct funkce. Pseudoin-
verzni funkce o=V k funkei ¢ je ddna piedpisem:

P (@) = sup{z € [0,1] : p(2) < @},
pro neklesagict funkci p, resp.

P (@) = sup{z € [0,1] : p(2) >},
pro nmerostouct @, s konvenci sup () = 0.

Pozndmka: V piipadé, ze funkce ¢ : [0,1] — [0, 1] je rostouci, tak plati o(-Y op(z) = .
Pokud je funkce ¢ surjekce, potom plati rovnost ¢ o (=1 (z) = z. Priklady funkci a jejich
pseudoinverzl jsou uvedeny na obrazku 3.1.

Vysledna (transformovand) t-norma 7, je dana pfedpisem [5]:

[ min{x,y} pokud max{z,y} =1,
felo) = { P DI (p(). p(y))]  jinak

kde T je t-norma a (=Y je pseudoinverzni funkce k neklesajici funkci ¢ : [0,1] — [0,1],
ktera je spojita na itervalu (0,1). V pfipadé, ze v predpise transformované t-normy vyne-
chame ¢ast min{x, y} (se zachovanim vlastnosti funkce @), vzniklou funkci bude triangularni
subnorma.
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Obrazek 3.1: Priklady funkci fi, fo a jejich pseudoinverznich funkci.

Poznamka: Funkce vznikla transformaci nemusi byt vzdy t-norma. Vlastnosti transfor-
mované funkce zavisi na funkei .

Lemma 3.1. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je ostfe rostouci, spojitd funkce, potom

x z € ((0), p(1)],
pop V(@) =14 »(0) @ e0,0(0)]
©(1)  jinak.

Nasledujici definice zobectiuje ¢-transformaci t-norem. Na rozdil od t-norem, zde neni
zarucen vznik uninormy.

Definice 3.2. [(] Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je neklesajici funkce, U, je uninorma s neutrdlnim
prvkem e a € = cp(_l)(e), potom funkce U, je ddna predpisem:

z y=-¢,
Up(z,y) =4 ¥ z=,
eVUe(p(x), 0(y))]  jinak.

Nasledujici tvrzeni ukazuje nejjednodussi piipad transformace, pii které je vysledna
funkce opét uninormou. Jedna se o ptripad, kdy ¢ je rostouci bijekce.

Tvrzeni 3.1. Necht o : [0,1] — [0,1] je spojitd, bijektivni funkce a necht 3e’ : ¢’ = p~(e),
kde e je meutrdlni prvek uninormy U.. Potom funkce

Up(z,y) = ¢~ [Ue(p(2), ¢(y))]
je uninormou s neutrdlnim prvkem ¢’.

Dikaz. Komutativnost Uy (x,y) je ziejméa. V dikazu asociativnosti vyjdeme z toho, ze
pop H(z) =¢ ' op(x) =z (jednd se o bijekci):

Up(x,Up(y, 2)) = Up(, 9™ [Ue(9(y), 2(2))]) = ¢~ [Ue((2), Ue(i2(y), 9 (2))].

Z asociativnosti U, plyne:

o Ue(p(x), Ue(p(y), (2)))] =
o Ue(p(o ™ (Ue(o(2), (1)),
).

ng(Uw(x,y),z

Ue(
Ue(



Tedy funkce U, je asociativni. Existence neutralniho prvku:

Vo € [0,1] : Up(z,¢) = Up(€', ) = ¢~ Uele, ()] = 07 (0(2)) = .

Diky asociativnosti je neutralni prvek ¢’ jednoznacné uréen. Zbyva dokazat monoténnost.
vxlaany € [0’ 1] txp < x2, tedy

Up(z1,y) < Up(za,y) = ¢ Ue(p(21), 0(1)] < ¢ ' [Uelp(w2), 0(y))] =
Ue(p(21), 0(y)) < Uelp(x2), p(y)),

coz je diky monoténnosti uninormy U, splnéno. O

Tvrzeni 3.2. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je spojitd, ostre rostouci funkce a U, je uninorma
s neutrdlnim prvkem e. Potom je neutrdlni prvek €' transformované uninormy jednoznacné
uréen a to € = o= (e).

Diikaz. Kdyby neutréalni prvek transformované uninormy e’ > (=1 (e) nebo €/ < (=1 (e),
tak uz funkce U, neni uninormou, protoze by byla porusena monoténnost. O

3.1 Transformace uninormy U,

V této casti budeme zkoumat transformace uninormy U;. Budou nés zajimat situace, kdy
vysledna funkce bude uninormou a také kdy vysledna uninorma bude odpovidat uninormé
U, . Pii transformaci budeme nejprve uvazovat ostie rostouci bijektivni .

Piiklad 3.1. Necht funkce ¢; : [0, 1] — [0, 1] je dana pfedpisem

p1(z) = 27,

potom funkce (U;),, bude vypadat nasledovné

max{z, y} min{z,y} > 72)
(Ui (@,9) = § minfz,y}  (2,9) € [2,1] x[0,42) U [0,2) x [, 1],
0 jinak.

Jedna se tedy o uninormu, ktera je izomorfni s uninormou U; ovSem s neutralnim prvkem

e, = sp(_l)(e) = @(_1) (%) = §

Priklad 3.2. Nyni budeme uvazovat funkci ¢, ktera neni surjektivni. Necht ¢ : [0,1] —

[0, 1] je funkce ddna predpisem
1 1

1 1

Funkce (Uy)y, je uninormou s neutrdlnim prvkem e = cp(_l)(ﬁ) = 5 a navic (Uy),, = Ur.

Priklad 3.3. Nakonec jesté uvedeme piiklad nespojité funkce . Necht o3 : [0,1] — [0, 1]
je dana predpisem

p3(x) = {

Funkce (Uy)y, je opét uninormou a (Uy

%m $€[0
1 1 1
)z = Ui.

Nyni jiz neni tézké prokazat nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 3.3. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je ostre rostouct funkce a navic plati go(_l)(%) =1

Potom funkce

x 1
(UD)p(z,9) =4y g
DU (p(2), o (y))] Jmak

a navic (U1), = Uy

[Nl

je uninormou s neutrdlnim prokem e =

Dikaz. Existence neutralniho prvku e = % plyne ptrimo z definice. Vzhledem k tomu, Ze
funkce ¢ je oste rostouci, plati (=1 o p(z) = z. Tedy

o,y € [0,3) : (U)e(@,y) = eV [U1(p(2), o)) = ¢D(0) = 0 = Un(a,y),

Va,y € (5,1] « ( y) = oD (max{p(x), p(y)}) = max{z,y} = U1 (z,y),

Vo e (3,1] ,y [ ) L (UD) gz, y) = Y (minfp(z), o(y)}) = min{z, y} = Ui(z,y).
Coz znamend, ze (Uy), = U;. O

Dusledek 3.1. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostie rostouci funkce a necht e = (=Y (1), potom
transformovand uninorma (Uy), je ddna predpisem.:

max{z,y} min{z,y} > e,

(U1)p = ¢ min{z,y} (z,y) € [e,1] x [0,e) U0,€) x [e, 1],
0 Jinak.

Poznamky: Pokud e = 1, tak (Uy), = Tp (drasticky soucin) a pokud e = 0, tak (U1), = Sm
(mazimovd t-konorma).

Nyni se budeme blize vénovat neklesajicim ¢. Nasledujici tvrzeni popisuje chovani sklé-
dani neklesajici funkce ¢ a jeji pseudoinverzni funkce cp(_l).

Lemma 3.2. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je neklesajici funkce a Z = [a;, b;] je interval takovy,
zeVr €T :p(x)=c aVr <a;: p(x)#c. Potom

Ve eZ: oY op(z) = a,.

Diikaz. Vyjdeme z definice pseudoinverzni funkce: ¢~ (z) = sup{z € [0,1] : ¢(2) < z}
tedy:
PV (p()) = sup{z € [0,1] : p(2) < p(@)} = ai.
O

Tvrzeni 3.4. Necht  : [0,1] — [0, 1] je funkce a (U1), : [0,1]2 — [0,1] je operace vznikld o-
transformact uninormy Uy. Pokud je (Uy), uninormou, potom je ¢ na intervalu (€', 1] ostre
rostouct, kde €' je neutrdlni prvek transformované uninormy, pro ktery plati ¢/ = Lp(_l)(%).

Diikaz. Nyni predpokladejme, Ze ¢ obsahuje na intervalu (¢’, 1] konstantni usek Z = (a;, b;)
(a; > €’). Na transformované uninormé se to projevi konstantni oblasti ve ¢tverci (e’,1] x
(¢’,1]. Potom pro kazdé z1,x2 € Z podle lemmatu 3.2. plati:

(U (@1, 22) = ¢V max{p(a1), p(x2)}] = as.

Coz je ale spor, protoze pro kazdou uninormu plati, ze U(z1,2z2) > max{xi,z2}, ale
(U1)p(x1,2) = a; < max{wzy,z2}. Tedy (U1), neni uninorma. O
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Tvrzeni 3.5. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je funkce a (Ur), : [0,1]2 — [0,1] je operace vznikld
@-transformact uninormy Uy. Potom pokud je (U1), uninormou, potom je ¢ na intervalu
[0,€) ostie rostouct, kde €' je neutrdlni prvek transformované uninormy, pro ktery plati

¢ = oY),

Diikaz. Predpokladejme, Ze ¢ obsahuje na intervalu [0,¢’) konstantni tusek Z = (a;,b;)
(b; < €'). Na transformované uninormé se to projevi konstantnimi oblastmi v obdélnicich
[0,€') x (¢/,1]U (€, 1] x [0, €"). Potom pro kazdé 1 € Z, x5 € (¢/, 1] podle lemmatu 3.2. plati:

(U1)g(z1,22) = oD min{p(21), p(2)}] = ¢V (p(21)) = as.

Coz je ale spor, protoze pro kazdou uninormu plati, ze U(z1,22) > min{x,z2} = z1, ale
(U1)p(x1,22) = a; < x1. Tedy (Uy), neni uninorma. O

Poslednim pfipadem umisténi konstantniho tseku Z je Vo € Z : p(z) = e = % Potom
by se uz ale nejednalo o uninormu, protoze neutralni prvek je vzdy jednoznacny.

Nasledujici dasledek shrnuje poznatky o transformaci uninormy U;. Na konci kazdého
prikladu transformace uninorem U; — Uy je tvrzeni nebo disledek shrnujici poznatky o
transformaci dané uninormy. Tyto pfiklady slouzi k detailnéjsimu pochopeni ¢-transformace
a moznému zobecnéni.

Dusledek 3.2. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je spojitd surjektivni funkce. Potom transformovand
funkce (Ur), je uninormou pravé tehdy, kdyz ¢ je ostie rostouct.
3.2 Transformace uninormy U,

Podobneé jako v pfedchozi sekci budeme zkoumat transformace uninormy Us. Opét nejprve
uvazujme ostie rostouci, spojité, surjektivni .

Priklad 3.4. Necht funkce ¢; : [0,1] — [0,1] je ddna predpisem

©1(x) = 2°.
Potom pro funkci (Uz),, plati:
max{z,y}  min{z,y} > F,
_ ] min{z,y}  (ay) € (R <[5, P) UG P) x [0,
(U2>€01 (mv y) - 1 NG 1 1 NG
5 (xay) S [771] X [07§)U[07§) x [771]’
0 jinak.
Neutrélni prvek této uninormy je ¢/ = ¢("V(e) = ("V(3) = @ Konstantni tsek ma

hodnotu go(_l)(%) =1

Dale se budeme zabyvat ostfe rostoucimi ¢, které nejsou surjektivni.

Tvrzeni 3.6. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostie rostouci funkce (p(1) > %), potom (Us)y
je uninorma s neutrdlnim prvkem e € (0,1), pouze kdyz ¢(0) € [1,1) U {0} a 90(_1)(%) <

eV (3).
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Dikaz. Nejprve pokud ¢(0) > %. Potom transformovana uninorma je dédna pfredpisem:

max{z,y}  min{x,y} >e,

(U2)p = ¢ min{z,y} (z,y) € [e,1] x [0,e) U[0,€) x [e, 1],
0 jinak,

kde e = sup{z € [0,1] : (2) < 3} (pokud e = 3, (Uz), = Uy). Nyni budeme predpokladat,
ze (0) € (0,1). Z asociativnosti (Us),, plyne:

(U2)o((U2)4(0,0),1) = (U2), (0, 1) = o (

Ua)ol0. 31,0, = (U1, (0.6 (5)) = [0 (600006 (3))] =
o)) -
0).

Tedy ¢(0) ¢ (3)1

uninorma, (U

S
N————
N
=

Zbyvéa dokazat, ze ¢ mize byt i nespojité. Pro ¢(0) > 1 transformovand

(U1)e, a tedy jak bylo ukdzano v sekci 3.1, ¢ muze byt i nespojité.

Oznacime-li si ¢/ = (= 1)(i) ae= go(_l)( ), potom funkce (Usz)¢p je dana predpisem:

max{z,y} min{z,y} > e,
(U)o = min{z,y} (x,y) €[e,1] x [¢/,e) U[e/,e) x [e, 1],
2 P =¢  (y) €le, 1] x[0,¢)U0,¢) x [e, 1],
0 jinak.

Nejprve uvazujeme e’ = cp(*l)(}l) = w(*l)(%) = e. Potom z asociativnosti plyne (pro z < €’):

(U2)p((U2)g(,1),1) = (U2)¢>(€/a =1#¢= (U2)p(x,1) = (U2)y(z, (U2)y(1,1)).

Coz je spor, tedy €’ < e.

V tomto piipadé je funkce (Uz), uninormou (komutativnost a monoténnost je ziejma).
Dtikaz asociativnosti provedeme pouze pro nejzajimavéjsi pripady.

Nejprve pokud z € [0,€'], y € [0, ¢):

(U2)o(U2)e(2,9), 2) = 0 = (Ua)y (2, (U2)y(y, 2))-
Déle pokud z € (0,¢) a y,z € (e, 1]:

(U2)o((V2)g(x,y), 2) = (U2)p(€', 2) = € = (Ua)p(, (U2)p(y, 2))-

Dusledek 3.3. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostre rostouci funkce a navic plati p(0) = 0
pD(F) = 1 apI(3) = 3, potom (Uz), = Us.

Nyni se budeme vénovat neklesajicim ¢. Piedpokladame, Ze ¢/ = go(_l)(%) ae =
i 1)( ). Pokud konstantni tisek bude lezet v intervalu [¢/, 1] bude situace stejna jako pti
transformaci uninormy Uy u tvrzeni 3.4, resp. 3.5. Tedy na intervalu [¢/, 1] musi byt ¢ ostfe
rostouci. Na intervalu (0, ¢’) staci, aby ¢ bylo neklesajici a platilo:

< > 0.
xrer(lgig)sO( x)<e a xg(lér;)w( x)

Diky tomu muizeme uvést néasledujici tvrzeni:
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Tvrzeni 3.7. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je neklesagict funkce, kterd je na intervalu [3,1] ostie

[0
rostouct a na zntervalu (0,1 neklesajzm Potom transformovand uninorma (Us), = Us
pravé kdyz (0) =0, o0 (3) = 3, 7V (3) = 3,
min o(r) >
2€(0,7)

Dikaz. Existence neutralniho prvku e = % plyne pfimo z definice.
2,y € [0,3) : Up(a,y) = 0= Us(z,y),
ze0,5ly € (5:1]: Up(z,y) = oD (]) = § = Ua(a, ),
1), € (5,1 : Up(z,y) = so( Jmin{ep(z), p(y)}] = = = Uz(z,y),
31,y € (5.1] : Up(z,y) = ol D max{p(2), ¢(y)}] = max{z, y} = Uz(z,y).

Opacna implikace plyne z predchozich tvrzeni a z faktu, Ze pokud

3w € (0,]: 0(2) ¢ (0.4] = Ua)p(w.) # 1.

3.3 Transformace uninormy Uj;

Posledni dvé transformace uz mizeme provést stru¢néji, bez prikladi. Nejprve budeme opét
uvazovat ostie rostouci .

Tvrzeni 3.8. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostie rostouci funkce a navic plati (=9 (%) = 1.
Potom funkce (Uz),(x,y) = Us(x,y).
Dukaz. Dikaz je prakticky stejny, jako u tvrzeni 3.3. O

Dusledek 3.4. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostre rostouci funkce a e = go(_l)(%), potom
transformovand uninorma (Us), je ddna predpisem:

min{z,y}  max{z,y} =e,
(U3)§0 = 0 (37,3/) € [076)2’
max{z,y}  jinak.

Nyni se budeme vénovat neklesajicim ¢. Postupné budeme uvazovat konstantni tsek na
intervalech [0, e) a (e, 1]. Pokud konstantni tsek bude na intervalu (e, 1] bude situace jako
pii transformaci uninormy U (tvrzeni 3.4). Tedy na intervalu (e, 1] funkce ¢ musi byt ostte
rostouci. Prubéh ¢ na (0, e) popisuje nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.9. Predpokldiddme neklesajici funkci ¢ : [0,1] — [0, 1], kterd je na intervalu [e, 1]
ostre rostouci a na intervalu (0,e) neklesagici, kde e = w(_l)(%). Potom funkce (Us), je
UNINOTMOU.

Dikaz. Dokazeme, ze (Usz), je skuteéné uninormou. Existence neutralniho prvku plyne
pfimo z definice. Transformovana uninorma (Us), bude vypadat:

V(z,y) € [0,€)% : (Us)y(z,y) = ¢ 71 (0) = 0,
V(z,y) € 0,12\ [0,¢]* : (Us)p(z,y) = ¢ (max{p(z), p(z)}) = max{z,y}.

Monoténnost a komutativnost je zfejmé a asociativnost lze taky snadno prokézat. Funkce
(U3),, je tedy uninormou. O
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Dusledek 3.5. Predpoklddame neklesajici funkci ¢ : [0,1] — [0,1], kterd je na inter-

valu [e, 1] ostre rostouci a na intervalu (0,e) neklesajici. Potom (Us), = Us pravé kdyz
D=1

¥ (3) =735

3.4 Transformace uninormy U,

Opét nejprve budeme uvazovat ostie rostouci . Pfedpoklddejme, Ze e = go(_l)(%) ae =
o= ( %), potom muzeme transformaci uninormy Uy rozdélit na 3 piipady.

1. Vz € (e,1] : ¢(z) > 2. Potom transformované uninorma (Us),, odpovid4 uninormé Us
s neutralnim prvkem e (pokud e = %, potom (Uy), = Us).

2. Vx € (e,1] : p(z) € (3, 2). Potom transformovand uninorma (Uy), odpovidé uninormé
Ui s neutrdlnim prvkem e.

3. Jwy,20 € (e,1] : p(21) = 3 A p(2) € (3,32). Potom transformovana uninorma (Uy),
je ddna predpisem:

max{z,y} min{z,y} > e nebo max{x,y} > €,
(Us)p(z,y) =1 0 max{z,y} < e,
min{z, y} jinak.

Tvrzeni 3.10. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je ostre rostouct funkce a navic plati, ze e = (=1 (1)
ae = cp(*l)(%). Potom transformovand funkce (Uy), je uninormou.

Diikaz. Jak jiz bylo zminéno diive, mohou nastat 3 situace. Prvni dvé jsou urcité uninormou
(bylo ukdzano diive). Zbyva tedy dokazat 3. ptipad. Neutralni prvek plyne piimo z defi-
nice, monoténnost a komutativnost je ziejma. Zbyva tedy dokazat asociativnost (dikaz
nazna¢ime jen pro vybrané z,y, z). Pokud x € [0,¢), y € [¢/,1], tedy

(Us)o((Us)g(2,9), 2) = (Us)p(y, 2) = max{y, z} = (Us)p(, (Us)p(y; 2))-
Déle x € (e, 1], y € [¢/,1]:
(Ua) (2, (Us)(y, 2)) = max{z,y, 2} = (Us)p((Us)y (2, 9), 2),

z,z €(0,e), y € (e,€):

(Us)p(@, (Ua)p(y,2)) = (Ua)p (2, 2) = 0 = (Us)p((Un)y (2, 9), 2),
zel0e),ye(ee) el 1]:

(Un)e(@, (Ua)p(y,2)) = (Us)(2,2) = 2 = (Un)p((Us)p(,9), 2)-
(Us),, je tedy uninormou. O

Dale se budeme vénovat funkcim ¢, které jsou neklesajici. Pokud nastane 1. pfipad,
potom, jak jsme jiz ukazali v predchozi sekci, je mozné, aby funkce ¢ byla na intervalu
[0, e) neklesajici. Pokud nastane 2. pfipad, ¢ musi byt ostfe rostouci.

Tvrzeni 3.11. Aby funkce (Us), byla uninormou, tak funkce ¢ mize byt na intervalu [0, e)
neklesagici pouze tehdy, kdyz Vx € (e, 1] : p(x) > %.

17



Driikaz. To, ze funkce (Us), je uninormou, bylo ukézano jiz diive. Zbyva tedy dokazat, ze
pokud Jzg € (e, 1] : p(zg) € (%, 4) tak uz je funkce ¢ ostie rostouci. Nyni predpokladejme
opak, tedy Ze takové x existuje, ale ¢ je na intervalu [0, ) neklesajici s konstantnim tsekem
Z = (ai, b;) € [0,e). Potom pro y € Z plati:

(Un)g(w0,y) = ¢V (minf{p (o), p(1)}) = o'V 0 ply) = ai <y,
coz je spor. Plati tedy, Ze Vz € (e, 1] : (z) > 3. O
1

Dusledek 3.6. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je ostre rostouct funkce. Potom (Us),(x,y) =
Us(w,y) pravé kdyz V(1) =1 a o(-V(3) = 3.

3.5 Zobecnéni transformace uninorem

V této Casti se budeme snazit zobecnit konkrétni zévéry o e-transformacich ucinénych
v predchozich sekcich. Postupné budeme uvazovat vlastnosti funkce ¢ a budeme stanovovat
podminky na uninormu U,, aby pfi transformaci touto funkci ¢ vznikla opét uninorma.

3.5.1 Ostre rostouci, spojita funkce ¢

V této sekci se budeme zabyvat ostie rostouci, spojitou funkei ¢ (¢ tedy nemusi byt nutné
surjekce). To znamena, ze ¢(0) > 0 nebo ¢(1) < 1.

Poznamka: Budeme uvazovat, ze ¢(0) < e < ¢(1). V opacném piipadé by uz funkce U,
nebyla uninormou s neutralnim prvkem e € (0, 1) (transformovana funkce by byla t-normou
nebo t-konormou).

Definice 3.3. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je neklesajici funkce a I, je mnoZina I, C [0,1)?
takovd, Ze V(m y) € I, : Ue(p(2), 0(y)) < ¢(0). Ddle J, C [0,1]? je mnoZina takova Ze
V(z,y) € T, : Ue(p(2), 90( ) > ¢(1).

Lemma 3.3. Ze skladani funkce a jeji pseudoinverze plyne:
V(2,y) € Iy : 0o oV Ue(p(2), 0())] = (0),
V(z,y) € Tp : 00 oV Ue(p(), ()] = o(1).
Lemma 3.4. Z monoténnosti uninorem a toho, ze funkce ¢ je neklesajici, vyplyva:
pokud (z,y1) € Z, , potom (z,y2) € Z, , pro kazdé ys < yi,
pokud (z,y1) € J, , potom (z,y2) € Jy, , pro kazdé y; < yo.
Tvrzeni 3.12. Pokud (z,y) € I, tak (z,y) € [0,¢')?, kde ¢’ = (=1 (e).

Diikaz. Predpokladejme opak, tedy ze existuje takova uspofaddana dvojice (zo,%0) € L, Ze
(w0,70) ¢ [0, €)% Pro kazdou uninormu ale plati U.(z,y) > min{z,y}, pro (x,y) ¢ [0,e)%.
Vzhledem k tomu, Ze (0, yo) ¢ [0, ¢)? plati bud o(xg) > e nebo ¢(yy) > e. Tedy pro dvojici
(20, y0) Plati Ue(p(x0), ©(yo)) = min{p(z0), ¢(y0)} = ¢(0). CoZ je spor. O

Tvrzeni 3.13. Pokud (z,y) € J,, tak (v,y) € (¢/,1]2, kde ¢’ = (=1 (e).

Diikaz. Opét predpokladejme, Ze existuje takovd usporddand dvojice (zo,y0) € Ty, ze
(z0,0) ¢ (¢’,1]?. Pro kazdou uninormu ale plati U,(x,y) < max{z,y}, pro (z,y) & (e, 1]%.
Vzhledem k tomu, Ze (7o, y0) ¢ (€', 1]? plati bud ¢(z¢) < e nebo ¢(yo) < e. Tedy pro dvojici
(0, 0) plati Ue(p(20), ¢ (y0)) < max{p(zo), p(y0)} < ¢(1). Coz je spor. O
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Tvrzeni 3.14. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je spojitd ostre rostouci funkce takovd, Ze p(0) < e
a ¢(1) = 1. Potom pokud Ue(Ue((0),$(0)), ¢(2))) = Ue(£(0), ¢(2)) nebo Ue(p(0), ¢(2)) =

©(0), potom transformovand funkce U, je uninorma (pro kazdé z € [0,1]).

Dikaz. Nejprve dokazeme asociativnost. Podle definice plati Uy, (U, (2, y), 2) = Uy (z, Uy(y, 2)).
I kdyz existuje celkem 8 moznosti, jak vytvofit usporadané dvojice z x,y, z, je mozné si
vytvofit 3 mensi skupiny:

L. (z,y) €I, N (y,2) €L,
2. (z,y) € I, Ny, 2) ¢ Iy nebo (z,y) € Iy A (y,2) € Iy
3. (z,y) €Ly N (y,2) € 1y

Aby byl dikaz Uplny, je nutné ukazat, ze pro kazdé x,y,z z kazdé skupiny je splnéna
podminka asociativnosti. Za¢neme 3. skupinou. Zde plati, ze ¢ o (=D [U.(p(z), p(y))] =

Ue(p(x),0(y)) a <p(*1) o p[Ue(e(y), v(2))] = Uec(p(y), ¢(2)). Dikaz bude tedy stejny, jako
v dukazu tvrzeni 3.1.

Nyni se budeme vénovat 1. skupiné. Zde plati:
Up(, Up(y, 2)) = o'V [Ue
D [Ue(o(
U<P(USD( 7 )72) = 30(7 )[Ue
s 1)[Ue(w(o)wp(Z))] =0.

s s MY

Lo N (y,2) ¢ Ly

Up(Up(@,1), 2) = ¢ D [Ue(p 0 oD [Ue(0(), ()], 0(2))] = oD [Ue(0(0), 0(2))],
Up(,Up(y, 2)) = ¢V [Ue(p(2), p 0 =Y (1), p(2)))] =
eI [Ue((2), Uelo(y), 9(2)))] = @V Ue(Ue((), 0(1)), 0(2)))]-

Rovnost oD (U, (Ue((2), ¢(1)), 9(2)))] = ¢V [Ue((0), o(2))] nastavé v pipads, ze

1. Ue(Ue(p(), 0(y)), 0(2))) < Ue(¢(0), p(2)) < ©(0). Prvni éast nerovnosti plyne ptimo
z monoténnosti uninormy U,. Druhou ¢ast nerovnosti si miizeme rozdélit na situaci,
kdy ¢(z) > ea p(z) <e.

p(2) < e= Ue(p(0), p(2)) < min{p(0), p(2)} = ¢(0),

coz je splnéno vzdy.
p(2) = e = Ue(p(0), ¢(2)) = min{p(0), p(2)} = Ue(#(0), ¢(2)) = ©(0).

2. Ue(Ue(p(x),0(y)), 0(2))) = Uc(p(0), ¢(2)). Diky monoténnosti uninorem dale plati

Ue(Ue(#(2), (y)), #(2))) = Ue(min{Ue(p(2), p(y))}, 9(2))) =
Ue(Ue(#(0), £(0)), #(2))) = Ue((0), p(2))-

Cimz je diikaz asociativnosti dokon¢en. Komutativnost je ziejma, stejné jako existence
neutralniho prvku. Monoténnost 1ze také jednoduse dokazat. O
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Tvrzeni 3.15. Necht ¢ : [0,1] — [0, 1] je spojitd ostie rostouci funkce takovd, Ze p(1) > e,
(0) = 0. Potom pokud Ue(Uc(0(1), 0(1)),¢(2))) = Ue(p(1),0(2)) nebo Ue(p(1),¢(2)) =

©(1), potom transformovand funkce U, je uninorma (pro kazdé z € [0,1]).

Diikaz. Dikaz je témér identicky, jako diukaz tvrzeni 3.14, ale pro tplnost ho zde uvedeme.
Komutativnost, stejné jako monoténnost a existence neutrdlniho prvku je zfejma, zbyva
tedy dokéazat asociativnost. Podle definice plati Uy, (Uy(z,y),2) = Uy(x,Uy(y, 2)). Jako
v predchozim dtikazu si vytvorime 3 skupiny:

L (z,y) € T, N (y,2) € T,
2. (z,y) € Tpo N (y,2) &€ T, nebo (z,y) &€ T, A (y,2) € Ty

3. (x,y) ¢ jcp/\ (y,Z) ¢ j‘ﬂ

Aby byl dikaz Uplny, je nutné ukézat, Zze pro kazdé x,y,z z kazdé skupiny je splnéna
podminka asociativnosti. Za¢neme opét 3. skupinou. Zde plati, ze wop ("D [U.(p(z), o(y))] =
Ue(ip(x), 0(y)) a o' 0 o[Ue(p(y), ¢(2))] = Ue(¢(y), p(2)). Ditkaz bude tedy stejuy, jako

v tvrzeni 3.1.
Nyni se budeme vénovat 1. skupiné. Zde plati:

Up(,
o= 1)[ ( =1
Up(Up(@,y), 2) = ¢V [Ue(p 0 oV [Ue(0(2), ()], (2))] =

Zde je tedy asociativnost splnéna. Zbyva jesté provérit druhou skupinu. Tedy pro (z,y) €
T N (y,2) ¢ NV

Up(Up(2,y), 2) = ¢V [Ue(p 0 VU, ( (), 0(y)], 0(2))] = TV [Ue(p(1), 0(2))],
Up(x, Up(y, 2)) = o D [Ue((x), ¢ 0 0TV Ue(0(y), 0(2))])] =
eI Uep(@), Uele(y), 9(2)))] = V(U ( (), 0(y), ¢(2)))]-

Rovnost (- D[U(Ue(o(z), 0(1), #(2))] = 9DV (p(1), 0(2))] nastéivd v pipads, 7e

L. (1) < Uec(p(1),p(2) < Ud(Ue(yp (:U),(p(y)),gp(z))). Druh4 ¢ast nerovnosti plyne pfimo
z monotonnosti uninormy U,. Prvni ¢ast nerovnosti miizeme rozdélit na situaci, kdy

0(z) > eap(z) <e.
p(2) = e = Ue(p(1), 9(2)) = max{p(1), o(2)} = ¢(1),
co# je splnéno vidy.
¢(z) <e=Ue(p(1),¢(2)) < max{p(1), p(2)} = Ue(p(1), p(2)) = ¢(1).
2. Uu(Ue(p(), o(3)), 9(2))) = Ua(2(1), 9(2)). Diky monoténnosti mitzu napsat

Ue(Ue(p(x), 0(y)), 0(2))) = Ue(max{Ue(p(z), ¢(y))}, ¢(2))) =
Ue(Ue((1), ¢(1)), 0(2))) = Ue(io(1), 0(2))-

S
—_

Cimz je diikaz asociativnosti dokonéen a tedy U, je uninorma. O
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Tvrzeni 3.16. Necht ¢ : [0,1] [0,1] je spojita ostre rostouci funkce. Potom pokud

N
plati U (Ue(9(0),#(0)), #(2))) = Ue(#(0), () nebo Ue(4(0), (2)) = #(0) a zdrover
Ue(Ue(p(1), 0(1)),¢(2))) = Uelp(1), p(2)) nebo Ue(p(1),(2)) = (1), potom Uy, je uni-
norma (pro kazdé z € [0,1]).

Diikaz. Je snadné zjistit, Ze funkce U, je komutativni, monoténni funkce s neutralnim prv-
kem. Zbyva tedy jesté dokazat asociativnost. Podobné jako v piedchozich dvou diikazech
si rozdélime dvojice (z,y), (y,z) do skupin. Pokud budeme uvazovat rozdéleni do sku-
pin jako v dtkazu tvrzeni 3.14 a 3.15, jediné dalsi rozdéleni, které jiz neni obsazeno, je
(z,y) € Ly, (y,2) € J, (nebo naopak). Z lemmatu 3.4 tato situace ale nastat nemtze.
Dtikaz asociativnosti je tedy stejny jako v tvrzeni 3.14 a 3.15. O

P1i feseni otazky, kdy pfi -transformaci uninorem vznikne ta sama uninorma, budeme
nejprve uvazovat zobrazeni ¢ : [0,1] — [0, 1] jako spojitou bijekci, kde zfejmé musi platit
¢(e) = e. Tomu se budeme vénovat v nasledujici kapitole.
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Kapitola 4

Invarianty transformace

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim invariantti transformace. Invarianty jsou
dilezité z teoretického hlediska v procesu tiidéni matematickych objekti, v nasem pripadé
uninorem a v praxi nam umoznuji lepsi orientaci v problematice transformace uninorem.

Pii vySetfovani invariantnosti o-transformace uninorem budeme vychéazet z definice
transformace uninorem, tedy

p(U(x,y)) = Up(p(2), #(y))-

Uvedena rovnost plati vsak pouze pro neklesajici surjektivni ¢.

4.1 Invarianty transformace na mnoziné [0, e) x (e, 1]

V této sekci budeme uvazovat uninormy, které spliiuji nasledujici podminku.

Definice 4.1. Uninormu U : [0,1]> — [0,1] nazveme jednoduchou, jestlize pro kaZdé
(z,y) € [0,e) x (e, 1] existuje levé nebo pravé okoli bodu y, na kterém uninorma U na-
byvd konstantni hodnoty. Tedy

V(@,y) € 0,¢) x (e,1],Vy1, 42 € U (y) : U, 1) = Ul,92) (U (v))-

Tato podminka formalné vylucuje uninormy, spojité rostouci v y-ové souradnici na ob-
délniku [0, e) x (e, 1] (symetricky na obdélniku (e, 1] x [0,¢)). Pfikladem jednoduché uni-
normy mohou byt uninormy U; a Us uvedené v sekci 2.2.

V dalsim textu budeme defini¢ni obor relace R oznacovat jako D(R) a obor hodnot jako
H(R). Déle budeme uvazovat konvenci pro bijektivni funkei f: X — X:

fO=idx, [ft=fofr, fr=f"lof " proneN,

Definice 4.2. Necht U : [0,1]2> — [0,1] je uninorma s neutrdlnim prokem e. Potom definu-
jeme S(U) = {(a;, b;) x (c;,d;)} jako systém mnozin takovych, Ze

VJ € S(U) a¥(x1,y1), (v2,y2) € J : U(x1,91) = U(x2,92).
Navic must pro kazdé J existovat oy € H(J), takové, Ze

Vpe D(J):U(p,ay) # U(x,ay), kde x € [0,e) \ D(J).

22



Definice 4.3. Necht U : [0,1]2 — [0,1] je uninorma s neutrdlnim prokem e. Potom definu-
jeme mnozinu M,(U) = {(a1,b1),...,(an,by)} jako mnoZinu bodi nespojitosti x-ové sou-
fadnice uninormy U na obdélniku [0, e) x (e, 1]. Tedy V(a;, b;) € My platilimy_q, U(x,b;) #
U(ai, b;). Podobné mnoZinu bodi nespojitosti y-ové souradnice definujeme jako M, .

Nasledujici tvrzeni urcuje vlastnosti transformatoru ¢ v bodech nespojitosti uninormy U.

Tvrzeni 4.1. Necht U : [0,1]> — [0,1] je jednoduchd uninorma a M,(U) je konecnd
mnozina bodd nespojitosti x-ové soutadnice uninormy U. Funkce ¢ : [0,1] — [0,1] je ne-
klesajici bijekce. Potom pokud @-transformaci vznikne pivodni uninorma, potom ¥(a;, b;) €
M, : p(a;) = a;.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze existuje alesponi jedno (a;,b;) € My (U), pro které ¢(a;) # a;.
Vzhledem k tomu, ze M,(U) je koneénd mnoZina, zvolime (xg,yo) jako nejmensi z nich
podle prvni soufadnice. Nejprve uvazujme situaci, kdy ¢(xg) > xg. Potom existuje ¢ =
0 Y x0),d = ¢ (o) a plati, Ze ¢ < zg. Dle predpokladu je ¢-transformace invariantni,
tedy plati p(U(c,d)) = U(e(c),p(d)) = U(zg,yo). Vzhledem k tomu, ze ¢ < xg, plati
©(c) = ¢ nebo je uninorma U v bodé (¢, d) spojita. V prvnim piipadé plati ¢(c) = z¢ = ¢,
coz jsme chtéli dokdzat. V druhém pripadé diky spojitosti ¢ plati, ze
lim o(U(z,d)) = ¢(Ul(c,d)), ale lim U(p(x),(d)) # U(e(c), ¢(d)).

Tr—cC Tr—cC
Coz je spor.

Nyni pfedpokladejme, ze p(xg) < xg. Opét, pokud vznikne ptivodni uninorma, potom
plati p(U(xo,v0)) = U(p(x0), ¢(y0)). Vzhledem k tomu, Ze p(z) < g, plati bud pop(zg) =
©(x0), nebo je uninorma U v bodé (¢(z0), ¥(yo)) spojita. V prvnim ptipadé dostdvame spor
s predpokladem, Ze ¢ o p(xg) < ¢(xp). V druhém piipadé, plati

lim U(p(z), v(y0)) = U(w(20), ¢(v0)), ale xlggow( (z,90)) # ©(U(0,%0))-

T—ITQ

Coz je opét spor. Plati tedy, ze ¢(zg) = xo a tento postup miZzeme zopakovat pro zbylé
body.

Poznamka: Velice podobnym zpiisobem se da dokéazat, ze toto tvrzeni plati i pro mnozinu
M,. Tedy V(x,y) € My : o(y) = y. O

Nasledujici pfiklad ukazuje dileZitost podminky kone¢nosti mnoziny M, (U) z ptedcho-
ziho tvrzeni.

Pfiklad 4.1. Uvazujme spojitou bijektivni funkci f : [0, 1] — [0, 1] danou pfedpisem

f(x):{3ﬁ xS;,

T jinak.

Déle uvazujme funkci U, : [0,1]% — [0,1] s neutralnim prvkem e = } danou piedpisem:

1 min{x, y} > %,
min{z, y} max{zx,y} = 5,
U*(z,y) = max{x,y} min{z,y} = %
’ 1 (3) max{z,y} > 1 a
min{z,y} € (f* (i) , fitt (i)] pro i € Z,
L 0 jinak.
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Nejprve dokézeme, ze funkce U* je uninormou. Podminka existence neutralniho prvku,
stejné jako monoténnost a komutativnost je zfejmé. Nyni dokdzeme asociativnost, coz zde
ukéZeme na nejzajimavéjsich piipadech. Uvazujme tedy = € (fz(%), f“rl(i)] ,

1 .
Y,z € (5, 1:| :

0 = Ut (190 (3) 5] = £ (§) = U @) = U 002

Podobné se d4 asociativnost dokazat i pro ostatni pfipady. Funkce U:,(x, y) je tedy uninor-
mou. Nyni budeme dokazovat invariantnost pfi ¢-transformaci. Budeme uvazovat ¢(x) =
f(x). Ukdzeme zde opét pouze nejzajimavéjsi piipad. Uvazujme tedy z € (goi(%), goi“(%)] ,
Y,z € (%, 1]:
* o (1 i1 (1 .
0 (pla) o) = ¢ (1) =006 () = e @)

Podobné je mozné dokazat invariantnost i pro ostatni piipady. Uninorma U* s funkci ¢
tvori ptiklad, kdy neni pro invariantni p-transformaci nutné, aby funkce ¢ méla v bodech
nespojitosti U* pevné body.

Tvrzeni 4.2. Necht U : [0,1]2> — [0,1] je jednoduchd uninorma s neutrdlnim prvkem e
a S(U) systém podmnozin uninormy U. Ddle necht M,(U) je konecnd mnozina. Potom
VJ e SWU):play) € H(J).

Drikaz. Vzhledem k podminkam kladenym na uninormu U je na y-ovych soufadnicich y; =
sup Jy a y2 = inf J, bod nespojitosti nebo y; = 1, yo = e a tedy diky pfedchozimu tvrzeni
plati, ze p(ay) € H(J). O

Tvrzeni 4.3. Necht U : [0,1)2 — [0, 1] je jednoduchd uninorma a S(U) systém podmnoZin
uninormy U. Predpokldddme také, Ze My(U) je konecnd mnoZina a ¢ : [0,1] — [0,1] je
spojitd bijektivni funkce. Ddle predpokldddme, Ze p-transformaci vznikne pivodni uninorma.
Pokud 3x € D(J) : p(x) € D(J), potom p(sup J,) = sup J, pro J € S(U).

Dikaz. Predpokladejme, Ze ¢(s) # s, kde s = sup J,.. Nejprve budeme uvazovat situaci, kdy
©(s) > s. Diky predpokladim existuji takova p,q € D(J), ze p(p) € D(J) a ¢(q) ¢ D(J).
Potom pro ¢-transformaci plati

Ulp, ¢~ () = Ulg, 0™ o) & oU(p, ¢~ () = ¢(U(g, ¢~ (a))),

ale také podle predchoziho tvrzeni

U(p(p), as) # Ulp(q), o),

coz je spor. Dale uvazujme piipad, kdy ¢(s) < s. Za této situace existuji p € D(J) a
q €10,e)\ D(J), takové, ze ¢(p), p(q) € D(J). Potom pro ¢-transformaci plati

Ulp,oy) # Ulg, ay) < o(U(p, auy)) # o(U(q, ),
ale opét podle pfedchoziho tvrzeni

U(p(p), p(ag)) = Ulp(q), (),

coz je opét spor. Plati tedy, ze ¢(s) = s.
Pozndamka: Pokud inf J, je bod nespojitosti, je podminka z tvrzeni podle tvrzeni 4.1
splnéna. O
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Tvrzeni 4.4. Necht U : [0,1]?> — [0,1] je jednoduchd uninorma a S(U) konecny systém
podmnozin uninormy U. Ddle predpokladdme spojitou bijektivni funkei ¢ : [0,1] — [0,1].
Pokud p-transformact vznikne puvodni uninorma, potom plati, Ze

VJ € S(U) : p(sup J;) =sup J, a ¢(inf J;) = inf J,.

Diikaz. Predpokladejme libovolnou mnozinu J; € S(U) a a; = inf D(J;),b; = sup D(J;).
Vzhledem k tomu, ze J; je mnozina, na které uninorma U nabyvéa konstantni hodnoty,
potom i na mnozinach (=1 (a;), o1 (b;)) x H(J;) a (¢(as), o(b;)) x H(J;) nabyva konstantni
hodnoty. Takto postupné muizeme , generovat“ dalsi intervaly, dostdvame tedy mnozinu
intervalil, na kterych U nabyva konstantnich hodnot:

M(U) = {(ai, b:), (¢~ (ai), o7 (b)), (072 (as), 0 2(0a)), - - -,
c (plai), (0a), (9% (ai), 0% (B3)), - 3.
Navic plati, ze VK, L € M(U),K # L: K NL = (). Vzhledem k tomu, ze S(U) je kone¢ny

systém mmnozin, je i mnozina M (U) kone¢na a tedy existuje néjaké ¢"(a;) = ¢" (a;) a
tedy o(a;) = a;. Podobné existuje né&jaké " (b;) = ¢ 1(b;) a tedy ¢(b;) = b;. O

Pozndmka: Pokud je splnéna podminka konecnosti S(U) piedchoziho tvrzeni, funkce ¢

nemusi byt rostouci bijekce na celém defini¢nim oboru, ale stac¢i na intervalu D(p) \ D(J),
kde J € S(U).

Priiklad 4.2. Uvazujme uninormu U s neutradlnim prvkem e = % danou predpisem

max{z,y}  min{z,y} > 1,
min{z, y} (zy) e (3,1 x (2, u (2, 3) x (3,11,
o) () € (1] x (0.4 0 0. 2] x (.11
’ i (2,9) € (3,1 x (53] U (5. 1] x (5.1
s (z,9) € (3,1 x (4, 5] U (3,5 < (3. 1]
0 jinak.

\

Déle uvazujeme spojitou bijekci ¢ : [0,1] — [0,1]. Na této uninormé je mnozina M, (U) =
{ %, % a My(U) = 0. Potom podle tvrzeni 4.1 pokud ¢-transformaci vznikne ptivodni uni-
norma, potom plati ¢(1) = 3, ¢(3) = 1 a ¢(2) = 2 (podle tvrzeni 4.3).

Dusledek 4.1. Necht U : [0,1]> — [0,1] je jednoduchd uninorma, funkce ¢ : [0,1] —
0,1] je spojitd bijekce a My, (U) je konecnda mnoZina. Vzhledem k poZadovanym vlastnostem
uninormy U, pokud po p-transformaci vznikne pivodni uninorma, potom je mozné interval
(e, 1] rozdélit na diléi intervaly I; = (y;, yit1], na kterych plati o(y;) = y;.

Tvrzeni 4.5. Necht ¢ : [0,1] — [0,1] je spojitd bijekce a U : [0,1]*> — [0,1] je jedno-
duchd uninorma. UvaZujeme funkci ¢;(xz) = U(z,y) pro x € [0,e) ay € I;. Potom na
p-transformaci na mnoziné [0,e) x (e, 1] vznikne pivodni uninorma prdvé tehdy, kdyz

po wz(x) = wz © QO(QZ),VLE € [07 6),i <n, (41)

kde n je pocet subintervali.
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Diikaz. V dlikazu vyjdeme z definice invariantni transformace:

o(U(x,y)) = poty(x), prox < e,y € I

Diky vyse uvedenym ptredpokladim a pfedchozimu disledku, tedy ¢(y) € I;, pro y € I;
plati

p(U(z,y)) = pothi(z) =U(e(x), 0(y) = Ulp(x),y) = i o p(x),
prox <e,y € 1. [
Z tohoto tvrzeni plyne, Ze pokud si ozna¢ime mnozinu vsech funkei ¢, které splniuji rov-
nici (4.1), jako F;, tak mnozina vSech funkci ¢, oznacime si ji jako F,, pfi jejichz transfor-
maci vznikne ta samd uninorma na mnoziné [0, e) x (e, 1], bude dana nasledujicim vztahem,
tedy forméalné zapsano

n
peFi s po(x)=viop(x) a Fo= m]—‘z
i=0
V dalsi ¢asti se budeme zabyvat FeSenim funkcionalni rovnice pot);(x) = 0p(x),Vz € [0, €).
Funkce, které vyhovuji této funkcionalni rovnici, se nazyvaji permutovatelné.
4.1.1 Cebysevovy polynomy

Prvni ¢aste¢né feseni rovnice (4.1) tvoii Cebysevovy polynomy, pojmenované po Ruském
matematiku P. Cebysevovi.

Definice 4.4. [15] Cebysevovy polynomy proniho fddu Ty, jsou definovdny jako:
To(z) = 1, Ti(z) ==,
Thi1(z) = 22T,(z) — Th-1(z), pron >0.
Podobné Cebysevovy polynomy druhého vdadu U, jsou definovdny ndsledovné
Up(z) = 1, Ui(z)=_2x,
Up+1(z) = 22U,(z) — Up—1(z), pron > 0.
Tvrzeni 4.6. [13] Necht T, je Cebyseviv polynom 1. vddu, pak pro v > 0, x € R a
a = arccos(z) plati, Ze T,,(cos a) = cos(na).

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle n. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeni zjevné plati. Nyni
predpokladame, Ze tvrzeni plati pro k > 1, dokazeme, Ze plati i pro k + 1:

Tiy1(cosa) = 2cosacos(ka)— cos((k—1)a)
= cos((k—1)a) + cos((k + 1)) — cos((k — 1)) = cos((k + 1)a).

Tvrzeni 4.7. [13] Koteny polynomu T), jsou dany predpisem

m2k—1
T}, = COS <2n>’ prok e {l,...,n}.

Podobné koreny polynomu U, jsou ddiny nasledujicim predpisem:

+1), prok € {1,...,n}.

TR =cos | m
n
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Ty(z) T7(z)
1+
0.5\t
t t t t X t t t t x
-1 -0 5) 1 -] -05 5) 1
-0.5 T -0.5 T
-1+ -1+

Obréazek 4.1: Grafy Cebysevovych polynomt Ty(z) a T+ (z)

Diikaz. Dtikaz provedeme pouze pro Cebysevovy polynomy 1. fadu, pro polynomy 2. ¥adu
by se ditkaz provedl obdobné. T, (z) = 0, tedy T}, (z) = cos(n arccos(x)) = 0 < narccos(z) =
km — 5,pro k € Z, kone¢né dostavame

2k — 1
arccos(x) = 21(2k: —1) & xp = cos <72r
n

), pro k € Z.

O]

Tvrzeni 4.8. [13] Necht T,, je Cebyseviv polynom 1. stupné, potom jeho prvni derivace je
ddna ndsledovné
T (x) = nUp_1(x),

kde U,,_1 je Cebyseviiv polynom 2. stupné.

Nyni budeme hledat takové Cebysevovy polynomy, které splituji podminky ¢-transforméatoru
a Casti uninormy na intervalu [0,e) x (e, 1], tj.

1. T,,(0) =0 a T,(e) = e, pro e € (0,1).
2. Polynom T,, je spojity (splnéno z definice), rostouci na intervalu [0, e].

3. Plati T),(z) > x pro x € [0, e].

Spliieni podminek

Nejprve se budeme vénovat splnéni prvni podminky. Pfi hledani polynomt, které splnuji
T,(0) = 0, vyjdeme z definice Cebysevovych polynomt v bodé 0: T,,(0) = —T;,_2(0) = 0.
Uvedena rovnice plati zfejmé pro liché n. Dalsi hruby odhad, ktery mtizeme provést je, ze
pro n musi platit 4|(n — 1). V opa¢nych pfipadech je totiz hodnota 7;, v pravém okoli bodu
0 zaporna.
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Dale budeme hledat polynomy, pro které plati T, (e) = e € (0,1). Opét vyjdeme z defi-
nice:

e = cos(n arccos(e)) < narccos(e) = 2k £ arccos(e) <

_— 2km & arccos(e) _ _ 2%km +1,prok €Z.
arccos(e) arccos(e)

Vzhledem k tomu, Ze n musi byt prirozené ¢islo, uvedend rovnice plati prave, kdyz

T_cqQ.

arccos(e)

Pri uvazovani splnéni dalsich podminek vyjdeme z nasledujici avahy. Aby mohly byt

splnény jednotlivé podminky, musi platit, ze z., > e, kde x, je nejmensi kladny nenulovy
bod, ve kterém polynom 7,, nabyva svého lokalnitho maxima (7},(z¢,) = 1).

Tvrzeni 4.9. Necht T, je Cebyseviv polynom 1. vddu. Potom body x., v nichZ nastdvd
lokdlni extrém, jsou ddny ndsledujicim vztahem:

k
xezcos<7zr>, E e{1,....,n}.

Diikaz. Extrém nastava v ptipadé, ze 1), (z.) = 0. Vyuziviame toho, ze T}, (x) = nU,_1(x).
Tedy
, km
T, (xe) =0 < nUp—1(z.) =0 & x. = cos — kE e{l,...,n}.
U

Pozndmka: Pokud budeme uvazovat pouze polynomy, které splnuji predchozi podminky;,
tak nejmensi kladny nenulovy bod, ve kterém nastava lokalni maximum, je dan nasledovné:

n—1
Tey, = COS o™ T).

Nyni se budeme vénovat nalezeni nejmensiho e € (0, 1), takového, ze T,,(e) = e. Vyjdeme
z reprezentace T, pomoci goniometrickych funkci. Tedy

2k
e = cos(n arccos(e)) < narccos(e) = 2km £ arccos(e) < e = cos ( i7r1> .
n

Uvedend rovnost plati pro k € {1,..., 5|} (pro vyssi k se hodnoty e opakuji se zménou
znaménka).
V tomto okamziku se jiz mizeme vratit k vyse uvedené nerovnici. Po dosazeni dostavame

n—1 S 2km
cos cos .
2n T n+1

Vzhledem k tomu, Ze funkce kosinus je na intervalu (0, 5] klesajici, miizeme napsat

S T 2kw n—1 < 2kw
- — - — T .
2 Ton |72 nzx1 omn ntl

Kosinus na pravé strané predchozi nerovnice nabyvéa svého kladného nenulového minima
pro k = |} |. Dale vyuzivame toho, Ze 4|(n — 1) (viz. zacatek podsekce) Tedy

T n—1

n—1 2T n n n—1
n _1 1) <4 PJ:4 .
2nﬂ<n+1M@(n Jn+1) <dn| 7| = 4n"

Tato nerovnice ale plati pouze pro n = 1. Neexistuji tedy zadné Cebysevovy polynomy
prvniho fadu, které by vyhovovaly nasim podminkam.
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4.1.2 TIterace funkci

Dalsi ¢asteéné feSeni funkcionélni rovnice (4.1) tésné souvisi s iteracemi funkei [12]. Pro
danou funkci f : X — X, na mnoziné X je jeji iterace definovana nasledovné:

fP=idx f“l'=fof™ proneNy.
Je snadné zjistit, ze pro kazda dvé n,m € Ny a danou funkci f plati
fnofm — fmofn — fn—i-m'

Mnozina M (f) vSech iteraci dané funkce f spolu s operaci skladéni tedy zobrazeni tvori
nekonecny komutativni monoid. Pokud bychom uvazovali pouze bijektivni f, potom je
algebra (M (f),0,~!,idx) nekone¢nou Abelovskou grupou.

Pro prehlednost v dalsi ¢asti textu zavedeme mnozinu F vSech neklesajicich funkci
f:[0,¢e] — [0, €] spliujici podminky f(z) >z, f(0) =0a f(e) =e.

Tvrzeni 4.10. Necht g, f : X — X jsou permutovatelné funkce (tj. f o g(xz) = go f(x)).
Dale predpokladejme neklesagici (nerostouci) surjektivni funkci X : X — X. Potom funkce
d(x)=AVYoforz) a ¥(z)=AX"Vogolia),
kde A=V je pseudoinverzni funkce k funkci X, tvoii také dvojici permutovatelnych funkei.

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze A je neklesajici (nerostouci) surjekce, plati, ze Ao(=D) (x) = .
Coz znamena, ze

Pol(z) = AVHoforoXTWogor(@)=A"Yofogol(a)
= X ogofor@)=AYogoroAHofol(z)=Uod(x).

Pozndmka. Ackoliv funkce A miiZe byt v obecnosti i nerostouci, v dalsim textu budeme kvili
nasim pozadavkiim na permutovatelné funkce uvazovat pouze neklesajici variantu. O

Dusledek 4.2. Necht f,g jsou permutovatelné funkce, pro které plati f,g € F. Ddle pred-
pokladejme neklesagici surjektivnd funkci A : [0,e] — [0, €] a funkce

d(x) =XYoo forx), U(x)=AYogo(z).
Potom funkce ® a ¥ tvori dvojici permutovatelnych funkci a navic ®,¥ € F.

Dusledek 4.3. Necht f je funkce, pro kterou plati f € F. Ddle predpoklddejme neklesagjict
surjektivni funkci X : [0,e] — [0,¢e] a funkci ®,(x) = A=Y o f7 o A(x), pro n € Ny. Potom
funkce ®; a ®; tvori dvojici permutovatelngjch funkci a navic ®;,®; € F.

Drikaz. Dilkaz je prakticky stejny jako dtikaz pfedchoziho disledku, proto zde uvedeme
pouze tento. Fakt, Ze funkce ®;, ®; tvori dvojici permutovatelnycg funkci, plyne bezpro-
stfedné z predchoziho tvrzeni. Zbyva tedy dokazat, Ze tyto funkce patfi do mnoziny F.
Vzhledem k tomu, ze funkce f je neklesajici, lze indukci ukazat, ze i n—t4 iterace f™ je
neklesajici. Taktéz pro neklesajici funkci A je i AED neklesajici. Tedy i ®,, je neklesajici.

Diky tomu, ze 0 a e jsou pevné body zobrazeni f, také f™(0) = 0 a f"(e) = e, tedy
i ®,(0) =0 a d,(e) = e. Zbyva tedy dokézat posledni podminku a to, ze ®,(x) > .
Vzhledem k tomu, Zze A je neklesajici funkce, plati

froXx) > MNz) = Vo frol(z) >z

a tedy ®,(z) > x, ¢imz je dokazano, ze ¢, € F. O
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Priklad 4.3. Uvazujme nésledujici neklesajici surjektivni funkei:

2z z € [0, 23], . 1, ref0.c
A _ e € (¢, 3, A — 2 > 20D
(m) 2 T (ge 4] (x) { %(.’1}'"‘6) = (%’e]'
2r—e  xw€(F,e€],

Dale predpokladejme permutovatelné funkce, patfici do mnoziny F: fi(z) = ez a fa(z) =
Vedz. Potom podle tvrzeni 4.10 i funkce Fy(z) = M"Y o fio\(z) a Fy(z) = A"V o foo\(z)
tvori dvojici permutovatelnych funkci.

$V2ex z €0, §], $V2etz z €0, §],
Fi(z) = s ve (5%, F)=q ¢t ze (8%,
$V/e(@r—e)+ ¢ r € (§, ¢l 1Ytz —e)+ 5 we (e

P1i hledéni dvojic permutovatelnych funkci mizeme vyjit jiz z existujicich funkci, které
maji pro nas piiznivé vlastnosti. Uvazujme proto t-konormu S,, ktera je ziizend na mnozinu
[0, €], tedy

Se(a.y)=eS (Z,2). pro (e,y) € 0,
Potom pomoci této funkce jsme schopni definovat funkci 4} jako
61( = id[0,6]7 5:L+1($) = Se((s;(l'), CC), pro n,m € N.

Vzhledem k tomu, ze S, je neklesajici funkce v kazdé souradnici, je i 9}, neklesajici a navic
je splnéna i podminka okrajovych hodnot 47 (0) = 0 a 4, (e) = e. Taktéz jednou z vlastnosti
t-konormy S. je, ze Se(z,x) > x, tedy i 6 (x) > x, coz znamena, ze §;; € F. Na této funkci
miuZzeme binarni operaci @ diky asociativnosti S, definovat jako

o @0 (x)=08r @0y, (x) =Se(r,(x),00(x)) =00 n(x), pron,meN.

m+n

Skladani téchto funkci je definovano zcela standardné a navic plati

oy, 06y =06r08r =0y, pron,me N.

Mnozina takto definovanych funkci 9; tedy tvofi castecné feseni nasi funkcionalni rovnice.

Priklad 4.4. Uvazujme nasledujici restrikci t-konormy (pravdépodobnostni soucet)
Ty
Se(w,y)=x+y—=—", pro(z,y) € [0,¢f’

a funkce 05 a 05 definované nad funkei Se

T 3 2?
) =e(2-2), G@)=a(3-"+5).
5(z) == . 3(z) »”U( . +eg>
Podle pfedchoziho odstavce plati rovnost 05 o 65 (z) = 05 o 95 (z).

Vzhledem k tomu, Ze uninormy jsou jistym zobecnénim t-norem a t-konorem, budeme
se v dalsi ¢asti zabyvat invariantni transformaci t-norem.

30



4.2 Invariantni transformace t-norem

Definice 4.5. [10] Necht T : [0,1]*> — [0,1] je t-norma. Potom funkei &, : [0,1] — [0,1]
definovanou jako

0(z) ==z, Ons1(x)=T(0n(x),z), proxel0,1],n €N,

nazyvdme diagondlni funkci t-normy T. Ddle mnoZinu vsSech diagondlnich funkci t-normy
T oznacujeme Ap = {6, : n € N}.

Nejprve uvedeme nutnou podminku pro invariantni transformaci t-norem.

Tvrzeni 4.11. (Nutni podminka invariantnosti) Necht T : [0,1]> — [0,1] je t-norma,
on(x) jsou jeji diagondlni funkce a ¢ : [0,1] — [0, 1] je neklesajici surjektivni funkce. Potom
pokud je p-transformace invariantni vici t-normé T, potom po () = 0p 0 p(x) pro kazdé
z € [0,1],n € N.

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze ¢ je neklesajici surjekce, ptivodni t-norma vznikne pravé
tehdy, kdyz (T(z,y)) = T(¢(z), ¢(y)). Tedy i ¢ 0 6y (z) = 6, © p(x) pro viechna z € [0, 1]
aneN O

Ukazuje se, ze uvedena nutnd podminka je pro jisté t-normy i postacujici podminkou.
Uvedeme zde priklady nékterych t¥id t-norem, u kterych budeme uvazovat invariantni trans-
formaci funkci ¢(z) = 0, (x). Nejprve priklad invariantni transformace Frankovych t-norem

[10].

Priklad 4.5. Frankovy t-normy jsou definovany jako:

Ty (z,y) pokud p = 0,
. Tp(z,y) pokud p = 1,
T, (x,y) = Tr(z,y) pokud p = +o0,
log, (1 + %) jinak.

Pro minimovou t-normu je diagonalni funkce 0, (z) = ¢(x) = x, zde je tedy invariant-
nost ziejma. Pro soucinovou t-normu Tp(z,y) = zy je diagonalni funkce definovana jako
dn1(x) = a™. Po transformaci dostaneme (zy)"” = 2"y", invariantnost je tedy opét zacho-
vana.

Pro Lukasiewiczovu t-normu 77 (z,y) = max{0,z + y — 1} je diagonélni funkce 6,
déna pfedpisem 6, o (z) = ¢(x) = max{0, nz — n + 1}. Potom transformaci dostaneme:

o(Tr(x,y)) = max{0,nmax{0,z +y — 1} —n + 1},

coz je rtizné od nuly pokud x +y —1 > 0Anz +ny —2n+ 1 > 0. Vzhledem k tomu, ze
pokudz+y—1>0=nzx+ny—2n+1> —n+1 <0, je druhad podminka silnéjsi.

Tr(e(x), ¢p(y)) = max{0, max{0,nx —n + 1} + max{0,ny —n+ 1} — 1},

coz je ruzné od nuly pokud nzt —n+1>0Any—n+1>0Anz+ny —2n-+1> 0. Opét
pokud nx —n+1>0=nzx+ny—2n+1>ny—n <0 (podobné s druhou podminkou).
Ttetl podminka je tedy silnéjsi. Invariantnost je tedy zachovana.
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Pro ostatni pfipady je diagonalni funkce ¢(z) = 6, ,(x) dana nasledovné:

(p"—1)"
Onp(T) = log, <1 + 11
Potom transformace bude vypadat nasledovné:

<plogp(1+<(1‘)}3nl) B 1) <plogp (hL%) B 1)

p—1

T, (p(2), o(y)) = log, |1+

(" —1)" (v —1)"

-1 T(p—1)" T (" =" (Y —1)"
= log, | 1+ b1 = log, <1 + (p—1)2n 1 ,

(Gl )( Y—1) n
log (= 1)_1> (@z—l)(py—l))"
p—1

F _ —
@(Tp (a:,y)) - logp — 1) - logp 1+ (p — 1)n—1

_ 1 (p* =" (Y —1)"
= 108 _1)2n1 :

a tedy T]f (p(x), o( , COZ znamena, ze invariantnost je pro tfidu Frankovych

t-norem Zachovana.
Dalsim piikladem je invariantni transformace Yagerovych t-norem [10].

Priklad 4.6. Yagerovy t-normy jsou definovany jako:

Tp(z,y) pokud p = 0,
1
Tg/(:p,y) =< max {O, 1-(1—2)P+ (11— y)p)E} pokud 0 < p < 400,
T (x,y) pokud p = +o0.

Pro t-normu drasticky souc¢in Tp je invariantnost ziejmé zachovana. Pro minimovou
t-normu bylo zachovani invariantnosti dokazano jiz diive.
Pro ostatni ptipady je diagonalni funkce ¢(z) = d, ,(z) dana nasledovné:

o(z) = 8pp(z) = max {o, 1— (n(1 - x)f’)%} .

Potom transformace bude vypadat nasledovné:

=
N——
N——
bS]
~
™=
——

cp(TI}/(:r,y)) = max{(),l — (n (1 —max{(),l —(1—=2)P+(1—-y)?)
= maX{O,l—(n(l—x)p—i—n(l—y)p)%},

1
coz plati pokud 1 — ((1 —x)? + (1 —y)?)» > 0. Uvedené rovnosti jsou rizné od nuly pro
1
1-(nl—x)P+n(l—yP)r >0 n(l—z)’+n(l—-y)?<1.

Tg/(SO(x), o(y)) = max {O, 1-— ( (1 — max {(), 1— (n(1- m)p)%}y N

+ (1 — rnaLX{O7 1—(n(1- y)p);}y));}

= max {O, 1—(n(l—-2)’+n(1l- y)p)%} )
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coz plati pro 1 — (n(1 — x))% >0A1—(n(l- y))% > 0. Uvedené rovnosti jsou rtazné od
nuly opét pro n(1 — )P +n(1 —y)? < 1. Tedy plati o(T)) (z,y)) = T, (p(x), o(y)).

Tvrzeni 4.12. Necht T : [0,1]> — [0,1] je striktni t-norma. Ddle predpokldddme funkci
¢ :[0,1] — [0,1]. Potom pokud ¢ € Ar, potom p-transformaci vznikne piuvodni t-norma.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢ je bijekce, plati (T, (x,y)) = T(p(x), ¢(y)). Podle
predpokladu, ze ¢ € Ar, budeme dale psat jen 0, (7, (x, )) = T(0n(z),0n(y)), pron € N.
Diikaz, ze T, = T', provedeme indukci podle n.

1. Pro n = 1 je rovnost splnéna triviadlné. Pro n = 2 budeme predpokladat, ze existuji
néjaké (zo,y0) € [0,1]% takové, ze T'(xo, yo) # Tip(wo, yo). Potom ale

T(T(x0,y0), T(20,y0)) = 02(T(z0,%0)) # T(d2(w0),2(y0)) = T(T(x0, y0), T (0, Y0)),

coz je spor (v predchozim kroku jsme vyuzili asociativnosti 7' a toho, 7ze funkce &, !
je ostfe rostouci). Tedy T,, = T pro transformaci funkci ds.

2. Nyni pfedpokladame, ze rovnost plati pro d1,...,d, a dokdzeme, Ze plati i pro d,1.
Tp(2,y) = 0,1 (T(Gn41(2), 6n41(9)) = On1 (Tp(2,9)) = T(0nr1(2), nra(y)) =
T(0n(To(x,y)), Tp(z,y)) = T(T(0n(x), ), T (6n(y),y))-

Podle indukéniho predpokladu a z asociativnosti t-normy 71" dale plyne

T(T(0n(x),6n(y)), To(x,y)) = T(T(6n(x), 0n(y)), T(x,y))-
Vzhledem k tomu, Ze T' je strikné rostouci, plati T, = T'.
Transformaci pomoci diagonalnich funkci vznikne tedy ptvodni t-norma. O

Tvrzeni 4.13. Necht T : [0,1]> — [0,1] je spojitd archimedovskd t-norma a f : [0,1] —

[0, 00] je jeji aditivni generdtor. Ddle uvazujme bijektivni funkci ¢ : [0,1] — [0,1]. Potom
p-transformact vznikne pivodni t-norma pravé tehdy, kdyz existuje o > 0: af (z) = fop(x)
(Schrdderova rovnice).

Diikaz. (<) Transformovana t-norma T, je dana pfedpisem

To(x,y) = ¢ 'T(e(x), e(y)] = ¢ o fHmin{f o p(z) + foe(y), F(0)}).

Vzhledem k tomu, Ze T, je opét spojita archimedovska t-norma, je jeji aditivni generator
dan predpisem g(z) = f o p(z). Také ale existuje o > 0, takové, ze g(z) = af(z), tedy f
a g se lisi pouze kladnou multiplikativni konstantou. Generator g je tedy také generator
t-normy 7T a tim padem T, = T'.

(=) Nyni pfedpokladéme, ze plati T,,(z,y) = T(z,y), pro kazdé (z,y) € [0,1]? tedy

Ty(w,y) = ¢~ [T(p(x), ¢(y)] = T(z,y).

Aditivni generator t-normy 7T, je dan pfedpisem g(z) = f o ¢(x), ale vzhledem k tomu, ze
se obé t-normy rovnaji, musi existovat néjaké o > 0 takové, ze f o p(z) = af(x). O
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Vsechny bijektivni funkce na jednotkovém intervalu ¢, pfi jejichz transformaci dané
t-normy 7" vznikne ptivodni t-norma, tvoii grupu automorfismi Aut(7"). Tvrzenim 4.13 se
nam tuto grupu pro archimedovské t-normy podarilo klasifikovat.

Pomoci téchto tiid mizeme zkonstruovat dalsi uninormy, jako je to ukazano v nasledu-
jicim priklade.

P¥iklad 4.7. Uvazujme funkci U : [0, 1] — [0, 1], danou piedpisem

—1+4+ 2z 42y — 2zy min{z,y} > %,
min{z, y} max{z,y} = 3,
U@ y) =9 0 0,5)?,
2z _1)2—2 .
%logp (1 + %) jinak.

Nejprve dokadzeme, Ze se jedna skuteéné o uninormu. Komutativnost je zfejma, stejné jako
monoténnost a existence neutralniho prvku. Nyni dokazeme asociativnost, coz zde ukazeme
na nejzajimavéjsich pripadech. Uvazujme proto x € [0, %) ay,z € (%, 1], potom

2—-2z
2z _1\2—2y
log (H—%)

(p—1)—2

1
Up(Up(%y)az) = §1ng 1+

20 1\2—2y \ 2—22
() e

1
(p— )12 = 5 log, (1 * (p — 1)3—4—dy+ayz

1
= 5 logp 1 +

1 (p2F — 1)2-2Up(:2)
= log, (1 T ) — Up(, Uy(y, 2)).-

Podobné by se asociativnost dokézala i pro ostatni pfipady. Funkce U, je tedy uninormou.
Nyni uvazujme funkei ¢, : [0,1] — [0, 1] danou pfedpisem:

NV
NI 1

( ) x T
Spn €T = 2z __1\n

Neni tézké oveérit, ze transformaci uvedenou funkci vznikne ptivodni uninorma.

34



Kapitola 5
Modelovani fuzzy logickych spojek

V této kapitole vyuzijeme znalosti predevsim o triangularnich norméch a jejich vlastnostech
ziskané v predchozich ¢astech prace. Cilem této kapitoly je nalézt algoritmus pro modelovani
fuzzy logickych spojek a na jeho zakladé vyhodnotit experiment modelovani konjunkce pou-
zivané lidmi. Ve vysledném algoritmu jsou vyuzity jiz zndme metody a algoritmy, které jsou
vhodné upraveny, aby vyhovovaly specifickym podminkam plynoucich z vlastnosti t-norem.
Samotné vyhodnoceni experimentu potom bylo provedeno programem, jehoz implementace
je popsana také v této kapitole.

Modelovani fuzzy logickych spojek spociva v hledani vhodné triangularni normy, ktera
co nejlépe vyhovuje konecnému poctu empiricky ziskanych dat. Vzhledem k pozadavkim
kladenym na kazdou t-normu (zejména komutativnost a asociativnost), je nejzajimavéjsi
aproximace spojitych archimedovskych t-norem, které lze vyjadrit pomoci jejich aditivnich
generatoru (zobecnéni definice 2.2)[2]:

T(z1, 29, ... ,2,) =gV <Z g(:pl)> . (5.1)
i=1

V této rovnici je g : [0,1] — [0, 0] aditivni generator spojité archimedovské t-normy 7.
Zde vidime, 7ze misto aproximace samotnych triangularnich norem se zachovanim jejich
vlastnosti s ohledem na aproximovand data je vyhodnéjsi aproximovat jejich aditivni gene-
ratory. Aproximace aditivnich generatoru byla pfedstavena v ¢lanku [2], nékteré vysledky
jsou stru¢né uvedeny v nasledujici sekci.

5.1 Aproximace aditivnich generatort

Aditivni generator jisté t-normy lze aproximovat pomoci spline k¥ivky, coz je po intervalech
definovana polynomicka funkce. V ¢lanku [2] je uvazovana B-spline kiivka. Aproximace
touto kiivkou se nejcastéji pouziva v pocitacové grafice. Aproximovany aditivni generator

tedy bude ve tvaru
J

9(@) = Sme(2) = Y ¢jBjm(2), (5-2)

J=1
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kde c; je koeficient z&visly na datech a k je stupen polynomu. Polynomy B; ;. jsou definovany
nasledujicim rekurentnim vztahem [9]

_ 1 pokud ¢; <z <ti41,
Bl’l(x) o { 0 jinak.
x—1 tivm —
Bl,m($) = 71Bi,m—1(x) + Z+7ni.Bi_|_17rm_1([[,‘)7
ti+m71 —t ti+m — ti+1
kde tg,...,t jsou jednotlivé uzly. Pokud jsou jednotlivé uzly rozdilné, je pocet vnitinich

uzld roven stupni polynomu.
Nyni budeme piedpokladdat K empirickych pozorovani ve tvaru [2]:

Dosazenim dat v této formé do rovnice (5.1) ziskame tvar, ze kterého pfi aproximaci budeme
vychéazet:

g(@h) + g(ah) + -+ glay,) ~ g(y").

Po nahrazeni funkce g za (5.2) a Gpravou vyrazu ziskdvame nasledujici tvar [2]:

J ng
2. (Zijm(xf) Bj,m(yk)> ~0, k=1,.. K.

j=1 i=1

Navic musi byt splnény podminky, kladené na aditivni generatory (klesajici funkce s okrajo-
vou podminkou g(1) =0 a g(e) = 1). Monoténnost lze zarucit splnénim podminky c¢; € Ry
[2]. Okrajové podminky lze s ohledem na aproximaci pomoci B-splint zapsat jako:

J J
chBj7m(1) =0 Z Cijﬂn(é‘) = 1.
7=1 7=1

Hodnotu € je vhodné volit tak, aby byla mensi nez nejmensi nenulova hodnota vstupnich
dat. Potom hodnoty aproximovaného generatoru na intervalu [0, ] nejsou ovlivnény vstup-
nimi daty. Na intervalu [0, ¢] je tedy mozné generator vyjadrit libovolné (tedy s ohledem
na vlastnosti aditivnich generatori).

Nasim cilem pii aproximaci je nalézt takové koeficienty c;, které odpovidaji vyse uve-
denym podminkédm. VSechny podminky lze maticové zapsat nasledovné:

Acx~0, —-c>0, Ec= <(1)> , (5.3)

kde jednotlivé matice odpovidaji vztahtim uvedenym vyse.

A = (Akj):zk:Bj,m(ﬁ?)—Bj,m(yk), C:(Cl C2 - CJ)T7
=1
_ (Bo(1) Bi(1) --- By(1)
b= (Bo<a> Bi(e) --- BJ<a>>'
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5.2 Algoritmus pro aproximaci

Pokud by podminky (5.3) neobsahovaly omezujici podminky na nerovnost a ostrou rovnost,
jednalo by se o aproximacni problém, ktery lze snadno vyresit metodou nejmensich ¢tverct
[3]. Tato metoda fesi aproximacéni problém

Ax~b, AcR"™" xecR”, becR"
nalezenim vektoru xy g minimalizujici vyraz
min | Ax — b3,
X

kde ||.]|2 je Euklidova mira. Diky tomu, Ze mame dvé omezujici podminky, rozdélime algo-
ritmus na dvé samostatné ¢asti, jejichz feSenim se budeme zabyvat v dal$im textu.

5.2.1 Metoda vahovani

Prvni c¢asti, které se budeme vénovat, je omezeni na rovnost Ec = (0 1)T. Pro feseni to-
hoto aproximac¢niho problému je mozné vyuzit napr. metodu pfimé eliminace nebo metodu
védhovani. V nasem pfipadé pouzijeme metodu vahovani kvili jeji jednoduchosti. Podsta-
tou této metody je prifazeni dostatecné ,velkych“ vah koeficienttim, na které jsou kladeny
omezujici podminky. Metoda vychazi z nésledujiciho vztahu [3]:

_ o VE\ (0 DT
cLSE—argménvlgroloH<A>c < 0

Ze vztahu je patrné, ze pomoci metody vahovani je mozné aproximacni problém s omezenim
na rovnost prevést na klasickou tlohu fesitelnou metodou nejmensich ¢tvercii. V programu
za -y volime ¢islo, fadové vétsi nez nejvetsi prvek matice.

2

2

5.2.2 Lawson-Hansontiv algoritmus

Vyse jsme si ukdzali metodu vdhovani, kterd umoziuje vyiesit omezeni na rovnost. V této
casti se budeme zabjvat fesenim omezujici podminky na nerovnost. Jednim z algoritmu
umoziujici feSeni takto omezenych optimalizac¢nich problémt nejmensich ¢tverci je Lawson-
Hansonuv algoritmus [5]. Tento algoritmus hleda vektor x spliiujici nasledujici podminky:

min |Ax — b||2, x>0.
X

Algoritmus vyuzivd metodu aktivni mnoZiny. V této mnoziné jsou indexy proménnych,
jejichz regresni koeficienty jsou zadporné (nebo nula). Ostatni indexy proménnych jsou v pa-
sivni mnoziné. Pokud je aktivni a pasivni mnozina znama, je problém s omezenim na ne-
rovnost vyfeSen metodou nejmensich ¢tverctl na proménné, které jsou v pasivni mnoziné.
Koeficienty proménnych v aktivni mnoziné jsou nastaveny na nulu.

Lawson-Hansoniv algoritmus je iterac¢ni algoritmus, kdy se v kazdé iteraci stanovi pa-
sivni mnozina, nad kterou se provede metoda nejmensich ¢tvercti a na zakladé vysledku
se upravi pasivni a aktivni mnozina. Uprava pasivni a aktivni mnoziny spo¢iva ve viméné
index® proménnych. Pti tpravé téchto mnozin dochazi také ke spocitani nové hodnoty vek-
toru x. Pfi vyméné indexi mezi mnoZinami se vymeénuji pravé ty indexy, jejichz hodnota
ve vektoru x je rovna nule. Zapis algoritmu v pseudokédu vypadé néasledovné:
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Algoritmus 1: LAWSON-HANSONUV

Vstup: A € R™*" b € R™
Vystup: x* > 0, kde x* = argmin ||Ax — b||3

1 P+ 0

2:R<—{1,2,...,n}

3: x40

4w AT(y — Ax)

5: while R # () A max;eg(w;) > tolerance do

6: J + arg max;e g(w;)

7: Pridej index j do pasivni mnoziny P a odeber ho z mnoziny R
8: s « [(AP)TAP]"1(AP)TD

9: while min(s”) < 0 do

10: a4+ —minep(x;/(x; — s;))

11: X X+ a(s — x)

12: Pfesunt z P do R vSechny indexy i takové, ze z; = 0
13: s « [(AP)TAPIY(AP)TD

14: SR +~—0

15: end while

16: X< S

17: w «— AT(y — Ax)

18: end while
19: return x

Pozndmky k algoritmu: Pasivni mnozina je v pseudokdédu oznacena jako P, aktivni jako
R. Pocet iteraci cyklu lze ovlivnit zménou parametru tolerance. Zapis A” znamena ome-
zeni matice A na proménné, které jsou obsazeny v pasivni mnoziné P. Samotné pocitani
nejmensich ¢tverci je provadéno na fadcich 8 a 13.

5.2.3 Vysledny algoritmus pro aproximaci

V této casti se budeme zabyvat spojenim dvou piedchézejicich c¢asti algoritmu a jejich
pouzitim pro aproximaci aditivniho generatoru podle predeslé sekce. Jak jiz bylo zminéno
dfive, vystupem Lawson-Hansonova algoritmu jsou nezaporné koeficienty. V nasem piipadé
vSak pozadujeme, aby aproximovany aditivni generator byl klesajici, tedy aby koeficienty
B-splinu byly zaporné. Musime tedy nejprve provést transformaci vstupnich empirickych
dat a krajnich podminek. Transformace je dana predpisem

Flx)=F Yz)=1-=.

Nad takto transformovanymi daty sestavime matice A, E a pomoci metody vahovani za-
jistime splnéni transformovanych krajnich podminek. Nad upravenymi maticemi pomoci
Lawson-Hansonova algoritmu spo¢teme koeficienty B-splinu. Diky provedené transformaci
jiz hledanym feSenim neni klesajici funkce, ale rostouci funkce, proto pozadujeme neza-
pornost koeficientti B-splinu. Pfi sestavovani vysledného aditivniho generdtoru pomoci
B-splinu musime provést zpétnou transformaci dosazovanych hodnot, ¢imz ziskdme poza-
dovanou klesajici funkci se spravnymi krajnimi podminkami. Zapis vysledného algoritmu
v pseudokdédu je nasledujici:
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Algoritmus 2: ALGORITMUS PRO APROXIMACI ADITIVNTHO GENERATORU

Vstup: Mnozina empirickych dat ve tvaru {x*,y*},k =1,2,...,n
Vystup: Funkéni hodnoty y apr. generatoru s konstantnim krokem A
1: A+ 0,b+0,C+0,d<« (0 1T
2. XF « F(xF), g% < F(y¥) prok=1,2,...,n
3: Volba stupné polynomu B-splinu m a hodnot € a y
4: Nastaveni poc¢tu uzli B-splinu J a jejich hodnoty t
5 Apj ¢ 2% Bjm(TF) — Bjm(7")
6: Eoj = Bmj(F(1)), E1j < Bm,j(F(e))

' vE ~vd
7: A<—<A>,b<—<b>

8: ¢ < nonnegative(A,b)

9: i< h

10: while 7 <1 do

11: if i < ¢ then

12: y(i) « 141-1

13: else

14: y(i) < X1 ¢ Bjm(F (D))
15: end if

16: i< i1+ h

17: end while

Poznamky k algoritmu: Metoda vahovani je pouzita na fadku 7. Lawson-Hansontv algo-
ritmus je v pseudokédu oznacen jako funkce nonnegative. Nastaveni poctu uzli B-splinu
a jejich hodnot zalezi na konkrétnich datech a toto nastaveni je nutné provést experimen-
talné (samoziejmé s ohledem na stupen polynomu B-splinu). Vysledna podoba aditivniho
generatoru je ovlivnéna volbou uzli.

Abychom si udélali lepsi predstavu o slozitosti algoritmu, provedeme odhad asympto-
tické casové slozitosti. V pripadé Lawson-Hansonova algoritmu se iteracné provadi vypocet
nejmensich ¢tvercii. Casova slozitost vypocétu nejmensich ¢tverct je mozné rozdélit do dil-
¢ich operaci.

e Nasobeni ATA (A € R™*™ b € R™) se provede se slozitosti O(mn?), ATb se slozi-
tosti O(nm).

e Spocitani inverzni matice s O(n?) [11].
e Nésobeni vysledné inverzni matice s O(n?).

Ve vyétu operaci vidime, %e dominuji operace nasobeni AT A a viypocet inverzni matice.
V odhadu budeme tedy uvazovat pouze tyto dvé operace, ostatni zanedbame. Vysledny
odhad vypoétu nejmensich étverct je tedy O(n?(n + m)). Slozitost Lawson-Hansonova al-
goritmu zalezi na celkovém poctu iteraci, ve kterych se opakované pocitaji nejmensi ctverce.
Odhad ¢asové slozitosti tedy bude O(pn?(n + m)), kde p je maximalni pocet pocet pro-
vedenych iteraci. Jedna se pouze o odhad, ve skutec¢nosti bude hodnota mensi, protoze se
nejmensi ¢tverce pocitaji pouze nad matici omezenou na proménné v pasivni mnoziné P
(1P| < ).
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Co se tyce analyzy celkového algoritmu, metoda vadhovani se provede s ¢asovou slozi-
tosti O(Jn) a vyhodnoceni funkénich hodnot polynomu se slozitosti O(| 12| Jm). Casové
nejnarocnéjsi je tedy samotny vypocet koeficientti pomoci Lawson-Hansonova algoritmu,
ktery se v algoritmu pro aproximaci aditivniho generdtoru provede v ¢ase O(pn?(n + J)).
Vzhledem k tomu, 7e predpokladdme .J < n, je celkova slozitost algoritmu O(pn?). Vypocet
je mozné urychlit pouzitim specializovanych algoritmt pro nésobeni matic (Strasseniv al-
goritmus [11]) a vypocet inverzni matice [1], popfipadé vyuzitim Cox-De Boorova algoritmu
pro vyhodnocovani hodnot B-splinu [17].

1

(a) Aproximace aditivniho generdtoru soucinové
t-normy s aditivnim generatorem g(xz) = — log(x)
na intervalu [e~!, 1] (Cervend kiivka). Pro apro-
ximaci byly zvoleny B-spliny stupné polynomu 3
(modré kiivka). Koeficienty byly spo¢itany na za-
kladé 8 empirickych hodnot s dvéma argumenty.

(b) Aproximace aditivnfho generdtoru Hamache-
rovy t-normy (p 2) s aditivnim generatorem

g(x) log 2=2 %, 1] (Gervena

—% na intervalu |
k¥ivka). Pro aproximaci byly opét zvoleny B-
spliny stupné 3 (modra kiivka). Koeficienty byly
spoCitany na zakladé 14 empirickych hodnot.

Obrazek 5.1: Vysledky algoritmu pro modelovani generatora znamych t-norem.

5.3 Implementace programu

Obsahem této podkapitoly je popis implementace aplikace pro aproximaci aditivnich gene-
ratort podle algoritmi uvedenych v predchézejici sekci. Pro tcely implementace byl zvolen
jazyk C++ (konkrétné norma C++11) kvili podpofe objektové orientovaného programo-
vani a také znacné prenositelnosti. Grafické uzivatelské rozhrani (GUI) bylo vytvofeno
pomoci knihovny Qt. Maticové operace na nejnizsi Grovni zajistuje knihovna ATLAS (Au-
tomatically Tuned Linear Algebra Software) !. Tato knihovna poskytuje implementaci API
pro praci s vektorovymi a maticovymi operacemi pro jazyky C a Fortran a je dostupna
z repozitafe Netlib. ATLAS je vysoce optimalizovand knihovna. Optimalizace probiha i na
zakladé poctu procesorti a velikosti cache paméti.

Hlavnim cilem pfi tvorbé aplikace byla moznost snadné tpravy vstupnich parametri
aproximace. Toto zahrnuje moznost snadné pravy empirickych dat véetné moznosti ulozeni
aktuélni aproximace na disk pro pozdéjsi pouziti. Neméné dulezita je i moznost intuitivni

"http://www.netlib.org/atlas/
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zmény parametrd B-splinu a dynamické prekreslovani vysledného aditivniho generatoru.
Ukazka vysledné podoby aplikace je v priloze C.

5.3.1 Popis t¥id zajistujici aproximaci

Cela aplikace je logicky ¢lenéna do t¥id, které zajistuji jednak samotnou aproximaci, ale
také vhodné grafické zobrazeni. V této ¢éasti si popiSeme zakladni t¥idy, které zajistuji
aproximaci generatori pomoci B-splint. Diagram téchto t¥id je v priloze B. Nebudeme se
uz blize vénovat popisu a navrhu GUI. Vzhledem k tomu, Ze algoritmus je z velké ¢asti
zaloZen na praci s maticemi, popiSeme si nejprve, jak jsou reprezentovany v programu.

Tiida MatrixBase zprostiedkovava zakladni operace pro praci s maticemi. Z ddvodu
kompatibility s knihovnou ATLAS je matice reprezentoviana jednorozmérnym polem typu
double. Tato tfida poskytuje operace pro piistup k jednotlivym prvkim matice a jejich
prifazovani.

Trida Matrix, kterd je odvozena od tiidy MatrixBase, reprezentuje matice v pro-
gramu. Jednou z poskytovanych operaci je ndsobeni matic, k ¢emuz vyuziva knihovni funkci
cblas_dgemm. T¥ida také mimo jiné implementuje metody pro transpozici (Transpose),
vybér podmatice na zakladé indext (Submatrix) a spocitani inverzni matice (Inverse),
k ¢emuz vyuziva knihovni funkci clapack_dgetri.

Poslednim stavebnim kamenem pro aproximaci generatorti je tfida Vector, ktera, jak
jiz nazev napovida, poskytuje operace pro praci s vektory. Tato trida je odvozena od t¥idy
Matrix. Tyto tii tiidy poskytuji zdkladni aparat pro implementaci algoritmu pro aproxi-
maci.

Vzhledem k tomu, Ze generdtor je aproximovany pomoci B-splind, je vytvorena tiida
BSpline, kterd uchovava informace o parametrech kfivky a poskytuje metody (EvalPoints,
BaseValue) pro vyhodnoceni hodnot v bodech s danym krokem. Tyto hodnoty se pouZiji
pro vykresleni B-splinu v okné.

Tiida Approximation obsahuje metody pro samotny vypocet koeficientid aproximujici
Hansoniiv algoritmus a metoda Approximate, kterd implementuje metodu vahovani a celou
aproximaci na zakladé vstupnich empirickych dat. Vystupem posledné jmenované metody
je objekt tiidy BSpline, ktery obsahuje spocitané koeficienty.

5.3.2 TUkladani a naditani dat

Pro uklddani dat o aktudlni aproximaci na disk se pro jednoduchost vyuziva textového
formatu. Kazda probihajici aproximace je uréena témito tidaji: stupném B-spline polynomu,
poc¢tem uzlovych bodu a jejich hodnotami, hodnotou € a empirickymi daty. Tyto informace
se do textového souboru ukladaji v nasledujicim forméatu:

<stupeii polynomu>\n
<po&et uzl. bodi>\n
(<uzl. bod i>;)*\n
<epsilon>\n

(<y>; (<z;>;)*\n) *

V programu se o spravné nacitani vstupniho souboru stara tiida DatalLoader. Samotné
nacitani vstupnich hodnot je implementovano v metodé ProcessInput. Tato tiida také
zajistuje kontrolu validity souboru s informacemi o aproximaci, coz zahrnuje kontrolu, zda
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jsou hodnoty v pozadovaném intervalu, spravny pocet uzlovych bodu apod. Pro spravné
provedeni aproximace je také nutné, aby pro kazdou empririckou hodnotu y existovaly
alespoii dvé hodnoty x. Vzhledem k tomu, Ze poc¢et hodnot x* mutize bjit pro rtizna k rtzny
a tyto hodnoty jsou ukladany do matice, je pocet sloupcti matice nastaven na maximalni
pocet hodnot x* a nevyuzité prvky matice jsou nastaveny na hodnotu -1.0. Tyto prvky
nejsou pfi aproximaci uvazovany.

5.3.3 Proces aproximace

V predchozich podsekcich jsme se zabyvali hlavnimi tfidami a uklddanim dat. Nyni se
blize zaméfime na samotny proces aproximace. Tento proces je mozné popsat nasledujicimi
kroky:

1. Nacteni empririckych dat a informaci o B-splinu ze souboru nebo jsou tyto hodnoty
ziskdny pfimo z programu. V tomto kroku je také zajisténa kontrola pozadovanych
vlastnosti vstupnich dat.

2. Spocitani koeficienti B-splinu na zakladé dat ziskanych v predchéazejicim kroku a
vyhodnoceni funkénich hodnot kiivky na intervalu [e, 1] s danym krokem.

3. Zobrazeni aproximovaného aditivniho generdtoru. Pro hodnoty na intervalu [e, 1] se
pouziji hodnoty B-splinu z pfedchoziho kroku. Na intervalu (0, £] je zobrazena funkce
s predpisem % +1- %

Pozndmka: Pri kazdé zméné nékterého z parametr aproximace je nutné provést znovu
vSechny uvedené kroky.

5.4 Experiment modelovani fuzzy konjunkce

V ramci aplikace modelovani fuzzy konjunkce je proveden experiment, v némz jsou vyuzity
znalosti z pfedchozich podkapitol. Hlavnim cilem experimentu je zjistit, jakym zptisobem
lidé chapou fuzzy konjunkci. Jinymi slovy: najit takovou t-normu, kterd co nejpresnéji
modeluje konjunkci ve vyznamu pouzivaném lidmi. Druhym cilem je zjistit, zda lidé chapou
konjunkci jako komutativni operaci.

Data, na jejichz zakladé je modelovani provedeno, byla od respondentt ziskana pomoci
papirového dotazniku. Ukolem respondentt bylo piifadit piipravenym vjrokéim ¢iselnou
hodnotu v rozmezi 1-10, kteréd reprezentuje stupen pravdivosti daného vyroku podle jejich
osobniho nazoru. Vjrokid je celkem 20, z nichz 10 je prostjch a zbyljch 10 je utvofeno
konjunkci onéch prostych vyroki. Jednotlivé konjunkce jsou uvedeny v obou tvarech, tj.
AN B i BAA. Osloveni respondenti jsou predevsim z fad studentt Fakulty informacnich
technologii. Pouzité vyroky v dotazniku jsou v priloze D.

5.4.1 Vyhodnoceni experimentu

Nakonec bylo ziskano 204 vyplnénych dotazniki od respondentti. Jak jiz bylo zminéno diive,
experiment si kladl dva hlavni cile.

1. Hledani modelu fuzzy komjunkce chdpanou lidmi. Pro modelovani vysledné t-nomy
byla vyuzita metoda aproximace aditivniho generdtoru pomoci B-splinu, popsana
diive. Vzhledem k tomu, ze v kazdém dotazniku bylo 20 vyroki, aproximace byla
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provedena na zakladé vice nez 1000 empirickych hodnot, které bylo nejprve potieba
transformovat do intervalu [0, 1]. Nad transformovanymi daty potom byla provedena
aproximace pomoci B-splinti. Vzhledem k tomu, Ze v empirickjch datech jsou za-
stoupeny vsechny hodnoty v rozmezi 1-10, byla okrajova podminka ¢ nastavena na
nulu. Pomoci programu a metod popsanych v predchozich podkapitolach bylo zjisténo,
ze vysledny aproximovany aditivni generator g na intervalu [0, 1] je dan pfedpisem
g(z) = (1—x)? (obr. 5.2a). Pfedpis generatoru je také ovlivnén volbou uzlovych bodi
B-splinu.

o o o o

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) Graf aproximovaného aditivniho generatoru na (b) Graf vysledné t-normy, kterd byla modelovéna
intervalu [0, 1], ktery je dan pfedpisem g(x) = na zdkladé empirickych dat (odpovidd Yagerové
(1—x)2 t-normé s parametrem p = 2).

Obrazek 5.2: Grafické znazornéni vysledku experimentu.
Tento generator odpovidé t-normé:
1
T(x,y) = max{O, 1-— ((1 — :U)2 +(1- y)2) 2 } ,

coz je Yagerova t-norma s parametrem p = 2 (obr. 5.2b).

. Druhgm cilem bylo zjistit, zda lidé chdpou konjunkci jako komutativni operaci. Z ob-

drzenych dotazniki plyne, ze v asi 56 % pripadit byla konjunkce vyhodnocena jako
komutativni operace. Respondenti nej¢astéji chapali konjunkci jako komutativni ope-
raci v dotazniku u otdzek 5 a 10. Naopak nejméné casto u otazek 1 a 20. Otézkou
vSak zustava, do jaké miry byli respondenti ovlivnéni znalosti klasické logiky a jak by
vysledek vypadal u méné technicky zaméfenych respondenti.
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Kapitola 6
Zaver

V této praci jsme se vénovali uninormam, zejména jejich ¢-transformacemi a modelovani
fuzzy logické konjunkce z empirickych dat. Nejprve jsme uvedli piiklady nékolika uninorem,
na kterych jsme zjistovali, za jakych podminek kladenych na funkci ¢ vznikne transformaci
téchto uninorem opét uninorma. Taktéz jsme se vénovali specidlnim pripadim, kdy trans-
formaci vznikla ptivodni uninorma. Na zakladé téchto prikladd se podafilo néktera tvrzeni
o transformaci zobecnit pro obecné uninormy.

V dalsi ¢asti jsme se zabyvali invariantni transformaci uninorem a hledanim invarianti.
Nejprve jsme se vénovali podminkdm na mnoziné [0,e) x (e, 1]. Uvedli jsme nékolik tvr-
zeni, kterd stanovuji podminky pro invariantni transformaci. Mimo jiné jsme zjistili, Ze
pro urcité uninormy po @-transformaci vznikne piivodni uninorma na této mnoziné pravé
tehdy, kdyz je funkce ¢ permutovatelné s jednotlivymi funkcemi na této mnoziné. Touto
podminkou jsme se zabyvali i dile, kdy jsme hledali funkce, které by se daly pro konstrukci
uninorem vyuzit a zaroven budou invariantni vaci transformaci. VysSetfovanymi tiidami
permutovatelnych funkci byly iterace funkci a Cebysevovy polynomy prvniho fadu, kde se
ukazalo, ze neexistuji zadné takové polynomy, které by se daly pro konstrukci uninorem
vyuzit. Pozornost byla také vénovana invariantni transformaci t-norem. Mimo jiné jsme
ukazali, ze transformace diagonalnimi funkcemi jistych triangularnich norem je invariantni.
V neposledni fadé jsme také objevili spojitost mezi invariantnosti a aditivnimi generatory.

Posledni ¢ast prace byla vénovana modelovani fuzzy logickych spojek. Zde se poda-
filo nalézt a analyzovat algoritmus pro aproximaci aditivnich generatort pomoci B-splint.
Tento algoritmus je mozné uplatnit naptiklad pfi navrhu fuzzy kontrolért. Na zakladé
tohoto algoritmu byl implementovan program, ktery poskytuje jednoduchou a efektivni
moznost aproximace aditivnich generatord z empirickych dat. Pomoci tohoto programu byl
vyhodnocen experiment, ktery si kladl za cil nalézt matematicky predpis fuzzy konjunkce,
ve vyznamu pouzivaném lidmi. Z vysledk experimentu vyplynulo, Zze konjunkce pouzi-
vana lidmi nejvice odpovida urcité Yagerové t-normeé. Tento vysledek lze v praxi vyuzit
pri konstrukci vicehodnotové logiky, ktera odpovida lidskému chapani. Dale jsme zjistili, Ze
konjunkci respondenti oznagcili jako komutativni operaci prekvapivé pouze v 56 % pripadu.
Tato hodnota vsak bude patrné zavisla na vzorku respondenti.

Dalsi pokracovani prace by se mohlo ubirat dvéma smeéry. Prvnim by mohlo byt dalsi
studium vlastnosti agregac¢nich operatori, zejména uninorem a teoretické moznosti mode-
lovani fuzzy logickych spojek. Druhym smérem, jakym se dalsi vyvoj muze ubirat, je mode-
lovani implikdtort z uninorem nebo vyuziti modelovani spojek z empirickych dat v oblasti
doporucovacich systémi.
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Priloha A

Obsah CD

Ptilozené CD obsahuje:

bp_xhavle03.pdf — text pisemné zpravy ve formatu PDF

tex/ — zdrojové kédy pisemné zpravy ve formatu IXTEX

src/ — zdrojové kédy programu pro aproximaci aditivnich generatori
examples/ — priklady vstupnich empirickych dat

Makefile — soubor pro pfeklad programu

README. txt — navod pro instalaci
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Priloha B

Diagram trid

MatrixBase

— arr : double * = NULL
— rows : unsigned int
— cols : unsigned int

<Lstatic>
Approximation

— BiggerThanZero(a : double) : bool
— LessThanZero(a : double) : bool
— IncludeValue(p : Vector &,

value : double) : Vector

# GetArray() const : double *
# SetArray(array : double *)
# SetRows(r : unsigned int)
# SetCols(c : unsigned int)

# Assign(mat : MatrixBase &)

MatrixBase()

MatrixBase(N : unsigned int, M : unsigned int)
MatrixBase(mat : const MatrixBase &)
~MatrixBase()

GetRows() const : unsigned int

GetCols() const : unsigned int

+ operator[](index : unsigned int) : double *

+ operator=(mat : MatrixBase) : MatrixBase &

A+

Matrix

# Sum(A : Matrix &) : Matrix &

# PredicateltemCount(predicate : Func)
: unsigned int

# Multiply (A : const Matrix &) : Matrix

+ Matrix()
+ Matrix(N : unsigned int, M : unsigned int)
+ Matrix(mat : const Matrix &)

+ operator=(mat : Matrix) : Matrix &

+ operator+(mat : Matrix &) : Matrix

+ operator-(mat : Matrix &) : Matrix

+ operator®*(mat : const Matrix &) : Matrix
+ Matrix operator*(mul : double) : Matrix

+ Matrix Find(Func predicate) : Matrix

+ Transpose() : Matrix &

+ Inverse() : Matrix &

+ Submatrix(rowVector : vector<int>&,
colVector : vector<int>&) : Matrix

+ Submatrix(rowVector : Matrix &,
colVector : Matrix &) : Matrix

+ ToVector() const : vector<double>

+ Zeros(N : unsigned int,
M : unsigned int) : Matrix

+ Matrix NonNegative(c : Matrix &,
d : Matrix &)

+ Approximate(xk : Matrix &, d : Vector &,
t : Vector &, J : int, degree : int,
eps : double, step : double) : BSpline

+ TransformFunction(double x) : double

BSpline

— points : vector<double>
— step : double

— degree : unsigned int

— start : double

— coefs : Vector

— nodes : Vector

+ BSpline(deg : unsigned int,
nodeList : const Vector &)
+ BSpline()

+ GetStartPoint() : double
+ GetStep() : double
+ GetPoints() : vector<double>&

+ BaseValue(index : unsigned int,
x : double) : double

+ EvalPoints(coeficients : Vector &, start : double,
end : double, step : double, fnc : TransFunc)

# BSplineEval(degree : int, index : int,
t : const Vector &,value : double) : double

l

Vector
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+ Vector()

+ Vector(unsigned int N)

+ Vector(vec : const Vector &)
+ Vector(mat : const Matrix &)

+ operator(](index : unsigned int) : double
+ operator[](index : unsigned int) : double &
+ operator®*(mul : double) : Vector

+

void SetRowValues(index : const Vector &,
value : const Vector &)

+ Vector Subvector(index : const Vector &)

+ Vector RemoveRows(index : const Vector & )

+ static Vector Zeros(unsigned int N)




Priloha C

Ukazka aplikace

Aproximace aditivnich generstordi

Soubor Nastaveni Napovida

25pF

0.8

0.5F

0.2}

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Pocet empirickjch dat: 14, Maximélni potet parametr(:: 3, Hodnota eps: 0.539084

Obrazek C.1: Hlavni okno aplikace.
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Stupefs B-Splinu:
3

Potet uzlovjch bodi:

n

Uzlové body: +
Soufadnice uzlového bodu

11

2/0.99

3los

40539084

5/03

60

7 -02

Ulozit zmény



Empiricka data

Epsilon: |0.539084 l Rédek: E] Sloupec: E]

Y x(1) x(2)

1 0615385 0.8 0.8
2_0.615348 0.81 0.79
3_0.80198 0.9 0.9
4_0.624205 0.79 0.82
5_0.841002 0.93 0.91
6_0.580313 0.78 0.78
?_O.?l4398 0.78 0.93
8_0.58891 0.77 0.8
9_0.61165 0.7 0.9
50.583333 0.6 0.98
30.62406 0.83 0.78
?O.?15965 0.85 0.86
?O.?ZSE?S 0.84 0.88
?0.692608 0.85 0.835

Cancel l l oK

Obrazek C.2: Okno pro editovani empirickych dat.
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Priloha D

Pouzité vyroky v dotazniku

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Hodné lidi v této mistnosti nosi bryle.
. Chodim drfive spat.

. Je slune¢né a teplé pocasi.

. Casto se citim unaveny.

. Matematika ma praktické vyuziti.

. Je sluneéné pocasi.

Hodné lidi v této mistnosti nosi bryle a mé svétlé vlasy.

. Casto se citim unaveny, i kdyz chodim d¥ive spat.

. Jizdné vyrazné zdrazilo.

Matematika je zajimavy védni obor.

Venku je teplo.

Jizdné vyrazné zdrazilo, ale cestovani hromadnou dopravou je pohodlné.
Matematika ma praktické vyuziti a navic je to i zajimavy védni obor.

Je teplé slunecné pocasi.

Hodné lidi v této mistnosti ma svétlé vlasy a nosi bryle.

Cestovani hromadnou dopravou je pohodlné.

Ackoliv chodim dfive spéat, citim se Casto unaveny.

Matematika je zajimavy védni obor a mé praktické vyuziti.

Cestovani hromadnou dopravou je pohodlné, ale jizdné vyrazné zdrazilo.

Hodné lidi v této mistnosti ma svétlé vlasy.
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