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Abstrakt 
Tato p r á c e se věnuje t r i a n g u l á r n í m n o r m á m a jejich z o b e c n ě n í m - u n i n o r m á m , ze jména 
jejich t r a n s f o r m a c í m p o m o c í j e d n o t k o v é funkce, a t a k é mode lován í fuzzy logické konjunkce 
a disjunkce na zák l adě empi r i ckých dat. B y l y stanoveny p o d m í n k y , př i nichž t r ans fo rmac í 
u rč i tých uninorem vznikne o p ě t uninorma. T a k t é ž byly u rčeny p o d m í n k y invariantnosti 
transformace pro t ř í d u u rč i tých uninorem. Transformace uninorem rozšiřuje t ř í d u možných 
spojek a jejich s tudium n á m ulehčilo h l edán í p o d m í n e k př i mode lován í . B y l t a k é nalezen a 
ana lyzován algoritmus pro mode lován í fuzzy logických spojek. N a zák ladě programu imple
mentu j í c ího tento algoritmus by l vyhodnocen experiment, k t e r ý mě l za cíl modelovat fuzzy 
konjunkci už ívanou l idmi . 

Abstract 
This thesis deals w i th triangular norms and their generalizations - uninorms, i n part icular 
w i th their transformation using a unit function and also wi th modeling of fuzzy conjunction 
and disjunction based on empir ical data. The conditions under which transformations of 
certain uninorms give again uninorms are established. Condi t ions of invariance transfor
mations for certain class of uninorms are found. Transformations of uninorms extend class 
of connectives. The study of these transformations faciliates the search of modeling con
ditions. A n algori thm for modeling of fuzzy connectors is also proposed and analyzed. A n 
experiment based on implementat ion of the a lgori thm is evaluated. This experiment aims 
at modeling of fuzzy conjunction for human use. 
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D P o u ž i t é v ý r o k y v d o t a z n í k u 



Kapitola 1 

Úvod 

Fuzzy logika je oborem m a t e m a t i c k é logiky. N a rozdí l od klasické výrokové logiky, kde 
k popisu pravdivosti v ý r o k u v y u ž í v á m e pouze dvě p ravd ivos tn í hodnoty (pravda, nepravda), 
ve fuzzy logice se m í r a pravdivost i v ý r o k ů určuje p o m o c í hodnot intervalu [0,1]. Fuzzy 
logika se v dnešn í d o b ě využ ívá n a p ř . v ř ídicích sys t émech . P o d o b n ě , jako se v klasické 
logice definují operace konjunkce a disjunkce pouze nad dvěmi hodnotami, ve fuzzy logice 
se pro vy jádřen í konjunkce resp. disjunkce využíva j í t r i a n g u l á r n í normy resp. t r i a n g u l á r n í 
konormy. 

V t é t o p rác i se z a b ý v á m e j i s t ý m z o b e c n ě n í m t ěch to funkcí, tzv. uninormami, a t aké 
m o d e l o v á n í m fuzzy logických spojek z empi r i ckých dat. V p ř í p a d ě uninorem se věnu
jeme (^-transformaci, což je j e d n í m ze z p ů s o b ů jejich konstrukce. Za j ímá n á s p ř e d e v š í m 
(^-transformace, jejíž výs l edkem je opě t uninorma a t a k é p ř ípady , kdy vznikne p ů v o d n í 
uninorma 

Motivace pro vznik t é t o p r á c e byla dvoj í . Jednak výs ledky D . S m u t n é - H l i n ě n é [14] 
v p rác i zabývaj íc í se (^-transformací t r i a n g u l á r n í c h norem, kde byla mimo j iné ú p l n ě vy
řešena transformace d ras t i ckého součinu a min imové t r i a n g u l á r n í normy. Co se týče mode
lování logických spojek, j e d n á se o čas tý p r o b l é m , pro k t e r ý existuje s tá le m á l o z n á m ý c h 
p r o s t ř e d k ů . 

Celá p r á c e je č l eněna do č ty ř h lavn ích kapi tol . K a p i t o l a 2 slouží jako s t r u č n ý ú v o d 
do problematiky. V t é t o kapitole jsou p ř e d s t a v e n y h lavní definice, k t e r é jsou využ ívány 
v dalš ích čás tech p ráce , n ě k t e r á zák l adn í t v rzen í a p ř í k l ady uninorem. 

K a p i t o l a 3 je věnována s a m o t n ý m t r a n s f o r m a c í m uninorem. Je provedena transformace 
uninorem p ř e d s t a v e n ý c h v p ředchoz í kapitole. Jsou stanoveny p o d m í n k y , za nichž vznikne 
opě t uninorma, a n ě k t e r é výs ledky jsou dá le zobecněny. 

Obsahem kapi toly 4 je h l edán í i n v a r i a n t ů t r ans fo rmac í uninorem a t r i a n g u l á r n í c h norem. 
Je tedy h l e d á n a odpověď na o t á z k u , kdy t r ans fo rmac í vznikne p ů v o d n í uninorma, resp. 
t r i a n g u l á r n í norma. 

K a p i t o l a 5 popisuje mode lován í fuzzy logických spojek na zák ladě empi r i ckých dat. 
Obsahem t é t o kapitoly je uveden í algori tmu pro mode lován í , implementace programu a na 
jeho zák l adě p roveden í experimentu z a m ě ř e n é h o na c h á p á n í fuzzy konjunkce l idmi . 

V závěru jsou zhodnoceny dosažené výs ledky a t a k é jsou n a z n a č e n y m o ž n é s m ě r y da l š ího 
pokračován í p ráce . 

Tvrzen í , u nichž nen í uveden zdroj , jsou v las tn í a čás t p r á c e byla p ř e d s t a v e n a v závěreč
n é m kole S t u d e n t s k é vědecké o d b o r n é č innos t i ( S V O C ) v matematice a informatice [7]. 
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Kapitola 2 

Triangulární normy a uninormy 

Ú s t ř e d n í oblast z á j m u t é t o p r á c e tvoř í t r i a n g u l á r n í normy a uninormy. T r i an g u l á rn í normy 
se ve fuzzy logice používa j í pro mode lován í fuzzy konjunkce. T r i an g u l á rn í konormy zase 
k mode lován í disjunkce. Uninormy, což jsou funkce zobecňuj ící t r i a n g u l á r n í normy a ko
normy, ma j í velký v ý z n a m př i mode lován í fuzzy i m p l i k á t o r ů a jako agregační o p e r á t o r y 
t a k é v oblasti doporučovac ích sys t émů . 

2.1 Definice a základní vlastnosti 

V t é t o čás t i jsou p o p s á n y zák ladn í definice, k t e r é budou využ ívány v dalš ích čás tech p ráce . 

Definice 2.1. [1] Triangulární norma (zkráceně t-norma) je binární operace na jeánotko-
vém intervalu [0,1], teáy funkce T : [0, l ] 2 —> [0,1] taková, že pro kažáé x,y, z G [0,1] jsou 
splněny násleáující axiomy: 

1. Komutativnost 
T(x,y) T{y,x) 

2. Asociativnost 
T(x,T(y,z)) T{T{x,y),z) 

3. Monotónnost 
T(x, y) < T(x, z) jestliže y < z, 

4- Okrajová poámínka 
T(x, 1) = x. 

P ř í k l a d 2.1. [ ] Následuj ící p ř ík l ad ukazuje n ě k t e r é zák l adn í t-normy. 

• M i n i m o v á t-norma: TM '• [0, l ] 2 —> [0,1] d a n á p ř e d p i s e m 

TM{x,y) minja;, y}. 

• D r a s t i c k ý součin: TJJ : [0, l ] 2 —>• [0,1] d a n á p ř e d p i s e m 

max{x , y} = 1 
j inak. 
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• Součinová t-norma: Tp : [0, l ] 2 —>• [0,1] d a n á p ř e d p i s e m 

Tp(x,y) = xy. 

• Lukasiewiczova t-norma: TL : [0, l ] 2 —>• [0,1] d a n á p ř e d p i s e m 

TL(x, y) = max{0, x + y - 1}. 

K e každé t r i a n g u l á r n í n o r m ě existuje její duá ln í funkce S : [0, l ] 2 —> [0,1], n a z ý v a n á 
t-konorma, k t e r á je d á n a p ředp i sem: 

S(x,y) = l - T ( l - x , l - y ) , 

kde T je t r i a n g u l á r n í norma [ ]. 
T r i angu lá rn í normy m ů ž e m e rozděl i t podle jejich v l a s tnos t í . V ý z n a m n o u t ř í d u tvoř í 

a rch imedovské t-normy, k t e r é lze vy jádř i t ad i t i vn ími gene rá to ry . Spoj i tou t-normu T nazý
v á m e archimedovskou, pokud Vx G (0,1) p la t í T{x,x) < x. 

Definice 2.2. / ] Aditivní generátor spojité archimedovské t-normy T je klesající funkce 
g : [0,1] —>• [0, oo] s podmínkou g(l) = 0. Přičemž t-norma T je dána předpisem: 

T(x,y)=g(-1\g(x)+g(y)), 

kde g* - 1 - 1 je pseudoinverzní funkce k funkci g (viz. kapitola 3). 

Dále j e š t ě uvedeme definici t r i a n g u l á r n í subnormy, což je j i s t é zobecněn í t r i a n g u l á r n í 
normy. 

Definice 2.3. / / Triangulární subnorma je binární operace na jednotkovém intervalu 
[0,1], tedy funkce M : [0, l ] 2 -> [0,1] taková, že pro každé x,y,z G [0,1] jsou splněny 
následující axiomy: 

1. Komutativnost 
T(x,y) = T(y,x), 

2. Asociativnost 
T(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z), 

3. Monotónnost 

T(x, y) < T(x, z) jestliže y < z, 

4- T(x,y) < mín{x,y} pro každé (x,y) G [0, l ] 2 . 

P o d o b n ě , jako jsme uvedli definice t-norem, uvedeme i definice uninorem a několik 
tv rzen í , k t e r é se p rávě t ě c h t o funkcí týkaj í . 

Definice 2.4. [16] Uninorma je binární operace na jednotkovém intervalu [0,1], tedy funkce 
U : [0, l ] 2 ->• [0,1] taková, že pro každé x,y, z G [0,1] jsou splněny následující axiomy: 

1. Komutativnost 
U(x,y) = U(y,x), 
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2. Asociativnost 
U(x,U(y,z)) = U(U(x,y),z), 

3. Monotónnost 

U(x,y) < U(x,z) jestliže y < z, 

4- Existence neutrálního prvku e G [0,1] 

U(x, e) = x. 

V p ř í p a d ě uninormy s n e u t r á l n í m prvkem e = 1 se j e d n á o t-normu. V p ř í p a d ě , že e = 0, 
j e d n á se o t-konormu. 

Definice 2.5. [16] Uninormu U nazýváme konjunktivní, pokuá 

Vx G [0,1] : U(x,0) = 0. 

Množinu, jejíž prvky jsou konjunktivní uninormy, označujeme Uc. 

Nejprve uvedeme několik tv rzen í , k t e r á n á m blíže upřesňuj í p o d m í n k y pla t íc í pro každou 
uninormu. J e d n á se p ř e d e v š í m o h ran i čn í p o d m í n k y a chování uninorem na m n o ž i n ě (e, 1] x 
[ 0 , l ) U [ 0 , l ) x ( e , l ] . 

T v r z e n í 2.1. Necht U je uninorma s neutrálním prvkem e G (0,1). Pokuá Vx G (e, 1] : 
Č7(0, x) = c a c je konstanta, potom c = 0, teáy U (=UC. 

Důkaz. Z m o n o t ó n n o s t i uninorem vyp lývá , že c G [0, e]. Zře jmě pro každé x G [0, e] : 
U(0,x) = 0. N y n í p ř e d p o k l á d e j m e x\ G (e, 1], z asoc ia t ívnos t i uninormy plyne: 

c = Č7(xi,0) = U(xi, 17(0, 0)) = U(U(xi,0), 0) = U(c, 0) = 0. 

Z rovnosti plyne, že c = 0. V tomto p ř í p a d ě již asociativita nen í p o r u š e n a . • 

T v r z e n í 2.2. Nechť U je uninorma s neutrálním prvkem e G (0,1). Potom pro funkci 
č7(-,0) platí poámínka: 

Vy G H(U(; 0)) : i n f{x G (e, 1] : U(x, 0) = y} = y A U (y, 0) = y. 

Důkaz. Z asoc ia t ívnos t i uninormy V x G (e, 1] plyne: 

17(17(0,0), x) = 17(0, x) = 17(0,17(0, x)) . 

Provedeme substituci tp(x) = U(0,x), tedy dostaneme: 

ip(x) = tp o tp(x) < x. 

P o k u d m = tp(x), po tom m = tp(m). U v e d e n á rovnost p l a t í pro ip(x) = x nebo ip(x) = c. 
Podle tv rzen í 2.1 ip(x) = 0. Dá le rovnost p la t í pro kombinaci t ě c h t o p o d m í n e k - funkce 
m u ž e tvoř i t „ s chody" , k t e r é začínaj í na d iagoná le (obr. 2.1). Tedy funkce tp m ů ž e obsahovat 
k o n s t a n t n í intervaly X = [aj,6j] ( V x i , X 2 G X : ip{x\) = ip{x2)^x < ai : tp(x) ^ ip(a,i)) 
t akové , že = tp(ai). Toto splňuje d o k a z o v a n á p o d m í n k a . • 

Chován í uninorem v d r u h é okra jové souřadn ic i popisuje následující tv rzen í . 
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T v r z e n í 2.3. Nechť U je uninorma s neutrálním prvkem e G (0,1). Potom pro funkci 
U(-,l) platí podmínka: 

Vy G H(U(; 1)) : sup{x G [0, e) : U(x, 1) = y} = y A U(y, 1) y-

Důkaz. P r ak t i cky iden t ický jako d ů k a z tv rzen í 2.2. P ř í k l a d p r ů b ě h u uninormy U v k ra jn í 
souřadn ic i je na o b r á z k u 2.1. • 

/ 

/ 

o / 

/ 

/ 

O b r á z e k 2.1: P ř í k l a d y Č7(x,0) a Č7(x, 1) 

T v r z e n í 2.4. /iff/ Necht U je uninorma s neutrálním prvkem e. Potom V ( x , y ) G (e, 1] x 
[0, e) : m in{x , y} < U (x, y) < max{x , y}. 

Důkaz. Z m o n o t ó n n o s t i uninormy U v y p l ý v á U (x, y) > x pro x G [0, e) a y G (e, 1], 
tedy U(x,y) > mm{x,y}. D ruhou čás t nerovnosti lze d o k á z a t velmi p o d o b n ě . Z p o d m í n k y 
m o n o t ó n n o s t i plyne, že U (x, y) < y pro x G [0, e) a y G (e, 1], tedy U (x, y) < max{x , y}. • 

2.2 Příklady konkrétních uninorem 

V t é t o sekci n á s budou z a j í m a t již k o n k r é t n í p ř í k l a d y uninorem. Budeme uvažova t uninormy 
s n e u t r á l n í m prvkem e, pro k t e r é p la t í následuj íc í p o d m í n k a : \/{x,y) G [0,e) 2 : U(x,y) = 0. 
Množ inu uninorem, k t e r é splňují tuto p o d m í n k u , si označ íme UQ. P o s t u p n ě se budeme 
snaži t urč i t i o s t a t n í hodnoty. U v e d e n é p ř ík l ady uninorem jsou p ů v o d n í a v další kapitole 
je budeme využ íva t př i z k o u m á n í 92-transformací. 

T v r z e n í 2.5. Nechť U je uninorma s neutrálním prvkem e a navíc U G UQ. Pokud U (x, 0) = 
0 pro x G (e, P], kde j3 < 1, potom U (x, y) < e pro y G [0,e). 

Důkaz. O p ě t vyjdeme z a soc ia t ívnos t i uninormy a p ř e d p o k l á d á m e y, z G (0, e). P o t o m 

U(x, U(y, z)) = U(x, 0) = 0 = U(U(x, y), z). 

Rovnost U (U (x, y), z) = 0 p la t í v p ř í p a d ě , že z = 0 a U (x, y) G (e,/3] nebo U (x, y) = 0 
nebo U (x, y) < e. Vzhledem k tomu, že z Ý 0 a U (x, z) > 0, p l a t í U (x, y) < e. • 

Z předchoz ích tv rzen í plyne: 

D ů s l e d e k 2.1. Nechť U je uninorma s neutrálním prvkem e splňující U <EUcnUo. Potom 
platí, že U £ UM,e, kde UM,e je množina funkcí, které splňují následující podmínky (pro 
f G UM,e): 
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1. f je neklesající, komutativní a asociativní funkce, 

2. min{a;,y} < f(x,y) < max{x,y}, 

3. l i m f(x,y) = e, pro y G [e, 1]. 
x—>e— 

Nyní j iž m ů ž e m e uvés t p ř í k l ady j edno t l i vých uninorem. P ro jednoduchost uvažu jeme 
uninormy, pro k t e r é p l a t í V x , y G (e, 1] : U (x, y) = max{x,y}. 

P ř í k l a d 2.2. Ne jmenš í uninorma U\ s n e u t r á l n í m prvkem e = \ . 

Í
m&x{x,y} mm{x,y} > ^, 
mm{x,y} (x,y) G [±,1] x [0, \) U [0, \) x [±,1] , 
0 j inak. 

Komuta t ivnos t a m o n o t ó n n o s t je z ře jmá. D ů k a z y asoc ia t ívnos t i n a z n a č í m e pouze pro 
nejzaj ímavější p ř í p a d y : 
Nejprve pro x G [O, \), y G [O, | ) , tedy 

I 7 i ( s , l 7 i ( y , « ) ) = 0 = l7 i (0 ,« ) = l / i ( l 7 i ( s , y ) , « ) . 

P o k u d x G [0, y, z G (\, l ] tedy 

ř7i(x, Č7i(y,z)) = x = Ui(x,z) = U1(U1(x,y), z). 

P ř í k l a d 2.3. U n i n o r m a U2 s n e u t r á l n í m prvkem e = \ a p ř edp i sem: 

m a x { x , y } m i n { x , y } > | , 
m i n { x , y } (x,y) G [±,1] x [|, ±) U x [1,1], 
\ ( x , y ) G [ i , l ] x ( 0 , i ) u ( 0 , i ) x [ I , l ] , 
0 j inak. 

Komuta t ivnos t a m o n o t ó n n o s t je o p ě t z ře jmá . C o se týče asoc ia t ívnos t i , tak nejprve 
pokud x G [O, | ) , y G [O, ^ ) , tedy 

U2(x,U2(y,z)) = 0 = I7 2 (0,z) = U2(U2(x,y),z). 

Dále pokud x G (O, | ] , y, z G ( | , l ] : 

U2(x, U2(y, z)) = -A = U2 Q, z\ = U2(U2(x, y), z). 

U2(x,y) 

m i n max 

0 m i n 

0.25 m i n max 

0 

m i n 

0 

0.25 

0.5 1 0 0.5 

O b r á z e k 2.2: U n i n o r m a Ui a U2 
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P ř í k l a d 2.4. U n i n o r m a U3 s n e u t r á l n í m prvkem e = \ , k t e r á je d á n a p ř e d p i s e m 

{ 0 m a x { x , y } < \ , 

m a x { x , y } m a x { x , y } > 5 , 

min{x , y} j inak. 
Komuta t ivnos t a m o n o t ó n n o s t je opě t z ře jmá, zbývá d o k á z a t asociativnost. P o k u d x , y G 

[ 0 , | ) , z G ( | , 1 ] , tedy 
C/ 3 (C / 3 (x ,y ) , z ) = 1/3(0,«) = z = U3(x,z) = U3(x,U3(y,z)). 

N y n í x G [0,1), ye ( | , 1 ] : 
^3(^3(2, y ) , z) = ř/3(y, «) = max{y, z} = C/ 3(x, C/ 3(y, z)) . 

A nakonec x, y G ( 5 , l ] : 

^3(^3(2, y ) , z) = max{x , y, z} = U3(x, U3(y, z)). 

P ř í k l a d 2.5. U n i n o r m a C/4 s n e u t r á l n í m prvkem e = | a p ř edp i sem: 

Í m a x { x , y } m i n { x , y } > | nebo m a x { x , y } > | , 
0 m a x { x , y } < 1, 

min{x , y} j inak. 
Komuta t ivnos t a m o n o t ó n n o s t je o p ě t z ře jmá, zbývá d o k á z a t asociativnost. P o k u d x G 

[ 0 , l ) , y G [ f , l ] , t e d y 
Uí(Uí(x, y),z) = C/ 4(y, z) = max{y, z} = UA(x, C/ 4(y, z)) . 

D á l e x G ( | , 1 ] , y € [ | , 1 ] : 

C/4 (a;, C/ 4(y, z)) = max{x , y, z} = UA(UA(x, y),z), 

x,ze [0 ,1) , y G ( 1 , | ) : 

ř / 4 ( x , C/ 4(y, z)) = UA(x, z) = 0 = ř / 4 ( ř / 4 ( a ; , y) , z) , 

* G [ 0 , 1 ) , y G {11), z € [ | , l ] : 

C/4 (a;, ř / 4 ( y , z)) = C/ 4(x, 2) = z = ř / 4 ( ř / 4 ( a ; , y) , z) . 

max max 

0 max 

max 

max 

m i n 

max 

0 m i n max 

0.5 1 0 0.5 

O b r á z e k 2.3: Un ino rma U3 a C/4 

P o d o b n ě jako jsme ve čtverci (e, l ] 2 uvažoval i m a x { x , y } , m ů ž e m e pro získání dalš ích 
p ř ík l adů uninorem uvažova t i j inou t-konormu (s j i nými zby lými obdé ln íky ) . 
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Kapitola 3 

Transformace uninorem 

T r i a ngu l á rn í normy mohou bý t k o n s t r u o v á n y roz l ičnými způsoby . V t é t o p rác i budeme pra
covat h l avně s gene rován ím p o m o c í existuj ící t -normy [ ]. M y se budeme z a b ý v a t (^-trans
formací uninorem. P o s t u p n ě budeme uvažova t uninormy z předchoz í čás t i a budeme hledat 
vlastnosti funkce tp, p ř i jejíž transformaci vznikne opě t uninorma. Obsahem t é t o kapitoly je 
i zobecněn í transformace pro obecné uninormy. Hlavn í mot ivac í by la transformace t-norem, 
jejichž z o b e c n ě n í m jsou p rávě uninormy. 

Transformace uninorem je v ý z n a m n á z hlediska konstrukce nových t ř í d možných spojek. 
Znalosti transformace t-norem a uninorem a s tudium jejich v l a s tnos t í n á m ulehči ly h l edán í 
p o d m í n e k pro mode lován í fuzzy spojek. 

Pro transformaci budeme p o t ř e b o v a t znalost pseudo inverzn í funkce k d a n é funkci, což 
je m o n o t ó n n í zobecněn í klasické inverzní funkce. 

Definice 3.1. [8] Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je neklesající, resp. nerostoucí funkce. Pseudoin
verzní funkce </?(_1) k funkci (p je dána předpisem: 

ip(-l\x) = sup{z e [0,1] : <p(z) < x}, 

pro neklesající funkci ip, resp. 

ip(-l\x) = sup{z e [0,1] : <p(z) > x}, 

pro nerostoucí •p, s konvencí sup $ = 0. 

Poznámka: V p ř í p a d ě , že funkce tp : [0,1] —>• [0,1] je ros touc í , tak p la t í <£>(_1) cxp(x) = x. 
P o k u d je funkce <p surjekce, potom p la t í rovnost <p o <^( _ 1)(x) = x. P ř í k l a d y funkcí a jejich 
pseudo inverzů jsou uvedeny na o b r á z k u 3.1. 

V ý s l e d n á ( t r ans fo rmovaná ) t-norma je d á n a p ř e d p i s e m [8]: 

, \ _ í m i n { x , y } pokud m a x { x , y } = 1, 
1<pW>y) = \ <p(-V[T(<p(x)Mv))] Jinak, 

kde T je t-norma a (p^1) je pseudo inverzn í funkce k neklesaj ící funkci <p : [0,1] —>• [0,1], 
k t e r á je s p o j i t á na i tervalu (0,1). V p ř í p a d ě , že v p ředp i se t r a n s f o r m o v a n é t-normy vyne
c h á m e čás t min{x , y} (se zachován ím v la s tnos t í funkce tp), vzn ik lou funkcí bude t r i a n g u l á r n í 
subnorma. 
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1 

0.75 

0.5 
(-i) 

i 

0.75 

0.5 

—I 1 x 
0.5 0.75 1 

f ( - i ) 
J2 

H 1 x 
0.5 0.75 1 

O b r á z e k 3.1: P ř í k l a d y funkcí f\, f2 a jejich pseudo inverzn ích funkcí. 

Poznámka: Funkce vzn ik lá t r ans fo rmac í n e m u s í bý t v ž d y t-norma. Vlas tnos t i transfor
m o v a n é funkce závisí na funkci tp. 

L e m m a 3 . 1 . Nechť (p : [0,1] —>• [0,1] je os t ř e ros touc í , s p o j i t á funkce, potom 

í x x e M O ) , p ( l ) ] , 
po^~1)(x) = l <p(o) x e [0,^(0)], 

{ ¥>(1) Jinak. 

Následující definice zobecňuje ^-transformaci t-norem. N a rozdí l od t-norem, zde nen í 
za ručen vznik uninormy. 

Definice 3 .2 . [6] Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je neklesající funkce, Ue je uninorma s neutrálním 
prvkem e a e' = ip^~l\e), potom funkce je áána přeápisem: 

x y = e 
U<p(x,y) = { y x = e', 

(p(~V[Ue((p(x),(p(y))} jinak. 

Následující t v rzen í ukazuje ne j j ednodušš í p ř í p a d transformace, př i k t e r é je výs l edná 
funkce opě t uninormou. J e d n á se o p ř í p a d , kdy <p je ros touc í bijekce. 

T v r z e n í 3 . 1 . Nechťip : [0,1] —>• [0,1] je spojitá, bijektivní funkce a nechť3e' : e' = </? - 1(e) ; 

káe e je neutrální prvek uninormy Ue. Potom funkce 

Uv{x, y) = (p~lpe{(p{x), ip(y))} 

je uninormou s neutrálním prvkem e'. 

Důkaz. Komuta t ivnos t Uv(x,y) je z ře jmá . V d ů k a z u asoc ia t ívnos t i vyjdeme z toho, že 
ip o (p~1(x) = íp-1 o (p(x) = x ( jedná se o bijekci): 

Uv{x, Uv{y, z)) = Uv{x, p~1[Ue(p(y),p(z))}) = (p~l[Ue{(p{x), Ue(p(y), <p(z)))]. 

Z asoc ia t ívnos t i Ue plyne: 

p-\Ue{p{x),Ue{p{y),p{z)))]=p-1[Ue{Ue{p{x),p{y)),p{z)))} = 

p-\Ue(p(p-\Ue(p(x),p(y)))),p(z)))]=p-1[Ue(p{Uv(x,y)),p(z))} = 

UtpiU^x^)^). 
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Tedy funkce Uv je asoc ia t ivn í . Existence n e u t r á l n í h o prvku: 

Vx G [0,1] : U<p(x, e) = U<p(e', x) = </? _ 1 [ř7 e (e, <p(x))] = tp~1((p(x)) = x. 

Díky asociativnosti je n e u t r á l n í prvek e' j e d n o z n a č n ě u rčen . Zbývá d o k á z a t m o n o t ó n n o s t . 
Vxi,X2,y € [0,1] : x\ < x2, tedy 

U^x^y) < U(f{x2,y) <p~l[Ue{<p{xi),ip(y))} < ip~1[Ue((p(x2),(p(y))} => 

Ue(<p(xi),<p(y)) < Ue((p(x2),<p(y)), 

což je d íky m o n o t ó n n o s t i uninormy Ue sp lněno . • 

T v r z e n í 3.2. Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je spojitá, ostře rostoucí funkce a Ue je uninorma 
s neutrálním prvkem e. Potom je neutrální prvek e' transformované uninormy jeánoznačně 
určen a to e' = ip^~l\e). 

Důkaz. K d y b y n e u t r á l n í prvek t r a n s f o r m o v a n é uninormy e' > <^(_1)(e) nebo e' < <p^~1\e), 
tak už funkce nen í uninormou, p ro tože by byla p o r u š e n a m o n o t ó n n o s t . • 

3.1 Transformace uninormy U\ 

V t é t o čás t i budeme zkoumat transformace uninormy U\. B u d o u n á s z a j í m a t situace, kdy 
výs l edná funkce bude uninormou a t a k é kdy výs l edná uninorma bude o d p o v í d a t u n i n o r m ě 
U\. P ř i transformaci budeme nejprve uvažova t os t ř e ros touc í b i jekt ivní (p. 

P ř í k l a d 3.1. Nechť funkce ip-y : [0,1] —>• [0,1] je d á n a p ř e d p i s e m 

tpi(x) = x2, 

potom funkce (Ui)vi bude vypadat nás ledovně 

max{x,y} m i n { x , y } > 

( I 7 i ) v i ( x , y ) = { m i n { x , y } (x,y) G [ f , 1] x [0, % U [0, % x [ f , 1], 

0 j inak. 

J e d n á se tedy o uninormu, k t e r á je izomorfní s uninormou U\ ovšem s n e u t r á l n í m prvkem 

P ř í k l a d 3.2. Nyn í budeme uvažova t funkci tp, k t e r á nen í sur jek t ivn í . Nechť (p2 '• [0,1] —> 
[0,1] je funkce d á n a p ř e d p i s e m 

i \ 1 1 

<P2{X) = -X+ - . 

Funkce (Ui)^ je uninormou s n e u t r á l n í m prvkem e = = \ a nav íc (Ui)^ = U\. 

P ř í k l a d 3.3. Nakonec j e š t ě uvedeme p ř ík l ad ne spo j i t é funkce ip. Nechť (p3 : [0,1] —>• [0,1] 
je d á n a p ř e d p i s e m 

[0.1) > \x x £ 
7) X | 7T X £ 
2 ^ -R 2 ^ |_2> 

Funkce (Ui)^ je o p ě t uninormou a ( ř 7 i ) ^ 3 = U\. 

Nyní již není t ěžké p r o k á z a t následuj íc í tv rzen í . 

U l • 
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T v r z e n í 3.3. Necht <p : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce a navíc platí tp^ ^ ( 5 ) = \ . 

Potom funkce 

( x y = h 
{Ui)v(x,y) = < y x = h 

[ ^~r>pi{ip{x),ip{y))} jinak, 

je uninormou s neutrálním prvkem e = \ a navíc (JJ\)tp = U\. 

Důkaz. Existence n e u t r á l n í h o p rvku e = \ plyne p ř í m o z definice. Vzh ledem k tomu, že 

funkce <p je os t ř e ros touc í , p l a t í </?(_1) o (p(x) = x. Tedy 

\fx,y G [0,1) : ( I 7 i ) v ( x , y ) = ^ [ U ^ x ) , <p(y))] = ^ ( O ) = 0 = Ufay), 

V x , y G (1, l ] : (U^^x, y) = ^ ( _ 1 ) ( m a x { ^ ( x ) , ip(y)}) = max{x , y} = Ui(x, y), 

Vx G (1,1] ,y G [0,1) : ( ř 7 i ) v ( x , y ) = ^ ( _ 1 ) ( m i n { ^ ( x ) , (p(y)}) = m i n { x , y } = Ui(x,y). 

Což z n a m e n á , že (Ui)^ = U\. • 

D ů s l e d e k 3.1. Nechť : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce a nechť e = potom 
transformovaná uninorma (Ui)v je dána předpisem: 

Í m a x { x , y } m i n { x , y } > e , 
min{x , y} (x, y) G [e, 1] x [0, e) U [0, e) x [e, 1], 
0 jinak. 

Poznámky: Pokud e = 1, tak (Ui)v = Trj (drastický součin) a pokud e = 0, tak (Ui)v = SM 
(maximová t-konorma). 

Nyní se budeme blíže věnova t neklesa j íc ím (p. Následuj ící t v rzen í popisuje chování sklá
dán í neklesaj ící funkce tp a její pseudo inverzn í funkce ip(~l\ 

L e m m a 3.2. Nechť ip : [0,1] —> [0,1] je neklesaj ící funkce a X = [aj, 6j] je interval takový, 
že Vx G X : (p(x) = a a Vx < a% : <p(x) ^ Ci. P o t o m 

Vx G X : c^*-1*1 o ip(x) = CLÍ. 

Důkaz. Vyjdeme z definice pseudo inverzn í funkce: ip^~l\x) = sup{z G [0,1] : (p(z) < x} 
tedy: 

ip(~l\ip(x)) = sup{z G [0,1] : ip(z) < ip(x)} = CLÍ. 

• 
T v r z e n í 3.4. Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je funkce a (Ui)v : [0, l ] 2 —>• [0,1] je operace vzniklá ip-
transformací uninormy U\. Pokud je ( ř / i ) ^ uninormou, potom je íp na intervalu (e', 1] ostře 
rostoucí, kde e' je neutrální prvek transformované uninormy, pro který platí e' = </?(_1)(^). 

Důkaz. Nyn í p ř e d p o k l á d e j m e , že ip obsahuje na intervalu (e', 1] k o n s t a n t n í úsek X = (aj, bj) 
(di > e'). N a t r a n s f o r m o v a n é u n i n o r m ě se to p ro jev í k o n s t a n t n í ob las t í ve č tverci (e', 1] x 
(e', 1]. P o t o m pro každé x i , X 2 G X podle lemmatu 3.2. p la t í : 

{Ui)ip(x1,x2) = ^ ( _ 1 ) [ m a x { ^ ( x i ) , ^ ( x 2 ) } ] = a*. 

Což je ale spor, p ro tože pro každou uninormu p la t í , že U(xi,X2) > m a x { x i , X 2 } , ale 
{Ui)p(xi,X2) = a-i < m a x { x i , X 2 } . Tedy (Ui)v nen í uninorma. • 
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T v r z e n í 3.5. Nechť tp : [O,1] -> [0,1] je funkce a (Ui)v : [O, l ] 2 -)• [0,1] je operace vzniklá 
p-transformací uninormy U\. Potom pokud je ( ř / i ) ^ uninormou, potom je ip na intervalu 
[O, e') osíře rostoucí, kde e' je neutrální prvek transformované uninormy, pro který platí 
e' = ^ \ \ ) . 

Důkaz. P ř e d p o k l á d e j m e , že ip obsahuje na intervalu [0, e') k o n s t a n t n í úsek X = (aj,6j) 
(bi < e'). N a t r a n s f o r m o v a n é u n i n o r m ě se to pro jev í k o n s t a n t n í m i oblastmi v obdéln íc ích 
[0, e') x (e', 1] U (e', 1] x [0, e'). P o t o m pro každé x\ G X , X2 G (e', 1] podle lemmatu 3.2. p la t í : 

( ^ 1 ) ^ 1 , ^ 2 ) = ^ ( _ 1 ) [ m i n { ^ ( x i ) , (p(x2)}} = = aj. 

Což je ale spor, p ro tože pro každou uninormu p la t í , že U(xi,X2) > m i n { x i , X 2 } = x\, ale 
{Ui)ip(xi,X2) = a% < x\. Tedy ( ř / i ) ^ není uninorma. • 

P o s l e d n í m p ř í p a d e m u m í s t ě n í k o n s t a n t n í h o ú seku X je V x G X : ip(x) = e = \ . P o t o m 
by se už ale nejednalo o uninormu, p ro tože n e u t r á l n í prvek je vždy j ednoznačný . 

Následující důs ledek shrnuje poznatky o transformaci uninormy U\. N a konci k a ž d é h o 
p ř ík l adu transformace uninorem XJ\ - U4 je t v rzen í nebo důs ledek shrnuj íc í poznatky o 
transformaci d a n é uninormy. T y t o p ř ík l ady slouží k de ta i lně j š ímu p o c h o p e n í (^-transformace 
a m o ž n é m u zobecnění . 

D ů s l e d e k 3.2. Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je spojitá surjektivní funkce. Potom transformovaná 
funkce (U\)<p je uninormou právě tehdy, když p je ostře rostoucí. 

3.2 Transformace uninormy U2 

P o d o b n ě jako v p ředchoz í sekci budeme zkoumat transformace uninormy Ui. O p ě t nejprve 
uvažu jme os t ř e ros touc í , spo j i t é , su r jek t ivn í <p. 

P ř í k l a d 3.4. Nechť funkce p>\ : [0,1] —>• [0,1] je d á n a p ř e d p i s e m 

ipi(x) = x2. 

P o t o m pro funkci (^2)^1 p la t í : 

m a x { x , y } m i n { x , y } > ^ , 

m i n { x , y } (x,y) G p f , 1] x [§, % U [\, % x p f , l ] , 

\ ( i , » ) e [ f I i ] x [ o 1 | ) u [ o 1 | ) x [ | , i ] , 
0 j inak. 

N e u t r á l n í prvek t é t o uninormy je e' = ip(~l\é) = = K o n s t a n t n í úsek m á 

hodnotu p>(-l){\) = \ . 

Dále se budeme z a b ý v a t o s t ř e ro s touc ími (p, k t e r é nejsou sur jekt ivní . 

T v r z e n í 3.6. Nechť (p : [0,1] —> [0,1] je ostře rostoucí funkce (p(l) > \), potom {U2)p> 

je uninorma s neutrálním prvkem e G (0,1), pouze když p(0) G [|, \ ) U {0} a p>^~l\\) < 

{U2)Ví{x,y) 
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Důkaz. Nejprve pokud < (̂0) > | . P o t o m t r a n s f o r m o v a n á uninorma je d á n a p ředp i sem: 

Í m a x { x , y } m i n { x , y } > e , 
min{x , y} (x, y) G [e, 1] x [0, e) U [0, e) x [e, 1], 
0 j inak, 

kde e = sup jz G [0,1] : (p(z) < ^} (pokud e = | , ( t ^ ) ^ = U\). N y n í budeme p ř e d p o k l á d a t , 
že (p(0) G (0, | ) . Z a soc ia t ívnos t i ( L ^ ) ^ plyne: 

( ^ 2 ) ^ ( ^ 2 ) ^ ( 0 , 0 ) , 1) = ( t / 2 y o , 1) = ^ ( - ^ Q ) / o , 

(1/2)V(0,(172)V(0,1)) = ( l / 2 ) V ( 0 ^ ( - 1 } Q ) ) = [í/2 ( V ( 0 ) , V W - 1 } Q 

^ 2 ( ^ ( 0 ) , J ^("^ (O) = 0. 

Tedy <p(0) £ ( | , 0). Zbývá d o k á z a t , že (p m ů ž e bý t i nespo j i t é . P r o ip(0) > | t r a n s f o r m o v a n á 
uninorma (t/2)^ = (Ui)v, a tedy jak bylo u k á z á n o v sekci 3.1, (p m ů ž e bý t i nespo j i t é . 
Označíme- l i si e' = a e = ť /?* - 1 * 1 ^) , po tom funkce (U2)(p je d á n a p ř edp i sem: 

Í
m a x { x , y } m i n { x , y } > e , 

min{x , y} (x, y) G [e', 1] x [e', e) U [e', e) x [e, 1], 
^ ( " 1 ) ( i ) = e / (x, y) G [e,l] x [0, e') U [0, e') x [e , l ] , 
0 j inak. 

Nejprve uvažu j eme e' = ^ " ^ ( i ) = V 9 * " - 1 ' 1 ^ ) = e - P o t o m z asoc ia t ívnos t i plyne (pro x < e'): 

( t / 2 W ( t / 2 y * , 1), 1) = (U2)<p(e', l) = l ^ e ' = (U2)v(x, 1) = (U2)v(x, (U2)v(l, 1)). 

Což je spor, tedy e' < e. 
V tomto p ř í p a d ě je funkce (U2)p uninormou (komutativnost a m o n o t ó n n o s t je z ř e jmá) . 

D ů k a z asoc ia t ívnos t i provedeme pouze pro nejzaj ímavějš í p ř ípady . 
Nejprve pokud x G [0, e'], y G [0, e): 

( t / 2 W ( t / 2 W x , y), z) = o = ( t / 2 y x , ( t / 2 y y , z)). 

Dá le pokud x G (0, e) a y, z G (e, 1]: 

(^ 2 ) l p((^ 2 ) l p(x, y), z) = (U2)<p(e', z) = e' = ( ř 7 2 ) v ( x , {U2)v{y, z)). 

• 
D ů s l e d e k 3.3. Necht (p : [0,1] —>• [0,1] je osíře rostoucí funkce a navíc platí <p(0) = 0, 

= \ a = \ , potom (U2)v = U2. 
Nyní se budeme věnova t neklesa j íc ím (p. P ř e d p o k l á d á m e , že e' = ¥ ^ _ 1 ^ ( | ) a e = 

(/?( _ 1)(^). P o k u d k o n s t a n t n í úsek bude ležet v intervalu [e', 1] bude situace s t e jná jako p ř i 
transformaci uninormy U\ u t v rzen í 3.4, resp. 3.5. Tedy na intervalu [e', 1] mus í bý t tp os t ře 
ros touc í . N a intervalu (0, e') s tač í , aby ip bylo neklesaj ící a plati lo: 

max ip(x) < é a m i n ip(x) > 0. 
xe(0,e') xG(0,e') 

Díky tomu m ů ž e m e uvés t následuj íc í tv rzen í : 
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T v r z e n í 3.7. Nechť (p : [O,1] —> [O,1] je neklesající funkce, která je na intervalu [ j , 1] ostře 
rostoucí a na intervalu (O, \) neklesající. Potom transformovaná uninorma = U2 

právě když ip(0) = O, = \ , ip^\\) = \ , 

m i n (p(x) > 0. 

xG(0,i) 

Důkaz. Existence n e u t r á l n í h o p rvku e = | plyne p ř í m o z definice. 

x , y G [0, \) : U^x^y) = 0 = U2(x,y), 

x G [0, | ] , y G ( | ,1] : E / ^ z . y ) = = \ = U2(x,y), 

x G [|, i ) , y G ( i , 1] : Uv{x,y) = (p(-V[mm{(p(x),(p(y)}] =x = U2(x,y), 

x G ( 5 , l ] , y G (5,1] : U^x^y) = [max{<^(x), ¥>(y)}] = m a x { x , y } = U2(x,y). 

O p a č n á implikace plyne z p ředchoz ích tv rzen í a z faktu, že pokud 

3x G (0, \] : ^ ( s ) £ (0, \) => (U2)v(x,y) Ý \ . 

• 
3.3 Transformace uninormy t/3 

Pos ledn í dvě transformace už m ů ž e m e provés t s t ručně j i , bez p ř í k l a d ů . Nejprve budeme o p ě t 
uvažova t os t ř e ros touc í <p. 

T v r z e n í 3.8. Nechť f : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce a navíc platí f ^ - 1 ^ ) = \ -
Potom funkce (Uz)<p{x,y) = Us(x,y). 

Důkaz. D ů k a z je prakt icky stejný, jako u t v r zen í 3.3. • 

D ů s l e d e k 3.4. Nechť (p : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce a e = potom 
transformovaná uninorma {U^)^ je dána předpisem: 

Í
m i n { x , y } m a x { x , y } = e, 
0 (x, y) G [0, e ) 2 , 

maxja;, y} jinak. 
Nyní se budeme věnova t neklesa j íc ím ip. P o s t u p n ě budeme uvažova t k o n s t a n t n í úsek na 

intervalech [0, e) a (e, 1]. P o k u d k o n s t a n t n í úsek bude na intervalu (e, 1] bude situace jako 
př i transformaci uninormy U\ ( tv rzen í 3.4). Tedy na intervalu (e, 1] funkce tp mus í bý t os t ře 
ros touc í . P r ů b ě h tp na (0, e) popisuje následuj íc í tv rzen í : 
T v r z e n í 3.9. Předpokládáme neklesající funkci ip : [0,1] —>• [0,1], která je na intervalu [e, 1] 
ostře rostoucí a na intervalu (0,e) neklesající, kde e = <£>( _ 1 )(i) . Potom funkce (Us)^ je 
uninormou. 

Důkaz. D o k á ž e m e , že (Uz)<p je s k u t e č n ě uninormou. Existence n e u t r á l n í h o p rvku plyne 
p ř í m o z definice. T r a n s f o r m o v a n á uninorma (Us)^ bude vypadat: 

V(x , y) G [0, e ) 2 : (U3)v(x, y) = ^ (0) = 0, 

V(x , y) G [0, l ] 2 \ [0, e] 2 : (U^^x, y) = ^ ( _ 1 ) ( m a x { ^ ( x ) , ip(x)}) = max{x , y}. 

M o n o t ó n n o s t a komutativnost je z ř e jmá a asociativnost lze taky snadno p r o k á z a t . Funkce 
{U^tp je tedy uninormou. • 
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D ů s l e d e k 3.5. Předpokládáme neklesající funkci ip : [0,1] —>• [0,1], která je na inter
valu [e, 1] ostře rostoucí a na intervalu (0,e) neklesající. Potom (Uz)^ = U3 právě když 

3.4 Transformace uninormy U4 

O p ě t nejprve budeme uvažova t os t ř e ros touc í <p. P ř e d p o k l á d e j m e , že e = </?(_1)(^) a e' = 
</?( _ 1)(|), po tom m ů ž e m e transformaci uninormy U4 rozděl i t na 3 p ř ípady . 

1. Vx G (e, 1] : (p(x) > | . P o t o m t r a n s f o r m o v a n á uninorma (U^)^ o d p o v í d á u n i n o r m ě U3 
s n e u t r á l n í m prvkem e (pokud e = ^, potom (U^)^ = U3). 

2. Vx G (e, 1] : ip(x) G (^, | ) . P o t o m t r a n s f o r m o v a n á uninorma (U^)^ o d p o v í d á u n i n o r m ě 
U\ s n e u t r á l n í m prvkem e. 

3. 3x\,X2 G (e, 1] : ip(xi) > | A </?(x2) G (^, | ) . P o t o m t r a n s f o r m o v a n á uninorma ( ^ 4 ) ^ 

je d á n a p ředp i sem: 

Í
max{x,y} min{x , y} > e nebo max{x,y} > e', 
0 max{x , y} < e, 

min{x , y} j inak. 

T v r z e n í 3.10. Nechť tp : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce a navíc platí, že e = </?(_1)(^) 
a e' = <p(-~1\^)- Potom transformovaná funkce (U±)(p je uninormou. 

Důkaz. Jak j iž bylo z m í n ě n o dř íve , mohou nastat 3 situace. P r v n í dvě jsou u rč i t ě uninormou 
(bylo u k á z á n o dř íve) . Zbývá tedy d o k á z a t 3. p ř í p a d . N e u t r á l n í prvek plyne p ř í m o z defi
nice, m o n o t ó n n o s t a komutativnost je z ře jmá . Zbývá tedy d o k á z a t asociativnost (důkaz 
n a z n a č í m e jen pro v y b r a n é x, y, z). P o k u d x G [0, e), y G [e', 1], tedy 

(U4)íp((U4)íp(x, y),z) = (U4)<p(y, z) = max{y, z} = (U^^x, (U^^y, z)). 

Dále x G (e, 1], y G [e', 1]: 

{Ua)<p{x, {U^)v{y, z)) = max{x , y, z} = {U^^U^^x, y), z), 

x, z e [0, e), y G (e, e'): 

{Ua)v{x, (U4)v(y, z)) = (Ua)v(x, Z) = 0 = ( U ^ U ^ x , y), z), 

x G [0,e), y G (e, e'), z G [e',1]: 

{Ua)v{x, (U^piy, z)) = (Uij^x, z) = z = (Č7 4) V{{U^) v{x, y), z). 

{Ui)y je tedy uninormou. • 

Dá le se budeme věnova t funkcím (p, k t e r é jsou neklesaj ící . P o k u d nastane 1. p ř í p a d , 
potom, jak jsme již ukáza l i v p ředchoz í sekci, je možné , aby funkce tp byla na intervalu 
[0, e) neklesaj ící . P o k u d nastane 2. p ř í p a d , <p mus í bý t os t ř e ros toucí . 

T v r z e n í 3.11. Aby funkce (Ui)^ byla uninormou, tak funkce ip může být na intervalu [0, e) 
neklesající pouze tehdy, když y x G (e, 1] : ip(x) > | . 
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Důkaz. To, že funkce {UA)V je uninormou, bylo u k á z á n o j iž dř íve . Zbývá tedy d o k á z a t , že 
pokud 3xo G (e, 1] : p>{x$) G (^, | ) , tak už je funkce ip o s t ř e ros touc í . Nyn í p ř e d p o k l á d e j m e 
opak, tedy že t akové xo existuje, ale ip je na intervalu [0, e) neklesaj ící s k o n s t a n t n í m úsekem 
X = (a,i, bi) C [0, e). P o t o m pro y G I p la t í : 

{U^pixo, y) = ¥ 3 ( _ 1 ) ( m i n { ^ ( a ; o ) , <p(y)}) = ¥ > ( _ 1 ) o ip(y) = a i <y, 

což je spor. P l a t í tedy, že Vx G (e, 1] : ip(x) > | . • 

D ů s l e d e k 3.6. Nechť ip : [0,1] —>• [0,1] je ostře rostoucí funkce. Potom (U4)<p(x,y) = 
UA(x,y) právě když tp^XD = \ a </? ( _ 1 ) ( i ) = \ . 

3.5 Zobecnění transformace uninorem 

V t é t o čás t i se budeme snaž i t zobecnit konk ré tn í závěry o 92 - t ransformacích uč iněných 
v p ředchoz ích sekcích. P o s t u p n ě budeme uvažova t vlastnosti funkce ip a budeme stanovovat 
p o d m í n k y na uninormu Ue, aby př i transformaci touto funkcí p vzn ik la o p ě t uninorma. 

3.5 .1 O s t ř e r o s t o u c í , s p o j i t á funkce tp 

V t é t o sekci se budeme z a b ý v a t os t ř e ros touc í , spoji tou funkcí p> (ip tedy nemus í bý t n u t n ě 
surjekce). To z n a m e n á , že <p(0) > 0 nebo < (̂1) < 1. 
Poznámka: Budeme uvažova t , že tp(0) < e < <p(l). V o p a č n é m p ř í p a d ě by už funkce 
nebyla uninormou s n e u t r á l n í m prvkem e G (0,1) ( t r a n s f o r m o v a n á funkce by byla t-normou 
nebo t-konormou). 

Definice 3.3. Nechť <p : [0,1] —> [0,1] je neklesající funkce a je množina 1^ C [0, l ] 2 

taková, že V ( x , y ) G Xv : Ue((p(x), <p(y)) < ¥>(0). Dále Jv C [0, l ] 2 je množina taková, že 
V(x,y) G Jv : Ue{<p{x),<p{y)) > <p{l). 

L e m m a 3.3. Ze sk l ádán í funkce a její pseudoinverze plyne: 

V(x,y) G : p o p ^ [Ue(ip(x), ip(y))} = ip(0), 

V ( x , y ) G Jv :pop^[Ue{p>{x)^{y))} = <p(l). 

L e m m a 3 .4. Z m o n o t ó n n o s t i uninorem a toho, že funkce tp je neklesající , vyplývá : 

pokud (x,yi) G 1^ , potom ( x , y 2 ) G 1^ , pro každé y2 < yi, 

pokud (x,yi) G Jv , potom (x,y2) G Jv , pro každé y\ < y2. 

T v r z e n í 3.12. Pokud (x,y) G T^, tak (x,y) G [0,e ') 2 , kde é = <p( _ 1)(e). 

Důkaz. P ř e d p o k l á d e j m e opak, tedy že existuje t a k o v á u s p o ř á d a n á dvojice (xo,yo) £ í/?> že 
(xo>yo) £ [0,e ') 2 . P r o každou uninormu ale p la t í Ue(x,y) > m i n { x , y } , pro (x,y) £ [0,e) 2 . 
Vzh ledem k tomu, že (xo, yo) ^ [0, e ') 2 p l a t í b u ď <p(xo) > e nebo <p(yo) > e. Tedy pro dvoj ici 
( x 0 , yo) p l a t í Ue(ip(x0), <p(y0)) > m i n { ^ ( x 0 ) , <r>(yo)} > ¥>(0). Což je spor. • 

T v r z e n í 3.13. Pokud (x,y) G J<p, tak (x,y) G (e', l ] 2 , kde é = ^ ( _ 1 ) ( e ) . 

Důkaz. O p ě t p ř e d p o k l á d e j m e , že existuje t aková u s p o ř á d a n á dvojice (xo,yo) G J ^ , že 
(xo,yo) $L (e', l ] 2 . P r o k a ž d o u uninormu ale p la t í Ue(x,y) < m a x { x , y } , pro (x ,y ) ^ (e, l ] 2 . 
Vzh ledem k tomu, že (xo, yo) (e', l ] 2 p l a t í b u ď ip(xo) < e nebo ip(yo) < e. Tedy pro dvoj ici 
(zo, yo) p l a t í Ue(<p(x0), <p(yo)) < max{íp(x0), <p(y0)} < <p(l). Což je spor. • 
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T v r z e n í 3.14. Necht ip : [0,1] —>• [0,1] je spojitá ostře rostoucí funkce taková, že < (̂0) < e 
a <p(l) = 1. Potom pokud Ue(Ue(íp(0), <p(0)), <p(z))) = Ue(<p(0), <p(z)) nebo Ue(<p(0), <p(z)) = 
ip(0), potom transformovaná funkce Uv je uninorma (pro každé z G [0,1]). 

Důkaz. Nejprve d o k á ž e m e asociativnost. Podle definice p la t í Uip(Uip(x, y), z) = Uv(x, Uv(y, z)). 
I když existuje celkem 8 možnos t í , jak vy tvo ř i t u s p o ř á d a n é dvojice z x,y,z, je m o ž n é si 
vy tvo ř i t 3 menš í skupiny: 

1 . (x,y) elpA (y,z) G Xv 

2. (x, y) G Xp A (y, z) £ 1^ nebo (x, y) £ 1^ A (y, z) G 2^ 

3. (x, y) i X^ A (y, z) £ 

A b y b y l d ů k a z úplný, je n u t n é u k á z a t , že pro každé x,y, z z každé skupiny je s p l n ě n a 
p o d m í n k a asoc ia t ívnos t i . Z a č n e m e 3. skupinou. Zde p la t í , že <p o <^(_1) [Ue(tp(x), <p(y))] = 
Ue(<p(x),<p(y)) a o <p[Ue(<p(y),<p(z))] = Ue(<p(y), <p(z)). D ů k a z bude tedy stejný, jako 
v d ů k a z u tv rzen í 3 . 1 . 

Nyní se budeme věnova t 1 . skup ině . Zde p la t í : 

Uv(x, Uv(y, z)) = <p(-V[Ue(<p(x),<p o <p<--V[Ue(<p(y)Mz))])] = 

<p^[Ue(<p(x),<p(0))}=0, 

Uv(Uip(x,y),z) = <p^[Ue(<poip^[Ue(<p(x),<p(y))],<p(z))} = 

<p^[Ue(<p(0),<p(z))]=0. 

Zde je tedy asociativnost sp lněna . Zbývá j e š t ě prověř i t druhou skupinu. Tedy pro (x, y) G 
Xv A (y, z) i X^ 

Uv(Uv(x, y),z) = V{-1][Ue{v o <p<--V[Ue(<p(x), <p(y))], ip{z))\ = V^[UE(V(0), <p(z))], 

^ ( í I ^ ( y , « ) ) = í ( " 1 ) P e ( ^ ) I P ^ ( " 1 ) P e ( é ) > ^ ) ) ] ) ] = 

í ( - 1 ' [ ^ ( I ) I l / e ( V ( y ) 1 ^ ) ) ) ] = í | ( - 1 ) [ l / e ( ! / e ^ ( í ) ^ ( y ) ) , ^ ) ) ) ] . 

Rovnost tp(~1^[Ue(Ue(tp(x),tp(y)),tp(z)))] = </>(_1)[Ue(<p(0), <p(z))] n a s t á v á v p ř í p a d ě , že 

1 . Ue(Ue((p(x), (p(y)), (p(z))) < Ue((p(0), (p(z)) < (p(0). P r v n í čás t nerovnosti plyne p ř í m o 
z m o n o t ó n n o s t i uninormy Ue. D ruhou čás t nerovnosti si m ů ž e m e rozděl i t na situaci, 
kdy (p(z) > e a (p(z) < e. 

ip(z) < e Ue(<p(0), <p(z)) < min{ ¥ 3 (0 ) , <p(z)} = <p(0), 

což je sp lněno vždy. 

ip{z) > e Ue(<p(0),<p(z)) > mm{<p(0), <p(z)} Ue(<p(0), <p(z)) = <p(0). 

2. Ue(Ue((p(x), (p(y)), (p(z))) = Ue((p(0), (p(z)). Díky m o n o t ó n n o s t i uninorem dále p la t í 

Ue(Ue((p(x),(p(y)),ip(z))) = Ue(mm{Ue(ip(x),ip(y))},ip(z))) = 

Ue(Ue(<p(0),<p(0)), <p{z))) = UMO), ¥>(*))• 

Čímž je d ů k a z asoc ia t ívnos t i dokončen . Komuta t ivnos t je z ře jmá, s te jně jako existence 
n e u t r á l n í h o p rvku . M o n o t ó n n o s t lze t a k é j e d n o d u š e d o k á z a t . • 
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T v r z e n í 3.15. Necht ip : [0,1] —>• [0,1] je spojitá ostře rostoucí funkce taková, že (p(l) > e, 
p(0) = 0. Potom pokud Ue(Ue(<p(l),<p(l)),<p(z))) = Ue(<p(l),<p(z)) nebo Ue(<p(l), <p(z)) = 

potom transformovaná funkce Uv je uninorma (pro každé z G [0,1]). 

Důkaz. D ů k a z je t é m ě ř identický, jako d ů k a z tv rzen í 3 . 1 4 , ale pro úp lnos t ho zde uvedeme. 
Komutat ivnos t , s te jně jako m o n o t ó n n o s t a existence n e u t r á l n í h o p rvku je z ře jmá , zbývá 
tedy d o k á z a t asociativnost. Podle definice p la t í Uip(Uip(x,y), z) = Uip(x,Uip(y, z)). Jako 
v p ř e d c h o z í m d ů k a z u si v y t v o ř í m e 3 skupiny: 

1 . (x,y) € j v A (y,z) G Jv 

2. (x, y) G Jv A (y, z) (£ Jv nebo (x, y) £ Jv A (y, z) G Jv 

3. (x, y)£jLpf\ (y, z) i Jv 

A b y by l d ů k a z úplný, je n u t n é u k á z a t , že pro každé x,y, z z každé skupiny je s p l n ě n a 
p o d m í n k a asoc ia t ívnos t i . Z a č n e m e opě t 3. skupinou. Zde p la t í , že poip^~1\Ue{p{x), <p(y))] = 
Ue(<p(x),<p(y)) a o <p[Ue(<p(y),<p(z))] = Ue(<p(y), <p(z)). D ů k a z bude tedy stejný, jako 
v tv rzen í 3 . 1 . 

Nyní se budeme věnova t 1 . skup ině . Zde p la t í : 

Uv(x, Uv(y, z)) = <p(-V[Ue(<p(x),<p o <p<--V[Ue(<p(y)Mz))])] = 

<p^[Ue(<p(x),<p(l))] = l, 

Uv(Uv(x,y),z) = p^[Ue(poíp^[Ue(p(x),p(y))],p(z))] = 

<p(-V[ue(<p(i)M*))] = i-

Zde je tedy asociativnost sp lněna . Zbývá j e š t ě prověř i t druhou skupinu. Tedy pro (x, y) G 
Jv A (y, z) i 

Uv(Uv(x, y),z) = <p<--V[Ue(<p o <p<--V[Ue(<p(x), <p{y))\Mz))\ = ^ " V e M l ) , <p(z))], 

Uv(x,Uv(y,z)) = p^[Ue(p(x),poíp^[Ue(p(y),p(z))])] = 

í ( - 1 ' [ ^ ( I ) I l / e ( V ( y ) 1 ^ ) ) ) ] = í | ( - 1 ) [ l / e ( ! / e ^ ( í ) ^ ( y ) ) , ^ ) ) ) ] . 

Rovnost tp(~1^[Ue(Ue(tp(x), <p(y)), <p(z)))] = </?(_1)[čye(<£>(l), <p(z))] n a s t á v á v p ř í p a d ě , že 

1 - ¥>(!) < Ue((p(í), (p(z)) < Ue(Ue(<p(x), <p(y)), ip(z))). D r u h á čás t nerovnosti plyne p ř í m o 
z m o n o t ó n n o s t i uninormy Ue. P r v n í čás t nerovnosti m ů ž e m e rozděl i t na situaci, kdy 
ip(z) > e a <p(z) < e. 

ip(z) > e Ue(ip(ľ),ip(z)) > max{ip(l),ip(z)} = ip(ľ), 

což je sp lněno vždy. 

ip(z) < e Ue(<p(l),<p(z)) < msx{<p(l),<p(z)} Ue(<p(l),<p(z)) = <p(l). 

2. Ue(Ue((p(x), (p(y)), (p(z))) = Ue((p(l), (p(z)). D íky m o n o t ó n n o s t i m ů ž u napsat 

Ue(Ue((p(x),(p(y)),ip(z))) = Ue(max{Ue(p(x),p(y))},p(z))) = 

Ue(Ue(<p(l),<p(l)),<p(z))) = Ue(<p(l),<p(z)). 

Čímž je d ů k a z asoc ia t ívnos t i dokončen a tedy Uv je uninorma. • 
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T v r z e n í 3.16. Necht (p : [0,1] —>• [0,1] je spojitá ostře rostoucí funkce. Potom pokuá 
platí Ue(Ue((p(0), (p(0)), (p(z))) = Ue((p(0), (p(z)) nebo Ue(<p(0),<p(z)) = <p(0) a zároveň 
Ue(Ue(<p(ľ),<p(ľ)),<p(z))) = Ue(<p(ľ),<p(z)) nebo Ue(<p(l),<p(z)) = <p(l), potom je uni-
norma (pro kažáé z G [O, í\). 

Důkaz. Je s n a d n é zjistit, že funkce je k o m u t a t i v n í , m o n o t ó n n í funkce s n e u t r á l n í m prv
kem. Zbývá tedy j e š t ě d o k á z a t asociativnost. P o d o b n ě jako v p ředchoz ích dvou důkazech 
si rozdě l íme dvojice (x,y), (y,z) do skupin. P o k u d budeme uvažova t rozdělení do sku
pin jako v d ů k a z u t v r zen í 3.14 a 3.15, j ed iné dalš í rozdělení , k t e r é j iž není obsaženo , je 
(x,y) G Xtp,(y,z) G Jv (nebo naopak). Z lemmatu 3.4 tato situace ale nastat n e m ů ž e . 
D ů k a z asoc ia t ívnos t i je tedy s te jný jako v tv rzen í 3.14 a 3.15. • 

P ř i řešení o tázky , kdy př i ^-transformaci uninorem vznikne ta s a m á uninorma, budeme 
nejprve uvažova t zobrazen í ip : [0,1] —>• [0,1] jako spoji tou bijekci, kde z ře jmě mus í plat i t 
ip(é) = e. Tomu se budeme věnova t v následuj íc í kapitole. 
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Kapitola 4 

Invarianty transformace 

V t é t o kapitole se budeme z a b ý v a t h l e d á n í m i n v a r i a n t ů transformace. Invarianty jsou 
důlež i té z t eore t i ckého hlediska v procesu t ř í děn í m a t e m a t i c k ý c h o b j e k t ů , v n a š e m p ř í p a d ě 
uninorem a v praxi n á m umožňu j í lepší orientaci v problematice transformace uninorem. 

P ř i vyše t řován í invariantnosti 92-transformace uninorem budeme vycháze t z definice 
transformace uninorem, tedy 

<p{U{x,y)) = U(p((p(x),(p(y)). 

U v e d e n á rovnost p l a t í v šak pouze pro neklesaj ící sur jek t ivn í <p. 

4.1 Invarianty transformace na množ ině [0,e) x (e, 1] 

V t é t o sekci budeme uvažova t uninormy, k t e r é splňují následuj íc í p o d m í n k u . 

Definice 4 . 1 . Uninormu U : [0, l ] 2 —> [0,1] nazveme jednoduchou, jestliže pro každé 
(x,y) G [0, e) x (e, 1] existuje levé nebo pravé okolí bodu y, na kterém uninorma U na
bývá konstantní hodnoty. Tedy 

V ( s , y ) G [0,e) x ( e , l ] , V y i , y 2 G U+(y) : U (x, m) = U(x,y2) (U~(y)). 

Tato p o d m í n k a fo rmálně vylučuje uninormy, spo j i t ě ros touc í v y-ové sou řadn ic i na ob
dé ln íku [0, e) x (e, 1] (symetricky na obdé ln íku (e, 1] x [0,e)). P ř í k l a d e m j e d n o d u c h é uni
normy mohou bý t uninormy U\ a U2 u v e d e n é v sekci 2.2. 

V da l š ím textu budeme definiční obor relace R označova t jako D{R) a obor hodnot jako 
H {R). D á l e budeme uvažova t konvenci pro b i jekt ivní funkci / : X —>• X: 

/ ° = i d x , f + 1 = / o f , / - - 1 = / - 1 o / - » ) p r o n € N . 

Definice 4 .2 . Nechť U : [0, l ] 2 —>• [0,1] je uninorma s neutrálním prvkem e. Potom definu
jeme S (U) = {(ai,bi) x (ci,di)} jako systém množin takových, že 

V J G S (U) a V(xi,yi), (x2,y2) e J • U(x1,y1) = U(x2,y2)-

Navíc musí pro každé J existovat aj G H {J), takové, že 

Vp G D (J) : U(p, aj) Ý U(x, aj), kde x G [0, e) \ D (J). 
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Definice 4 . 3 . Nechť U : [O, l ] 2 —>• [0,1] je uninorma s neutrálním prvkem e. Potom definu
jeme množinu MX{U) = { ( a i , 6 1 ) , . . . , ( a n , bn)} jako množinu bodů nespojitosti x-ové sou
řadnice uninormy U na obdélníku [O, e) x (e, 1]. Tedy V(aj, 6j) G Mx platí limx^ai U(x, bj) Ý 
U(CLÍ, bi). Podobné množinu bodů nespojitosti y-ové souřadnice definujeme jako MY. 

Následující t v rzen í určuje vlastnosti t r a n s f o r m á t o r u p v bodech nespojitosti uninormy U. 

T v r z e n í 4 . 1 . Nechť U : [0, l ] 2 —>• [0,1] je jednoduchá uninorma a MX(U) je konečná 
množina bodů nespojitosti x-ové souřadnice uninormy U. Funkce ip : [0,1] —>• [0,1] je ne
klesající bijekce. Potom pokud ip-transformací vznikne původní uninorma, potom V(aj, bi) G 
Mx : <p(a,i) = a*. 

Důkaz. P ř e d p o k l á d e j m e , že existuje a lespoň jedno (aj,6j) G MX(U), pro k t e r é <p(ai) ^ ai. 
Vzhledem k tomu, že MX(U) je konečná množ ina , zvol íme (xo,yo) jako ne jmenš í z nich 
podle p r v n í sou řadn ice . Nejprve u v a ž u j m e situaci, kdy <p(xo) > XQ. P o t o m existuje c = 
p~1(xo),d = ip~1(yo) a p la t í , že c < XQ. Dle p ř e d p o k l a d u je ^-transformace inva r i an tn í , 
tedy p la t í (p(U(c,d)) = U(<p(c), <p(d)) = U(xo,yo). Vzh ledem k tomu, že c < xo, p la t í 
p{c) = c nebo je uninorma U v b o d ě (c, d) spo j i t á . V p r v n í m p ř í p a d ě p l a t í (p(c) = XQ = c, 
což jsme chtěl i d o k á z a t . V d r u h é m p ř í p a d ě d íky spojitosti p> p l a t í , že 

Což je spor. 

Nyn í p ř e d p o k l á d e j m e , že <p(xo) < XQ. O p ě t , pokud vznikne p ů v o d n í uninorma, potom 
p la t í (p(U(xo, yo)) = U(<p(xo),<p(yo)). Vzh ledem k tomu, že (p(xo) < XQ, p l a t í huč. ipoip{x$) = 
p(xo), nebo je uninorma U v b o d ě (<p(xo), <p(yo)) spo j i t á . V p r v n í m p ř í p a d ě d o s t á v á m e spor 
s p ř e d p o k l a d e m , že ip o ip(xo) < <p(xo). V d r u h é m p ř í p a d ě , p l a t í 

l i m U(ip(x),ip(y0)) = U(ip(x0),ip(y0)), ale l i m ip(U(x,y0)) ^ ip(U(x0,y0)). 
X^XQ X^XQ 

Což je o p ě t spor. P l a t í tedy, že <p(xo) = XQ a tento postup m ů ž e m e zopakovat pro zbylé 
body. 

Poznámka: Velice p o d o b n ý m z p ů s o b e m se d á d o k á z a t , že toto tv rzen í p la t í i pro m n o ž i n u 

Následující p ř ík l ad ukazuje dů lež i tos t p o d m í n k y konečnos t i m n o ž i n y MX{U) z p ředcho
zího tv rzen í . 

P ř í k l a d 4 . 1 . U v a ž u j m e spoji tou b i jek t ivní funkci / : [0,1] —>• [0,1] danou p ř e d p i s e m 

Dále u v a ž u j m e funkci U* : [0, l ] 2 —> [0,1] s n e u t r á l n í m prvkem e = \ danou p ředp i sem: 

l i m (p(U(x, d)) = (p(U(c, d)), ale l i m U((p(x), <p(d)) 7^ U((p(c), <p(d)). 

My. Tedy \/{x,y) G My : <p(y) = y. • 

U*(x,y) 

min{x,y} 

max{x, y} 

1 mm{x,y} > \ , 

m a x { x , y } = \ , 

mm{x,y} = \ , 

max{x, y} > \ a 
mm{x,y}e(fi(1

Ä),fi+1(l pro i G Z 

V o j inak. 
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Nejprve dokážeme , že funkce U* je uninormou. P o d m í n k a existence n e u t r á l n í h o prvku , 
s te jně jako m o n o t ó n n o s t a komutativnost je z ře jmá . N y n í d o k á ž e m e asociativnost, což zde 
u k á ž e m e na nejzaj ímavějš ích p ř í padech . U v a ž u j m e tedy x G (fl(\), fl+1(\)] > 

v, z e (5 ,1] : 

U*(U*(x, y),z) = U* , z ) = f + 1 Q ) = 1) = [/*(*, z)). 

P o d o b n ě se d á asociativnost d o k á z a t i pro o s t a t n í p ř ípady . Funkce U*(x,y) je tedy uninor
mou. Nyn í budeme dokazovat invariantnost př i ^-transformaci. Budeme uvažova t (p(x) = 
f(x). U k á ž e m e zde opě t pouze nejzaj ímavějš í p ř í p a d . U v a ž u j m e tedy x G {}Pl{\), <Pl+1(\)\ , 
y,z G ( i , i ] : 

U*(<p(x)Mv)) = Vi+2 (\) = V o <pi+1 = <p(U*(x, y)). 

P o d o b n ě je m o ž n é d o k á z a t invariantnost i pro o s t a t n í p ř ípady . U n i n o r m a U* s funkcí tp 
tvoř í p ř ík lad , kdy nen í pro inva r i an tn í 92-transformaci n u t n é , aby funkce tp m ě l a v bodech 
nespojitosti U* p e v n é body. 

T v r z e n í 4.2. Nechť U : [0, l]2 —>• [0,1] je jednoduchá uninorma s neutrálním prvkem e 
a S(U) systém podmnožin uninormy U. Dále nechť My(U) je konečná množina. Potom 
V J G S (U) :<p(aj) G H(J). 

Důkaz. Vzh ledem k p o d m í n k á m k l a d e n ý m na uninormu U je na y-ových souřadn ic ích y\ = 
sup Jy a 2/2 = inf Jy bod nespojitosti nebo y\ = 1, 7/2 = e a tedy d íky p ř e d c h o z í m u tv rzen í 
p la t í , že <p(aj) G H (J). • 

T v r z e n í 4.3. Nechť U : [0, l ] 2 —> [0,1] je jednoduchá uninorma a S(U) systém podmnožin 
uninormy U. Předpokládáme také, že My(U) je konečná množina a ip : [0,1] —>• [0,1] je 
spojitá bijektivní funkce. Dále předpokládáme, že ip-transformací vznikne původní uninorma. 
Pokud 3x G D (J) : (p(x) G D(J), potom (p(supJx) = sup Jx, pro J G S (U). 

Důkaz. P ř e d p o k l á d e j m e , že <p(s) ý s> kde s = sup Jx. Nejprve budeme uvažova t situaci, kdy 
ip(s) > s. D í k y p ř e d p o k l a d ů m existuj í t aková p,q£ D(J), že ip(p) G D (J) a (p(q) ^ D(J). 
P o t o m pro (^-transformaci p la t í 

U(p, <p-\aj)) = U(q, <p-\aj)) & <p(U(p, ̂ \aj))) = <p(U(q, ^(aj))), 

ale t a k é podle p ředchoz ího tv rzen í 

U(ip(p),aj) Ý U(ip(q),aj), 

což je spor. Dá le u v a ž u j m e p ř í p a d , kdy (p(s) < s. Z a t é t o situace existuj í p G D (J) a 
q G [0,e) \ D (J), t akové , že f (p), f (q) G D (J). P o t o m pro (^-transformaci p la t í 

U (p, aj) ý U (q, aj) <ŕ> ip(U(p,aj)) Ý <p(U(q,aj)), 

ale opě t podle p ředchoz ího tv rzen í 

U(<p(p),<p(aj)) = U(<p(q),<p(aj)), 

což je opě t spor. P l a t í tedy, že (p(s) = s. 
Poznámka: P o k u d inf Jx je bod nespojitosti, je p o d m í n k a z tv rzen í podle tv rzen í 4.1 
sp lněna . • 
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T v r z e n í 4.4. Necht U : [O, l ] 2 —>• [0,1] je jednoduchá uninorma a S (U) konečný systém 
podmnožin uninormy U. Dále předpokládáme spojitou bijektivní funkci p : [0,1] —>• [0,1]. 
Pokud (p-transformací vznikne původní uninorma, potom platí, že 

V J G S (U) : </?(sup Jx) = sup Jx a p(iiaí Jx) = inf Jx. 

Důkaz. P ř e d p o k l á d e j m e l ibovolnou m n o ž i n u Ji G S (U) a a% = iní D(Ji),bi = s u p Ľ ( J j ) . 
Vzh ledem k tomu, že Jj je m n o ž i n a , na k t e r é uninorma U n a b ý v á k o n s t a n t n í hodnoty, 
potom i na m n o ž i n á c h (p~1(ai), </?_1(6j)) x H(Ji) a (p(a,i), f (bi)) x H(Ji) n a b ý v á k o n s t a n t n í 
hodnoty. Takto p o s t u p n ě m ů ž e m e „ g e n e r o v a t " další intervaly, d o s t á v á m e tedy m n o ž i n u 
in te rva lů , na k t e r ý c h U n a b ý v á k o n s t a n t n í c h hodnot: 

M(U) = { ( O Í , h), (p-\ai),p-\bi)), (<p-2(ai),<p-2(bi)), 

(p(ai),p(bi)), (ip2(ai), ip2(h)),...}. 

Navíc p la t í , že \/K, L G M (U), K / L : K n L = 0. Vzhledem k tomu, že S (U) je konečný 
s y s t é m množ in , je i m n o ž i n a M (U) konečná a tedy existuje ně jaké ipn(ai) = ipn~1(ai) a 
tedy ip(ai) = aj. P o d o b n ě existuje ně jaké <pn(bi) = </?n _ 1(6j) a tedy ip(bi) = bi. • 

Poznámka: P o k u d je s p l n ě n a p o d m í n k a konečnos t i S (U) p ředchoz ího tv rzen í , funkce (p 
nemus í bý t ros touc í bijekce na celém definičním oboru, ale s tač í na intervalu D(tp) \ D (J), 
kde J G S (U). 

P ř í k l a d 4.2. U v a ž u j m e uninormu U s n e u t r á l n í m prvkem e = \ danou p ř e d p i s e m 

mm{x,y} > \ , 

( x , y ) G ( i , l ] x ( | , i ) u ( | , i ) x ( i , l ] , 

( x , y ) € ( | , l ] x ( 0 , | ] u ( 0 , | ] x (1,1], 

( x , y ) G ( i , l ] x ( i , | ] u ( | , | ] x 

( x , y ) G ( i , l ] x ( i , | ] u ( i , | ] x 

j inak. 

Dá le uvažu j eme spoji tou bijekci (p : [0,1] —>• [0,1]. N a t é t o u n i n o r m ě je m n o ž i n a MX(U) = 
{| , \ } a My(U) = 0. P o t o m podle tv rzen í 4.1 pokud ^ - t r a n s f o r m a c í vznikne p ů v o d n í uni
norma, po tom p la t í ¥>(|) = | , ^ ( i ) = \ a ^ ( f ) = | (podle t v rzen í 4.3). 

D ů s l e d e k 4.1. Necht U : [0, l ] 2 —> [0,1] je jednoduchá uninorma, funkce ip : [0,1] —> 
[0,1] je spojitá bijekce a My(U) je konečná množina. Vzhledem k požadovaným vlastnostem 
uninormy U, pokud po ip-transformaci vznikne původní uninorma, potom je možné interval 
(e, 1] rozdělit na dílčí intervaly li = (yi,yi+i\, na kterých platí <p(yi) = yi-

T v r z e n í 4.5. Necht (p : [0,1] —> [0,1] je spojitá bijekce a U : [0, l ] 2 —> [0,1] je jedno
duchá uninorma. Uvažujeme funkci ipi(x) = U(x,y) pro x G [0,e) a y G li. Potom na 
p-transformací na množině [0, e) x (e, 1] vznikne původní uninorma právě tehdy, když 

p o ipi(x) = tpi o ip(x),Vx G [0, e), i < n, (4-1) 

kde n je počet subintervalů. 

U(x,y) 

max{x, y} 

min{x,y} 
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Důkaz. V d ů k a z u vyjdeme z definice inva r i an tn í transformace: 

tp(U(x,y)) = <p o ipi(x), pio x < e, y e h. 

Díky výše u v e d e n ý m p ř e d p o k l a d ů m a p ř e d c h o z í m u důs ledku , tedy <p(y) G li, pro y G li 
pla t í 

<p{U{x,y)) = <poipi{x) = U(ip(x),ip(y)) = U(ip(x),y) = xpi o ip(x), 

pro x < e,y G li. • 

Z tohoto tv rzen í plyne, že pokud si označ íme m n o ž i n u všech funkcí <p, k t e r é splňují rov
nici (4.1), jako Ti, tak m n o ž i n a všech funkcí ip, o znač íme si j i jako T^, p ř i jej ichž transfor
maci vznikne ta s a m á uninorma na m n o ž i n ě [0, e) x (e, 1], bude d á n a nás leduj íc ím vztahem, 
tedy formálně z a p s á n o 

n 
ip G T 44> ip o ipi(x) = ipi o (p(x) a TLp = ^\Ti. 

i=0 

V dalš í čás t i se budeme z a b ý v a t ř e šen ím funkcionální rovnice ípotpi(x) = ipiOíp{x),\/x G [0, e). 
Funkce, k t e r é vyhovuj í t é t o funkcionální rovnici , se nazýva j í p e r m u t o v a t e l n é . 

4.1.1 Č e b y š e v o v y p o l y n o m y 

P r v n í čá s t ečné řešení rovnice (4.1) tvoř í Čebyševovy polynomy, p o j m e n o v a n é po R u s k é m 
matemat iku P . Cebyševovi . 

Definice 4.4. [15] Čebyševovy polynomy prvního řádu Tn jsou definovány jako: 

T0(x) = 1, T1(x)=x, 

Tn+l(x) = 2xTn(x) - T „ _ i ( x ) , pro n > 0. 

Podobně Čebyševovy polynomy druhého řádu Un jsou definovány následovné 

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, 

Un+Í(x) = 2xUn(x) - Un-i(x), pro n > 0. 

T v r z e n í 4.6. [13] Necht Tn je Čebyševův polynom 1. řádu, pak pro x > 0, x G M a 
a = arccos(x) platí, že T „ ( c o s a ) = cos(na) . 

Důkaz. Budeme postupovat indukcí podle n. P r o n = 0 a n = 1 tv rzen í zjevně p la t í . Nyn í 
p ř e d p o k l á d á m e , že tv rzen í p la t í pro k > 1, dokážeme , že p l a t í i pro k + 1: 

Xfc + 1 (cos a) = 2 cos a cos(ka) — cos((fc — l ) a ) 

= cos((/c — l ) a ) + cos((/c + l ) a ) — cos((/c — l ) a ) = cos((/c + í) a). 

• 
T v r z e n í 4.7. [13] Kořeny polynomu Tn jsou dány předpisem 

/ T T 2 A ; - 1 \ 
x f c = c o s l - — - — I , pro k e {!,... ,n\. 

Podobné kořeny polynomu Un jsou dány následujícím předpisem: 

xk = cos í 7 r
n ^ 7J i pro k e {1,... ,n}. 
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Důkaz. D ů k a z provedeme pouze pro Cebyševovy polynomy 1 . ř á d u , pro polynomy 2. ř á d u 
by se d ů k a z provedl o b d o b n ě . Tn(x) = 0, tedy T n ( x ) = cos(n arccos(x)) = 0 44> n arccos(x) = 
kir — f , p r o k G Z , konečně d o s t á v á m e 

7T / 7T 2k — 1 \ 
arccos(x) = —(2k — 1) 44> x& = cos I j , pro k e Z. 

• 
T v r z e n í 4.8. Nechť Tn je Cebyševův polynom 1. stupně, potom jeho první derivace je 
dána následovně 

T'n(x) = nUn-i(x), 

kde Un-\ je Cebyševův polynom 2. stupně. 

Nyní budeme hledat t akové Cebyševovy polynomy, k t e r é splňují p o d m í n k y (^- t ransformátoru 
a čás t i uninormy na intervalu [0, e) x (e, 1], tj. 

1 . T„(0) = 0 a T„(e ) = e, pro e G (0,1). 

2. P o l y n o m Tn je spo j i tý ( sp lněno z definice), ros touc í na intervalu [0, e]. 

3. P l a t í T n ( x ) > x pro x G [0, e]. 

S p l n e n í p o d m í n e k 

Nejprve se budeme věnova t sp lněn í p r v n í p o d m í n k y . P ř i h l edán í p o l y n o m ů , k t e r é splňují 
TN(0) = 0, vyjdeme z definice Cebyševových p o l y n o m ů v b o d ě 0: T„(0) = — T„_2 (0) = 0. 
U v e d e n á rovnice p l a t í z ře jmě pro liché n. Dalš í h r u b ý odhad, k t e r ý m ů ž e m e provés t je, že 
pro n mus í plat i t 4 | (n — 1). V opačných p ř í p a d e c h je to t i ž hodnota Tn v p r a v é m okolí bodu 
0 z á p o r n á . 
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Dále budeme hledat polynomy, pro k t e r é p la t í T„(e ) = e G (0,1). O p ě t vyjdeme z defi
nice: 

e = cos(n arccos(e)) 44> narccos(e) = 2kir ± arccos(e) 44> 
2kir ± arccos(e) 2kir 

n ± 1, pro k G Z . 
arccos(e) arccos(e) 

Vzh ledem k tomu, že n mus í bý t p ř i rozené číslo, u v e d e n á rovnice p l a t í p rávě , když 

* G Q . 
arccos(e) 

P ř i uvažován í sp lnění dalš ích p o d m í n e k vyjdeme z následuj íc í úvahy . A b y mohly bý t 
sp lněny j edno t l ivé p o d m í n k y , mus í plati t , že xei > e, kde xei je ne jmenš í k l a d n ý nenu lový 
bod, ve k t e r é m po lynom Tn n a b ý v á svého lokálního max ima (Tn(xei) = 1). 

T v r z e n í 4.9. Nechť Tn je Cebyševův polynom 1. řádu. Potom body xe, v nichž nastává 
lokální extrém, jsou dány následujícím vztahem: 

kir\ 
cos n ) 

, k G { 1 , . . . , n} . 

Důkaz. E x t r é m n a s t á v á v p ř í p a d ě , že T^(xe) = 0. V y u ž í v á m e toho, že T'n{x) = nUn-\(x). 
Tedy 

T^(xe) = 0 44> nUn-i(xe) = 0 44> xe = cos 
n I k G {l , . . . ,n}. 

• 
Poznámka: P o k u d budeme uvažova t pouze polynomy, k t e r é splňují p ředchoz í p o d m í n k y , 

tak ne jmenš í k l a d n ý nenu lový bod, ve k t e r é m n a s t á v á lokální max imum, je d á n nás ledovně : 

' n — 1 
2n -7T 

Nyní se budeme věnova t na lezení ne jmenš ího e G (0,1), t akového , že Tn{e) = e. Vyjdeme 
z reprezentace Tn p o m o c í gon iomet r i ckých funkcí. Tedy 

2kir 
e = cos(n arccos(e)) 44> narccos(e) = 2kir ± arccos(e) 44> e = cos 

n ± 1 

U v e d e n á rovnost p la t í pro k G { 1 , . . . , [ f J} (pro vyšší k se hodnoty e opakuj í se z m ě n o u 
z n a m é n k a ) . 

V tomto o k a m ž i k u se již m ů ž e m e v r á t i t k výše u v e d e n é nerovnici. P o dosazen í d o s t á v á m e 

cos 
n — 1 

2n 
ir > cos 

2kir 
n ± 1 

Vzhledem k tomu, že funkce kosinus je na intervalu (0, f ] klesající , m ů ž e m e napsat 

7T n — 1 
2n -7T > 

7T 2/C7T 
2 ~ n ± l 

n — 1 2A:7r 
44> 7T < 2;? n± 1 

Kosinus na p ravé s t r a n ě předchoz í nerovnice n a b ý v á svého k l a d n é h o nenu lového m i n i m a 
pro A: = |_f J - Dá le v y u ž í v á m e toho, že 4 | (n — 1) (viz. z a č á t e k podsekce) Tedy 

n — 1 n - 1 2TT 
n + 1 L4 

n 
44> (n - l ) (n + 1) < 4n 

n 
L4 

4n-

Tato nerovnice ale p la t í pouze pro n = 1. Neexis tuj í tedy ž á d n é Cebyševovy polynomy 
p r v n í h o ř á d u , k t e r é by vyhovovaly n a š i m p o d m í n k á m . 
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4.1.2 Iterace f u n k c í 

Další čá s t ečné řešení funkcionální rovnice (4.1) t ě sně souvisí s iteracemi funkcí [12]. P r o 
danou funkci / : X —> X, na m n o ž i n ě X je její iterace def inována nás ledovně : 

/ ° = i d x fn+1 = fofn pro n G N 0 . 

Je s n a d n é zjistit, že pro k a ž d á dvě n , m G No a danou funkci / p l a t í 

M n o ž i n a M{f) všech i te rac í d a n é funkce / spolu s operac í sk ládán í tedy zobrazen í tvoř í 
nekonečný k o m u t a t i v n í monoid. P o k u d bychom uvažoval i pouze bi jekt ivní / , po tom je 
algebra ( M ( / ) , o , _ 1 , i d x ) nekonečnou Abelovskou grupou. 

Pro p ř e h l e d n o s t v dalš í čás t i t ex tu zavedeme m n o ž i n u T všech neklesaj ících funkcí 
/ : [0, e] —> [0, e] splňující p o d m í n k y f{x) > x, / (O) = 0 a / (e) = e. 

T v r z e n í 4.10. Nechť g, f : X —> X jsou permutovatelné funkce (tj. f o g(x) = g o f(x)). 
Dále předpokládejme neklesající (nerostoucí) surjektivní funkci X : X —> X. Potom funkce 

= A ( _ 1 ) ofo X(x) a ^ ( x ) = A ( - 1 ) o c , o A ( x ) , 

kde A ^ - 1 ) je pseudoinverzní funkce k funkci X, tvoří také dvojici permutovatelných funkcí. 

Důkaz. Vzh ledem k tomu, že A je neklesaj ící (neros touc í ) surjekce, p la t í , že A o A * - 1 ) (x) = x. 
Což z n a m e n á , že 

$ o ^ ( x ) = A ( - 1 ) o / o A o A ( - 1 ) o 9 o A ( x ) = A ( - 1 ) o / o S o A ( 3 : ) 

= A ( _ 1 ) ogofo X(x) = A ( _ 1 ) o j o A o A ( _ 1 ) o / o A(x) = * o $ ( x ) . 

Poznámka. Ačkoliv funkce A m ů ž e bý t v obecnosti i ne ros touc í , v da l š ím textu budeme kvůl i 
n a š i m p o ž a d a v k ů m na p e r m u t o v a t e l n é funkce uvažova t pouze neklesaj ící variantu. • 

D ů s l e d e k 4.2. Nechť f, g jsou permutovatelné funkce, pro které platí f, g G T. Dále před
pokládejme neklesající surjektivní funkci X : [0, e] —>• [0, e] a funkce 

= A ( _ 1 ) o / o A(x) , (z) = A ( _ 1 ) ogo A(x) . 

Potom funkce $ a $ tvoří dvojici permutovatelných funkcí a navíc 

D ů s l e d e k 4.3. Nechť f je funkce, pro kterou platí f G T. Dále předpokládejme neklesající 
surjektivní funkci X : [0, e] —>• [0, e] a funkci &n(x) = A ^ - 1 ) o fn o X(x), pro n G No- Potom 
funkce $ i a $ j tvoří dvojici permutovatelných funkcí a navíc <řj, <řj G T. 

Důkaz. D ů k a z je prakt icky s te jný jako d ů k a z p ředchoz ího důs l edku , proto zde uvedeme 
pouze tento. Fakt , že funkce tvoř í dvoj ici p e r m u t o v a t e l n ý c g funkcí, plyne bezpro
s t ř e d n ě z p ředchoz ího tv rzen í . Zbývá tedy d o k á z a t , že tyto funkce p a t ř í do m n o ž i n y T. 
Vzhledem k tomu, že funkce / je neklesaj ící , lze indukcí u k á z a t , že i n—tá iterace fn je 
neklesaj ící . Tak též pro neklesaj ící funkci A je i A*- - 1-* neklesaj ící . Tedy i $ n je neklesající . 

Díky tomu, že 0 a e jsou p e v n é body zobrazen í / , t a k é / n ( 0 ) = 0 a fn(e) = e, tedy 
i $ n ( 0 ) = 0 a $ n ( e ) = e. Zbývá tedy d o k á z a t pos ledn í p o d m í n k u a to, že &n(x) > x. 
Vzhledem k tomu, že A je neklesaj ící funkce, p l a t í 

/ " o A(x) > A(x) => (pl-V ofno X{x) > x 

a tedy &n(x) > x, čímž je d o k á z á n o , že G T. • 
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P ř í k l a d 4.3. U v a ž u j m e následuj íc í neklesaj ící sur jek t ivní funkci: 

2 x - e * G ( f , e ] , l 2 Í X + 6 J x e ^ e \ -

Dá le p ř e d p o k l á d e j m e p e r m u t o v a t e l n é funkce, pa t ř í c í do m n o ž i n y T: fi(x) = \fěx a f2(x) = 
\Je4x. P o t o m podle t v r zen í 4.10 i funkce F\{x) = A ^ - 1 ) o f1 o A(x) a F2{x) = A ' _ 1 ' o / 2 o A ( i ) 
tvoř í dvoj ici p e r m u t o v a t e l n ý c h funkcí. 

£ \ / 2 ě ž x G [ 0 , f ] , ( 1 ^ 2 ^ z € [ 0 , f ] , 

f 1 ^ ^ ( f , f ] , F 2 ( x ) = | | 1 + M x G ( f , f ] , 

| v / e ( 2 s  e ) + f s € ( f , e ] , [ \^/e\2x - e) + § s € ( f , e ] . 

P ř i h l edán í dvojic p e r m u t o v a t e l n ý c h funkcí m ů ž e m e vyjít již z existuj ících funkcí, k t e ré 
maj í pro n á s př íznivé vlastnosti . U v a ž u j m e proto t-konormu Se, k t e r á je zúžená na m n o ž i n u 
[0,e] 2, tedy 

5 e ( x , y) = eS (-,-), pro (x, y) G [0, e] 2 . 
Ve e/ 

P o t o m p o m o c í t é t o funkce jsme schopni definovat funkci <5* jako 

< y í = id[o,e]> ^ n + i ^ ) = ^ ( ^ ( a ; ) , ^ ) , p r o n , m G N . 

Vzh ledem k tomu, že Se je neklesaj ící funkce v každé souřadn ic i , je i Ô* neklesaj ící a navíc 
je sp lněna i p o d m í n k a okra jových hodnot Ô* (0) = 0 a Ô* (e) = e. Tak též jednou z v l a s tnos t í 
t-konormy Se je, že Se(x,x) > x, tedy i <5*(x) > x, což z n a m e n á , že 5* G J 7 . N a t é t o funkci 
m ů ž e m e b iná rn í operaci © d íky asoc ia t ívnos t i Se definovat jako 

5*m © <5*(z) = 5* © ó^(x) = Se(5*m(x), S*(x)) = ô^+n(x), pro n, m G N . 

Sk ládán í t ě ch to funkcí je def inováno zcela s t a n d a r d n ě a navíc p la t í 

C o í n = í n o í m = <*mn> P r ° m G N . 

M n o ž i n a takto def inovaných funkcí Ô* tedy tvoř í čá s t ečné řešení naš í funkcionální rovnice. 

P ř í k l a d 4.4. U v a ž u j m e následuj íc í restrikci t-konormy ( p r a v d ě p o d o b n o s t n í souče t ) 

Se(x,y) = x+ y - — , pro (x,y) G [0, e] 2 

e 

a funkce a 5 | def inované nad funkcí Se 

í | ( x ) = x ( 2 - | ) , ^ ( x ) = x ( 3 - - + x 2 

r e 2 

Podle p ředchoz ího odstavce p la t í rovnost &JJ ° £3(2;) = ^3
 0 ^ (^O

Vzhledem k tomu, že uninormy jsou j i s t ý m z o b e c n ě n í m tnorem a tkonorem, budeme 
se v dalš í čás t i z a b ý v a t i nva r i an tn í t r ans fo rmac í t-norem. 
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4.2 Invariantní transformace t-norem 

Definice 4 . 5 . / ] Necht T : [0, l ] 2 -> [0,1] je t-norma. Potom funkci ón : [0,1] -> [0,1] 
definovanou jako 

6i(x)=x, Sn+i(x) =T(Sn(x),x), pro x e [0,1],n e N, 

nazýváme diagonální funkcí t-normy T. Dále množinu všech diagonálních funkcí t-normy 
T označujeme AT = {ôn : n G N } . 

Nejprve uvedeme nutnou p o d m í n k u pro inva r i an tn í transformaci t-norem. 

T v r z e n í 4 . 1 1 . ( N u t n á p o d m í n k a invariantnosti) Necht T : [0, l ] 2 —>• [0,1] je t-norma, 
5n(x) jsou její diagonální funkce a ip : [0,1] —>• [0,1] je neklesající surjektivní funkce. Potom 
pokud je íp-transformace invariantní vůči t-norměT, potom (poôn(x) = 5noip(x) pro každé 
x G [0,1], n G N . 

Důkaz. Vzh ledem k tomu, že tp je neklesaj ící surjekce, p ů v o d n í t -norma vznikne p rávě 
tehdy, když (p(T(x, y)) = T(<p(x), <p(y))- Tedy i ip o ôn(x) = 5n o (p(x) pro v šechna x G [0,1] 
a n G N . • 

Ukazuje se, že u v e d e n á n u t n á p o d m í n k a je pro j i s t é t-normy i pos tačuj íc í p o d m í n k o u . 
Uvedeme zde p ř ík l ady n ě k t e r ý c h t ř í d t-norem, u k t e r ý c h budeme uvažova t i nva r i an tn í trans
formaci funkcí <p(x) = Sn(x). Nejprve p ř ík l ad inva r i an tn í transformace F r a n k o v ý c h t-norem 
[10]. 

P ř í k l a d 4 . 5 . Frankovy t-normy jsou definovány jako: 

TM{x,y) pokud p = 0, 
^ TP(x,y) pokud p = 1, 

Tp \x,y) — ^ Ti(x,y) pokud p = +oo, 

l o g p ( l + j inak. 

P ro minimovou t-normu je d iagoná ln í funkce ônfi(x) = <p(x) = x, zde je tedy invariant-
nost z ře jmá . P ro součinovou t-normu Tp{x,y) = xy je d i agoná ln í funkce def inována jako 
Sn,i(x) = xn. Po transformaci dostaneme (xy)n = xnyn, invariantnost je tedy opě t zacho
vána . 

Pro Lukasiewiczovu t-normu Ti{x,y) = m a x { 0 , x + y — 1} je d i agoná ln í funkce ónjOQ 

d á n a p ř e d p i s e m ônj00(x) = (p(x) = max{0, nx — n + 1}. P o t o m t r ans fo rmac í dostaneme: 

ip(Ti,{x, y)) = max{0, n m a x { 0 , x + y — 1} — n + 1}, 

což je r ů z n é od nuly pokud x + y — 1 > 0 Anx + ny — 2n + l > 0 . Vzhledem k tomu, že 
pokud x + y — 1 > 0 ^ nx + ny — 2 n + l > — n + 1 < 0, je d r u h á p o d m í n k a silnější. 

TL(<P>{X), <p(y)) = max{0, max{0, nx — n + 1} + max{0, ny — n + 1} — 1}, 

což je r ů z n é od nuly pokud nx — n + 1 >0A ny — n + 1 > 0 Anx + ny — 2n + 1 > 0 . O p ě t 
pokud nx — n + l > 0 ^ n x + ny — 2n + 1 > ny — n < 0 ( p o d o b n ě s druhou p o d m í n k o u ) . 
T ř e t í p o d m í n k a je tedy silnější. Invariantnost je tedy zachována . 
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Pro o s t a t n í p ř í p a d y je d iagoná ln í funkce (p(x) = 5njP(x) d á n a nás ledovně : 

5n,p(x) = logp (1 + ( p _ 1 ) w _ 1 j • 

P o t o m transformace bude vypadat nás ledovně : 

1 + 

log„ 1+ 
p p V (p-i)" 1 ) ( p

logA1+J^řř=rj _ x 
(Pv-l)n 

V 

logp I 1 + 

(px-i)n(py-i)n 

(p-i)n-1(p-i)n-1 

p — 1 

p — 1 

l o g p ( 1 + 
(Px - i)n(py - íy 

( P - 1 ) 2 ™ - 1 

v{Tp{x,y)) = l o g F 1 + 
(p_ l ) n - l 

(pz - l)n(^ - l) n 

y - i ) ( p » - i ) 

l 0 R " I ' + V (p ľ"l)n- l 

1 ° M 1 + (p_ l )2n - l 

a tedy Tp(ip(x), ip(y)) = ip(Tp(x, y)), což z n a m e n á , že invariantnost je pro t ř í d u F rankových 
t-norem zachována . 

Da l š ím p ř í k l a d e m je i nva r i an tn í transformace Yagerových t-norem [10]. 

P ř í k l a d 4.6. Yagerovy t-normy jsou def inovány jako: 

Í
TD(x,y) pokud p = 0, 

max JO, 1 - ((1 - X)P + (1 - y)P) * } pokud 0 < p < +oo, 

TM(x, y) pokud p = +oo. 
P ro t-normu d ra s t i cký součin TJJ je invariantnost z ře jmě zachována . P ro minimovou 

t-normu bylo zachování invariantnosti d o k á z á n o již dř íve . 
P ro o s t a t n í p ř í p a d y je d iagoná ln í funkce (p(x) = 5njP(x) d á n a nás ledovně : 

ip(x) = 5n,p{x) = max j o , 1 — ( n ( l — x)p)p j . 

P o t o m transformace bude vypadat nás ledovně : 

p{T^(x,y)) = max j o , 1 - ( n ( l - max j o , 1 - ((1 - x f + (1 - y ) ? ) ? } ) " ) ? j max J 0 , l - ( n ( l - x ) p + n ( l - y ) p ) p } 

což p la t í pokud 1 — ((1 — x)p + (1 — y)p)p > 0. U v e d e n é rovnosti jsou r ů z n é od nuly pro 

1 - ( n ( l - X)P + n ( l - y)P)p > 0 <S> n ( l - x f + n ( l - y)* < 1. 

T*(<p(x),<p(y)) = max JO, 1 - ( ( l - m a x JO, l - ( n ( l - x ) p ) p } y 

+ ( l - m a x J 0 , l - ( n ( l - y ) p ) p } ) P ) ? } 

+ 

max JO, 1 - ( n ( l - x ) p + n ( l - y ) p )p } , 
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což p l a t í pro 1 — ( n ( l — x))p > 0 A 1 — ( n ( l — y))p > 0. U v e d e n é rovnosti jsou r ů z n é od 
nuly opě t pro n ( l — x)p + n ( l — y)p < 1. Tedy p la t í ip(Tp(x,y)) = (ip(x),ip(y)). 

T v r z e n í 4.12. Nechť T : [0, l ] 2 -> [0,1] je striktní t -norma. Dále předpokládáme funkci 
ip : [0,1] —>• [0,1]. Potom pokud ip G AT, potom ip-transformací vznikne původní t-norma. 

Důkaz. Vzh ledem k tomu, že funkce ip je bijekce, p la t í ip(Tv{x,y)) = T((p(x),(p(y)). Podle 
p ř e d p o k l a d u , že ip G AT, budeme dá le p s á t jen ón(Tv(x,y)) = T(5n(x), 5n(y)), pro n G N . 
D ů k a z , že Tv = T , provedeme indukcí podle n. 

1 . P ro n = 1 je rovnost sp lněna t r iv iá lně . P ro n = 2 budeme p ř e d p o k l á d a t , že existuj í 
nějaké (xo,yo) G [0, l ] 2 t akové , že T(xo,yo) ^ Tv(xo,yo). P o t o m ale 

T(T(x0,y0),T(x0,y0)) = 62(T(x0,y0)) ^T(62(x0),62(y0)) =T(T(x0,y0),T(x0,y0)), 

což je spor (v p ř e d c h o z í m kroku jsme využi l i a soc ia t ívnos t i T a toho, že funkce 8~L 

je os t ř e ro s touc í ) . Tedy Tip = T pro transformaci funkcí 52. 

2. Nyn í p ř e d p o k l á d á m e , že rovnost p la t í pro 5\,... ,5N a dokážeme , že p l a t í i pro 5N+\. 

Tv{x,y) = 5~l1(T(5n+i(x),5n+i(y))) ôn+^T^x, y)) = T(ón+1(x),ón+1(y)) =4> 

T(Sn(Tv(x, y)), Tv(x, y)) = T(T(ôn(x),x),T(ôn(y), y)). 

Podle i n d u k č n í h o p ř e d p o k l a d u a z asoc ia t ívnos t i t-normy T dá le plyne 

T(T(ón(x), 6n(y)),Tv(x, y)) = T(T(ón(x), 8n{y)),T{x, y)). 

Vzhledem k tomu, že T je s t ř i kne ros touc í , p l a t í Tv = T. 

Trans fo rmac í p o m o c í d iagoná ln ích funkcí vznikne tedy p ů v o d n í t-norma. • 

T v r z e n í 4.13. Nechť T : [0, l ] 2 —> [0,1] je spojitá archimedovská t-norma a f : [0,1] —> 
[0, oo] je její aditivní generátor. Dále uvažujme bijektivní funkci ip : [0,1] —>• [0,1]. Potom 
p-transformací vznikne původní t-norma právě tehdy, když existuje a > 0: af(x) = fo<p(x) 
(Schrôderova rovnice). 

Důkaz. (<í=) T r a n s f o r m o v a n á t-norma je d á n a p ř e d p i s e m 

Tv(x, y) = tp-^TfrWMv))] = f ' 1 ° / _ 1 ( n i m { / o <p{x) + / o (p{y)1 / (0 )} ) . 

Vzh ledem k tomu, že Tv je opě t s p o j i t á a r ch imedovská t-norma, je její ad i t ivn í g e n e r á t o r 
d á n p ř e d p i s e m g{x) = f o (p(x). Také ale existuje a > 0, t akové , že g(x) = af(x), tedy / 
a g se liší pouze kladnou mul t ip l ika t ivn í konstantou. G e n e r á t o r g je tedy t a k é g e n e r á t o r 
t-normy T a t í m p á d e m = T. 

(=>) Nyn í p ř e d p o k l á d á m e , že p la t í Tv(x,y) = T{x,y), pro každé (x,y) G [0, l ] 2 tedy 

Tv(x, y) = v'1 [T(<p(x)My))] = T(x> v)-

Adi t ivn í g e n e r á t o r t-normy je d á n p ř e d p i s e m g(x) = f o p>(x), ale vzhledem k tomu, že 
se o b ě t-normy rovnaj í , mus í existovat nějaké a > 0 takové , že f o <p(x) = af(x). • 
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Všechny b i jek t ivní funkce na j e d n o t k o v é m intervalu <p, p ř i jej ichž transformaci d a n é 
t-normy T vznikne p ů v o d n í t-norma, tvoř í grupu au tomor f i smů A u t ( T ) . T v r z e n í m 4.13 se 
n á m tuto grupu pro a rch imedovské t-normy poda ř i l o klasifikovat. 

P o m o c í t ě ch to t ř í d m ů ž e m e zkonstruovat dalš í uninormy, jako je to u k á z á n o v nás ledu
j íc ím p ř ík ladě . 

P ř í k l a d 4.7. U v a ž u j m e funkci U : [0, l ] 2 —> [0,1], danou p ř e d p i s e m 

Up(x,y) 

- 1 + 2x + 2y - 2xy 
min{x,y} 
0 

( p 2 a ; _ 1 - ) 2 - 2 a 

( p - 1 ) 1 - 2 » 
l o g p 1 + 

min{x , y} > | , 
max{x,y} = \ , 

%\)\ 
j inak. 

Nejprve dokážeme , že se j e d n á s k u t e č n ě o uninormu. Komuta t ivnos t je z ře jmá , s te jně jako 
m o n o t ó n n o s t a existence n e u t r á l n í h o p rvku . Nyn í d o k á ž e m e asociativnost, což zde u k á ž e m e 
na nejzaj ímavějš ích p ř í p a d e c h . U v a ž u j m e proto x G [0, ^) a y, z G (\, 1], potom 

Up(Up(x,y),z) 

1 

log„ 1+ 
p (P -1 ) 

2-2z 

1 + 

1 + 

( p 2 * _ l ) 2 - 2 » 

( p - 1 ) 1 - 2 » 

( p _ 1)1-2* 

2-2z \ 

l o g p 1 + 

( p _ 1)1-2* 

(p2x _ 2)2-21^(1/,«) 

(p _ l) l-2J7 p ( i / , Z ) 

2.c 1^4—4y—Az+Ayz 

(p _ iy-Az-Ay+Ayz 

Up(x,Up(y,z)). 

P o d o b n ě by se asociativnost dokáza l a i pro o s t a t n í p ř ípady . Funkce Up je tedy uninormou. 
Nyn í u v a ž u j m e funkci ipn : [0,1] —>• [0,1] danou p ředp i sem: 

X 

1 
2 l o g p 1 + 

( p 2 x _ j ^ 

( p - l ) » -

X > 

X < 

2' 

2' 

Není t ěžké ověři t , že t r ans fo rmac í uvedenou funkcí vznikne p ů v o d n í uninorma. 
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Kapitola 5 

Modelování fuzzy logických spojek 

V t é t o kapitole využ i jeme znalosti p ř e d e v š í m o t r i a n g u l á r n í c h n o r m á c h a jejich vlastnostech 
získané v předchoz ích čás tech p ráce . C í lem t é t o kapitoly je na léz t algoritmus pro mode lován í 
fuzzy logických spojek a na jeho zák l adě vyhodnoti t experiment mode lován í konjunkce pou
žívané l i dmi . Ve v ý s l e d n é m algori tmu jsou využ i t y j iž z n á m e metody a algoritmy, k t e r é jsou 
v h o d n ě upraveny, aby vyhovovaly specif ickým p o d m í n k á m p lynouc ích z v l a s tnos t í t-norem. 
S a m o t n é v y h o d n o c e n í experimentu potom bylo provedeno programem, jehož implementace 
je p o p s á n a t a k é v t é t o kapitole. 

Mode lován í fuzzy logických spojek spoč ívá v h ledán í v h o d n é t r i a n g u l á r n í normy, k t e r á 
co nej lépe vyhovuje k o n e č n é m u p o č t u empir icky z ískaných dat. Vzh ledem k p o ž a d a v k ů m 
k l a d e n ý m na k a ž d o u t-normu (ze jména komutativnost a asociativnost), je nejzaj ímavějš í 
aproximace spo j i tých a r ch imedovských t-norem, k t e r é lze vy jádř i t p o m o c í jejich ad i t ivn ích 
g e n e r á t o r ů (zobecnění definice 2.2)[2]: 

T(Xl, X2, • • •, xn) = g(-V gixi^J • ( 5 - 1 ) 

V t é t o rovnici je g : [0,1] —> [0, oo] ad i t ivn í gene rá to r spo j i t é a rch imedovské t-normy T. 
Zde v id íme , že m í s t o aproximace s a m o t n ý c h t r i a n g u l á r n í c h norem se z a c h o v á n í m jejich 
v l a s tnos t í s ohledem na a p r o x i m o v a n á data je výhodně j š í aproximovat jejich ad i t ivn í gene
rá to ry . Aproximace ad i t ivn ích g e n e r á t o r ů byla p ř e d s t a v e n a v č l ánku [2], n ě k t e r é výs ledky 
jsou s t r u č n ě uvedeny v následuj íc í sekci. 

5.1 Aproximace adit ivních generátorů 

Adi t ivn í g e n e r á t o r j i s t é t-normy lze aproximovat p o m o c í spline křivky, což je po intervalech 
def inovaná po lynomická funkce. V č l ánku [ ] je u v a ž o v á n a S-spl ine kř ivka . Aproximace 
touto k ř ivkou se nejčastěj i použ ívá v poč í t ačové grafice. A p r o x i m o v a n ý ad i t ivn í g e n e r á t o r 
tedy bude ve tvaru 

J 

g(x) = Smj(x) = y^CjBjjm(x), (5.2) 
3=1 
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kde Cj je koeficient závislý na datech a k je s t u p e ň polynomu. Po lynomy B j ^ jsou def inovány 
nás leduj íc ím r e k u r e n t n í m vztahem [9] 

Bi,i(x) 
1 pokud ti < x < í j+ i , 
0 j inak. 

Bi,m(x) = —-—tj—Bi^m-1(x) + tl+m^ x Bi+lim_1(x), 

kde to,... ,tm jsou j edno t l ivé uzly. P o k u d jsou j edno t l ivé uzly rozdí lné , je p o č e t vn i t řn í ch 
uzlů roven stupni polynomu. 

Nyn í budeme p ř e d p o k l á d a t empi r i ckých pozorován í ve tvaru [ ]: 

x 2 ) • • • ) x n f e ) ) ) ^ — 1 , 2 , . . . , i f . 

D o s a z e n í m dat v t é t o formě do rovnice (5.1) z í skáme tvar, ze k t e r é h o př i aproximaci budeme 
vycháze t : 

g(xk)+g(xk) + --- + g(xk

k)^g(yk). 

Po n a h r a z e n í funkce g za (5.2) a ú p r a v o u v ý r a z u z í skáváme následuj íc í tvar [2]: 

J / nk \ 

£ c* ( £ i W 4 ) " ^ , m ( / ) ~ 0, k =1,...,K. 
j=l \i=l ) 

Navíc musí bý t sp lněny p o d m í n k y , k ladené na ad i t ivn í g e n e r á t o r y (klesající funkce s okrajo

vou p o d m í n k o u #(1) = 0 a g{e) = 1). M o n o t ó n n o s t lze za ruč i t s p l n ě n í m p o d m í n k y Cj £ Mg 
[2]. Okra jové p o d m í n k y lze s ohledem na aproximaci p o m o c í S  s p l i n ů zapsat jako: 

J J 

CjBjjfn(l) = 0 ^2 CjBjim{e) = 1. 
3=1 3=1 

Hodnotu e je v h o d n é volit tak, aby byla menš í než nejmenš í nenu lová hodnota v s t u p n í c h 
dat. P o t o m hodnoty a p r o x i m o v a n é h o g e n e r á t o r u na intervalu [0,e] nejsou ovl ivněny vstup

n ími daty. N a intervalu [0, e] je tedy m o ž n é g e n e r á t o r vy jádř i t l ibovolně (tedy s ohledem 
na vlastnosti ad i t ivn ích g e n e r á t o r ů ) . 

N a š í m cí lem př i aproximaci je na léz t t akové koeficienty Cj, k t e r é odpov ída j í výše uve
d e n ý m p o d m í n k á m . Všechny p o d m í n k y lze ma t i cově zapsat nás ledovně : 

A c « 0, - c > 0, E c = (^j , (5.3) 

kde j edno t l ivé matice odpov ída j í v z t a h ů m u v e d e n ý m výše . 

A = (Akj) = J2Bjjm(xk) -Bjtm(yk), c = (ci c 2 ••• cj)T, 

E = 

i=l 
flo(l) 5i(l) ••• Bj(l) 
Bo(e) S i ( e ) ••• Bj(e) 
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5.2 Algoritmus pro aproximaci 

P o k u d by p o d m í n k y (5.3) neobsahovaly omezující p o d m í n k y na nerovnost a ostrou rovnost, 
jednalo by se o ap rox imačn í p r o b l é m , k t e r ý lze snadno vyřeš i t metodou ne jmenš ích č tve rců 
[3]. Tato metoda řeší ap rox imačn í p r o b l é m 

A x « b , A G R n x m , X É ! " 1 , b e l " , 

na lezen ím vektoru ~X-LE minimal izuj íc í vý raz 

min || A x — blil, 
X 

kde ||.||2 je Euk l idova m í r a . D íky tomu, že m á m e dvě omezující p o d m í n k y , rozdě l íme algo
ritmus na dvě s a m o s t a t n é čás t i , jej ichž ř e šen ím se budeme z a b ý v a t v da l š ím textu. 

5.2.1 M e t o d a v á h o v á n í 

P r v n í čás t i , k t e r é se budeme věnova t , je omezen í na rovnost E c = (0 l ) . P r o řešení to
hoto a p r o x i m a č n í h o p r o b l é m u je m o ž n é využ í t n a p ř . metodu p ř í m é eliminace nebo metodu 
váhován í . V n a š e m p ř í p a d ě použ i j eme metodu váhován í kvůl i její jednoduchosti . Podsta
tou t é t o metody je p ř i řazen í d o s t a t e č n ě „ve lkých" vah koef ic ientům, na k t e r é jsou kladeny 
omezující p o d m í n k y . M e t o d a vycház í z nás leduj íc ího vz tahu [3]: 

CLSE = a r g m i n l i m 7 A ) C " ( 7 ( ° 0 1 ) J 

Ze vztahu je p a t r n é , že p o m o c í metody váhován í je m o ž n é a p r o x i m a č n í p r o b l é m s o m e z e n í m 
na rovnost p řevés t na klasickou ú lohu řeš i te lnou metodou ne jmenš ích č tve rců . V programu 
za 7 vol íme číslo, ř ádově větš í než největš í prvek matice. 

5.2.2 L a w s o n - H a n s o n ů v a lgor i tmus 

Výše jsme si ukáza l i metodu váhován í , k t e r á umožňu je vyřeš i t omezen í na rovnost. V t é t o 
čás t i se budeme z a b ý v a t ř e šen ím omezující p o d m í n k y na nerovnost. J e d n í m z a lgo r i tmů 
umožňuj íc í řešení takto omezených op t ima l i začn ích p r o b l é m ů ne jmenš ích č t v e r c u j e Lawson-
H a n s o n ů v algoritmus [ ]. Tento algoritmus h l edá vektor x splňující následující p o d m í n k y : 

min || A x — b| | | , x > 0. 
X 

Algor i tmus využ ívá metodu ak t ivn í množiny . V t é t o m n o ž i n ě jsou indexy p r o m ě n n ý c h , 
jej ichž regresní koeficienty jsou z á p o r n é (nebo nula). O s t a t n í indexy p r o m ě n n ý c h jsou v pa
sivní m n o ž i n ě . P o k u d je ak t i vn í a pas ivn í m n o ž i n a z n á m a , je p r o b l é m s o m e z e n í m na ne
rovnost vyřešen metodou ne jmenš ích č tve rců na p r o m ě n n é , k t e r é jsou v pas ivn í množ ině . 
Koeficienty p r o m ě n n ý c h v ak t ivn í m n o ž i n ě jsou nastaveny na nulu. 

L a w s o n - H a n s o n ů v algoritmus je i t e račn í algoritmus, kdy se v každé iteraci s t anov í pa
sivní množ ina , nad kterou se provede metoda ne jmenš ích č tve rců a na zák l adě výs ledku 
se u p r a v í pas ivn í a ak t ivn í m n o ž i n a . Ú p r a v a pas ivn í a ak t ivn í m n o ž i n y spoč ívá ve v ý m ě n ě 
indexů p r o m ě n n ý c h . P ř i ú p r a v ě t ěch to m n o ž i n docház í t a k é ke spoč í t án í nové hodnoty vek
toru x. P ř i v ý m ě n ě i ndexů mezi m n o ž i n a m i se vyměňuj í p r ávě ty indexy, jejichž hodnota 
ve vektoru x je rovna nule. Zápis algori tmu v p s e u d o k ó d u v y p a d á nás ledovně : 
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Algori tmus 1: L A W S O N - H A N S O N Ů V 

Vstup: A G M m x n , b G Rm 

V ý s t u p : x* > 0, kde x* = a r g m i n | |Ax — b| | | 

1: P < - 0 
2: R<r- { 1 , 2 , . . . , n } 

3: X ^— 0 
4: w —̂ A T ( y - Ax) 
5: while R Ý 0 A maxj 6 f í(u>i) > tolerance do 
6: j <- a r g m a x í e Ä ( i í ; j ) 
7: P ř ide j index j do pas ivn í m n o ž i n y P a odeber ho z m n o ž i n y R 
8: S P f - [ ( A p ) T A p ] " 1 ( A p ) T b 
9: while min ( s p ) < 0 do 

10: a i m.mieP(xi/(XÍ - s*)) 
í l: x i— x + a(s — x) 
12: P ř e s u ň z P do i? všechny indexy i t akové , že Xi = 0 
13: S P f - [ ( A p ) T A p ] " 1 ( A p ) T b 
14: S P 0 
15: end while 
16: X <r- S 

17: w <r- A T ( y - Ax) 
18: end while 
19: return x 

Poznámky k algoritmu: Pa s ivn í m n o ž i n a je v p s e u d o k ó d u o z n a č e n a jako P , ak t i vn í jako 
R. P o č e t i te rac í cyk lu lze ovl ivni t z m ě n o u parametru tolerance. Zápis A p z n a m e n á ome
zení matice A na p r o m ě n n é , k t e r é jsou obsaženy v pas ivn í m n o ž i n ě P. S a m o t n é p o č í t á n í 
ne jmenš ích č tve rců je p r o v á d ě n o na řádc ích 8 a 13. 

5.2.3 V ý s l e d n ý a lgor i tmus p r o a p r o x i m a c i 

V t é t o čás t i se budeme z a b ý v a t s p o j e n í m dvou předcházej íc ích čás t í algori tmu a jejich 
p o u ž i t í m pro aproximaci ad i t i vn ího g e n e r á t o r u podle předeš lé sekce. Jak j iž bylo z m í n ě n o 
dř íve , v ý s t u p e m Lawson-Hansonova algori tmu jsou n e z á p o r n é koeficienty. V n a š e m p ř í p a d ě 
však p o ž a d u j e m e , aby a p r o x i m o v a n ý ad i t ivn í g e n e r á t o r by l klesající , tedy aby koeficienty 
-B-splinu byly z á p o r n é . M u s í m e tedy nejprve provés t transformaci v s t u p n í c h empi r i ckých 
dat a k ra jn ích p o d m í n e k . Transformace je d á n a p ř e d p i s e m 

J?(x) = F~l{x) = l - x . 

N a d takto t r a n s f o r m o v a n ý m i daty se s t av íme matice A , E a p o m o c í metody váhován í za
j i s t í m e sp lnění t r an s fo rmovaných k ra jn ích p o d m í n e k . N a d u p r a v e n ý m i mat icemi p o m o c í 
Lawson-Hansonova algori tmu s p o č t e m e koeficienty .B-splinu. D í k y p rovedené transformaci 
j iž h l e d a n ý m řešen ím není klesající funkce, ale ros touc í funkce, proto p o ž a d u j e m e nezá
pornost koeficientů -B-splinu. P ř i ses tavování výs ledného ad i t i vn ího g e n e r á t o r u p o m o c í 
.B-splinu m u s í m e provés t z p ě t n o u transformaci dosazovaných hodnot, č ímž z í skáme poža
dovanou klesající funkci se s p r á v n ý m i k r a j n í m i p o d m í n k a m i . Zápis výs l edného algori tmu 
v p s e u d o k ó d u je následuj ící : 
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Algori tmus 2: A L G O R I T M U S P R O A P R O X I M A C I A D I T I V N Í H O G E N E R Á T O R U 

Vstup: M n o ž i n a empi r i ckých dat ve tvaru { x f c , yk}, k = 1 ,2 , . . . , n 
V ý s t u p : Funkčn í hodnoty y apr. g e n e r á t o r u s k o n s t a n t n í m krokem h 

A <- 0 , b <- 0 , C <- 0 , d <- (0 1 ) T 

x f c « - .F (x f c ) , y f c « - 7 / (y f c ) pro A; = 1 ,2 , . . . , n 
Volba s t u p n ě polynomu .B-splinu m a hodnot e a 7 

Nas taven í p o č t u uz lů .B-splinu J a jejich hodnoty t 

AKJ <- Eľ=i - J B J , m ( y f c ) 

A 

c <— nonnegative(A, b 

i —̂ /i 
while i < 1 do 

if i < e then 
y ( i ) < - l + l - I 

else 

end if 
i 4— i + h 

end while 

Poznámky k algoritmu: M e t o d a váhován í je p o u ž i t a na ř á d k u 7. L a w s o n - H a n s o n ů v algo
ritmus je v p s e u d o k ó d u označen jako funkce nonnegative. N a s t a v e n í p o č t u uz lů .B-splinu 
a jejich hodnot záleží na konk ré tn í ch datech a toto na s t aven í je n u t n é provés t experimen
t á l n ě ( samozře jmě s ohledem na s t u p e ň polynomu .B-splinu). V ý s l e d n á podoba ad i t i vn ího 
g e n e r á t o r u je ov l ivněna volbou uzlů. 

A b y c h o m si uděla l i lepší p ř e d s t a v u o s loži tost i algoritmu, provedeme odhad asympto
t ické časové s loži tos t i . V p ř í p a d ě Lawson-Hansonova algori tmu se i t e r ačně p rovád í v ý p o č e t 
ne jmenš ích č tverců , č a s o v á s loži tost v ý p o č t u ne jmenš ích č tve rců je m o ž n é rozděl i t do díl
čích operac í . 

• N á s o b e n í A T A (A G R n x m , b G Rm) se provede se s loži tost í C ( m n 2 ) , A T b se složi
tos t í 0{nm). 

• Spoč í t án í inverzní matice s C ( n 3 ) [11]. 

• N á s o b e n í výs ledné inverzní matice s O (n2). 

Ve v ý č t u operac í v id íme , že dominuj í operace ná soben í ATA a v ý p o č e t inverzní matice. 
V odhadu budeme tedy uvažova t pouze tyto dvě operace, o s t a t n í z a n e d b á m e . Výs l edný 
odhad v ý p o č t u ne jmenš ích č tve rců je tedy 0{n2{n + m)). Složi tost Lawson-Hansonova al
gori tmu zaleží na celkovém p o č t u i te rac í , ve k t e r ý c h se opakovaně poč í t a j í ne jmenš í č tverce . 
Odhad časové s loži tost i tedy bude 0(pn2(n + m)), kde p je m a x i m á l n í p o č e t p o č e t pro
vedených i te rac í . J e d n á se pouze o odhad, ve sku t ečnos t i bude hodnota menš í , p r o t o ž e se 
ne jmenš í č tverce poč í t a j í pouze nad ma t i c í omezenou na p r o m ě n n é v pas ivn í m n o ž i n ě P 
( |P | < n). 
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Co se t ýče a n a l ý z y celkového algoritmu, metoda váhován í se provede s časovou složi
tos t í O(Jn) a v y h o d n o c e n í funkčních hodnot polynomu se s loži tos t í 0([^-^\Jm). Časově 
ne jnáročnějš í je tedy s a m o t n ý v ý p o č e t koeficientů p o m o c í Lawson-Hansonova algoritmu, 
k t e r ý se v algori tmu pro aproximaci ad i t i vn ího g e n e r á t o r u provede v čase 0(pn2(n + J)). 
Vzhledem k tomu, že p ř e d p o k l á d á m e J < n , je celková složi tost algori tmu 0(pn3). V ý p o č e t 
je m o ž n é urychli t p o u ž i t í m specia l izovaných a lgo r i tmů pro násoben í matic (S t r a s senův al
goritmus [ ]) a v ý p o č e t inverzní matice [4], p o p ř í p a d ě v y u ž i t í m Cox-De Boorova algori tmu 
pro v y h o d n o c o v á n í hodnot -B-splinu [ ]. 
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(a) Aproximace aditivního generátoru součinové (b) Aproximace aditivního generátoru Hamache-
t-normy s aditivním generátorem g{x) = — log(:r) rovy t-normy (p = 2) s aditivním generátorem 
na intervalu [ e _ 1 , l ] (červená křivka). Pro apro- g(x) = log na intervalu [^Tj ) l ] (červená 
ximaci byly zvoleny B-spliny stupně polynomu 3 křivka). Pro aproximaci byly opět zvoleny B-
(modrá křivka). Koeficienty byly spočítány na zá- spliny stupně 3 (modrá křivka). Koeficienty byly 
kládě 8 empirických hodnot s dvěma argumenty, spočítány na základě 14 empirických hodnot. 

O b r á z e k 5 . 1 : Výs l edky algori tmu pro mode lován í g e n e r á t o r ů z n á m ý c h t-norem. 

5.3 Implementace programu 

Obsahem t é t o podkapi toly je popis implementace aplikace pro aproximaci ad i t ivn ích gene
r á t o r ů podle a lgo r i tmů uvedených v předcházej íc í sekci. P r o účely implementace b y l zvolen 
jazyk C+-1- (konk ré tně norma C + + 1 1 ) kvůl i p o d p o ř e ob jek tově o r i en tovaného programo
vání a t a k é z n a č n é p řenos i t e lnos t i . Grafické už iva te l ské r o z h r a n í (GUI) bylo v y t v o ř e n o 
p o m o c í knihovny Qt . Ma t i cové operace na nejnižší ú rovn i zajišťuje knihovna A T L A S ( A u -
tomatical ly Tuned Linear Algebra Software) 1 . Tato knihovna poskytuje implementaci A P I 
pro p rác i s vek to rovými a m a t i c o v ý m i operacemi pro j azyky C a For t ran a je d o s t u p n á 
z r e p o z i t á ř e Net l ib . A T L A S je vysoce o p t i m a l i z o v a n á knihovna. Opt imal izace p r o b í h á i na 
zák ladě p o č t u p rocesorů a velikosti cache p a m ě t i . 

H l a v n í m cí lem př i t v o r b ě aplikace byla m o ž n o s t s n a d n é ú p r a v y v s t u p n í c h p a r a m e t r ů 
aproximace. Toto zahrnuje m o ž n o s t s n a d n é ú p r a v y empi r i ckých dat vče tně m o ž n o s t i uložení 
a k t u á l n í aproximace na disk pro pozdějš í použ i t í . N e m é n ě dů lež i t á je i m o ž n o s t i n tu i t i vn í 

1

http://www.netlib.org/atlas/ 
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změny p a r a m e t r ů .B-splinu a d y n a m i c k é překres lování výs ledného ad i t i vn ího g e n e r á t o r u . 
Ukázka výs ledné podoby aplikace je v pří loze C . 

5.3.1 P o p i s t ř í d z a j i š ť u j í c í a p r o x i m a c i 

Celá aplikace je logicky č leněna do t ř íd , k t e r é zajišťují jednak samotnou aproximaci, ale 
t a k é v h o d n é grafické zobrazen í . V t é t o čás t i si p o p í š e m e zák ladn í t ř ídy , k t e r é zajišťují 
aproximaci g e n e r á t o r ů p o m o c í S - sp l inů . Diagram t ěch to t ř í d je v pří loze B . Nebudeme se 
už blíže věnova t popisu a n á v r h u G U I . Vzh ledem k tomu, že algoritmus je z velké čás t i 
založen na prác i s maticemi, p o p í š e m e si nejprve, jak jsou r ep rezen továny v programu. 

T ř í d a MatrixBase zp ros t ř edkovává zák l adn í operace pro prác i s mat icemi. Z d ů v o d u 
kompat ibi l i ty s knihovnou A T L A S je matice r e p r e z e n t o v á n a j e d n o r o z m ě r n ý m polem typu 
double. Tato t ř í d a poskytuje operace pro p ř í s t u p k j e d n o t l i v ý m p r v k ů m matice a jejich 
př i řazování . 

T ř í d a Matrix, k t e r á je odvozena od t ř í d y MatrixBase, reprezentuje matice v pro
gramu. Jednou z p o s k y t o v a n ý c h operac í je n á s o b e n í matic, k čemuž využ ívá kn ihovn í funkci 
cblas_dgemm. T ř í d a t a k é mimo j iné implementuje metody pro transpozici (Transpose), 

v ý b ě r podmatice na zák l adě i n d e x ů (Submatrix) a spoč í t án í inverzní matice (Inverse), 

k čemuž využ ívá kn ihovn í funkci clapack.dgetri. 

P o s l e d n í m s t a v e b n í m kamenem pro aproximaci g e n e r á t o r ů je t ř í d a Vector, k t e r á , jak 
již název n a p o v í d á , poskytuje operace pro prác i s vektory. Tato t ř í d a je odvozena od t ř í d y 
Matrix. T y t o t ř i t ř í d y posky tu j í zák ladn í a p a r á t pro implementaci algori tmu pro aproxi
maci. 

Vzhledem k tomu, že g e n e r á t o r je a p r o x i m o v a n ý p o m o c í S - sp l inů , je v y t v o ř e n a t ř í d a 
BSpline, k t e r á uchovává informace o parametrech k ř ivky a poskytuje metody (EvalPoints, 

BaseValue) pro v y h o d n o c e n í hodnot v bodech s d a n ý m krokem. T y t o hodnoty se použij í 
pro vykres lení .B-splinu v okně . 

T ř í d a Approximation obsahuje metody pro s a m o t n ý v ý p o č e t koeficientů aproximuj íc í 
.B-spline kř ivky. Dvě nejdůleži tě jš í metody jsou NonNegative, k t e r á implementuje Lawson-
H a n s o n ů v algoritmus a metoda Approximate, k t e r á implementuje metodu váhován í a celou 
aproximaci na zák ladě v s t u p n í c h empi r i ckých dat. V ý s t u p e m pos ledně j m e n o v a n é metody 
je objekt t ř í d y BSpline, k t e r ý obsahuje s p o č í t a n é koeficienty. 

5.3.2 U k l á d á n í a n a č í t á n í dat 

Pro u k l á d á n í dat o a k t u á l n í aproximaci na disk se pro jednoduchost využ ívá t e x t o v é h o 
fo rmá tu . K a ž d á prob íha j íc í aproximace je u r č e n a t ě m i t o úda j i : s t u p n ě m .B-spline polynomu, 
p o č t e m uzlových b o d ů a jejich hodnotami, hodnotou e a emp i r i ckými daty. T y t o informace 
se do t e x t o v é h o souboru uk láda j í v nás leduj íc ím fo rmá tu : 

<stupeň polynomu>\n 

<počet u z l . bodů>\n 

(<uzl. bod i>;)*\n 

<epsilon>\n 

(<y>; ( < X i>;)*\n)* 

V programu se o s p r á v n é n a č í t á n í v s t u p n í h o souboru s t a r á t ř í d a DataLoader. S a m o t n é 
nač í t án í v s t u p n í c h hodnot je i m p l e m e n t o v á n o v m e t o d ě Processlnput. Tato t ř í d a t aké 
zajišťuje kontrolu val idi ty souboru s informacemi o aproximaci, což zahrnuje kontrolu, zda 
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jsou hodnoty v p o ž a d o v a n é m intervalu, s p r á v n ý p o č e t uz lových b o d ů apod. P ro sp rávné 
provedení aproximace je t a k é n u t n é , aby pro každou emprir ickou hodnotu y existovaly 
a lespoň dvě hodnoty x. Vzh ledem k tomu, že p o č e t hodnot x f c m ů ž e bý t pro r ů z n á k r ů z n ý 
a tyto hodnoty jsou u k l á d á n y do matice, je p o č e t s loupců matice nastaven na m a x i m á l n í 
poče t hodnot x f c a n e v y u ž i t é p rvky matice jsou nastaveny na hodnotu - 1 . 0 . T y t o p rvky 
nejsou př i aproximaci uvažovány. 

5 .3 .3 P r o c e s aprox imace 

V předchoz ích podsekc ích jsme se zabýval i h l avn ími t ř í d a m i a u k l á d á n í m dat. N y n í se 
blíže z a m ě ř í m e na s a m o t n ý proces aproximace. Tento proces je m o ž n é popsat nás leduj íc ími 
kroky: 

1. N a č t e n í empr i r i ckých dat a informací o -B-splinu ze souboru nebo jsou tyto hodnoty 
získány p ř í m o z programu. V tomto kroku je t a k é za j i š t ěna kontrola p o ž a d o v a n ý c h 
v la s tnos t í v s t u p n í c h dat. 

2. Spoč í t án í koeficientů .B-splinu na zák ladě dat z í skaných v p ředcháze j í c ím kroku a 
v y h o d n o c e n í funkčních hodnot k ř ivky na intervalu [e, 1] s d a n ý m krokem. 

3. Zobrazen í a p r o x i m o v a n é h o ad i t i vn ího g e n e r á t o r u . P r o hodnoty na intervalu [e, 1] se 
použij í hodnoty .B-splinu z p ředchoz ího kroku. N a intervalu (0, e] je zobrazena funkce 
s p ř e d p i s e m ^ + 1 — j. 

Poznámka: P ř i každé z m ě n ě n ě k t e r é h o z p a r a m e t r ů aproximace je n u t n é provés t znovu 
všechny u v e d e n é kroky. 

5.4 Experiment modelování fuzzy konjunkce 

V r á m c i aplikace mode lován í fuzzy konjunkce je proveden experiment, v n ě m ž jsou využ i ty 
znalosti z p ředchoz ích podkapi tol . H l a v n í m cí lem experimentu je zjistit, j a k ý m z p ů s o b e m 
lidé c h á p o u fuzzy konjunkci. J i n ý m i slovy: na j í t takovou t-normu, k t e r á co nejpřesněj i 
modeluje konjunkci ve v ý z n a m u p o u ž í v a n é m l i dmi . D r u h ý m cí lem je zjistit, zda l idé c h á p o u 
konjunkci jako k o m u t a t i v n í operaci. 

Data , na jejichž zák ladě je mode lován í provedeno, byla od r e s p o n d e n t ů z í skána p o m o c í 
pap í rového d o t a z n í k u . Úko lem r e s p o n d e n t ů bylo p ř i ř a d i t p ř i p r a v e n ý m v ý r o k ů m číselnou 
hodnotu v rozmezí 1 - 1 0 , k t e r á reprezentuje s t u p e ň pravdivost i d a n é h o v ý r o k u podle jejich 
osobn ího n á z o r u . V ý r o k ů je celkem 20, z nichž 10 je p ros tých a zbylých 10 je u t v o ř e n o 
konjunkcí oněch p ros tých v ý r o k ů . J edno t l i vé konjunkce jsou uvedeny v obou tvarech, t j . 
A A B i B A A. Oslovení respondenti jsou p ř e d e v š í m z ř a d s t u d e n t ů Fakul ty in formačních 
technologi í . P o u ž i t é vý roky v d o t a z n í k u jsou v př í loze D . 

5.4 .1 V y h o d n o c e n í e x p e r i m e n t u 

Nakonec bylo z í skáno 204 vyp lněných d o t a z n í k ů od r e s p o n d e n t ů . Jak j iž bylo z m í n ě n o dř íve , 
experiment si k lad l dva h lavn í cíle. 

1. Hledání modelu fuzzy konjunkce chápanou lidmi. P r o mode lován í výs ledné t-nomy 
byla v y u ž i t a metoda aproximace ad i t i vn ího g e n e r á t o r u p o m o c í .B-splinu, p o p s a n á 
dř íve. Vzh ledem k tomu, že v k a ž d é m d o t a z n í k u bylo 20 vý roků , aproximace byla 
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provedena na zák l adě více než 1000 empi r i ckých hodnot, k t e r é bylo nejprve p o t ř e b a 
transformovat do intervalu [0,1]. N a d t r a n s f o r m o v a n ý m i daty po tom byla provedena 
aproximace p o m o c í S - sp l i nů . Vzh ledem k tomu, že v empi r i ckých datech jsou za
stoupeny všechny hodnoty v rozmezí 1 - 1 0 , byla okra jová p o d m í n k a e nastavena na 
nulu. P o m o c í programu a metod p o p s a n ý c h v předchoz ích p o d k a p i t o l á c h bylo z j iš těno, 
že výs l edný a p r o x i m o v a n ý ad i t ivn í g e n e r á t o r g na intervalu [0,1] je d á n p ř e d p i s e m 
g(x) = (1 — x)2 (obr. 5.2a). P ř e d p i s g e n e r á t o r u je t a k é ovl ivněn volbou uzlových b o d ů 
.B-splinu. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

(a) Graf aproximovaného aditivního generátoru na (b) Graf výsledné t-normy, která byla modelována 
intervalu [0,1], který je dán předpisem g(x) = na základě empirických dat (odpovídá Yagerově 
(1 — x)2. t-normě s parametrem p = 2). 

O b r á z e k 5.2: Grafické znázo rněn í výs ledku experimentu. 

Tento g e n e r á t o r o d p o v í d á t - n o r m ě : 

T(x, y) = max {o, 1 - ((1 - x)2 + (1 - y)2) * } , 

což je Yagerova t-norma s parametrem p = 2 (obr. 5.2b). 

2. Druhým cílem bylo zjistit, zda lidé chápou konjunkci jako komutativní operaci. Z ob
držených d o t a z n í k ů plyne, že v asi 56 % p ř í p a d ů byla konjunkce vyhodnocena jako 
k o m u t a t i v n í operace. Respondenti nejčastěj i chápa l i konjunkci jako k o m u t a t i v n í ope
raci v d o t a z n í k u u o t ázek 5 a 10. Naopak n e j m é n ě ča s to u o t ázek 1 a 20. O t á z k o u 
však zůs t ává , do j aké m í r y byl i respondenti ovl ivněni zna los t í klasické logiky a jak by 
výs ledek vypada l u m é n ě technicky z a m ě ř e n ý c h r e s p o n d e n t ů . 
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Kapitola 6 

Závěr 

V t é t o p rác i jsme se věnovali u n i n o r m á m , ze jména jejich (^-transformacemi a mode lován í 
fuzzy logické konjunkce z empi r i ckých dat. Nejprve jsme uvedli p ř í k l a d y někol ika uninorem, 
na k t e r ý c h jsme zjišťovali, za j a k ý c h p o d m í n e k k l adených na funkci p vznikne t r ans fo rmac í 
t ě ch to uninorem opě t uninorma. T a k t é ž jsme se věnovali spec iá ln ím p ř í p a d ů m , kdy trans
formací vzn ik la p ů v o d n í uninorma. N a zák ladě t ěch to p ř í k l a d ů se p o d a ř i l o n ě k t e r á tv rzen í 
o transformaci zobecnit pro obecné uninormy. 

V dalš í čás t i jsme se zabýval i i nva r i an tn í t r ans fo rmac í uninorem a h l e d á n í m inva r i an tů . 
Nejprve jsme se věnovali p o d m í n k á m na m n o ž i n ě [0, e) x (e, 1 ] . Uved l i jsme několik tvr
zení, k t e r á s tanovuj í p o d m í n k y pro inva r i an tn í transformaci. M i m o j iné jsme zj is t i l i , že 
pro u rč i t é uninormy po ^-transformaci vznikne p ů v o d n í uninorma na t é t o m n o ž i n ě p rávě 
tehdy, když je funkce tp p e r m u t o v a t e l n á s j e d n o t l i v ý m i funkcemi na t é t o m n o ž i n ě . Touto 
p o d m í n k o u jsme se zabýval i i dá le , kdy jsme hledali funkce, k t e r é by se daly pro konstrukci 
uninorem využ í t a zá roveň budou inva r i an tn í vůč i transformaci. V y š e t ř o v a n ý m i t ř í d a m i 
p e r m u t o v a t e l n ý c h funkcí byly iterace funkcí a Čebyševovy polynomy p r v n í h o ř á d u , kde se 
ukáza lo , že neexis tu j í ž á d n é t akové polynomy, k t e r é by se daly pro konstrukci uninorem 
využ í t . Pozornost byla t a k é v ě n o v á n a inva r i an tn í transformaci t-norem. M i m o j iné jsme 
ukázal i , že transformace d i agoná ln ími funkcemi j i s tých t r i a n g u l á r n í c h norem je inva r i an tn í . 
V nepos ledn í ř a d ě jsme t a k é objevil i spojitost mezi i nva r i an tnos t í a ad i t i vn ími generá to ry . 

Pos lední čás t p r á c e byla věnována mode lován í fuzzy logických spojek. Zde se poda
řilo na léz t a analyzovat algoritmus pro aproximaci ad i t ivn ích g e n e r á t o r ů p o m o c í S - sp l inů . 
Tento algoritmus je m o ž n é uplatni t n a p ř í k l a d př i n á v r h u fuzzy kon t ro lé rů . N a zák ladě 
tohoto algori tmu by l i m p l e m e n t o v á n program, k t e r ý poskytuje jednoduchou a efekt ivní 
m o ž n o s t aproximace ad i t ivn ích g e n e r á t o r ů z empi r i ckých dat. P o m o c í tohoto programu by l 
vyhodnocen experiment, k t e r ý si k l ad l za cíl na léz t m a t e m a t i c k ý p ředp i s fuzzy konjunkce, 
ve v ý z n a m u p o u ž í v a n é m l i dmi . Z výs ledků experimentu vyplynulo, že konjunkce použí 
v a n á l i dmi nejvíce o d p o v í d á u rč i t é Yagerově t - n o r m ě . Tento výs ledek lze v praxi využ í t 
př i konstrukci v í cehodno tové logiky, k t e r á o d p o v í d á l idskému c h á p á n í . D á l e jsme zj is t i l i , že 
konjunkci respondenti označi l i jako k o m u t a t i v n í operaci p ř ekvap ivě pouze v 56 % p ř í p a d ů . 
Tato hodnota však bude p a t r n ě závis lá na vzorku r e s p o n d e n t ů . 

Další pok račován í p r á c e by se mohlo u b í r a t d v ě m a směry. P r v n í m by mohlo bý t dalš í 
s tudium v las tnos t í agregačn ích o p e r á t o r ů , z e jména uninorem a teore t ické možnos t i mode
lování fuzzy logických spojek. D r u h ý m s m ě r e m , j a k ý m se další vývoj m ů ž e u b í r a t , je mode
lování i m p l i k á t o r ů z uninorem nebo využ i t í mode lován í spojek z empi r i ckých dat v oblasti 
doporučovac ích sy s t émů . 
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Příloha A 

Obsah CD 

Př i ložené C D obsahuje: 

• bp_xhavle03. pdf - text p í s e m n é z p r á v y ve fo rmá tu P D F 

• t ex/ - zdro jové k ó d y p í semné z p r á v y ve f o r m á t u WF$Í 

• src/ - zdrojové kódy programu pro aproximaci ad i t i vn ích g e n e r á t o r ů 

• examples/ - p ř í k l a d y v s t u p n í c h empi r i ckých dat 

• Makef i l e - soubor pro p ř e k l a d programu 

• README. txt - n á v o d pro instalaci 
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Příloha B 

Diagram tříd 

astatic !3> 
Approximat ion 

Matr ixBase 

— arr : double * = N U L L 
— rows : unsigned int 
— cols : unsigned int 

# GetArray() const : double * 
# SetArray(array : double *) 
# SetRows(r : unsigned int) 
# SetCols(c : unsigned int) 
# Assign(mat : MatrixBase &) 

+ MatrixBase() 
+ MatrixBase(N : unsigned int, M : unsigned int) 
+ MatrixBase (mat : const MatrixBase &) 
+ ~MatrixBase() 

+ GetRowsQ const : unsigned int 
+ GetColsQ const : unsigned int 
+ operator[] (index : unsigned int) : double * 
+ operator—(mat : MatrixBase) : MatrixBase & 

5 

Matr ix 

# Sum(A : Matrix &) : Matrix & 
# PredicateItemCount(predicate : Func) 

: unsigned int 
# Multiply(A : const Matrix &) : Matrix 

+ Matrix() 
+ Matrix(N : unsigned int, M : unsigned int) 
+ Matrix(mat : const Matrix &) 

+ operator—(mat : Matrix) : Matrix & 
+ operator+(mat : Matrix &) : Matrix 
+ operator-(mat : Matrix &) : Matrix 
+ operator* (mat : const Matrix &) : Matrix 
+ Matrix operator*(mul : double) : Matrix 

+ Matrix Find(Func predicate) : Matrix 
+ Transpose() : Matrix & 
+ Inverse() : Matrix & 
+ Submatrix(rowVector : vector<int>&, 

colVector : vector<int>&) : Matrix 
+ Submatrix(rowVector : Matrix &c, 

colVector : Matrix &) : Matrix 
+ ToVector() const : vector<double> 
+ Zeros(N : unsigned int, 

M : unsigned int) : Matrix 

— BiggerThanZero(a : double) : bool 
— LessThanZero(a : double) : bool 
— IncludeValue(p : Vector &, 

value : double) : Vector 

+ Matrix NonNegative(c : Matrix &, 
d : Matrix &) 

+ Approximate (xk : Matrix &, d : Vector &, 
t : Vector &, J : int, degree : int, 
eps : double, step : double) : BSpline 

+ TransformFunction(double x) : double 

1 

BSpline 

— points : vector<double> 
— step : double 
— degree : unsigned int 
— start : double 
— coefs : Vector 
— nodes : Vector 

+ BSpline(deg : unsigned int, 
nodeList : const Vector &c) 

+ BSplineQ 

+ GetStartPointQ : double 
+ GetStep() : double 
+ GetPoints() : vector<d ouble>& 

+ BaseValue(index : unsi gned int, 
x : double) : double 

+ EvalPoints(coeficients Vector &, start : double, 
end : double, step : double, fnc : TransFunc) 

# BSplineEval(degree : int, index : int, 
t : const Vector &,value : double) : double 

/ 

Vector 

+ Vector () 
+ Vector(unsigned int N) 
+ Vector(vec : const Vector &) 
+ Vector(mat : const Matrix &) 

+ operator[] (index : unsigned int) : double 
+ operator[] (index : unsigned int) : double & 
+ operator*(mul : double) : Vector 

+ void SetRowValues (index : const Vector &, 
value : const Vector &) 

+ Vector Subvector(index : const Vector &) 
+ Vector RemoveRows(index : const Vector & ) 

+ static Vector Zeros(unsigned int N) 
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Příloha C 

Ukázka aplikace 

Aproximace adit ivních generátora 

Soubor Nastavení Nápověda 

2.5 Stupeň B-SpLinu; 

\ 
2.2 \ Počet uzLových bodů: 

\ KZ Z l 
2.0 \ Uzlové body: | + | | -

\ Souřadnice uzlového bodu j n -

\ 1 1 

\ 2 0.99 

\ 3 0.9 

\ 4 0.5390S4 

5 0.3 

1.0 \ . 6 0 

7 -0.2 

o.s 

0.5 

0.2 

0 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 O.S 0.9 1.0 ULožit změny 

Počet empirických dat: 14, Maximální počet parametrů: 3, Hodnota eps: 0.539084 

O b r á z e k C l : Hlavn í okno aplikace. 
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EpsiLon: 0.539084 

Empir ická data 

Řádek: HH SLoupac: HT] HH 

y *{1> *(2) 

i 0.615385 0.8 O.S 

z 0.615348 0.81 0.79 

3 0.30198 0.9 O.S 

4 0.624205 0.79 0.82 

5 0.841002 0.93 0.91 

6 0.580313 0.78 0.78 

7 0.714398 0.78 0.93 

8 0,58891 0.77 0.8 

9 0.61165 0.7 0.9 

10 0,583333 0.6 0,98 

11 0.62406 0.83 0.78 

12 0,715965 0.85 0,86 

13 0.725275 0.84 0.88 

14 0.692608 0.85 0.835 

Cancel. OK 

O b r á z e k C.2 : Okno pro ed i tován í empi r i ckých dat. 
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Příloha D 

Použité výroky v dotazníku 

1. H o d n ě lidí v t é t o m í s t n o s t i nosí b rý le . 

2. C h o d í m dř íve s p á t . 

3. Je s lunečné a t ep lé počas í . 

4. Často se c í t ím unavený. 

5. Matemat ika m á p rak t i cké využi t í . 

6. Je s lunečné počas í . 

7. H o d n ě lidí v t é t o m í s t n o s t i nosí b rý le a m á svět lé vlasy. 

8. Často se c í t ím unavený, i když c h o d í m dř íve spá t . 

9. J í z d n é v ý r a z n ě zdraži lo . 

10. Matemat ika je za j ímavý vědní obor. 

11. Venku je teplo. 

12. J í z d n é v ý r a z n ě zdraži lo , ale ces tování hromadnou dopravou je p o h o d l n é . 

13. Matemat ika m á p rak t i cké využ i t í a nav íc je to i z a j í m a v ý vědní obor. 

14. Je t ep lé s lunečné počas í . 

15. H o d n ě lidí v t é t o m í s t n o s t i m á svět lé vlasy a nosí brýle . 

16. Ces tován í hromadnou dopravou je p o h o d l n é . 

17. Ačkoliv c h o d í m dř íve s p á t , c í t ím se čas to unavený. 

18. Matemat ika je za j ímavý vědní obor a m á p rak t i cké využ i t í . 

19. Ces tován í hromadnou dopravou je p o h o d l n é , ale j í zdné v ý r a z n ě zdraži lo . 

20. H o d n ě lidí v t é t o m í s t n o s t i m á svět lé vlasy. 
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