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1. Uvod

1.1 Historie nekonecnych rad

Prvni doloZena zminka o nekone¢nych fadach pochazi z antiky ze 3. stoleti pt. n. 1. Archimédes
(287 ptf. n. 1. = 212 pf. n. 1.) ve svém geometrickém pojednani Kvadratura paraboly vyuzil
souctu nekonecné geometrické fady pfi ur€ovani kvadratury paraboly. Nekonecné fady se dale
v antice objevovaly pouze v nékterych iteraénich algoritmech. Mezi filozofy starého Recka
panovala jakasi hriiza z nekoneCna, z toho diivodu se tématem nekonecnych fad pfili$ ne-
zabyvali.ll

Scholasticti filosofové pozdniho stfedovéku naopak Casto nekonecno zminovali a povazo-
vali ho nejen jako mozZnou teorii, ale i jako skutecnost (nebo jako néco ,dokonceného”). Ma-
tematici zdpadniho svéta ve 14. stoleti sice méli predstavivost a exaktni mysleni, ale postradali
algebraickou a geometrickou zdatnost. Jejich piinos védé proto nespocival v rozsifeni sta-
rovékého dila, ale ve zcela novém tihlu pohledu. Mezi to patfilo pravé zabyvani se nekone¢nymi
fadami, coz bylo v té dobé na Zapadé€ velmi originalni, nové a klicové téma, které bylo doposud
zminéno jen v nékterych antickych iteracnich algoritmech jiZ zmifiovaného Archiméda. !l

V poloviné 14. stoleti anglicky logik jménem Richard Suiseth (jeho Zivotni data nejsou
znama, pusobil na Merton College v Oxfordu v letech 1340 — 1354), prezdivany ,,VypocCtar*,

seCetl na zdklad¢ fyzikalnich dvah prvni nekone¢nou fadu, kterd nebyla geometricka a to fadu

23, o
sttt et gt . =2

Suiseth podal dlouhy a inavny slovni dikaz, aniz by znal pro to grafické znazornéni. Avsak
francouzsky scholasticky uc¢enec Nicolas d”Oresme (mezi lety 1320/1330 — 1382) jesté v
témze stoleti pouzil svoji grafickou metodu k mnohem snadné&j$imu dikazu této véty. Oresme
si také poradil s pfipadem jako

1-3+2-3+3-3+ +k
4 16 64 4k
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kde je soucet %. Problémy podobné témto zaméstnavaly ucence 1 béhem nésledujiciho sto-
leti a pul. Mezi dalsi Oresmovy pifinosy tykajici se nekone¢nych fad patiil dikaz divergence
harmonické fady. Seskupil po sobé jdouci ¢leny fady
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umisténim prvniho ¢lenu do prvni skupiny, dal§imi dvéma ¢leny do druhé skupiny, nasledujici-
mi étyimi Cleny do tieti skupiny a tak déle, aZ k-t4 skupina tak obsahovala 2~! ¢lenti. Pak je
zfejmé, ze mame nekonecné mnoho skupin a Ze soucet ¢lentl uvnit kazdé skupiny je nejméné
%. A proto ptfidanim dohromady dostate¢ného mnozstvi Clenli ve spravném poradi, miZeme
prevysit jakékoli dané &islo.

Na konci 14. stoleti indicky matematik Madhava (1340 — 1425) objevil mocninné fady
pro funkce sin x a cos z, které byly pozdé€ji pojmenoviny po Newtonovy, a fadu pro =, ktera
je pripisovana Leibnizovy. Co se tyCe funk¢nich fad patii mezi jeho z4sluhy i vynalezeni moc-
ninné fady pro arctg z, kterd je pfisuzovana Gregorymu, a také mnoho dal$ich tad. Ul

Teorie nekonecnych fad vznikla az v druhé poloviné 17. stoleti v souvislosti s formovanim
infinitezimalniho poctu. V roce 1668 James Gregory (1638 — 1675) publikoval dvé dila —
Vseobecnou cdst geometrie a Geometrické cviceni — zahrnujici poznatky z Francie, Itdlie, Ho-
landska a Anglie a samozfejmé jeho vlastni. Obé tato dila obsahovala mj. poznatky o funkcnich
fadach. Objevil skrz proces, ktery je ekvivalentni po sobé jdoucim derivacim, Taylorovu fadu
vice nez 40 let predtim, nez ji Taylor publikoval. Maclaurinovy fady pro funkce tan x a sec x
a pro arctan x a pro arcsec x mu byly vSechny zndmy, ale jen jedna z nich, fada pro arctg z,
nese jeho jméno. V Italii se pravdépodobné dozveédél, ze plocha pod kiivkou y = # od 0
do z je arctg x a jednoduché déleni méni vyraz -z na 1 — ¢ + ¢* — % 4 ... . Z Cavalieriho
vzorce E] je ziejmé, ze

x T

dt 3 5 7
/1+t2:/(1—t2+t4—t6+...)dt —r -ty T = arctg x.
0 0

Tento vysledek je dosud zndm jako Gregoryho fada. i

Ponékud analogicky vysledek Gregoryho fady byl odvozeny pfiblizné ve stejnou dobu
Nicolausem Mercatorem (1620 — 1687) a publikovan v dile Logarithmotechnia roku 1668.
Cist tohoto dila zahrnuje riizné vzorce aproximaci pro logaritmy, jeden z nich je v podstaté

dnes znam jako Merkatorova fada. Z Gregoryho dila, bylo znamo, Ze plocha pod hyperbolou

_ 1

Yy =17 0d0doxje In(1 4+ x). A proto pouzitim metody Jamese Gregoryho ,jintegrovani

1
a

. ak+1
dz = k>0
/a: x P k2
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dlouhého déleni, dostavame

x x

dt 2 3 4
—/(1—t+t2—t3+...)dt:ln(1—|—aj):%—

[L‘+l’ T

1+t 4
0 0

Merkator pro dané hodnoty pfevzal jméno ,ptirozeny logaritmus™ od italského matematika
Pietra Mengoliho (1626 — 1686) a ziskal prostiednictvim toho tuto fadu. Ackoli fada nese
Merkatorovo jméno, ukédzalo se, Ze byla zndma diive jak holandskym matematikem Johanne-
sem Huddem (1628 — 1704), tak i Isaacem Newtonem (o ném vice pozdéji), i kdyz ani jednim
z nich nebyla publikovéna. gl

V 50. a 60. letech 17. stoleti bylo objeveno velké mnoZstvi metod, které se zabyvaji ne-
konecnem. Ku ptikladu nepatrnd ¢ast do nekonecna pokracujiciho rozvoje pro 7, na kterou
ptisSel William Brounckerem (1620 — 1684). Brouncker a Gregory nalezli mimo jiné nékteré
nekoncné fady pro logaritmy. Jejich prace ale byla byla zastinéna vétsi jednoduchosti Merka-
torovych fad pro logaritmy.

Brook Taylor (1685 — 1731) v roce 1715 publikoval své dilo Methodus Incrementorum

Directa et Inversa, ve kterém formalné predstavil teorii Taylorovych rad

"

(k)
flz+a) = f(a) +xf'(a) + 32:—?f"(a) + C;—T]‘? (@) + ...+ :Uk—!f(k)(a) + ..

a se kterou je dodnes spojovano jeho jméno. Dobie zndmymi se tyto fady staly hlavné pfi
nahrazeni Cisla a nulou — tzv. Maclaurinovy fady, které jsou pojmenovéany podle britského
matematika Colina Maclaurina (1698 — 1746). Maclaurinovy fady jsou pouze specidlnim
pfipadem tad Taylorovych. Obecné Taylorovy fady avSak byly zndmy jiZ mnoho let pred Ja-
mesem Gregorym, i1 kdyZ Brook Taylor si toho nebyl védom. Navic Maclaurinovy fady se
objevily v dile Methodus Differentialis z roku 1730 Jamese Stirlinga (1692 — 1770) vice nez
12 let pted tim, neZ byly publikovany Maclaurinem. Stirlingovo dilo totiZ obsahuje vyznamny
prinos ve studiu konvergence nekonecnych fad, interpolace a specidlnich funkci definovanych
fadami. Konvergenci nekonecnych fad se zabyva i Maclaurin ve svém dile Treatise of Fluxi-
ons, kde uvad{ mj. integraln{ kritérium konvergence. 1

Prvni objevy Isaaca Newtona (1642 — 1726/7) datujici se do roku 1665 se tykaly ne-
konecnych fad. Newton spojil dohromady tyto dva problémy — nekonecné fady a miru zmény
(podil zmény funk¢ni hodnoty a zmény proménné). Newton se také v letech 1664 nebo 1665
zabyval binomickou vétou a objevil obecnou binomickou fadu

(1+z)°=1+ (T)x—i— ot (Z)xk b= f: (Z)x’f ze(~1,1),

k=0
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nez nez binomickou vétu — zjistil, Ze analyza pomoci nekone¢nych fad ma stejnou vnitini jed-
nolitost a je objektem stejnych obecnych pravidel jako algebra a konecné veliiny. Nekonecné
funk¢ni fady uz dale nebyly pokladdny jen za prostfedek aproximace, ale zaCaly byt vnimany
jako alternativni formy funkci, které reprezentuji. Newton sim nikdy binomickou vétu nepub-
likoval, ani ji nedokdzal, ale sepsal a publikoval né€kolik vykladd o své nekonecné analyze.
t

Stejné jako u Newtona, hraly nekonecné fady velkou roli i v rané tvorbé némeckého ma-
tematika Gottfrieda Wilhelma von Leibniz (1646 — 1716). Nizozemsky védec Christiaan
Huygens (1629 — 1695) vytvoril problém tykajici se nalezeni souctu pievracenych hodnot

2

trojihelnikovych él’se ktery je T & kterym se Leibniz zabyval. Chytfe napsal kazdy ¢len

jako soucet dvou zlomkili pouzitim

_2 ol 1
k(k+1) “\k k+1)’

z ¢ehoz je zfejmé vypsanim par ¢lent, Ze soucet prvnich £ Clend je

1
2(1—-— ——
( k+1)’

a proto plati, Ze soucet této nekonecné fady je 2. Leibniz z tohoto uspéchu vyvodil, Ze je
schopen najit soucet vétSiny nekonec¢nych fad. Leibniz a také Newton nasli funk¢ni fadu pro
e”. Lebnizovo jméno je také spojovéano s nekonecnou fadou pro § = % — % + % — % +...,coz byl
jeden z jeho prvnich matematickych objevi. Tato fada, ktera pochazi z jeho kvadratury kruhu
je jen specialnim piipadem rozvoje arctg x, ktery jiz dfive nalezl Gregory. gl

Italsky matematik Quido Grandi (1671 — 1742) je zndmy také jako ten, kdo se shodoval s

Leibnizem v otazce, zda soucet alternujici nekoneéné fady 1 — 14+ 1—1+ 1 — 1+ ... miZe

byt % Tento soucet je chapan nejen jako aritmeticky primér dvou ¢astecnych soucti prvnich

1

a0 28 které délénim obdrzime

k-Clent, ale také jako hodnota pro x = 1 z generujici funkce
funkci 1 — z + 22 — 23 + 2* — ... . Grandi ukézal, Ze se zde naskytd veliky paradox, a to kdyz
jsou seskupovany ¢leny alternujici nekone¢né fady do part, ziskdme vysledek 1 —1+1—1+
1-1... =04+04+04+0+ ... = %, ktery je analogicky vytvoreni svéta z niceho. H

V 18. stoleti Svycarsky védec Leonhard Euler (1707 — 1783) objevil specidlni mocninné

fady — hypergeometrické fady, systematicky popsal a rozsifil poznatky o nekonecnych faddch

Trojdhelnikové &islo je soudet k piirozenych ¢iselod 1 do k: Ty =1+ 2+ ...+ (k— 1)+ k = @



véetné rozvoju funkei e”, sinx, cos x apod.[1J Toto je pouhy zlomek z Eulerovy price, nebot
jeho dilo zabyvajici se nekonecnymi fadami je velmi rozsdhlé.

Francouzsky matematik a fyzik Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) je dnes
nejvice zndm diky svému oslavovanému dilu Analytickd teorie tepla z roku 1822. Tato kniha,
kterou Lord Kelvin (1824 — 1907) nazval ,skvélou matematickou basni*‘, mu o 10 let pozdéji
zaruCila vyhru Ceny akademie za esej o matematické teorii tepla. Hlavni ¢ast Fourierova
pfinosu matematice byla mySlenka, kterou nastinil Daniel Bernoulli (1700 — 1782), Ze jakdkoliv
funkce y = f(z) miZe byt vyjadiena fadou ve tvaru

1
y(x) = S0t a cos(z) + az cos(2z) + ... + a; cos(kx) + ...

+ by sin(x) + bysin(2z) + ... + by sin(kz) + ... .

Takovéto funk¢ni fady jsou nyni znamy jako Fourierovy fady. Fourierovy fady dokazi vyjadrit
mnohem obecnéjsi typy funkci nez Taylorovy fady. Funkce ma Fourieriiv rozvoj dokonce i v
pfipad¢, kdyz existuje mnoho bodt, ve kterych funkce nema derivaci, nebo ve kterych neni

funkce spojita. Tento rozvoj 1ze snadlo nalézt timto zptisobem
1 [ 1 [ L
ag = —/f(x) dz, a, = —/f(x) cos(kx) dz, by = —/f(av) sin(kz) dz,
T ™ T

kde k = 1,2... . Fourier pozdéji upadl v nemilost, kdyZ se Bourboni v roce 1815 po vyhnani
Napoleona opét ujali francouzského triinu. Jeho dilo ale od té doby bylo v matematice a fyzice
zcela zasadnim. UZ nebylo potfeba, aby se funkce ,chovaly pékné“ a aby je védci dobte znali.
iy

19. stoleti by si zaslouZilo oznaceni ,.Zlatd éra matematiky*, nebof bylo plné piinosnych
objevi, které se mimo jiné tykaly i nekone¢nych procest. Jednim z matematikli tohoto obdobi
byl slavny némecky matematik a fyzik Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855). Jeho talent se
objevil jiz v détstvi, kdyZ jako desetilety chlapec z hlavy secetl aritmetickou posloupnost Cisel
1,2,...100. Gaussuv pfinos na poli nekonecnych fad byl predev§im v oblasti jejich konver-
gence. V roce 1812 Gauss pouzil podilové kritérium, aby ukdzal, Ze hypergeometricka fada

tvaru

af  afla+1)(B+1) ,
1+7x+ 129y + 1) s
afla+D)B+1).(a+k-1DB+Ek—-1) ,

1 2.(k—1)y(y+ DA+ & — 1)




konverguje pro |z| < 1 adiverguje |z| > 1. Zda se, Ze vSak toto kritérim bylo pouZito mnohem
diive anglicanem Edwardem Waringem (asi 1736 — 1798), ackoliv je obvykle pojmenovan
po Jeanu d’Alembertovi (1717 — 1784). 1!

V revolu¢nim roce 1789 se narodil dalsi slavny francouzsky matematik Augustin-Luis
Cauchy (1789 — 1857), jehoz jméno je spolecné se jménem Ceského knéze Bernharda Bol-
zana (1781 — 1848) spojovano s dilezitym kritériem konvergence pro nekonecné fady, i kdyz
pojem konvergence a divergence byl sice zndm uz od Gregoryho. V dile Bolzana a Cauchyho
tykajiciho se aritmetizace matematické analyzy, definice limit, spojitosti a konvergence byly
podobnosti, coz byla jen ndhoda, oba vsak, zda se, méli jisty ,strach z nekonecna“, protoze
trvali na tom, Ze v matematice neexistuje ,dokoncené nekonecno. Jiz pied Cauchym a Bol-
zanem se zde obcas vyskytla upozornéni na potiebu kritérii konvergence pro nekonec¢né rady.
Cauchyovo jméno se dodnes objevuje ve spojeni s mnoZzstvim teorii o nekonecnych fadéch.
M¢jme definovanou fadu, ktera pro vzrustajici hodnotu & konverguje, pokud soucet prvnich k
¢lent sy, se priblizuje k limité s, nazyvané soucet fady, Cauchy dokazal, Ze nutna a dostacujici
podminka konvergence nekone¢né fady je, Ze pro danou hodnotu n velikost rozdilu mezi s; a
Sg+n jde k nule s tim, jak k& roste do nekonec¢na. Tato podminka se proslavila jako Cauchyovo
kritérium, ale znal ji jiZ pfed tim Bolzano (a moZné také mnohem dfive Euler). H

Hlavni berlinsky analytik druhé poloviny 19. stoleti a nejvétsi ucitel matematiky své doby
byl Karl Weierstrass (1815 — 1897). Weierstrass byl uz v mladi nadSeny z mocninnych fad
jako uzitecného prostiedku pro vyjadfovani funkci a v tomto propojeni Weierstrass vytvoril
své nejvetsi dilo, nasledujice pfi tom kroky norského matematika Nielse Henrika Abela (1802
— 1829). Jiz pred 50. 1éty 19. stoleti bylo obecné shrnuto, Ze pokud nekonecnd fada konver-
guje v né&jakém intervalu ke spojité a diferencovatelné funkci f(z), pak druhd fada ziskand
derivaci pivodni fady ¢len po ¢lenu, bude nutné konvergovat ve stejném intervalu k funkci
f'(x). Néktefi matematici dokazali, Ze to neni nutnou podminkou a Ze derivovani ¢len po ¢lenu
se muze vefit jen, pokud je fada stejnomérné konvergentni v daném intervalu, a Ze ¢asteény
soucet si(z) se bude lisit od souctu s(x) fady méné nez dané € pro vSechny k > k,. Weier-
strass dokdzal, Ze pro stejnomérné konvergentni fady je také mozné integrovani ¢len po Clenu.
Co se tycCe zalezitosti stejnomérné konvergence funkCnich fad, Weierstrass nebyl sdm, timto
konceptem se ve stejnou dobu (v 40. a 50. letech 19. stoleti) nezdvisle zabyvali nejméné tfi tfi

dalSi matematici — Cauchy ve Francii, Stokes v Cambridge a Seidel v Némecku. Ul



2. Nekonec¢né funkcéni rady

V této kapitole se budeme zabyvat elementy obecné teorie funk¢nich fad, a to predevsim tou

casti teorie, kterd je posléze uplatnéna v teorii mocninnych fad a v jejich aplikacich.

2.1 Zakladni poznatky

v_ s v

Nekone¢nd funkéni fada (nazyvéna téZ nekonecnd fada funkci) je fada ve tvaru > fi(z),
jejiz ¢leny jsou tvofeny funkcemi fy(x). Tato fada pak, pokud je konvegentni, konverguje k
né&jakému svému souctu — funkci f(z). Nekonené funkéni fady maji v matematice Siroké
uplatnéni, nebof je jimi mozné definovat nejrizngjsi funkce. Budeme zde uvaZovat pouze

redlné funkce jedné proménné.

Definice 2.1.1 (Posloupnost &aste¢nych souétl, nekoneénd funkéni fada). Necht { fi.(2)}32,

je posloupnost funkci definovanych na mnoziné€ D C R a nechf je ddna rekurence:

si(z) = fi(z)

Snt1(T) = 8u(7) + frpi(®).

Pak tato rekurence definuje indukci jedinou posloupnost

n

sn(r) = filx) + fola) + .+ fulz) = ) fal2).

k=1
Posloupnost {s,(x)}32, nazyvame posloupnosti ¢aste¢nych souctd fady tvofenou posloup-

nosti { f(z)}72,. Necht existuje limita posloupnosti {s,,(z)}22,, pak tuto limitu oznatujeme
D ful@) = fil@) + fole) + o+ fulz) + 2.1)
k=1

Vyraz tvaru (2.1) nazyvdme nekonenou funkéni fadou, kde funkce fi(x), pro k = 1,2, ...,

v_ v

jsou nazyvany k-tymi Cleny funkéni fady (2.1)) .

Mustrativni priklady funkénich rad:

k
LY, % je funkéni fada, kterd absolutn& konverguje v intervalu (—2, 1).

v v

2. 307, 2% e je funkéni fada, kterd absolutné konverguje v intervalu (0, +-00).



Specialni pripady funké¢nich Fad: Vyraz ) ,° | fi(z) je obecny tvar nekone¢né funkéni
fady. Existuji vSak specidlni pfipady nekonecnych funk¢nich fad, které maji velké vyuziti nejen

v oblastech matematiky a fyziky (vice v kapitole 5 Aplikace nekone¢nych funkcnich fad).

1. Budeme se zde zabyvat predev§Sim mocninnymi fadami, které maji z praktického hle-
diska nejvétsi vyznam. Mocninna Fada vznik4 tak, Ze za funkci fy(x) dosadime poly-
nom stupné k, tj. fi.(z) = arz® a {ax }32, je posloupnost redlnych &isel, kde k = 0, 1, ... .

Tato fada je tedy ve tvaru

o0

E CLkZL‘k.

k=0

2. DalSim specidlnim pfipadem jsou napf. trigonometrické fady, které se uplatiiuji vSude

tam, kde se setkdvame s jevy s periodickym charakterem. Trigonometricka rada je
tvofena pomoci goniometrickych funkci a je ve tvaru

ag + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

kde {ax}2, a {bx}72, jsou posloupnosti redlnych Cisel a k = 1,2, ... .

2.2 Konvergence funkc¢nich rad

Dulezitou vlastnosti funk¢nich fad je jejich konvergence, zejména stejnomérnd, protoZe se
stejnomérnou konvergenci fady jsou spjaté vyznamné vlastnosti funkénich fad a jejich soucti,

jako je napf. spojitost.

Definice 2.2.1 (Bodova konvergence funkcni fady). (viz [5]], s. 134) Funk¢ni fada
> ful@) 22)
k=1

konverguje v bod€ z € I, jestlize konverguje ¢iselnd fada > .-, fx(xo). Obor (bodové) kon-

N A

vergence funkéni fady (2.2)) je pak mnozina D vSech bodl =y € I, ve kterych tato fada kon-

verguje.

Definice 2.2.2 (O souctové funkci). (viz [2]], s. 391) Nechi D # () je obor konvergence fady
(2.2). Jestlize pro kazdy bod zy € D C I je funkce s(z¢) souctem Eiselné fady » ", | fu(zo),

pak je na mnoZiné D definovand tzv. souctovd funkce s(x) fady (2.2)). PiSeme
> fulx) =s(x) VzeD. (2.3)
k=1

Vyraz (2.3) nékdy téz Eteme: Rada (2.2) bodové konverguje k funkci s(x) na mnoZiné D.
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Poznamka 2.2.1. Z definice bodové konvergence je ziejmé, Ze pojem konvergence fady
v daném bodé je analogicky s pojmem konvergence piislusné Ciselné fady. Proto mizeme
také mluvit o absolutni konvergenci funkéni fady v daném bodé€ a i na celém jejim definicnim

oboru.

Definice 2.2.3 (Absolutni konvergence). (viz [2]], s. 391) Necht >",° | | fi(z)| je konvergentni
fada pro vSechna x € D, pak fkdme, Ze fada ) .-, fi(z) konverguje absolutné na mnozing

D.

Priklad 2.2.1. Vysetiete bodovou konvergenci nasledujicich rad:

e 2k k+1

2
— 3+ k

Konvergenci fady zjistime pomoci limitniho podilového kritéria, tj. jestlize

pak dana funkcni fada konverguje. Pro danou fadu tedy plati

lim
k—o0

2k+1xk+2 (3 k.?)
. 3+(k+1)2 . +
1 =2lz|  lim ——%— =2|z| < 1.
B || = 2 i g = 2

Dile jesté vySetiime konvergenci fady pro |z| = % (protoZe o konvergenci v tomto bodé

. . , 2, v v LA —1)k
nam kritérium nerozhodlo) a tim ziskdme dvé absolutné konvergujici fady % pra (3+—1k)2
a3 > o0 7= Rada (2.4) proto konverguje absolutng v intervalu (—3, 3).

2.
o
4
> = (2.5)
4 rk
— '+ 5

Konvergenci vySetfime pomoci srovndvaciho kritéria, tj. jestlize "~ | fu(z)ad o, gi(2)

v s v

jsou dvé funkéni fady s nezdpornymi Cleny a plati 0 < fy(z) < gi(x), pak fada

> e Jx(x) konverguje, pravé kdyz konverguje fada >/~ , gx(x). Danou fadu srovndme

L

s geometrickou fadou ), | -, kterd konverguje pro vSechna = € R. ProtoZe plati

5k7

> 4 =1
<4y = vz € R,
2o sty W

nebot

et +5">55 vz eR,
a tedy fada (2.5)) konverguje pro vSechna = € R.
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o0
2F cos®
> —5— wE (0, 2) (2.6)
k=1
Konvergenci vysetiime pomoci limitniho odmocninového kritéria, tj. dané fada konver-

guje, pokud plati

lim /| fr(z)] < 1.

k—o0

Dostaneme tedy

/| @cosa)R| i f[2cosx|F
S

Pro 2|cosz| = 1 ziskdme Ctyfi divergentni fady. TudiZ funkéni fada (2.6) na intervalu

(0, 2) konverguje absolutng pro viechna = € (5, &) U (5, 3F).

N

Definice 2.2.4 (Stejnomérna konvergence funkéni fady). (viz [5l], s. 137) Necht je ddna fada
funkei > "7, fi(x), pak tato Fada konverguje na intervalu I stejnomérné k souctové funkci
s(x), pravé kdyZ posloupnost jejich ¢asteénych souctid {s,(x)} konverguje na I k funkci s(x)

stejnomérné.

Poznamka 2.2.2. Provedeme si srovnani bodové a stejnomérné konvergence za pomoci kvan-

tifikatoru:

o fr(z) — f(x): (Ve > 0)(Vx € I)(Tko(x,€) € N)(Vk > ko(x,€))
(Ifr(2) = f(2)] <€)

o fi(z) = f(2): (Ve > 0)(Fhole) € N)(Vk > kole))(Va € 1)
(Ife(x) = f(z)] <€)

Vidime, Ze definice bodové a stejnomérné konvergence se navzdjem lisi pouze v ,,poradi
kvantifikatort“, tento rozdil je vSak z hlediska vlastnosti obou konvergenci velmi podstatny. V
definici bodové konvergence zavisi ¢islo ky na volbé bodu x € I a také na volbé Cisla e > 0,

kdeZzto v definici stejnomérné konvergence zaleZi ¢islo ky pouze na volbé ¢isla e > 0.

Poznamka 2.2.3. Pokud funké¢ni fada konverguje ke své souctové funkci na néjakém intervalu

stejnomérné, pak také na témze intervalu konverguje bodové. Obracené vSak tato implikace ne-

413

plati. Stejnomérna konvergence je proto mnohem ,,silné&j$i* vlastnost nezZ bodova konvergence.
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Poznamka 2.2.4. Funk¢ni fada konverguje stejnomérné na otevieném intervalu /, jestlize kon-

verguje stejnomérné na kazdém uzavieném podintervalu intervalu /.

Véta 2.2.1 (Bolzano-Cauchyovo kritérium pro fady funkci). (viz [3], s. 110) Rada >3, fi(z)
konverguje stejnomérné na intervalu I prdvé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ > 0, ¢ € R, existuje

ko € N tak, Ze po vSechna k € N, k > ko, libovolné n € N a pro vSechna x € I plati

| frr1(2) + fogo(z) + o+ fogn(z)| <€

Diikaz: 7. definice stejnomérné konvergence vime, ze fada ), fr(z) konverguje stej-
nomérné na intervalu I pravé, kdyZz posloupnost ¢astenych souctt {s; ()} prislusici této fadé
stejnomérné konverguje k funkci s(z). Podle véty je tato podminka splnéna pravé tehdy,
kdyz ke kazdému € > 0, ¢ € R, existuje takové ky € N, Ze pro vSechna k € N, kde k > k,

libovolné n € N a pro vSechna = € [ plati:

st (@) = 50(0)] = |fir1 (@) + frra(@) + oo + fron(@)] < €.

Véta 2.2.2 (Weierstrassovo kritérium). (viz [3], s. 139) Necht Y_,° | fi(z) je Fada definovand
na intervalu I a necht existuje Ciselnd konvergentni Fada (tzv. majorantni Fada) y .- | ay s
nezdpornymi Cleny takovd, Ze plati: |fi(x)| < ay pro vSechna x € I a vSechna k € N. Pak

Fada )", | fi(x) konverguje stejnomérné na intervalu I.

Diikaz: Predpokladejmé, Ze jsou splnény podminky véty Zvolime libovolné € > 0. Podle
postacujici podminky pro konvergenci Ciselné fady existuje pro vSechna e > 0 existuje kg € N
tak, Ze pro k > kg a libovolné n € N plati a1 + agi2 + ... + agin| < €. Pak pro Vn > ny,

libovolné n € N a kazdé z € [ plati

| fer1(®) + frra(@) + oo+ forn(@)] < fre1(@)] + [frr2(@)] + oo+ [ fran(2)]

< |ags1 + agyo + o+ apin] < e

Priklad 2.2.2. Urcete obor stejnomérné konvergence nasledujicich fad pomoci Weierstrassova

kritéria, viz véta[2.2.2}

[e.9]

Z sin kx 2.7

k=1
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K dané fadé najdeme majorantni fadu, o které vime, Ze konverguje. Majorantni fadou je
v v [e o] 1 = sy . z S 2
zde napf. fada )~ 15, jejiZ oborem konvergence je celé R. Radu ii porovname s

fadou majorantni:
sin kx

k2

1
<
_]{/’2’

nebof

|sinkz| <1 Vz € R,

Funkéni fada (2.7)) proto stejnomérné konverguje pro viechna x € (—o0, 00).

- 1
E —_— (2.8)
2 2
pt kx? + k
Srovndni zde provedeme pomoci fady > -, ﬁ, jejiz oborem konvergence je celé R:
1 1
< Vr € R,
ket k2| Sk k)

k(z® + k) > k(1 + k)
a tedy plati také
2> >1 Vz € (—o0,—1)U(1,00),

A

Zjistili jsme, Ze funkéni fada (2.8) konverguje stejnomérné pro vSechna = € (—oo, —1)U
(1,00).

Véta 2.2.3 (Modifikace Weierstrassova kritéria). ([3l], s. 148) Nechf na intervalu D plati

a = SUpyepl fi(x)|. Jestlize Cislend Fada ", , ax konverguje, pak funkcni fada y "}, fr(x)

konverguje na D stejnomérné.

Diikaz: Viz napt. [3]] na strané 148.

2.3 Vlastnosti stejnomérné konvergujicich rad

Uvedeme si zde nékteré véty o stejnomérné konvergentnich fadach, které pozdéji uplatnime v

teorii mocninnych fad.

Véta 2.3.1. (viz [], s. 138) Necht Fada funkci >, fr(x) konverguje na intervalu I stej-

nomérné k souctové funkci s(x), pak funkce s(x) je na intervalu I spojitd.

12



Diikaz: Viz napt. [5] na strané 138.

Véta 2.3.2. (viz [3], s. 140) Nechi Y ;- | fi(x) je Fada spojitych funkci konvergujicich k
souctové funkci s(x) na libovolném intervalu I. Necht ddle na kazdém uzavieném omezeném
podintervalu intervalu I konverguje dand Fada stejnomérné. Potom je souctovd funkce s(x) na

intervalu I spojitd.
Diikaz: Viz napt. [3]] na strané 140.

Véta 2.3.3 (Derivovani fad funkci ¢len po ¢lenu). (viz [5]], s. 146) Néchf je ddna Fada funkci

> Fi(x) 2.9)
k=1

s témito s témito vlastnostmi:
a. Vsechny funkce Fy(x) maji v intervalu (a, b) konecné derivace a plati F,(z) = fi(z),
b. existuje ¢islo ¢ € (a,b) tak, Ze Ciselnd Fada )", | Fy,(c) konverguje.
c. Fada derivovanych funkci )"} | fr(x) konverguje na (a,b) stejnomérné.

Za uvedenych predpokladii konverguje fada (2.9) na intervalu (a,b) stejnomérné, existuje

derivace limitni funkce S(x) pro x € (a,b) a plati
S d o — d
)= SR =3 LA
k=1 k=1
Diikaz: Viz napft. [5] na strané 147.

Véta 2.3.4 (Integrovéni fad funkci ¢len po Clenu). (viz [3], s. 143) Néchf je ddna Fada funkci

> rey fi(x) s témito s témito viastnostmi:
a. Prok € N je funkce fi(x) spojitd na intervalu {(a,b),

b. Fada konverguje stejnomérné na intervalu (a,b) k limitni funkci s(x).
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Pak plati:

1.

proa < a<f <aq,

2. je-li
S(zx) = /s(t) dt,
pak rada funkct
> / fio(t) dt
k=1

konverguje na (a, b) k funkci S(x) stejnomérné.

Diikaz: Viz napt. [5] na strané 144.

14
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3. Mocninné rady

3.1 Zakladni pojmy

Mocninna fada je dilezitym specidlnim pifipadem funkéni fady, jejimiz ¢leny jsou funkce tvaru
fe(x) = ap(z — )k, k = 0,1... . Mocninnymi fadami Ize vyjadfovat funkce, coZ lze vyuzit
u spousty dilezitych aplikaci jako je napf. pfiblizny vypocet funkénich hodnot, vypocitani
limity, priblizny vypocet integralti nebo feSeni diferencidlnich rovnic. VyuZiti mocninnych fad

je vénovdna kapitola 5 Aplikace nekone¢nych funk¢nich fad.

NORAA

Definice 3.1.1 (Mocninna fada). Nechf {a;}?°, je posloupnost redlnych &isel. Funkéni fadu

tvaru

Zak(aj —o)fF =agta(x—c)+ay(z—c)+ ... Fap(z—c)+ .., 3.1

o
k=0
kde c je dané redlné ¢islo, nazyvame mocninnou fadou se sttedem v bodé c. Cislaag, k = 1, 2...

, hazyvame koeficienty mocninné fady.

Narozdil od obecnych funk¢nich fad, maji mocninné fady rtizné dobré vlastnosti, mezi
které patii naptiklad to, Ze jejich obor konvergence tvofi zhruba jisty kruh okolo stfedu moc-
ninné fady, tj. |z — ¢| < R, kde R je tzv. polomér konvergence. V tomto okruhu (oboru
konvergence) Ize tyto fady derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu.

Substituci y = x —c 1ze mocninnou fadu se sttedem v ¢ snadno pfevést na mocninnou
fadu tvaru Y2, ay®, a tim ziskat fadu se stfedem v bod& 0. Pro zjednoduseni zépisu se Casto

studuji pouze fady se stfedem v bod¢ 0.

Priklady mocninnych rad:

S k_ 1 2, 1 3 1 k
l.kglk!(:p 2)F = (x 2)+2(x 2)+3!(17 2)—|—...+k!(x 2%+ ...

Tato mocninna fada ma stied v bodé 2.

2. b =1+ +2?+ 28+ . +ah+
k=0

vvvvv

ninné fady. Jeji stied je v pocatku.
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3.2 Konvergence mocninnych rad

Definice 3.2.1 (Polomér a obor konvergence). (viz [6], s. 209) Necht
> ap(x — o) (3.2)
k=0
je mocninna fada. Cislo R, 0 < R < o0, které md tu vlastnost, Ze pro |z — ¢| < R mocninnd
fada konverguje a pro |z — ¢| > R diverguje, se nazyva polomér konvergence fady .
Obor konvergence fady je mnozina {x; |x — ¢| < R} sjednocend s t€mi body ¢ — R a

¢ + R, ve kterych fada konverguje.

Véta 3.2.1 (O konvergenci mocninné fady). (viz [2]], s. 401) Méjme mocninnou fadu (j3.2)),

pak nastane prdvé jeden z ndsledujicich tri pripadii:
1. Rada 1} konverguje pouze pro x = c,
2. Fada (3.2) konverguje pro kazdé x € R,

3. existuje ¢islo R > 0 takové, Ze na intervalu I = (¢ — R,c + R) mocninnd fada (3.2))

konverguje a pro vSechna x ¢ I Fada (3.2)) diverguje.

Diikaz: Pokud fada konverguje pouze v x = ¢, plati 1. ptipad. Pokud fada konver-
guje 1 v jiném bod€ nez je bod ¢, znamena to, Ze podle definice konverguje na nékterém
intervalu (c— R, c+ R), kde R > 0. Sjednoceni vSech intervalt (¢ — R, c+ R), na kterych fada
konveruje je opét otevieny interval a také na ném tato fada konverguje. Takovéto sjedno-
cenf intervalli je bud celd redlnd osa R, tj. 2. piipad, nebo opét interval tvaru (¢ — R, c + R),
ktery je maximalnim otevfenym a omezenym intervalem, na némz fada konverguje, coz

je posledni piipad 3. ptipad.

Nyni si ukdZeme mocninné fady se stredem v pocétku, které ilustruji tfi pfipady konvergence
2 vétyBZT)

Ruzné moznosti konvergence mocninnych rad:

00 k- 2y s oy v . « v o R
1. > 72, klz® je mocninnd fada, jejiz polomér konvergence je 0, z ¢ehoZ je zfejmé, Ze

konverguje pouze ve svém pocatku.

00 k41 ks PR « . v 1z
2. Y p—, %" je mocninnd fada s polomérem konvergence oo, proto konverguje pro kazdé

r e R.
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—1)k . . P v
3.3 e, ( 3) 2% je mocninnd fada s polomérem konvergence 3 a oborem konvergence

(=3,3).

Véta 3.2.2 (Abelova). (viz [5]], s. 156) Konverguje-li mocninnd rada

o0

S at (3.3)

k=0

v bodé R # 0, pak konverguje absolumé pro kazdé x € (—R, R).

Diikaz: Z predpokladu konvergence fady (3.3 v bodé R vyplyva konvergence k-tého ¢lenu k
nule, tj. plati limy_, o (ap R¥) = 0. |ax R*| < K, a to pro viechny piirozen4 &isla k. Ziejmé lze

psdt fadu (3.3) ve tvaru Y -, ai R* ;—i. K fadé absolutnich hodnot, tj. k fadé

k — k o | —
> | | = 2l |
k=0 k=0

Existuje evidentné majorantni fada
o0
Tk
MR

coZ je geometrickd fada s kvocientem |%|. Je-li [z| < |R|, je || < 1 a geometricka fada
> reo K|%|* konverguje. Tudiz pro « € (—|R|,|R|) konverguje i fada }_.° |ayz"|. TakZe
fada (3.3) konverguje v intervalu (—|R|, | R|) absolutné.

Dusledek 3.2.1. Nechf rada (3.3)) diverguje v bodé R +# 0, pak tato Fada diverguje pro kazdé

x takové, Ze |x| > |R|.

Véta 3.2.3 (O stejnomérné konvergenci). (viz [3]], s. 140). Nechf R > 0 je polomér konver-
gence mocninné Fady y .- ayx*, pak tato fada konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném

podintervalu (— P, P) intervalu (—R, R), kde 0 < P < R.

Diikaz: Necht = € (—P, P),kde 0 < P < R. Pak plati
|ara®] = Jag||2*] < |ax| P",

pfi¢emz Ciselnd fada |ay| P™ konverguje podle véty a z Weierstrassova kritéria (viz Véta

2.2.2) vyplyv4, ze fada Y - , axz” konverguje stejnomémé na (—P, P).

Véta 3.2.4. (viz [3], s. 157) Je-li R > 0 polomér konvergence mocninné fady > -, arz*, pak
plati

1. prox € (=R, R) fada "~ , axx* konverguje absolutné,
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2. je-li|z| > R, pak rada >";° , arz* diverguje,

3. o konvergenci fad Y -, apR* a 372, ax(—R)* rozhodneme zvidsi.

Diikaz: 1. a 2. ptipad z véty vyplyva z Definice poloméru konvergence [3.2.1], z Abelovy
véty a z jejtho disledku 3. pfipad oziejmim v prikladu[3.2.2]

Véta 3.2.5. (viz [5], s. 157, [7], s. 22) Ke kaZdé mocninné Fadé
Soeoar(x — o) existuje polomér konvergence R, ktery je vyjadien Cauchy-

Hadamardovym vzorcem:
1

R=————.
lim sup /| ay|

k—00

3.4)

1. Je-li 0 < % < 00, pak R je takové, jak vyplyvd ze vzorce (3.4)),
2. je-li % = 0, pak pokldddme R = oo,

3. je-li % = 00, pak pokldddme R = (.

Diikaz: Viz napt. [S] na strané 157.

Priklad 3.2.1. Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad:

Z ok 2k (3.5)
k=1

Tato fada neni v obecném tvaru, plati zde, Ze a;, = 2" pro k = 2n a ap = 0 pro k # 2n,
k=1,2..., proto

22%2’“ — 222 10+ 22t 0+2%5 0+ ...
k=1

Posloupnost a;, = {2,0,4,0,8,0,16,0,...} ma dv€ podposloupnosti: {2,4, 8,16, ...},
kde W = X/2n = /2, pro k = 2n.a {0,0,0,0,...}, kde W = 0, pro k # 2n.
Limita posloupnosti a;, neexistuje, nebof kazd4 z jejich podposloupnosti m4 jinou limitu.
Polomér konvergence ziskame pouzitim Cauchy-Hadamardova vzorce (3.4):

1 1
R = = —.
klim sup /lax] V2
—00

Z ptedchoziho vypodtu je ziejmé, ze polomér konvergence fady li je tedy \/%
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o0

ZkT s (3.6)

k=1

Jako v predchozim piikladu tato fada neni v obecném tvaru, tedy a;, = ;Tz;, kde ¥/|ax| =

",2/5722 =1, prok =n?aay, = 0,kde {/|ax| =0, pro k # n? k =1,2..., proto

k2 e 42 92
ZT :—x+0+0+3?x F0+0+0+04 2™ + .
k=1

Opét ziskame posloupnost ay, kterda ma dvé podposloupnosti s riznymi limitami a tedy
pro vypocet poloméru konvergence pouzijeme Cauchy-Hadamardtv vzorec (3.4):
1

 lim sup /[ay]
k—o0

Timto vypoctem jsme ziskali polomér konvergence fady (3.6), ktery je 3.

=3.

Poznamka 3.2.1. JestliZe existuje limita

lim | (3.7
pak polomér konvergence R mocninné fady ., ar(x — ¢)* je roven pravé této limité.
Priklad 3.2.2. Urcete polomér a obor konvergence nasledujicich fad:

1.
Rz -7 =(@-7)+2x-7+3(x -7+ ... (3.8)

Stied fady je v bod¢ 7 a koeficienty jsou k!. Pro polomér konvergence plati vzorec (3.7):

. k! .
R:,JEEO'W‘ —,}L%o‘k—ﬂ\ =

Z predchoziho vypoctu vyplyva, Ze polomér konvergence fady (3.8)) je 0. Tato fada proto

konverguje pouze ve svém stredu, tj. v bodé 7.

2.
(r—-3% -3 (z-3)2 (z-3)3
= e 39
; 5kk 5 * 50 * 375 i (3-9)
Stied fady je v bod€ 3 a koeficienty jsou 7. Polomér konvergence je 5, neboft
lim /|a¥|
k—o0
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existuje a plati

R = lim {/|a*| = lim V5¥k =5 lim vk = 5.
k—o0 k—00 k—oo

Dand fada proto konverguje uvnit intervalu (—2, 8). O konvergenci v krajnich bodech

p p PP, —1)F ¥ . p
rozhodneme dosazenim. Po dosazeni —2 ziskdvame > -, % coz je konvergentni

Leibnitzova fada a po dosazeni 8 ziskdvdme » .-, %, coz je divergentni harmonicka

fada. Obor konvergence fady (3.9) je proto (—2, 8).

3.
(r+4)F (x+4) (z+4)?  (z+4)
E = + + + . (3.10)
2
—~ (k+1) 4 9 16
Stred fady je v bodé —4 a koeficienty jsou (e +11)2 . Pro polomér konvergence opét pouzijeme

vzorec (3.7)). Polomér konvergence je tedy 1, nebof existuje limita

i D
R e

Z predchoziho vypoltu vyplyvd, 7Ze tato fada konverguje uvniti intervalu (—5,—3).

O konvergenci v krajnich bodech opét rozhodneme dosazenim, v bodé —5 ziskdvame

—1)k Y .y y PRI Y 4
P ((,€+—1))2, coz je konvergentni fada a v bodé —3 ziskdvame » - m, coZ je také

konvergentn{ fada. Obor konvergence fady (3.10) je proto (—5, —3).

3.3 Derivovani a integrovani sou¢tu mocninné rady

Mocninné fady maji tu vyhodu, Ze pfi derivovani a integrovéni ¢len po ¢lenu u nich nemusime

ovétovat predpoklady z vét a[2.3.4] protoze tyto predpoklady automaticky spliuji.

Véta 3.3.1. (viz [2]], s. 407) Necht
Zak(x—c)k (3.11)
k=0

je mocninnd fada s polomérem konvergence R # 0 a nechf funkce s(x) je souctem Fady (3.11))
na intervalu konvergence I = (¢ — R,c + R).

Pak funkce s(x) md na intervalu I derivaci s'(x) a pro kaZdé x € I plati
s'(z) = Z apk(x — ¢)F 1, (3.12)
k=1
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s'(x) nazyvdme p¥islusnou fadou derivact.

Ddle pro kazdé x € I plati

k:Ok:—i—l

S(x) = Z i (x — )" = /f(y) dy. (3.13)

Obé fady (3.12)), (3.13) maji totozny polomér konvergence R jako piivodni Fada (3.11]).
Diikaz: Viz napt. [2] na strané 407.

Dusledek 3.3.1. (viz [2]], s. 407) Funkce f(x) md na intervalu konvergence I derivace vsech
Fddii. Derivaci n-tého rddii ™ () ziskdme, kdy? derivujeme Fadu |D n-krdt ¢len po clenu,
zZn.

fM(z) = i k(k—1)...(k—n+1ap(x —c) ™" neN.

Priklad 3.3.1. Stanovte soucet geometrické fady:

I e e R A (3.14)
k=0

Kvocient geometrické fady je x. Stfed konvergence je v bodé 0 a polomér konvergence je 1.
O konvergenci rozhodneme dosazenim krajnich bodt |z| < 1, tim dostaneme dvé divergentni
fady. Obor konvergence fady je proto (—1, 1). Soucet prvnich n €lent (tj. n-ty éastecny soucet)
geometrické rady je

1 — "
sn(z) = ——

1—x’

Déle ur¢ime soucet nekonecné geometrické fady jako limitu ¢aste¢ného souctu geometrické
rady

x" 1

s(z) = lim s,(x) = lim = lim — lim = .

Soucet nekonetné geometrické fady (3.14) je tedy .

Priklad 3.3.2. Urcete polomér konvergence a soucet nasledujich mocninnych fad:

k

OO.Z'
2%
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Nejprve zjistime polomér konvergence fady pomoci vzorce (3.7):

1
Re lim E — iy FFD

Pokud je polomér konvergence oo, pak fada konverguje pro vSechna x € R k urcité

funkci f(z), kterd ma na R derivace vSech fadt. Nyni budeme fadu derivovat podle véty
N N N 2 A A R |
! _ v _ el _ _
Jle) = Kl _Z(k!> - k! _Z(k—l)!
k= k=0 k=1 k=1

f'(x) = f(x) plati pro vSechna = € R a také zfejmé plati f(0) = 1. Rovnice f'(z) =
f(z) je vlastné diferencidlni rovnice s pocate¢ni podminkou f(0) = 1, které vyhovuje

pouze jedind funkce, a to e”. Pro kazdé z € R tedy plati

<k 22 ok
— =1 — —+ ...
kz:: o + ottt
Z k" (3.15)
k=1
Polomér konvergence této fady zjistime pomoci vzorce (3.7)
k
R=1lm ——=1
P & +1 ’

ktery je tedy 1. Soucet fady uréime za pouZiti rovnosti (z*) = kz*~! a z véty 0

derivovani ¢len po ¢lenu

1 ' T ' -
:x<1_$—1> :a:(l—x)_(l—x)? Vo e (—1,1)
Zjistili jsme proto, Ze soucet mocninné fady (3.15)) je f(x) = )2 pro vSechna xz €
(—=1,1).
P (3.16)




Polomér konvergence ur¢ime pomoci Cauchy-Hadamardova vzorce (viz vzorec (3.4))
obdobné jako v piikladu [3.2.1] ¢imZ dostaneme, Ze polomér konvergence je 1. Derivaci

fady ¢len po ¢lenu podle véty dostaneme

= (Sms) - - T et - 2

k=1

Vx € (—1,1). A déle ,zpétnou™ integraci podle véty vypocteme soucet fady

x x x T

ix / 1 4 — 1/ dt +1 bt 1 dt
4k — 3 1 — ¢4 2 t2+1 4 t+1 4 t—1
k=1 0 0 0 0

1. 1+=x
arctg x + —In

T Vo e (—1,1).

1
2

Soucet mocninné fady (3.16) je 5 larctg o + 1 iInZ o4l + pro vSechna r € (—1,1).

3.4 Algebraické operace s mocninnymi radami

Algebraickymi operacemi s mocninnymi fadami myslime s¢itani (resp. od¢itani), ndsobent,
déleni mocninnych fad a nasobeni fady Cislem, které jsou v podstaté totozné jako tytéz operace

s polynomy.

Véta 3.4.1. (viz [3], s. 170, [2]], s. 405) (S&itdni a ndsobeni mocninnych fad). Nechf 220:0 ar(z—
o)f a0 bi(x — ) jsou dvé mocninné Fady se stiedem v c a nechf prvni z fad konverguje

na intervalu 1, a druhd na intervalu I,,. Pak plati:

1.
oz-Zak(a:—c)k:Z a-ap(z—c)F YaecR, Vrel,
k=0
2.
Zak(m —o)F + Z bp(z — c)" = Z(ak +bp)(x — ) Vxel,NI,
k=0 k=0 k=0

(Sae-0t) (Lne-0f) - et

pro kazdy vnitini bod intervalu I = 1, N Iy, a kde ¢, = Zizo apbi_y je tzv. Cauchyiiv

soucin.
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Diikaz: Viz napt. [5] na strané 170.

Véta 3.4.2. (viz [3]], s. 173) (O podilu mocninnych fad). Nechi Y ;- arx® a >, bra®
Jjsou dvé mocninné rady s koeficienty ay a by, které pro k € Ny konverguji na intervalu I
k souctovym funkcim a(x),b(x) a necht ag # 0. Pak existuje jednoznacné urcend mocninnd

rada s koeficienty cy, a takové Cislo o > 0, Ze

- k o Dk b b
S ot - Siabitt _ o0

= Vo € (—a,a).
— Yoreo @zt a(x) ( )

Diikaz: Viz napt. [3]] na strané 173.

ZkO

Poznamka 3.4.1. Podil mocninnych fad Y ;7 cxz® = S lze upravit do souc¢inového
k=0

tvaru
o o0 oo
E cpxh - g apxt = g bpa”
k=0 k=0 k=0

a feSit pomoci tzv. Cauchyova soucinu (viz véta(3.4.1)).

Priklad 3.4.1. Vypocitejte nasledujici piiklady:

1. Urcete podil funkci ﬁ
N1z

Nejprve si odvodime fadu pro In (ﬁ) tak, Ze funkci zderivujeme, ¢imz ziskame

((r)) ~-m -y g3 wew

pokracujeme ,zpétnou* integraci

0

Déle budeme hledat fadu >~ c,2*, ktera je vysledkem podilu funkci ze zadéni prikladu.

k=0
Do vyrazu
T o
k
—_— = E CLT
T k
hl(l x) k=0

- - v k+1 v .- . v
dosadime ziskanou fadu ) - %77 aprevedeme jej na soucin

[e§) i 00 $k+1
= }Z:CMI 'ZE: —Fl‘

k=0 k=0

N
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Uzitim Cayuchyova soucinu (viz véta3.4.1]) ziskame

= cort oo+ 2 ( Loy Lot i (Lot Lert et 4+
T = Cox 260 1| 300 261 Cy | T 400 301 202 C3 | T

Z ptredchoziho vypoctu a pouzitim indukce zjistime koeficienty ci,

Co = 1,

! +c=0 == L

260 c1 = C1 = 9’

! + ! +c=0 =c= L
300 201 Co = Cy = 12’

+ ! + ! +e=0 == !
400 301 202 C3 = C3 = o1’
Reseni piikladu md tedy tvar
T 1 1 1
— = 1l——r——x— =34 .. Vx € R.

n (-2) ' TR Tt T v

. Urcete rozvoj funkce tg z.

Rozvoj funkce tg = uréime jako podil fad funkei sin z a cos x (viz vzorce (3.23) a (3.24)
v nasledujici podkapitole 3.5 Taylorovy fady)

2k+1
sin Z;ozo(_l)k m - K
tgx = = = Z (&%

2k
cosz s S

Pfedchozi rovnici opét upravime do soucinového tvaru, aby se nam s fadami lépe praco-

valo
0 X o ka > . $2k+1
. 1) = B
2 et ) (F0 g =2 () (2k + 1))
k=0 k=0 k=0

a stejné jako v pfedchozim piikladu na levou stranu vypoctu uplatnime Cauchylv soucin
(viz véta[3.4.1))

1 1 1 9 B z3
Co + —ECO—{—Cl x -+ ICo—acl—FCz x—l——x—?#—

Tak ziskame koeficienty ci

co =0, ¢ =1,
1 1
—aCo—f—CQ 0, —561 + c3 —5,
1 1 1 1 1
ﬂco iCQ +c4 =0, zcl — 563 +cs5 a,
1 1 1 1 1 1 1
—aCQ + 102 - 564 + cg 0, —acl + an 505 +cr _ﬁ
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Indukeci uré¢ime hodnoty jednotlivych konstant

2 1

c=0, =1 =0, 032525, ay = 0,
16 2 .y 212 a7
STE T 15 TV T T ey v

Konstanty v rozvoji fady pro tg x nemaji Zadny vzor, jsou nazyvany jako tzv. Bernoul-
liho konstanty. Metodou téchto neurcitych koeficientil se ndm podafilo spocitat nékolik

prvnich ¢lenti pozadovaného rozvoje

1,2, 2T,
tgm—x+§x +Bx —I—T:E + .. Vo € R. (3.17)

v z ez
. Urcete podil funkei .

Rozvoj e” je ndm zndmy (viz vzorec (3.22)) v nasledujici podkapitole 3.5 Taylorovy fady)
a 7 je soudet geometrické fady s kvocientem —z?, proto = ( T = Lreo(— 1)ka?*,
Obe fady vyndsobime pouzitim Cauchyova soucinu (viz véta[3.4.1)) jako v pfedchozich

ptikladech, proto plati

T 0o k 0
e _ T k 2k
D DA B
k=0 k=0
=1 1 1 ! 1— LY
—+x+—+2x+ +3!x+ §+E r +
1 5 13
=1 — St St
+z 2x 6:1: +24x—|—

Podil - je tedy roven 1+ x — 32? — 2% + 22t + .. Vo € R.

3.5 Taylorova rada

Taylorova fada je specidlnim pfipadem mocninné fady. Jedna se o fadu, kterd vyjadfuje funkci

majici v né€jakém bodé ¢ derivace vSech fadt. Bod c je pak sttedem Taylorovy fady. Pro ¢ = 0,

se fada nékdy oznacuje jako Maclaurinova fada.

Véta 3.5.1. (viz [5]], s. 174) Nechf R > 0 je polomér konvergence mocniné rady

oo
E a( x—c

k=0
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se souctem s(x). Pak funkce s(x) md v intervalu I = (¢ — R, ¢+ R) derivace vsech Fddii a

pro k € Ny plati
B s (¢)
k!

Vk € Ny

Diikaz: Mocninnou fadu Ize uvnitf intervalu konvergence I derivovat ¢len po ¢lenu bez ome-
zeni a plati

s (z) =kl ap 4+ (k+ 1) apgr(z —¢) + ...
Substituci = ¢ snadno vyplyne dokazované tvrzeni.

Dusledek 3.5.1. Danou funkci f(x) je moZné na néjakém okoli c vyjddFit mocninnou Fadou,

Jjen pokud md funkce v bodé c derivace vsech rddii.

Definice 3.5.1 (Taylorova fada). (viz [3], s. 174) Nechf f(z) je funkce, kterd md v bodé ¢

derivace vSech fadd. Mocninou fadu tvaru

k) (o
f(a:)zzf ()(x—c)k:f(c)—l—f’(c)(a:—c)—i— (x—c)+ ..., (3.18)

k! 2!

pak nazyvame Taylorovou fadou funkce f(x) se stiedem v bodg c.

Dusledek 3.5.2. Existuje nejvyse jedna mocninnd rada se stfedem v bodé c konvergujici na

okoli bodu c k dané funkci.

Poznamka 3.5.1. (viz [2], s. 411) Necht f(z) je funkce, kterd ma v bodé ¢ derivace vSech

fadt. Pak pro vSechna x € (¢ — R, c+ R) a pro vSechny k£ € N mizeme psat TaylorGv vzorec

f¥ ()
Kl

fx)=fle)+ fl(c)(x —¢)+ ... + (x — )" + Rpy1(2) = Tp(w) + Rppr () (3.19)

a Taylortiv polynom stupné nejvyse k£ v bodé ¢

'(c ®)(c
Ti(x) :f(C)—i—#(:L’—C)—i—...—&—%(QJ—C)k. (3.20)

Ry11(x) nazgvame zbytkem v Taylorové vzorci (3.19) a mtiZeme jej napsat v tzv. Lagrangeové

tvaru

(k+1)
Ry (7) = JZ]CTI(;)@ — )t (3.21)

kde ¢ je bod leZici mezi body ¢ a x. Je zfejmé, ze Ty (x) je CasteCny soucet Taylorovy fady
(3.18)). Konvergenci Taylorovy fady (3.18)) k funkci f(x), zajisti splnéni nutné a postalujici

podminky: limy_,o, Tx(x) = f(z), neboli limy_,, Ri11(z) = 0. Proto plati ndsledujici véta:
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Véta 3.5.2 (O vyjadieni funkce mocninnou fadou). (viz [5]], s. 178) Nechi f(z) je funkce

majici v bodé c¢ derivace vSech Fddii, pak prox € I, I = (¢ — R,c+ R), je

Z

Z’—Ck

tehdy a jen tehdy, jestlize klim Rii1(x) = 0 pro vSechna x € I, kde Ry1(x) je zbytek v
—00

Taylorové vzorci.

Diikaz: Viz napt. [3]] na strané 178.

Véta 3.5.3. (viz [5]], s. 178) Nechft funkce f(x) md na intervalu I derivace vSech Fddii a existuji

&isla C a M takovd, Ze pro viechna x € I a k € Ny plati | f*(x)| < CMP*. Pak Taylorova fada

funkce f(x) konverguje na intervalu I k funkci f(x) a plati

(k) (e
}:f;)@—mf:f@)vxeR

Diikaz: Podle vzorce zbytku v Lagrangeové tvaru je pro xz € [

FEIE)

(k " 1) )k—i—l

Riyi(x) =

(x —c

pro né&jaké ¢ € I. Z predpokladu véty tudiZ plyne

CMk—H’x o C‘k'H
(k+1)!

Riyi(x) =

Pro x € I polozime av = M|z — ¢| a uvdzime, Ze pro kazdé ¢islo o € R plati
ak+1

oy Y

Priklady Taylorovych rad nékterych elementarnich funkci:

1. Exponencidlni funkce:
2

e—1+x+§+—+ Zk' Vz € R.

2. Funkce sinus:

33'2k+1

sin(x) - 4T :Z(—l)k— Vz € R.

(2k + 1)!

(3.22)

(3.23)



3. Funkce kosinus:

2 gt o0 L a2k
cos(z) =1— o7 + = ;(—1) o Vx € R. (3.24)
4. Geometrickd rada:
1 oo
1_x:1+m+x2+x3+...:§xk Vo € (—1,1). (3.25)

5. Binomicka rada:
a a a 2 - a k
= — 1,1 2
(1+x) 1+<1)x+(2)x + 3:0 (k)x Vr e (-1,1), (3.26)

kdea € R, k> 0, k € Ny a ¢islo (Z) = W je binomicky koeficient.

6. Logaritmické funkce:

T S i( 1)’“+1xk V€ (=1,1] (3.27)
n = r——+—=—..= — - - .
2 3 £ 2 o
22 a3 =k
1n(1—x):—x—7—§—...:—;? vz e [—1,1). (3.28)

Priklad 3.5.1. Rozviiite do Taylorovy fady nasledujici funkce v bod¢€ ¢ a urCete jejich obor

konvergence:

K vypoctu pouZzijeme znalost Taylorovy fady pro funkci €' (viz vzorec (3.22), tj. ¢! =

1+ 4+ t2—2, +...+ tk—k, +o =D % Substituci t = —+/ 23, ziskdme poZadovany rozvoj

funkce e_*/;3

M i Vel i(—m‘“k

_ —Vad _
f(z)=e =1 T + 5 + ..+ o

ktery konverguje pro vSechna x € R.

f(z) =arctgz, c¢=0

Funkci f(z) zderivujeme f(z) = {757 a tak ziskdme souCet geometrické fady s kvoci-

entem —x2, j.

1 oo
T =122 +27— . =) (=1)kz?*
k=0

29



pro |z| < 1. Soucet geometrické fady ,zpétn&* zintegrujeme podle véty a pro

€ (—1,1) dostaneme

arctgx—/(Z( )t%) dt = Z /(—l)kt% dt:Z(—l)k;k_:ll.

0 k=0 k=0 0 k=0

Dile vySetiime konvergenci fady v krajnich bodech intervalu z € (—1,1). Tak ziskame

dvé konvergentni fady Y% ((—1)* 515 a Y207 (1) 5715 Funkce arctg « je spojita

)k‘ x2k+l

na celém R, konverguje pro vSechna x € [—1, 1] alze ji vyjadfit fadou ), o (—1)" 50

1
f(l’)—ma c=0

Abychom urcili rozvoj této funkce, pouZijeme binomicky rozvoj (viz vzorec (3.26)) a

substituci t = —z*. Takto dostaneme funkci (1 + )~ jejiz binomicky rozvoj je

(1+8)2=1+ (_12)75 + (_22)752 o+ (_kQ>t’f + ..

—2, (D), (DY) (20 k4D

_1+Tt+Tt + ... ol
=2)(=3) ... (—2—-k+1
S VY S ) ) k(' T
na intervalu (—1, 1). Do rovnice dosadime ¢ = —z* a ziskdme poZadovanou Taylorovu

fadu

(D=3 (2= k+1),
k!

(1—ah)?2=1+22"+32°+ .. + —z)*

jejiz obor konvergence je tedy interval (—1,1).

f(q;)zln(Hx), c=0

1—2z
Tuto fadu si miiZzeme piepsat jako In (1+i) = In(1 + z) — In(1 — z). Rozvoje funkci

In(1 + z) aln(l — ) zndme ze vzorch a (3.28). Proto plati

1+z x? 23 x? 23
f(x)-ln(l_x>— <I—?+§—...)—<—I—?—§—...)

223 220
=2 ot _22

2k —1°

Hledand fadaje 2, % a konverguje v intervalu (—1,1).
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4. Aplikace nekonecnych funkcnich rad

Jak uz bylo n€kolikrat uvedeno, nekonecné funkcni fady a predevsim jejich specidlni piipad
— mocninné fady, maji Siroké uplatnéni v mnoha védnich odvétvich. V nésledujicich pod-
kapitolach si aplikace mocninnych fad ukdZeme na konkrétnich feSenych a komentovanych

prikladech.

4.1 Priblizny vypocet funkcnich hodnot

V podkapitole 3.5 o Taylorovych faddch, jsme si ukazali, Ze mocninné fady jsou uzite€nym
prostfedkem pfi vyjadfovani funkci, mizeme je proto dobie pouZit pro pfiblizné ureni funk-
¢nich hodnot. Pozadované funkéni hodnoty budeme urovat pomoci prvnich n nenulovych

Clenti rozvoje fady dané funkce.

Priklad 4.1.1. Urcete pfibliznou hodnotu vyrazi pomoci prvnich n nenulovych ¢lent rozvoje

a spocitejte chybu ve vypoctu:

1. Vepron=>5
Resime pomoci Taylorovy fady funkce pro e® (viz vzorec (3.22) v podkapitole 3.5 Tay-

lorovy fady), kde x = %, pro n = 5 pak dostaneme

11 /1\* 1 /1\* 1 /1\*
I 2z — (=) =1 6484,
ve +2+2!(2)+3!(2)+4!<2) ’

Chyba ve vypoltu se rovna zbytku fady, ktery vypocitame pomoci tzv. Lagrangeova
tvaru zbytku (viz vzorec li podkapitola 3.5), kde k =4 az = % al <¢é< % Tedy

ziskame nerovnosti

5
|Rs(z)| = f(55)!(§) : G) < £ 0

Hodnota vyrazu /e pro prvnich pét nenulovych ¢lend je pfiblizné 1,6484 s chybou

mensi nez 5 - 1074,

2. (1,1)"? pron =4

Resime pomoci Taylorovy binomické fady (14 x)® (viz vzorec || , podkapitola 3.5)
kdez =0,1aa = 1,2. Pron = 4 pak dostaneme

1,2-0,2 1,2-0,2-(—0,8)
2

2
0,1° + 3l

0,13 =1,121168.

(L, )" =1+1,2-0,1+
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Chybu ve vypoctu spocitime opét pomoci tzv. Lagrangeova tvaru zbytku (viz vzorec
(3.21)), podkapitola 3.5),kde k =3,z =0,1a0 < £ <0, 1. A tedy

1,44-10°¢
T+

Hodnota vyrazu (1, 1)"? pro prvni ¢tyfi nenulové Cleny je pfiblizné 1,121168 s chybou

<2-107

(4)
Ry()] = \ SR E

mensi nez 2 - 1076,

Pomoci mocninnych fad lze zjistovat i funkéni hodnoty logaritmd. PouZijeme pro to roz-

voje funkce In 2 (odvozen ve |l piikladu [3.5.1| podkapitola 3.5), ktery m4 tvar
d 11—z

o0

1+x x3 2 2kl
| = — — ] =2 —_— < 1. 4.1
i (‘7”+3+5+ > ;%H’ 12 @1

Véta 4.1.1. (viz [3], s. 96) Mé&jme Fadu >, | ay, pro kterou plati

A1
Qg

<g<l1

pro vSechna k € N. Pak pro zbytek této rady, oznacovany Ry, plati

|Risn| < lax] - 1& (4.2)
—q

Diikaz: Z. predpokladu véty vyplyvé konvergence fady -, a; podle podilového
kritéria. ProtoZe pro viechna k € N plati |y 1| < |ag| - ¢, je také |apio| < |api1]-q < |ag| - ¢?
alagys| < larso|-q < |ag| ¢*. Z toho vyplyvd, Ze obecné indukei plati |ay,| < |ax|-¢". Vime
také, Ze pro absolutné konvergentni fadu > ;- a, = s plati |s| < >"7, |ax|. Z pfedchozich

poznatkd tedy lze vyvodit

|Rk+1‘ =

o o0
= lanal < laxl - ¢" = lax| - ¢ Zq |ak] - ——
n=1 n=1

Priklad 4.1.2. Kolik ¢lent rozvoje funkce In 1+"” = je tieba vzit, abychom urili ¢islo In2 s
chybou mensi nez 107°?

V prvnim kroku vypoctu zjistime hodnotu nezndmé x pro In2 = In 1”

1+ 9 1
= Tr = —.
1—=x 3

Hodnotu = dosadime do vzorce (4.1)) a tak ziskame
11 /1) 1/1Y° >, 3721
In2=2|-+-|(= —| = =2 .
" (3+3(3) +5(3) * > ;21@“
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Pro odhad chyby v ¢iselné fadé€ na pravé strané predchoziho vypoctu pouzijeme vétu
a1 1 2k +1

= <
a9 2%k+3 1

coZ je splnéno pro vSechna k > 1, za ¢ tedy mizeme zvolit %

<1,

% 3—2k—1 .
= <10
I T4k 1)

q
| Bria| < lag| - ——— = lax] -

1—gq 1

Nerovnost plati pro k > 4, nebot
3—9
|Rs| < 35 < 1,41-107% < 107°.

Proto v tomto pripadé staci vzit k vypoctu In 2 prvnich pét nenulovych Clentl, tj.

1 1 /1\° 1 /1\° 1 /1\" 1 /1\°
m2=2(-+>.(= S S . (2) ) =0,69315.
" <3+3 (3) T3 (3) 7 (3) 9 (3) ’

4.2 Vypocet limit

Pii vypoctu limit se kromé elementarnich zptisobti vypoctu (Gprava limitni funkce) a 1"Hospi-
talova pravidla nékdy da vyhodné pouZzit mocninnych fad a zna¢né si tak usnadnit vypocet.
Priklad 4.2.1. Vypocitejte nasledujici limity

1.

1 — 1 -
L:lim\/+$ v *

x—0 €T

(4.3)

K vyjadfeni odmocnin pouZijeme binomicky rozvoj (viz vzorec (3.26)), podkapitola 3.5)

pro funkce v/1 + x a /1 — x, které maji tvar

! A R 5
l+a)2=1+°— "+ (1+£)2
1 xr 2*  ba? 8
l—g)3=1-—2= " _ iy ~3
kde 0 < £ < z a0 < ¢ < z. Dosazenim prvnich ¢lent rozvoju téchto fad do vzorce
(4.3) obdrzime
r  a? 3 5 r  x?  5ad 8
L=lim- {14+ 4+ (14832 -(1-2 - — el -3
xli’%xK MR IR TA R ) < 379 s 1T 3)]
T



V poslednim fddku vypoctu s¢itdme limitu konstanty % s limitou soucinu dvou funkci, z
nichZ jedna je 22 a druhd je omezend, tj. pro z — 0 je limita sou¢inu t&chto funkci rovna

nule. Hodnota vysledné limity lb je proto L = % .

I — lim 2(tg v — sinx) — 23

x—0 {135

Pouzijeme Taylortiv rozvoj funkce tg x (ktery jsme odvodili v [2| pfikladu v pod-

4.4)

kapitole 3.4) a rozvoj funkce sin x (viz vzorec (3.23)) v podkapitole 3.5). Oba rozvoje i s

odpovidajicimi zbytky fady dosadime do vzorce (4.4) a tim ziskdme

1 3 225 162%(2cos* € — 30 cos? & + 45) sin &
L=tlim—[2(a+Z 425
250 2 { (x+ 3 715 T 6l cosT €
3 2% aSsin( 5
‘“5‘5*7)‘4
o1 , 16(2 cos? € — 30 cos? € + 45) sin € + sin ¢ cos” £ 1 1
_}g%zl—'—zili%x( 6! cos™ ¢ _Z+O_Z’

kde 0 < £ < za0 < ¢ < x. Limita (4.4) mé tedy hodnotu L = 1, nebof se stejng
jako u predchoziho piikladu jedna o soucet limity konstanty a limity sou¢inu funkce x a

omezené funkce.

4.3 Priblizny vypocet integralu

Dalsi aplikaci mocninnych fad je integrovani nékterych funkci, jejichZ primitivni funkce nelze
vyjadrit pomoci elementarnich funkci. Tyto fady nazyvame transcendentni funkce a mizeme

je vyjadrit pomoci mocninnych fad.

Véta 4.3.1. (viz 3], s. 96) Mé&jme alternujici &islenou Fadu Y -, (—1)*tay, kde {ax}72, je
nerostouci posloupnost kladnych isel takovd, Ze limy,_, ., a = 0. Pak pro zbytek fady | Ry 1|
plati

|Ri+1] < Qpgr.

Diikaz: Viz napft. [3] na strané 96.

Priklad 4.3.1. Pomoci prvnich tfi nenulovych Clenil rozvoje fol e~*" dz priblizn& vypodtéte

hodnotu tohoto integralu a odhadnéte chybu ve vypoctu.
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Nejdiive uréime Tayloriv rozvoj funkce e~ (obdobng jako v [1] piikladu v podkapitole

3.5 Taylorovy tady)
22k

e = Z(—nkH Vz € R.
k=0

Rozvoj zintegrujeme, fadu na pravé strané ¢len po ¢lenu. Ziskame

x

» x [ 12k o0 2k+1 v
/e dt:/o (Z(_l)kﬁ) dt = [;(_1)k—(2k+1)k:! 0

0 k=0

o 2k+1

-2 G

kde x € R. Urcity integral 1ze pak vyjadrit fadou

/ L, o0 L a2t I . 1
e = |00 G =2V R

0 k=0 0 =0

coz je alternujici fada s klesajicimi Cleny, proto zde pro odhad chyby ve vypoctu mizZeme

uplatnit vétu[d.3.1] 4.

1
R <a3=——<2,4-107%
| Rs(z)]| < as 730 ’

iy 4 . . oae o . f v PSS R .
Pfiblizna hodnota integrédlu vyjadifend pomoci prvnich tif nenulovych ¢lent fo e dr=1—

%+ 15 = 0,77 je uréena s chybou men3f nez 2,4 - 1072,

Priklad 4.3.2. Pomoci prvnich ¢tyf nenulovych ¢lend rozvoje

SIS

/ awcte T 4, (4.5)

T
0

priblizné vyjadiete hodnotu integralu a odhadnéte chybu ve vypoctu.

arctg x

"6 je na intervalu (0, 3 ) spojitd a ohrani¢end na intervalu [0, 3], protoZe

Integrovand funkce

arctg x
T

mfxﬁ odvodime z fady pro arctg x, kterou jsme zjistili V prikladu , podkapitola 3.5, tj.

lim, o+ = 1. Proto je uréovany integral vlastni Riemanniv integral. Radu pro funkci

2k

arctg x i T
=) (-1) Vx| < 1.
x — 2k +1

Tuto fadu dosadime do integralu (4.5) a ziskame

[ arctg x [ p P
dr = -1 de | =
/ z /(Z:%( T

1=
1=

0



Zde se opét jedna o alternujici fadu, pro zjisténi chyby aproximace pouZijeme vétu

1 /1)’
R =—-(2) =2,411-10° <107
Rl <a=g(3) =2 <
Hledana hodnota integralu spocitand pomoci prvnich ¢ty nenulovych ¢lent je 0,4872 a je

uréena s chybou mensi nez 10~%.

4.4 ResSeni diferencialnich rovnic

Posledni aplikaci mocninnych fad, kterou si zde ukaZzeme, je vyuZziti mocninnych fad pfi feSeni
obycCejnych diferencidlnich rovnic — pfedevS§im linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho a
druhého tadu, ale i nékterych vybranych nelinearnich rovnic.

Metoda feSeni diferencidlnich rovnic pomoci mocninnych tfad spo¢ivd v tom, Ze feSeni
definované v okoli bodu ¢ hleddme ve tvaru mocninné fady y(z) = > .- ar(x — ¢)*. Ne
vSechny funkce vSak Ize vyjadrit pomoci mocninné fady. Funkce, které 1ze vyjadrit mocninnou

fadou, se nazyvaji analytické. (Vice o vyjadieni funkce mocninnou fadou viz podkapitola 3.5)

Definice 4.4.1 (Analyticka funkce). (viz [8], s. 459) Funkci f(x) nazveme analytickou v bodé
¢, jestlize ji v kazdém otevieném okoli bodu ¢ mizeme vyjadfit jako soucet néjaké konver-

gentni mocninné fady Y -, ax(z — ¢)*.

Poznamka 4.4.1. Mezi analytické funkce patif napf. polynomy py + pex + ... + ppa”, které
jsou analytické v kazdém bodg ¢ a tedy je vZidy miZeme piepsat do tvaru ag + a;(x — ¢) +
... + ar(z — ¢)k. Racionalni funkce g, kde P a @ jsou polynomy, je analytickd vSude kromé
bodu ¢, ve kterém Q)(c) = 0. Dalsi funkce analytické v kazdém bodé jsou e”, sinx a cosx.

Pro z > 0 je analytickd i funkce In x.

Vidime tedy, Ze funkce f analytickd v bodé c, je diferencovatelnd v okoli bodu c. Navic
protoze funkce f’ ma vyjadfeni mocninnou fadou v okoli bodu c, je také v ¢ analyticka. Totéz
plati pro f”, f atd., tj. derivace existuji a jsou analytické. Pokud funkce nema derivace vSech
¥4dfi v bodé c, pak nemiize byt analytick4. 181

Pokud funkce f je analytickd v bod¢ ¢, pak podle definice to je soucet néjakych
mocninnych fad, které konverguji v okoli bodu c. Podle pfedchoziho odstavce tedy plati, Ze
derivace funkce f maji reprezentace mocninnou fadou. Jakdkoliv mocninna fada — bezohledu
na to, kolikrat je derivovana — ktera konverguje v okoli néjakého bodu ¢ k funkci f, musi byt

mocninna rada této funkce. s
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Metodu feseni diferencialnich rovnic za pomoci mocninnych fad mizeme pouZzit na linedrn{
nizZ se této metody vyuZivd, jsou ale linedrni homogenni rovnice druhého fadu, které jsou ve

tvaru
A(z)y"(z) + B(z)y'(z) + C(z)y(x) = 0, (4.6)

kde koeficienty A, B, C' jsou analytické funkce s proménnou x. Ve skutecnosti jsou ve vétsiné

aplikaci témito koeficienty jednoduché polynomy. 18]

Takovymi diferencidlnimi rovnicemi ve
zde budeme zabyvat nejvice.

Ne vzdy se pouzitim této metody dostaneme k feSeni ve tvaru mocninné fady. Abychom
zjistili, kde uspéjeme s feSenim ve tvaru mocninné fady, vydélime rovnici koeficientem

A a tak ziskdame

y'(x) + P()y (z) + Q)y(z) = 0, 4.7)
kde hlavni koeficient rovnice je 1 a P = % aQ = %. P a @ jsou obecné analytickymi
funkcemi ve vech bodech, kde A ma nenulovou hodnotu.[8J

Uvazujme ku piikladu tuto rovnici:
2y +y +ay=0 (4.8)

Koeficienty rovnice (4.8)) jsou polynomy spojité na celém R. Pokud ale tuto rovnici pfepiSeme
do tvaru (4.7)), obdrzime
/! 1 /
y +-y+y=0,
x

kde funkce P = < neni v bod& z = 0 analytick4.

Nejdfive si ale ukdZeme feSeni diferencidlnich rovnic za pomoci Taylorovych fad, a posléze
za pomoci obecnych mocninnych fad, u kterych se také budeme zabyvat zjisfovanim jejich

oboru konvergence.

4.4.1 ReSeni diferencidlnich rovnic pomoci Taylorovy Fady

V prvni metodé€ pro feSeni diferencidlnich rovnic budeme pouZzivat Taylorovu fadu. Tato me-
toda je nékdy nazyvana jako ,metoda postupného derivovani*.

Na diferencidlni rovnici zde budeme nahliZet jako na ptfedpis pro konstrukci Taylorovy
fady. Taylorova fada zde tedy aproximuje feSeni diferencidlni rovnice y v ur€itém bodé c.

Reseni y musi byt v bodé ¢ analytické, aby ho bylo mozné vyjadit ve formé Taylorovy fady —
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tzn. ze vysledna funkce musi mit v bocé€ ¢ derivace vSech fadi. Touto metodou Ize nalézt feSeni

linearnich i nelinearnich diferencidlnich rovnic, coZ si ukdzeme na nasledujicich prikladech.

Priklad 4.4.1. Najdéte feseni téchto diferencidlnich rovnic s danymi pocate¢nimi podminkami

pomoci Taylorovy fady v bodé c.

y =2y +2°, y(0)=1.

Taylorovu fadu budeme konstruovat ve tvaru

(k)
) oy 4.9)

y= il

[e.e]

k=0

Nejprve potfebujeme zjistit hodnoty y*)(0), pro k = 1,2... . Hodnota y(0) = 1 je dna

pocéte¢ni podminkou v zaddni, zbylé hodnoty dopocitame

y =2y+2> =y(0)=2
y' =2y +32* = 4'(0) =4
y/// — 2y// + 6.T :> yl//(O) — 8

yW =2y +6 = yW(0) =22

Hodnoty dosadime do vzorce (4.9)), ¢imzZ ziskame

4 11
y:1+2m+2x2+§x3+§x4+....

y'—ay —2y=0,y(1)=1, y(1) =2
Hodnoty 3/(1) a y(1) zndme z pocatecni podminky, proto dopocitime pouze hodnoty

y*) (1), prok =2,3....

y' =y +2y =y"(1) =5
y/// _ y’—i—xy” +2y/ _ 3y/ +xy” = y///(l) -8
y(4) _ 3y// + y// + :Ey/// _ 4y// + Iy/// = y(4)(1) — 928

YO =4y + " + oy =5y" + 2y = (1) =68
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Ziskané hodnoty opét dosadime do vzorce (4.9), vysledkem je tedy fada

5 4 ¢ 17
=2 D4+ -(z—-124+=(z—-1P2+=(z—-D*+ —(z—-1°+ ...
y=2+(@@—1)+g@— 1"+ g — D"+ oo -1+ (e 1)+
3.
b (0)=0 (4.10)
y_x+y+1’y a '

Dosazenim pocate¢ni podminky do rovnice (4.10) zjistime, Ze y'(0) = 1. Déle ur¢ime
hodnoty y*)(0), pro k = 2, 3... .

1+
Ry P =y"(0) = 2
21 /\2 i
n — ( + y) _ y :> y///(o) — 10

(z+y+1)2 (z4+y+1)?

Tyto hodnoty dosadime do vzorce Taylorovy fady (.9), tedy

)
y:x—x2+§:ﬂ3+....

4.4.2 ReSeni linedrnich diferencidlnich rovnic s analytickymi koeficienty

pomoci obecnych mocninnych rad

O analytické funkci jsme jiz mluvili v Gvodu podkapitoly 4.4 ReSeni diferencialnich rovnic
a vime tedy, Ze feSeni diferencidlni rovnice Ize vyjadfit mocninnou fadou jen pokud se jedna
o analytickou funci. Nyni si definujeme reguldrni a singuldrni body, které jsou klicové pro

uréovani konvergence mocninné fady, jez je feSenim diferencidlni rovnice.

Definice 4.4.2 (Regularni a singuldrni bod). (viz [8], s. 463) Bod x = ¢ nazveme regularnim
bodem rovnice

Ay'+ By +Cy=0 a y'+ Py +Qy=0,

jestlize obé funkce P = % aQ) = % jsou v bod€ ¢ analytické. Pokud bod c¢ neni reguldrni bod,

nazveme jej singularnim bodem dané rovnice.

Poznamka 4.4.2. Regularni bod diferencidlni rovnice prvniho fadu 3’ + Qy = 0 je bod, ve

kterém je funkce () analyticka.
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Piiklady regularnich a singularnich bodu:
1. Bod ¢ = 0 je regularni bod diferencidlni rovnice
(22° 4+ 72® — 1)y + (42 + 3)y/ + 52y = 0,

protoze koeficienty A, B a C' jsou polynomy, které jsou analytické na celém R, a plati

A(0) # 0.
2. Bod ¢ = 0 neni regularni bod (tj. je singularni bod) diferencidlni rovnice
y' +Vry +22°y =0,

funkce P = /x totiZ neni v bodé 0 analytickd, protoZe neni diferencovatelnd. Zatimco

funkce () = 223 je opét polynom, ktery je analyticky na celém R.
3. Urcete vSechny singularni body rovnice
vy’ +2(1 — )y + (sinx)y = 0. (4.11)
Rovnici vydélime koeficientem A = x, ¢imZ ziskame
1 _ sinx

(1—2x)’ @= x

Singuldrni body funkci P a () jsou ty body, ve kterych tyto funkce nejsou analytické.
Obé funkce P i () jsou racidlni funkce, které jsou analytické na celém R kromé bodu,
ve kterych je jmenovatel roven nule. Pro P je to bod 1. Jmenovatel funkce () je nulovy
pouze v bodé 0. Ale protoze bod 0 Ize odstranit tim, Ze funkci rozvineme v mocninnou
fadu

x—ix3+%x5—..

Q: 3!

. 1, 1,

je proto funkce () analytickd na celém R a jedinym singularnim bodem diferencidlni

rovnice (4.11) je zde bod 1.

Nasledujici dilezita véta nam ukazuje jednoduchy zpisob uréeni minimalni hodnoty po-
loméru konvergence mocninné fady. K tomuto urceni potiebujeme pouze najit singuldrni body
dané diferencidlni rovnice a poté urcit vzddlenost mezi regularnim bodem rovnice a nejbliZ§im

singularnim bodem.
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Véta 4.4.1 (Existence analytického feSeni). (viz [8]], s. 446) Necht
y'+ P(z)y + Q(z)y =0, (4.12)

je linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu a nechf bod ¢ = 0 je jejim regularnim bodem.
Pak rovnice ma dvé linedrné nezdvisla analytickd FeSeni ve formé mocninné fady. Navic
polomér konvergence jakéhokoli feSeni ve tvaru mocninné fady je alespon tak velky, jako je

vzdalenost od bodu c k nejbliz§imu singularnimu bodu rovnice (4.12).

Diikaz: Viz napt. [8] na strané 473.

Postup feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic pomoci mocninnych fad si nejprve ukdZzeme

na jednoduché rovnici prvniho radu.

Priklad 4.4.2. Naleznéte feSeni linearni diferencidlni rovnice

y' —2xy =0 (4.13)
ve tvaru mocninné fady v okoli bodu 0.
Mocninné fady
y = Zak$k7 y = Z kapx*
k=0 k=1

dosadime do diferencialni rovnice (4.13)) a vhodnym posunem v indexu upravime na tvar

CL1 + Z(k + 1)ak+1xk _— 2 Z a/k_lxk —= 0

k=1 k=1
Obé fady seCteme
a1+ [(k+ Dy — 2a41] 2% =0 (4.14)
k=1

a vSechny koeficienty fady (4.14) polozime rovny nule, ¢imZ obdrzime

ap =0 a (k+1Dagy1 —2a,_1 =0, k=1,2....

Ziskame rekurentni vztah

2
= 1, k=23..
Qp+1 k+1ak 1, ) )
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ze kterého pro k£ = 2, 3... spoCitdme koeficienty ay, vyuZijeme pfitom znalost a; = O:

2
a2 = Ao, az = §a1 =0,
1 2
a4:§a2, a5:5a3:O,
2 1 2 0
g = =y = —Q ar, = —=Qs =
6 64 31 0, 7 75 )
2 1 2 0
ag = —ag = —a Ao = —Qqr =
8 86 Al 0) 9 97 )

V koeficientech je vidét pravidelnost a indukei 1ze dokézat, Ze plati

1
Qo = 1700, k= 1,2 agepr =0, k=01,

je proto mozné vyslednou mocninnou fadu zapsat v obecném tvaru

| —

e (4.15)

1 (0.9}
Y= ap+ a0x2 + §a0x4 + .= aoz
k=0

™

!

Clen ag zistal nedefinovany a funguje zde jako libovolnd konstanta, a proto nam tada (4.15))
dava obecné feSeni diferencidlni rovnice (4.13). Urcime jesté obor konvergence fady (@.15))

pomoci limitniho podilového kritéria a vzorce pro vypocet poloméru konvergence mocninné

rady
22k+1 1
— = lim D lim —— =0 = R= oo,

a tedy vidime, Ze polomér konvergence fady (4.15)) je oo. KdyzZ si pozorné prohlédneme
nékolik prvnich ¢lent fady (4.15) mizZeme si vS§imnout, Ze odpovidaji rozvoji exponencidlni
funkce, tj. Ze fada m4 soucet

Yy = ape” Vr € R.

Nyni pfistoupime k feSeni linearnich diferencidlnich rovnic druhého fadu, u kterych jiz
miZeme vyuZit zji$tovani konvergence za pouziti vty o existenci analytického feSeni a

zjistovéni singuldrnich bod.
Priklad 4.4.3. Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice
y' +3zy —y=0. (4.16)

ve tvaru mocninné fady v okoli reguldrniho bodu 0.
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Nejdfive uréime singuldrni body. Rovnice (4.16) nema 74dné singuldrni body, nebof obé&
funkce P = 3z i () = —1 jsou polynomy analytické na celém oboru redlnych Cisel.

Vypo&itdme derivace y' a y” mocninné fady y = Y ;- apz®

y = Z kaga™t, o = Z k(k — 1)apaz™ 2.
k=1 k=2

Tyto derivace fady dosadime do rovnice (4.16), vhodnymi posuny v indexech a substitucemi

upravime fady tak, abychom je ndsledné mohli secist, dostaneme tedy
2a9 + Z(k +2)(k + 1) a0 +3 Z kapa® — ag — Z apz® = 0.
k=1 k=1 k=1
Rady nyni seéteme
2a5 — ag+ Y [(k+2)(k + Dags + (3k — )ag] ¥ = 0
k=1

a ziskané koeficienty poloZime rovny nule
200 —ap =0 a (k+2)(k+ Dagya+ 3k —1)ar =0, k=1,2....

Vidime, Ze ay, = %ao a
(Zk(l — 3]{5)
Aprg = ,
2Tk 2)(k+1)

pomoci rekuretniho vztahu (4.17) ur¢ime z koeficientl a;, koeficienty ax,o pro k = 2, 3... tak,

k=1,2.... 4.17)

v

e
2 2 5 5
a3 = ——— ——a Ay = ———0y = ——Q
3 3.21 31 15 4 4'32 A1 05
8 _2-8 _ 11 _5-11
a5———5.4a3——5! ay, aa——6_5a4— 6! Qo,
14 2-8-14 17 5-11-17
a7 = _7a5 = —Tah ag = _ﬁ% = —Tao,

V koeficientech je vidét pravidelnost (coz lze dokazat indukci) a tedy

(—1)+1 T (6n — 7)

n=2

A2k = (Qk)' ap, k=2,3...,
k
(=1 IT (6n—4)
A2k+1 = (22:_1{_ 1)' as, k= ]_,2 .
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Ziskali jsme obecné feSeni diferencidlni rovnice(4.16)) ve tvaru mocninné fady

k k
2 o (CUF TG = 7) ~ (=" [ (6n—4)

= 14+ = n=2 2k n=1 241
Yy = ao + 5 +Z (2h)! = Faq x—l—kz:; 2k + 1) x ,

(4.18)

kde ag a a; jsou libovolné konstanty. Polomér konvergence vysledné fady muZeme urcit
pomoci véty o existenci analytického feSeni, nebot jeji predpoklady jsou zde splnény.
Vzdalenost mezi reguldrnim bodem 0 a singuldrnim bodem je zde nekone¢nd, nebof rov-
nice nemd Zadné singularni body. Vyslednd mocninné fada tedy konverguje pro

vSechna z z oboru redlnych Cisel.

Priklad 4.4.4. Najdéte obecné a partikularni feseni diferencidlni rovnice
(22 —4)y" +3zy +y =0, y(0) =4, /(0) =1 (4.19)

ve tvaru mocninné fady v okoli regularniho bodu 0.
Nejprve opét uréime viechny singuldrni body. V tomto piipadé jsou konstanty rovnice (4.19)

p_ 3x Q- 1

x2—4’

z ¢ehoz vidime, Ze obé funkce P i () jsou analytické na celém oboru redlnych Cisel kromé
dvou singularnich bodl x = +2.

2 vz . 12 1" . z ¥ o [o¢] k
Dile vypocitime derivace y' a y” mocninné fady y = >, , apx

]
—2

y = ikakxk‘ Y=Y k(k - Daga?,
k=1

k=2
které dosadime do rovnice (#.19) a opét upravime tak, abychom u v§ech méli stejnou mocninu

z* a aby sumy za¢inaly stejnym indexem
Zk: — Dagx —42 (k+2)(k + 1)ags2x —|—32kakx —i—Zakx = 0.
k=0 k=0 k=0 k=0
Nyni miizeme fady seCist a upravit
> IR + 2k + Dag — 4(k + 2)(k + Daggo]2* =0
k=0
Koeficient této fady poloZime roven nule

(k4 1)%a), — 4(k + 2)(k 4+ 1)ag2 = 0,
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z predchozi rovnice ziskdme rekurentni vztah

kE+1

= — =0,1.... 4.2
Ap42 4(k+2)ak7 k 07 ( O)

Z rekuretniho vztahu ur¢ime z koeficientl ay, koeficienty ay.o pro k = 2, 3...

1 2
Qo = EO’OJ as = mab
3 3 4 2.4
a — Ay = Qa a a
T4 T 29 Y ST 45 T 4235
5 3.5 6 2.4.6
Qg = ——Qy = a ar = a a
6T 46 43246 TT 4T T 3570

V koeficientech je vidét pravidelnost (coz lze opét ovérit indukci) a protoze plati
2.4-6- ... -2k =2k,

obdrzime
k

[1(2n—-1) "
ot o, A2k4+1 = k+a1, k=1,2....

B
ok T] (2n + 1)

n=1

Q2 =

Ziskali jsme tedy obecné feseni rovnice (4.19)), které je ve tvaru

k

[ (2n - 1)

y = ag 1+Z S e |k ) 2" @2
k=1 2% T] (2n + 1)

n=1
Z pocate¢nich podminek uréime koeficienty aq a aq, tedy y(0) = ag = 4 a3/ (0) = a; = 1.
Dosazenim téchto koeficientl a tpravou fady ziskame partikularni feSeni ve tvaru mocninné

fady pro dané pocate¢ni podminky

k
o [[(2n—1) %0
y=dtaz+4y Sy — (4.22)
=1

k=1 2k T] (20 + 1)

n=1

8kk!

Polomér konvergence vysledné fady (4.22) opét ur¢ime pomoci véty f.4.1] o existenci ana-
lytického feSeni, jejiz pfedpoklady diferencidlni rovnice (4.19) spliiuje. Vzdéalenost mezi re-
guldrnim bodem ¢ = 0 a singuldrnimi body 42 je 2, tj. polomér konvergence fady (4.22) je

nejméné 2.
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4.4.3 Logisticka diferencialni rovnice

Logisticka diferencialni rovnice je nelinearni diferencidlni rovnice prvniho fddu ve tvaru

y' =ry(l—y), (4.23)

kterd byla prvné publikovédna v roce 1845 belgickym matematikem Pierrem F. Verhulstem
(1804 — 1849). Reseni logistické rovnice (4.23) je tzv. logisticka funkce
e 1

= = cR. 4.24
Yo erer T cqer € (4.24)

Logisticka rovnice mé Siroké uplatnéni v prirodnich védach — biologickych modelelech ner-

vové sité, biomatematice, statistice, chemii, ale také tfeba v ekonomii a sociologii. Jeji nej-
10

vvvvvv

typictéjsi aplikaci je vSak model populacniho riistu pouzivany v ekologii a demografii. L

Piiklad 4.4.5. Hledejte feSeni logistické rovnice (4.23), kde r = 1 a y(0) = 1, ve tvaru
Taylorovy fady.

Reseni logistické rovnice je analytickd funkce, coZ znamen4, Ze tuto funkci mizeme
vyjadfit pomoci Taylorovy fady (vice viz podkapitolad.4.1)). Nejprve za pomoci zadané poca-

te¢ni podminky uréfme hodnoty y*)(0), pro k = 1,2... .

y =y —y $M@=i
Y =y —2yy =y"(0) =0
y" =y —2yy" —2(y)° :idﬂwz—%
y W =y —2yy" — 6y"y/ =y (0) =0
y® =y — 2y — 6(y")* — 8y"y’ :¢¢W®=i

Ziskané hodnoty dosadime do obecného vzorce Taylorovy fady (@.9), ¢imzZ ziskdme

1 x 3 b
T 405
Y=oty T T (4.25)

Mizeme ovéfit, Ze ziskana fada (4.25) vyjadiuje tzv. standardni logistickou funkci

B 1
1 4e

Y

ktera je také zndma jako sigmoida. ReSen{ logistické rovnice 1D pomoci rozvoje Taylorovy
rady pro libovolny pocet ¢lent s odpovidajici presnosti vypoctu Ize tedy dobie pouZit jako

alternativni zptisob ziskani vysledku.
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4.4.4 Binetuv vzorec

V poslednim pfikladu si ukdZeme feSeni nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu pomoci

mocninnych fad. Rovnice

y'+y=ay’, a €R,

(4.26)

se specialni konstantou « je Binetdv vzorec, ktery je pojmenovany podle francouského mate-

matika, fyzika a astronoma Jacquesa P. M. Bineta (1786 — 1856) a ktery se vyuziva v teorii

relativity, konkrétn€ v teorii ohybu svétla pii priichodu kolem Zemé. L

Priklad 4.4.6. Hledejte obecné feseni diferencidlni rovnice (4.26) ve tvaru mocninné fady.

Nejprve vyjadiime pomoci mocninnych fad y, y* a 3"’

@[\3
|
//
(]
=
8
S~
no
I
(]
R
(1~
=
|
<
2
S~
8

k=0 k=0 7=0
y' = Z k(k — Dagr*? = Z(k +2)(k + 1)ag 21",
k=2 k=0

které dosadime do rovnice (4.26) a upravime do ndsledujiciho tvaru

k=0 §=0

Polozime-li koeficient mocninné fady (4.27)) roven nule

k
(k+2)(k+ 1)agsa + a — aZak_jaj =0, k=0,1,2...

=0
ziskame nésledujici rekurentni vztah

k

(0% akjaj> — Qf
7=0
k=0,1,2...

N P RS

Radu, jeZ je obecnym feSenim rovnice (4.26)), 1ze napsat pomoci rekurence (4.28)), tedy

k
e (Z ak_jaj> —ay
j=0 k42

y:ao—l—alx—i—z T
k=0

(k+2)(k+1)
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5. Zaveér

Cilem této bakalarské prace bylo shrnout obecnou teorii nekone¢nych funk¢nich fad, pricemz
nejvice pozornosti mélo byt poskytnuto mocninnych fadam, a déle uvést nékteré dilezité ma-
tematické aplikace funkcnich fad.

V prvni kapitole bakalarské prace uvadim stru¢nou historii nekonecnych fad od antiky
az po moderni matematiku. V druhé kapitole se zabyvam obecnymi nekone¢nymi funkénimi
fadami a vytvafim tak teoreticky zaklad pro nésledujici kapitolu, kterd je vénovana mocninnym
fadam — jejich konvergenci, derivovdni a integrovani souctu mocninnych fad, operacim s moc-
ninnymi fadami a vyjadfovanim funkci pomoci Taylorovy fady. Teoretické Casti prace jsem
vzdy ilustrovala ndzornymi feSenymi a komentovanymi priklady. Na tieti kapitolu navazuje
posledni kapitola prace, ve které se zabyvam nékterymi dilezitymi aplikacemi mocninnych
fad. Na feSenych piikladech demonstruji vyuZiti mocninnych fad pfi vypoctu funkénich hod-
not, limit, integrdli a feseni linedrnich i n€kterych nelinedrnich obycejnych diferencialnich
rovnic prvniho a druhého fadu pomoci Taylorovy fady a obecnych mocninnych fad. Abych
ukdzala, Ze nekonecné funkéni fady Ize vyuZzit nejen na poli matematiky, uvedla jsem feSeni
logistické rovnice populaéniho ristu a zjednoduseného tvaru Binetova vzorce, jenZ ma své
vyuziti ve fyzice, pouZitim mocninnych fad.

Ve své praci ukazuji, Ze nékteré piiklady Ize fesit také alternativnimi zptisoby pravé pomoci
mocninnych fad, coZ ndm miZe podstatné usnadnit vypocet, jako napf. vypocet uvedenych
limit, které by se jinak feSily obtiZzné, nebo vypocet nékterych diferencidlnich rovnic, jejichz
feSeni 1ze chytfe aproximovat pravé rozvojem mocninné fady. Mocninné fady tedy maji nejen
v matematice diilezité uplatnéni.

Piinos bakalarské prace je pro mne veliky, zdokonalila jsem se v praci s odbornou litera-
turou a také se naucila vypracovdvat vlastni matematicky text. Dozvédéla jsem se zajimavé
skuteCnosti z historie matematiky, ale predevSim si prohloubila znalosti o nekone¢nych funk-
¢nich fadach a jejich dtlezitych aplikacich, zejména metody feSeni diferencidlnich rovnic po-
moci mocninnych fad, které jsem pfedtim neznala, a které shleddvam jako velmi uZiteCné.

Nesmim opomenout osvojeni si price v Siroce vyuzitelném programu I5TEX.
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