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ABSTRAKT

Cilem této prace bylo vytvofit pocitacovou aplikaci s jednoduchym uzivatelskym rozhranim,
urCenou pro feSeni vybranych typua diferencialnich rovnic, jejiz vystup neni omezen na prosté
zobrazeni kone¢ného vysledku, nybrz zahrnuje i kompletni postup vypoctu, a diky tomu muze
slouzit jako podpirna vyukova pomiicka pro studenty vysokych skol.

ABSTRACT

The aim of this thesis was to create a computer application with a simple user interface for
solving selected types of differential equations, whose output is not limited to display a final
result only, but also includes a complete calculation procedure and therefore can serve as a
supportive teaching aid for university students.
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1 UVOD

Soucasna faze vyvoje lidstva, ve které hraji nezastupitelnou roli informacni technologie, ma
mnoho vyhod, jez nam usnadriuji na§ kazdodenni zivot (a zvysuji hladinu stresu). Nejnovejsi
zpravy a novinky z celého svéta jsou prakticky okamzite€ k dohledani na Internetu, velkou cast
administrativnich tkont Ize fesit elektronickou cestou, komunikace s prateli ¢i obchodnimi
partnery je okamzita, at’ jiz prostfednictvim e-mailu, Facebooku ¢i jinych kanalt. Dfive tézko
fesitelny Ci zcela nefesitelny problém lze dnes, diky vSudypfitomnosti pocitacti a dostupnosti
softwarovych feseni, zvladnout relativné€ snadno, zptisoby v minulosti téZko predstavitelnymi.
Pres vSechen dosazeny pokrok vSak pro nekteré specifické ukoly neni dostupnost takovychto
feSeni vzdy samoziejmosti, byva omezena financnimi naroky piip. dal§imi pozadavky, a praveé
proto se v takovychto oblastech naléza skryty potencial, ktery je mozno zuzitkovat.

Mezi vySe zminéné oblasti spada 1 problematika diferencialniho poctu, na kterou se prave tato
prace vyznamné zaméiuje, konkrétné pak zpliisoby feseni diferencialnich rovnic. AC to nemusi
byt na prvni pohled zjevné, diferencialni rovnice se nalézaji vSude kolem. Lze je pouzit pro
popis mnoha, i1 zdanlivé nesouvisejicich pfirodnich déjt, a proto je predevs§im pro studenty a
v navaznosti tedy i budouci absolventy technickych obort vysokych $kol, nezbytna znalost
princip jejich feseni.

Z pohledu bézného uzivatele, ktery nemé potiebu proniknout do dané problematiky hloubgji,
je v pfipadé nutnosti postacujicim feSenim pouzit ne€ktery ze softwarovych produktd, jez se
zamétuji pouze na zobrazeni kone¢ného vysledku zadaného vypoctu. Takovychto aplikaci je
v soucasné dobé v nabidce dostatecné mnozstvi. Z pohledu studenta, ktery potiebuje nejprve
pochopit principy a postupy, na jejichz zakladé 1ze dospét ke kone¢nému vysledku, a zeyména
si potfebuje ovéfit, zda pii vlastnim feseni postupoval spravné, se ovSem tato situace jevi byti
zcela neuspokojivou. Softwarovych feSeni, ktera nabizeji moznost zobrazit kompletni postup,
jakym bylo konkrétniho vysledku po jednotlivych vypocetnich krocich dosazeno, je pomérné
malo. Navic drtiva vétSina z nich jsou produkty komercni, jejichz pofizeni se vyplati pouze
velkym firmam ¢i korporacim.

Cilem této prace proto bylo vytvorit a popsat jednoduchou, volné dostupnou aplikaci, plnici
funkci podpurné vyukové pomicky pro studenty, jez se pravidelné setkavaji s potiebou fesit
prave takové problémy, které Ize s vyhodou popsat pomoci diferencialnich rovnic. Zobrazeni
uplného postupu feseni tak bylo jednim z klicovych pozadavka, jez mél software, jehoz navrh
a implementaci popisuje tato prace, splnit. Ta je z divodu prehlednosti a logické navaznosti
Clenéna do Ctyt hlavnich kapitol, jez jsou navic doplnény mnoha poznamkami, jejichz tikolem
je ozfejmit pouzitou terminologii ptip. uvést problematiku do historickych souvislosti.

V kapitole €. 2 je nejprve proveden stru¢ny vyklad matematického aparatu, ktery slouzi jako
zaklad pri feSeni problému popsanych diferencialnimi rovnicemi. Pfedevsim jsou zde zminéna
hlediska, dle kterych lze tyto rovnice délit na jednotlivy typy, a s tim také souvisejici metody
feSeni nékterych konkrétnich, Casto se vyskytujicich variant. Tato kapitola pochopitelné neni,
a vzhledem ke svému rozsahu, ani nemize byt, vyCerpavajici. Zaméfuje se t¢éméf vyhradné na
vypocetni metody, které jsou pouzity v popisované aplikaci.

V nasledujici kapitole je pojednano o softwarovych produktech podobného zaméteni, jez jsou
momentalné na trhu k dispozici, at’ jiz ve formé& komercni €1 voln€ dostupné aplikace. Stru¢né
je popsan princip jejich funkce a zhodnoceni jejich vyhod a nevyhod. Jsou uvedeny téz adresy
web, ze kterych lze tyto aplikace, resp. v ptipad€ komer¢nich produktu jejich zkusSebni verze
s omezenou funk¢nosti, stahnout a vyzkouset si, jak se s nimi pracuje. Jesté jednodussi situace
je u on-line sluzeb, pro jejichz pouziti postaci uzivateli bézny webovy prohlizec.
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V kapitole €. 4 jsou nastinény moznosti technickych feSeni, z nichz lze pfi navrhu obdobné
aplikace volit. Jedna se predevSim o volbu vhodného programovaciho jazyka, integrovaného
vyvojového prostiedi resp. frameworku, zptisobu navrhu grafického uzivatelského rozhrani a
pouziti dalSich nastrojl, které usnadnuji vyvoj softwaru. Podrobnéji je pojednano zejména o
programovacim jazyce C++, konkrétné€ o jeho revizi C++11, a téz vyvojovém frameworku Qt,
jez byly pro vyvoj této aplikace zvoleny.

Rozhodnuti pouzit pro vyvoj kombinaci Qt a C++ je podlozeno nékolika divody. Jazyk C++
patii dlouhodob€ mezi nejpopularnéjs§i programovaci jazyky, je k nému k dispozici ohromné
mnozstvi dokumentace, at jiz v elektronické ¢i tisténé formé, a je nejen doprovazen rozsahlou
standardni knihovnou s mnoha vestavénymi funkcemi, nybrz je k nému zdarma k dispozici 1
mnozstvi dalSich knihoven tfetich stran (v¢. vypoctovych a védeckych), jez znacné€ urychluji
vyvoj. Navic umoziuje zvolit rizna programovaci paradigmata, ¢imz pfenechava vyvojarum
moznost vybrat si vlastni styl programovani. Nelze také opomenout fakt, ze C++ je jazykem
kompilovanym a pomérné nizkouroviiovym, ktery vynika rychlosti zpracovani.

Programovy framework Qt umoziuje, mimo jiné, vyvoj aplikaci pravé ve spojitosti s uzitim
jazyka C++, disponuje vynikajici vestavénou i1 on-line napovédou a ma integrovany veskeré
potiebné vyvojové nastroje v¢. automatické kompletace kodu. Diky vestavénému navrhovému
modulu téz znacné usnadiiuje vyvoj uzivatelského rozhrani. Je navic multiplatformni. Tato
vSechna kritéria pochopitelné hrala roli pfi volbé tohoto vyvojového prostiedi, kromé dalSiho
vlivu, ktery je sice zna¢né subjektivni, avSak ne zanedbatelny, a to osobni preference autora
zalozena na predchozich zkuSenostech s vyvojem aplikaci za uziti tohoto prostredi.

Vlastni implementace je popsana v kapitole ¢. 5. Postupné je vysvétleno, jakym zptsobem je
aplikace Clenéna z hlediska logické struktury, jsou nastinény programatorské techniky pouzité
pfi implementaci nekterych funkci a je téz popsan navrh grafického uzivatelského rozhrani,
doplnény nazornymi ilustracemi. Nasleduje nékolik praktickych ukazek pouziti, na kterych je
demonstrovano, jakym zpusobem aplikace pracuje a jaky vystup uzivateli podava. V zavéru je
zminéno, kterym smérem by se mél ubirat jeji budouci vyvoj. Cely aplikacni kod je pfipojen
jako elektronicka pfiloha a je bohaté komentovan.
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2 DIFERENCIALNI POCET

Diferencialni pocet (differential calculus) je jednim ze dvou podobort tzv. infinitesimalniho
poctu (calculus, té¢z matematicka analyza), ktery se zabyva studiem zmén funkcnich hodnot
f(x) v zavislosti na zménach vstupnich hodnot nezavisle proménné/ych. Druhym podoborem
infinitesimalniho poctu je integralni pocet (infegral calculus).

Zakladnim stavebnim kamenem studia diferencialniho poctu je derivace (derivative) funkce,
jez popisuje charakter zmény této funkce v bezprostrednim okoli zvoleného bodu x, (hodnoty
nezavisle proménné).

2.1 Derivace

Derivace funkce realné proménné urcuje miru, jakou reaguje funkéni hodnota f{x) na zmény
vstupnich hodnot nezavisle proménné x. Pokud existuje, 1ze ji snadno interpretovat graficky
jako teCnu ke grafu této funkce v daném vstupnim bodé x,, jak je zndzornéno na obr. 1.

A

Yy

Xo X
obr. ¢. 1: Graficka interpretace derivace jako te¢ny ke kiivce v daném bodé

Pro oznaceni derivace se pouziva n€kolik raznych zpusobt zapisu. O rozvoj infinitesimalniho
poctu se zaslouzilo mnoho vyznamnych matematik (G.W. Leibniz, I. Newton ad.)', z nichz
kazdy pouzival vlastni systém oznacovani. Nejbéznéjsi z nich jsou:

dy o . .

dx dle Leibnize f'(x) dle Lagrange y dle Newtona (1)
Hodnotu derivace lze urcit nejen pro funkci jedné redlné proménné, nybrz i pro funkce vice
realnych proménnych. V takovém piipadé hovofime o tzv. parcialnich derivacich (partial
derivatives). Pokud je urcitd funkce v daném bod¢ diferencovatelna (differentiable), ma zde
tolik parcialnich derivaci, kolik ma nezavisle proménnych.

Proces urovani derivace se nazyva derivovani (differentation).

1 fazeno abecedné, poradi v zadném pripad€ nesouvisi s davnym sporem téchto dvou ucenci,
ktery z nich vlastné zalozil tuto matematickou disciplinu [1, 2], ackoli miZze naznadit, kdo je
autorovym favoritem; prehled vyznamnych védct zminénych v této praci viz Piiloha A
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2.2 Vztah mezi diferencidlnim a integralnim poctem

Diferencialni a integralni pocet jsou vzajemné svazany pomoci zakladni véty integralniho
poctu (fundamental theorem of calculus). Prvni Cast této véty tika, Ze neurcity integral spojité
funkce 7{7) definované na uzavieném intervalu (a,b)ER je roven primitivni funkci F(x), jez
je v uzavieném intervalu (a,b) spojita, v otevieném intervalu (a,b) diferencovatelna, a jejiz
derivace pro vSechna x z tohoto intervalu je rovna f{x). [3]

F(x)=[ f(e)de  F'(x)=f(x) )

Z (2) pak jednoznacné vyplyva, ze integrovani je zpétnym procesem derivovani.

2.3 Diferencialni rovnice

Jakakoli rovnice obsahujici derivace, at’ jiz obyCejné ¢i parcialni, je nazyvana diferencialni
rovnici (differential equation). Diferencialni rovnice [4] jsou jednim ze zakladnich nastroji,
které pouzivame pro popis prirodnich déju.

Jako prtiklad diferencialni rovnice mozno uvést Bernoulliho diferencidlni rovnici [5], kterou
sestavil roku 1695 §vycarsky matematik Jacob Bernoulli (1654-1705).

y'+P(x)y=Q(x)y" 3)
2.3.1 Zakladni pojmy
Pro usnadnéni dalsiho vykladu je vhodné nejprve zavést nékteré dilezité pojmy.

rad diferencialni rovnice (order of differential equation)
Rad diferencialni rovnice je urCen fadem nejvyssi derivace, ktera se v této rovnici vyskytuje:

ptiklad rovnice 1. fadu: cos(x) y'+sin(x) y=2cos’(x)sin(x)—12
piiklad rovnice 3. fadu: y' =12y +48y ' —64y=12-32e *'+2e"
ptiklad rovnice 4. fadu: 2y(4)+11y"'+18y"+4y'—8y=0 4)

reSeni diferencialni rovnice (solution of differential equation)
Resenim diferencialni rovnice je jakakoli funkce y(x), ktera danou rovnici spliiyje.

pocatecni podminky (initial conditions)

Mnozina podminek, kterd nam umozni rozhodnout, které konkrétni feSeni z mnoziny vSech
moznych feSeni je tim, které hledame. Pocatecni podminky jsou hodnotami zavisle proménné
V(x) prip. jejich derivaci v konkrétné zadanych bodech (napt. y(0) = 1, y'(0) = 0). Pro tispé$né
vyfeSeni dané diferencidlni rovnice potfebujeme znat takovy pocet pocateCnich podminek,
jako je tad této rovnice.

obecné reSeni (general solution)
Obecnym feSenim diferencialni rovnice je, jak plyne jiz z jeho nazvu, feSeni v obecné forme
s nevycislenymi konstantami, tj. takové feSeni, u n&jz nebyly aplikovany pocate¢ni podminky.

2 védecka komunita neni, co se tyka oznaCovani derivaci, jednotna; v zavislosti na konkrétni
védni disciplin€ a autorovi se pouZzita notace méni, proto i tato prace pouziva v riznych svych
castech rozdilnou notaci (nikdy vSak ne v ramci jednoho prikladu)
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aktualni reSeni (actual solution)

Aktudlni feSeni diferencidlni rovnice je specifickym feSenim, které splituje zadanou rovnici
nejen obecne, nybrz konkrétn€ pro danou mnozinu pocatecnich podminek. Z feSeni obecného
ho snadno ziskame prostym aplikovanim zadanych pocate¢nich podminek, coz ndm umozni
numericky urcit hodnoty jednotlivych konstant (viz. kap. 2.3.6).

Napt. rovnice y'"'+4y"'=7y'=10y=0
mé pii po¢ate¢nich podminkach y(0)=0,y'(0)=1,y''(0)=0
rv v ’ —5x —X 2 x
obecné reseni y=c,e “"+c,e "+cje a
aktualni feSeni ~ y=-0.035714¢ >*—0.25¢ *+0.285714 ™" (5)

2.3.2 Vyuziti v technickych oborech

Diferencialni pocet je hojn€ vyuzivanym nastrojem ve vétsin€ exaktnich védeckych disciplin.
Siroké uplatnéni nalézéa zejména ve fyzice. V kinematice se uziva napf. pii ur€ovani okamzité
rychlosti a zrychleni pohybujicich se téles.

Okamzita rychlost (velocity) je dana zménou polohy (displacement, téz posunuti) v ¢ase [6]:

. AF dr
3=lim A7 =9"
Y Alzr—l}() At dt’ (©)

kde ¥ znaci posunuti (zménu polohy) a 7 as.

Okamzité zrychleni (acceleration) je pak derivaci vektoru rychlosti podle ¢asu (tj. druhou
derivaci vektoru posunuti podle Casu) [6]:

d'F_dv,
de dt

a= (7)
Dalsim obecné znamym prikladem je Newtonuv druhy pohybovy zakon (Newton's second
law of motion), oznaCovany téz jako Zakon sily, ktery fika, ze sila pisobici na téleso je dana
casovou zmenou, tj. derivaci, hybnosti [6]:
= _dp dv
F=—"=m—=m
a Mae " ®

Qi

kde p predstavuje hybnost télesa a m jeho hmotnost, ktera je v klasické (newtonovské) fyzice
konstantni, proto je mozné ji vytknout pfed derivaci. Ostatni proménné vyplyvaji z (6) a (7).

S potrebou fesit diferencialni rovnice (v tomto ptipadé 2. fadu) se setkdvame téz pti popisu a
zkoumani soustav s vibracemi, jez se zpravidla vyjadiuji pomoci tzv. pohybové rovnice pro
soustavu s mechanickymi kmity (equation of motion for a vibrating system). [7]

Pro soustavu s volnymi netlumenymi kmity plati: mg+kq=0, 9)
pro soustavu s volnymi tlumenymi kmity plati: mg+bg+kq=0, (10)
pro soustavu s nucenymi kmity plati: mg+bg+kq=Q(t), (11)

kde m vyjadiuje hmotnost, b souCinitel utlumu, & tuhost pruziny, g vyjadiuje vychylku (zménu
polohy) a Q(?) predstavuje soucet vngjSich sil plisobicich na soustavu.

3 v praxi se lze n€kdy setkat téz s pouzitim tfeti derivace vektoru posunuti (zména zrychleni),
oznaCované v anglosaském prostiedi jako jerk [8] (vhodny Cesky preklad tohoto pojmu bude
mozno nalézt jen s obtizemi), ktery je ukotven v normé ISO 2041:2009
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Rovnice (9), (10) jsou typickymi ptiklady homogenni diferencialni rovnice, na rozdil od (11),
ktera je rovnici nehomogenni (blize viz. kap. 2.3.3.4).

2.3.3 Druhy diferencialnich rovnic

Diferencialni rovnice Ize d¢lit dle mnoha riznych hledisek. Nejcast€jsi zpusoby klasifikace
zahrnuji déleni na obycCejné a parcialni, linearni a nelinearni ¢i homogenni a nehomogenni.
Dalsim castym hlediskem je rozliseni, zda se jedna o rovnici s konstantnimi ¢i proménnymi
koeficienty. VSechny zminéné typy diferencialnich rovnic budou v néasledujicich kapitolach
stru¢né popsany a bude také vysvétleno, v cem se odlisuji.

2.3.3.1 Obycejné a parcialni diferencialni rovnice

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici (ordinary differential equation) je oznacovana diferencialni
rovnice, ktera obsahuje neznamou funkci (a jeji derivace) pouze jedné nezavisle promeénné.

d’ d
dx};+a1ﬁ+a2y=0 (12)

dy

Naproti tomu, parcialni diferencidlni rovnici (partial differential equation) je diferencialni
rovnice, ktera obsahuje neznamou funkci (a jeji derivace) vice nez jedné nezavisle proménné.

Jednim z prikladu takovéto rovnice je obecna rovnice vedeni tepla (heat equation) [9], ktera
popisuyje Sifeni tepla télesem v zavislosti na Case.

@:kaZ u +Q(X)t)

T o cp (13)

kde & vyjadiuje koeficient tepelné vodivosti, ¢ mérnou tepelnou kapacitu, p je hustota a Q(x,?)
predstavuje hustotu tepelnych zdrojii; znak 0 se pouziva pro oznaceni parcialni derivace.

2.3.3.2 Linearni a nelinearni diferencialni rovnice

V piipadé linearni diferencialni rovnice (/inear differential equation) jsou hledana funkce
V(x) 1 vSechny jeji derivace vzdy v prvni mocning a nevyskytuji se v ni ani souciny této funkce
s jejimi derivacemi, ani souciny jednotlivych derivaci této funkce.

Vsechny ostatni rovnice, které vySe udané podminky nesplilyji, jsou nazyvany nelinearnimi
diferencialnimi rovnicemi (nonlinear differential equation). Nelinearni rovnice jsou vét§inou
obtizn¢ fesitelné. Jako ptiklad mozno uvést tieba rovnici Laguerreovu [10], pojmenovanou po
vyznamném francouzském matematikovi Edmondu Nicolasi Laguerreovi (1834-1886).

xy'"+(1-x)y'+ky=0, k€R (14)

2.3.3.3 Koeficienty v diferencialnich rovnicich

Kazda diferencialni rovnice obsahuje bud’ proménné koeficienty (non-constant coefficients)
nebo, v piipadé jednodussich zavislosti, konstantni koeficienty (constant coefficients).

Linearni diferencialni rovnice s proménnymi koeficienty je v obecném tvaru (zde uvedeno na
ptikladu rovnice 2. fadu) vyjadfena nasledovné:

p(x)y"'+q(x)y '+r(x)y=0 (15)

Diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je ve své podstaté specialnim pripadem (15),
ve kterém jsou p(x), q(x) a r(x) konstantni.
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2.3.3.4 Homogenni a nehomogenni diferencialni rovnice

Homogenni diferencialni rovnici (homogeneous differential equation)* je nazyvana rovnice
s nulovou pravou stranou. Prikladem linearni homogenni diferencialni rovnice je tedy i1 (15).

Obecny tvar nehomogenni diferencialni rovnice (zde 2. fadu) lze vyjadfit nasledovne:

p(x)y ' +q(x)y '+r(x)y=g(x), g(x)#0 (16)
Reseni nehomogennich diferencialnich rovnic (nékdy zvanych téZ uplné) se sklada ze dvou
krokt, tzv. homogenniho a partikularniho feseni: y=y,*y, (17)

Podstata homogenniho feseni spociva v prosté zaméné nenulové pravé strany nulovou pravou
stranou, ¢imz tuto rovnici prevedeme na homogenni (nékdy téz nazyvanou zkracena rovnice).

Pro urceni partikularniho feSent, tj. feSeni pravé strany rovnice, se v praxi nejcastéji pouzivaji
Lagrangeova metoda variace konstant (variation of parameters), pojmenovana po italsko-
francouzském matematikovi Josephovi-Louisi Lagrangeovi (1736-1813)°, ¢i obecné o néco
méné pouzitelné Metoda neurcitych koeficientu (method of undetermined coefficients) a s ni
ptibuzna Metoda anihilatoru (annihilator method). [11]

2.3.4 Zpusoby reseni diferencialnich rovnic

V nasledujicich subkapitolach budou naznaceny zakladni zptisoby feseni nékterych vybranych
typu diferencialnich rovnic.

2.3.4.1 Diferencialni rovnice 1. radu

Diferencidlnimi rovnicemi 1. Fadu (first-order differential equation) nazyvame, v souladu
s nazvoslovim zavedenym v kap. 2.3.1, takové diferencialni rovnice, ve kterych se hledana
funkce y(x) vyskytuje max. v prvni derivaci. Pro feseni téchto rovnic neexistuje zadny obecné
pouzitelny postup feseni, pro kazdy typ rovnice je nutno pouzit specificky pristup.

Mezi nejcastéjsi predstavitele tohoto typu rovnic patii linearni rovnice 1. radu (/inear first-
order), rovnice se separovanymi resp. separovatelnymi proménnymi (separable equation),
homogenni rovnice (homogeneous equation) feSené pomoci substituce ¢i exaktni rovnice
(exact equation) [7]. Ptikladem rovnice 1. fadu je téz (3).

2.3.4.2 Diferencialni rovnice vyssich radu
Obecny zapis linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty, na které se
predev§im tento text zaméfuje, je nasledujici:

(n—1) (n—2)

ay"+a,y" a, Y+ va,y +a,y=g(x) (18)
Homogennim fesenim (y,) takovéto rovnice je poté vyraz:

Yh(x):C1Y1(X)+CzyZ(X)"'CaY3(X)+'"+Cn—1Yn—1(X)+Cnyn(X) , (19)

4 homogenni rovnici byva v literatufe ¢asto oznaCovana také nelinearni diferencialni rovnice
prvniho fadu, kterou Ize fesit substituci napf. xy y'=x"—y* [12], viz téZ kap. 2.3.4.1

5 tento vyznamny matematik, ¢len Francouzské akademie, jejiz ¢lenové jsou oznacovani jako
les immortels (nesmrtelni) byl zminén jiz v kap. 2.1 v souvislosti s jednou z hojné uzivanych
metod oznaCovani derivaci; narodil se v italském Turiné jako Giuseppe Lodovico Lagrangia a
do Francie, konkrétné do Pafize, presidlil az ve svych 51 letech
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za predpokladu, ze jednotliva feSeni jsou linearné nezavisla (/inearly independent). Linearni

nezavislost se urci dle kap. 2.3.5.

K homogennimu feSeni (18) dospéjeme pomoci metody objevené Svycarskym matematikem a
fyzikem Leonhardem Eulerem (1707-1783) spocivajici v sestaveni charakteristické rovnice
(characteristic equation), coz je algebraicka rovnice n-tého stupné, ve které jsou jednotlivé
derivace nahrazeny pfisluSnymi mocninami.

ay"+a;y" +ayy" C+..+a, 1 y+a,=0 (20)
Vyfesenim (20) ziskame » kotent (r,—7,) ve tvaru
yi(x)=e, y,(x)=e™, ...y, =" 1)

Dalsi postup fesSeni se odviji od typu kofenti, které mohou nabyvat nékolika raznych forem:

a) realné rizné r#r,# .. #r, ) r€ER
b) realné nasobné ri=r,=..=r, TI€R
1 7 A =a.+b.i7
c¢) komplexni sdruzené rija=a;zb;i’, r,€C a;b,eR

Realné ruzné koreny (real distinct roots)

Realné rtizné koteny jsou jiz ze své podstaty linearné nezavislé, takze k hledanému feseni 1ze
dospét v tomto piipadé velmi snadno, prostou aplikaci principu superpozice (principle of
superposition):

y,(x)=c,e" +c,e™ +...+c, e (22)

Ptiklad rovnice 3. fadu se tfemi riznymi realnymi kofeny je na obr. 2.

y"-2y"-y'+2y = 0
roots: -1.000000, 1.000000, 2.000000
solutions: e*, &, e*
y = Cie”+Ce+ e
obr. ¢. 2: Realné rizna feseni LODR 3. fadu (stup 2 programu)

Realné nasobné koreny (real multiple roots)

Reseni ve tvaru (22) predpoklada, e jednotlivé kofeny jsou linearné nezavislé. JelikoZ tento
predpoklad neni v pfipadé vicekrat se opakujicich kofent splnén, je nutno pro tento piipad
feSeni upravit do nasledujiciho tvaru:

y.(x)=c,[x]e"  +c,[x ] +..+c [x"]e™™ , a€Z,ac(0,n—1) (23)

6 skuteCnost, ze kofeny linearni obycCejné diferencialni rovnice (zkr. LODR) s konstantnimi
koeficienty jsou vzdy ve tvaru ™, pfiCemz r€C , jako prvni spravné odvodil ... ano, pfesné
tak ... Leonhard Euler, zak Svycarského matematika Johanna Bernoulliho (1667-1748), ktery
byl bratrem jiz diive zminéného Jacoba Bernoulliho (viz (3) v kap. 2.3)

7 zde i predstavuje tzv. imaginarni jednotku (imaginary unit), i*=—1
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Vyse uvedena uprava je nezbytna, nebot jednotlivé kofeny (z nichz vSechny nebo alespon

nékteré jsou stejné), by pii aplikaci (22) nespliiovaly podminku linearni nezéavislosti a rovnice
by se tim padem jevila jako nefeSitelna.

Z vySe uvedeného vyplyva, ze je tfeba provést takovou upravu nasobnych kofend, ktera splni
podminku linearni nezavislosti, ale pfitom bude stale platnym feSenim dané charakteristické
rovnice. Obé tyto podminky jsou splnény, pokud kofeny vynasobime ur¢itym koeficientem?
pficemz nejjednodussi zpusob je soucin feseni a nezavisle proménné x v pfislusné mocniné a,
podle toho o kolikaty nasobek kofenu se jedna, jak je patrné z obr. 3.

y#+12y"+54y"+108y'+81y = 0
roots: -3.000000, -3.000000, -3.000000, -3.000000
solutions: e, ¥, e, e
y = e ¥ +oxe P+ caxle 4 caxle ™
obr. ¢. 3: Realné nasobné feSeni LODR 4. fadu (vystup z programu)

Reseni (23) je vlastné zobecnénym fesenim pro viechny, nejen nasobné, typy korend. Pokud
je hodnota a pro vSechny prvky nulova (coz nastava pravé u neopakujicich se kotent), piejde
toto feSeni v (22).

Komplexni sdruzené koreny (complex conjugate roots)
Charakteristicka rovnice nemusi mit vzdy feSeni z oboru realnych Cisel. Zaméime se proto
nyni podrobné&ji na pfipad, kdy jsou jeji kofeny ve tvaru ri,= A+ ui  [7]

JelikoZ feSeni musi mit formu y(x)=e"™, po dosazenim za r;; plati:

Y1(X):eu+'ui)x 3 YZ(X):e(km)x ’ (24)

Pomoci Eulerova vzorce (Euler’s formula)® e'"'=cos §+isin6 , (25)

a nékolika zakladnich matematickych operaci, lze (24) ptepsat do podoby:

(2) (A)

yu(x)=c,e™cos(px)+c,e ™ sin(pux) (viz obr. 4) (26)
type: 4th order linear homogeneous ordinary differential equation with constant coefficients

characteristic equation: quartic (biquadratic) equation

type of roots: 4 complex roots

roots of characteristic equation: 1.000000-1.000000i, 1.000000+1.000000i, -1.000000+1.000000i, -1.000000-1.000000i
solutions of differential equation: e*sin(x), e*cos(x), e*cos(x), e™sin(x)

according to Principle of superposition: y = ¢;e”sin(x)+c,e*cos(x)+c;e™cos(x)+cse™sin(x)

obr. ¢. 4: Parametry a feSeni rovnice y(4)+4 y=0 (vystup z programu)

8 zde lze vyjit z prosté skutecnosti, ze feSeni (kofen) dané rovnice, vynasobené libovolnou
konstantou, je také platnym feSenim [7]

9 pro zjednoduseni je uvazovana kvadraticka charakteristicka rovnice (se dvéma koteny)

10 a zase ten Euler; Sife zabéru tohoto génia je skute¢né ohromujici [13], jak ilustruje 1 citat
z knihy Clifforda Truesdella: “Approximately one-third of the entire corpus of research on
mathematics and mathematical physics and engineering mechanics published in the last
three-quarters of the eighteenth century is by him.” [14]
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2.3.5 Wronskian

V predchozich kapitolach jsme vychazeli ze skuteCnosti, Ze jednotlivé koteny charakteristické
rovnice musi byt vzdjemné linearné nezavislé, aby po aplikaci principu superpozice tvofily
obecné feSeni dané diferencialni rovnice. Pfestoze v mnoha piipadech je toto zfejmé na prvni
pohled, nelze spoléhat pouze na ,,matematickou intuici”. Je tfeba znat né¢jakou metodu, ktera
tuto vlastnost umozni jednoznacné urcit. K tomu prave slouzi tzv. Wronskian (Wronskian, téz
Wronského determinant). Jedna se o determinant tzv. fundamentalni matice (fundamental
matrix), kterou lze sestavit nasledujicim zpuisobem:

Y1(X0) yZ(XO) yn(XO)

Y1'(X0) yZ'(Xo) yn'(XO) (27)

ygnil)(xo) y(znil)(xo) Y£n71)(xo)
Pokud determinant matice (27) je nenulovy (W # 0), jsou jednotlivé koteny linearné nezavislé

a lze poté urcit obecné feSeni dané diferencialni rovnice. Z vySe uvedeného vsak jednoznacné
nevyplyva, ze v ptipadé nulového Wronskianu (W = 0) jsou feSeni linearne zavisla! [7]

Na druhou stranu je nutno podotknout, ze i v téch nemnoha piipadech, kdy linearn€ nezavisla
feSeni generuji nulovy Wronskian, neni bohuzel mozno, z divodu déleni nulou (division by
zero), ur¢it hodnoty jednotlivych konstant ¢;—¢c, (viz kap. 2.3.6).

2.3.6 Urceni konstant

Pokud jsou zadany pocate¢ni podminky, je mozno urcit hodnoty konstant ¢,—c, aplikaci téchto
podminek na feSeni (19), resp. jeho derivace. [7] Konstanty lze v zasadé urcit dvéma zpusoby.
Bud'to algebraickym feSenim soustavy z rovnic o #» neznamych nebo pomoci Cramerova
pravidla.

Urceni konstant pomoci Cramerova pravidla (Cramer's rule)

Ptislusna konstanta je rovna podilu determinantd dvou matic: ve jmenovateli (denominator)
fundamentalni matice (27), v €itateli (nominator) pak matice, jez ma vzdy prislusny sloupec,
odpovidajici €islu konstanty, kterou je v daném okamziku tfeba urcit, nahrazeny oproti (27)
hodnotami funkce y(x) resp. jejich derivaci v daném pocateCnim bod¢ x.

Vzor sestaveni matice pro konstantu c¢;:

Yo yZ(Xo) yn(XO)

Yo' yZ'(Xo) yn'(XO) (28)
Yoy xg) - v (%)
Dosazenim vypocitanych hodnot ¢;—c, do (19) vznikne aktudlni feseni (viz také kap. 2.3.1).
Zaroven z vy$e uvedeného logicky vyplyvaji dveé dilezité skuteCnosti. Jednak, ze pro urceni
aktualniho feSeni je potfeba znat tolik pocateCnich podminek, kolik toto feSeni obsahuje
konstant. A za druhé, jak jiz bylo naznaceno v kap. 2.3.5, ze W = 0 moznost urceni konstant

zcela vylucuje.
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3 DOSTUPNE SOFTWAROVE NASTROJE

Pro symbolické (symbolic) i numerické reSeni (numeric computation) diferencialnich rovnic,
jakoZz i dalSich probléma z oblasti matematické analyzy, je v dnesni dobé k dispozici pomérné
Siroka nabidka softwarovych nastrojii, z nichz nékteré jsou vyvijeny jako komercni placené
aplikace, nékteré jsou nabizeny zdarma v ramci open-source" komunity.

Takovyto typ softwaru je obvykle nazyvan pocitacovy algebraicky systém (CAS, computer
algebra system) neboli systém pro pocitatové zpracovani matematickych vyrazi. Pivodné se
tyto programy vyvinuly ze specializovanych matematickych aplikaci pro superpocitace, dnes
jsou v8ak, diky nartstu vypocetniho vykonu'?, k dispozici i pro bézné osobni pocitace.

CAS programy lze pouzivat mnoha riznymi zpusoby - jako prostou nahradu kalkulacky, jako
nastroj na tvorbu graft ¢i pro pokrocilejsi symbolické a numerické vypocty. Vétsina téchto
systému ma navic vestavény vlastni programovaci jazyk, s jehoz pomoci lze vytvaret vlastni
algoritmy a funkce.

Tabulka ¢. 1 uvadi nekteré z Casto pouzivanych CAS programu, z nichz nékteré se hodi spise
pro symbolické (Maple, Mathematica, Maxima) a nékteré spiSe pro numerické (MATLAB,
GNU Octave) vypocty.

Nazev Autor, wrobce Z;/g(\)?a | P(\)ngnl akijzé\rllr?ic \(Z]rlze Podporované operacni systémy
Axiom Tim Daly 2002 20141 | August-2014 |BSD, Linux, MacOS
FriCAS Waldek Hebisch 2007 2017 1.3.2 BSD, Linux, MacOS
GNU Octawe John W.Eaton 1988 2017 4.21 BSD, Linux, MacOS, Windows
Mathics Jan Pdschko 2011 2017 1.0 online aplikace?
Maple MapleSoft 1982 2016 Maple 2016 |Linux, MacOS, Windows
Mathematica | Wolfram Research 1988 2017 111 Linux, MacOS, Windows
MATLAB MathWorks 1984 2017 R2017a (9.2) |Linux, MacOS, Windows
Maxima Macsyma Group 19997 2016 5.39.0 Android, Linux, MacOS, Win
SageMath William Stein 2005 2017 7.6 Linux, MacOS, Windows
Scilab Scilab Enterprises 1994 2017 6.0.0 Linux, MacOS, Windows
WolframAlpha | Wolfram Research | 2009 2017 online aplikace

1] v dubnu 2017 byla vydana nova verze, prozatim dostupnd pouze pro BSD
2] v tijnu 2016 byla vydana i prvni desktopova verze
3] navazuje na systém Macsyma vyvijeny na MIT jiz od roku 1968

tab. ¢. 1: Matematicky software

11 jedna se o tzv. otevireny software (open-source) neboli pocitaCovy software s otevienym
zdrojovym koédem; jeho soucasti je vzdy i1 licence vymezujici prava uzivatele s ohledem na
moznosti modifikace kodu a jeho redistribuci; protikladem k open-source je tzv. proprietarni
software (proprietary, closed-source), software s uzavienym zdrojovym koédem

12 v soucasné dobé¢ se stale povazuje za platny tzv. Mooruav zakon (Moore's law), vysloveny
roku 1965 pozd¢jsim spoluzakladatelem spolecnosti Intel Corporation Gordonem E. Moorem,
ktery fika, ze pocet tranzistoru (a tedy i vypocetni vykon) v , bézném* pocitaovém procesoru
se kazdé dva roky zdvojnasobi [15]
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3.1 Webové aplikace

Do stale vétsiho popiedi zajmu uzivateld i vyvojaiu se dostavaji tzv. webové aplikace (web-
based application), coz jsou aplikace pouzivajici jako svij front-end prostiedi webového
prohlizece (web browser).

Pro uzivatele ma pouziti takové aplikace mnoho vyhod, zejména dostupnost z jakéhokoli PC
piipojeného k Internetu (nehledé na pouzity operaéni systém)", a to v¢. mobilnich telefond,
tabletd ¢ PDA™. Odpada také nutnost instalace (upgradu) nebo v nékterych krajnich
ptipadech dokonce obmeény hardwaru, pokud méa nové vydana verze dané aplikace vyssi
pozadavky na systémové prostredKky (system resources).

3.1.1 WolframAlpha

Nejznamé;jsi a patrné i nejpouzivanéjsi webovou aplikaci pro (nejen) matematické vypocty je
produkt spole¢nosti Wolfram Research zvany WolframAlpha, dostupny zdarma' na webové
adrese http://www.wolframalpha.com/.

Pro naro¢néjsi uzivatele je systém WolframAlpha dostupny téz v placenych'® verzich Pro a
Pro Premium, které nabizeji rozSifenou funkcionalitu zahrnujici zobrazeni postupu feSeni Ci
moznost uploadovat (nahrat na server provozovatele) vlastni data pro podrobnou analyzu.

Webové rozhrani WolframAlpha je schopno rozpoznat jak slovni zadani (pouze v angli¢ting),
tak symbolické zadani ve vlastnim specializovaném jazyce Wolfram Language, pro ktery je
k dispozici rozsahla online dokumentace (pres 50.000 stran).

Popularitu WolframAlpha pomaha navysit obrovsky zabér pouziti, ktery saha od matematiky
pres fyziku, strojirenstvi, astronomii az k historii ¢i jazykoveédé. Mezi dalsi podstatné vyhody
patii velmi podrobnd dokumentace s mnoha piiklady, a jednoduché a prehledné rozhrani (viz
obr. 5). Nevyhodou pro studenty mnoha, zejména vSak technickych, obort je, ze v zakladni
bezplatné verzi tento systém neumoziuje zobrazeni postupu daného vypoctu.

3% Wolfram

Enter what you want to calculate or know about:

zdroj: www.wolframalpha.com

obr. ¢. 5: Webové rozhrani WolframAlpha

13 zafizeni musi byt pochopitelné vybaveno podporovanym webovym prohlizeCem

14 osobni digitalni pomocnik (personal digital assistant) — maly kapesni pocitac obvykle
vybaveny perem (stylus) a dotykovou obrazovkou

15 v zékladni verzi je systém bezplatny; pokrocilejsi verze Pro a Pro Premium jsou nabizeny
v ramci mési¢niho predplatného v cenach od $5 do $12
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3.1.2 Mathics

Mathics je volné dostupnym webovym feSenim CAS systému, jez je od pocatku svého vyvoje
prezentovan jako ,,odlehCena™ alternativa [16] ke komerénimu systému Mathematica, ktery je
svym uzivatelim k dispozici i v online verzi (vice o tomto softwaru v kap. 3.2.2). Snazi se
tomuto systému pfiblizit zejména syntaxi symbolického jazyka (ukazka z dokumentace viz
obr. 6), aby tak uzivatelim uleh¢il pfipadny pozdéjsi prechod na tento sofistikovanéjsi CAS.

DSolve

DSolve[=q, ¥[x], =]
solves a differential equation for the function y{x].

DSolve[y''[x] == 0, v[x], =]
DSolve[y''[x] == v[x], vI[x]. =]
DESolwve[y' ' [x] == v[x], ¥, X]

DSolve can also solve basic PDE

DSolve[D[f[x, v], x] / f[x, v] + 3 DIf(x, ¥], v] / f[x, w] == 2, £, {x, v}]
D3clve[D[f[x, ¥], x] = + D[f[x, ¥], ¥] v == 2, flx, v], ix, ¥}]
DSolve[D[v[x, t], t] + 2 D[v[x, t], x] == 0, w[x, tl, {x, T}]

obr. ¢. 6: Vypis z dokumentace k Mathics - pfikaz Dsolve k feSeni diferencialnich rovnic

Mathics v¢. zminéné dokumentace je dostupny na adrese https://mathics.angusgriffith.com/.
V prabéhu roku 2016 byl tento systém vydan nové téz v desktopové variant€, ob€ verze jsou
zaloZené na jazyce Python'.

Jednoduchost a dostupnost Mathicsu (poskytovan zdarma pro vSechny uzivatele) je bohuzel
do jisté miry vyvazena i jeho nevyhodami - mensi Skalou dostupnych funkci (tyka se i oblasti
diferencialniho poctu) a pomalej§im zpracovanim. [16]

3.2 Komer¢ni desktopové aplikace

V oblasti komeréné vyvijenych desktopovych aplikaci je trh CAS systémua v soucasné dobé
pomérmne jednoznacné rozdélen mezi trojici velkych , hraca“: Maplesoft a jeho produkt Maple,
Wolfram Mathematica od Wolfram Research a MATLAB od spolecnosti MathWorks.

Zakladni prehled rekapitulyuje tabulka €. 2.

Nazev Cena Dostupné z
Maple $99 - $2275 | http://www.maplesoft.com/products/maple/
Mathematica $70 - $2495 | http://www.wolfram.com/mathematica/
MATLAB €69 - €2000 | https://www.mathworks.com/products/matlab.html

tab. ¢. 2: Komercni desktopové aplikace

16 populéarni programovaci jazyk vytvoreny nizozemskym programatorem G. van Rossumem,;
jedna se o jazyk interpretovany, v soucasné dobé ve verzi 3.6.1; méné obvyklym prvkem,
ktery jej odlisuje od vétsiny jinych jazyka, je pouZziti horizontalniho odsazovani pro naznaceni
oblasti programového bloku; uzivatelé Pythonu maji k dispozici velmi rozsdhlou standardni
knihovnu (standard library)
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3.2.1 Maple

Maple je vlajkovym produktem kanadské spolecnosti Maplesoft. Maple je velmi rozsahly
systém s vice nez 5.000 vestavénymi matematickymi funkcemi pro feSeni témét jakéhokoli
problému z oblasti teorie Cisel, matematické analyzy, algebry, linearniho programovani, teorie
mnozin, diferencialni geometrie, zpracovani signalu a mnoha dalsich.

Maple je mnohymi uzivateli [17] povazovan za nejlepsi systém pro symbolicka 1 numericka
feSeni diferencialnich rovnic. Maple lze pouzit nejen pro feSeni obycejnych diferencialnich
rovnic a okrajovych aloh (boundary value problem), tj. Gloh spliiujicich okrajové podminky
(boundary conditions), ale i pro komplikované vypocty systému diferencialné-algebraickych
rovnic (system of differential-algebraic equations) [18]. Zptsob zadani nelinearni homogenni
obycejné diferencialni rovnice 2. fadu (v¢. poCateCnich podminek) je patrny z obr. 7.

Investigating a Numerical Solution

> dsolveJ interactive_]

({9 - 10(1-4)*) (£4(0)) + 4(2) = 0.4(0) = 2.D() 0) =0} )
obr. ¢. 7: Ptiklad zadani diferencialni rovnice 2. fadu v systému Maple

Tento software je dodavan v nékolika raznych verzich (Academic, Personal, Professional a
Student) liSicich se jednak mnozstvim dostupnych funkci a jednak cenou, ktera vSak pro
mnoho potencialnich uzivateld byva Casto rozhodujicim kritériem, zda dany systém pofidit.

3.2.2 Mathematica

Wolfram Mathematica (zkracené pouze Mathematica) je pocitaCovy systém pro symbolické
vypocty, zamétujici se pfedevS§im na uzivatele z oblasti védy, vyzkumu a strojirenstvi. Tento
produkt byl pivodné navrzen Stephenem Wolframem, spoluzakladatelem a CEO spolecnosti
Wolfram Research, ktera jej nadale vyviji.

Mathematica obsahuje pies 5.000 vestavénych funkci, vice jak 150.000 konkrétnich piiklada
a je schopna zpracovat pres 180 vstupnich formatt dat. Mathematica je provazana s webovym
prostfedim Mathematica Online, které umoziuje uzivatelim ukladat data do cloudového
ulozisté (cloud storage).

Mathematica je zalozena na specializovaném symbolickém jazyku Wolfram Language, ktery
sdili s webovym feSenim WolframAlpha (viz kap. 3.1.1). Tento jazyk se vyznacuje vskutku
neobvyklou mirou zpétné kompatibility. Kod, ktery ptipadny uzivatel napsal pred vice nez 30
lety v systému Mathematica 1, je i v nejnovéjsi verzi stale plné funkéni.

Stejné jako u systému Maple, se kterym je Mathematica velmi Casto srovnavana [19, 20], je
nejvetsi nevyhodou pomérné vysoka cena.

3.2.3 MATLAB

MATLAB (psano velkymi pismeny; zkratka z MATrix LABoratory) je nazvem numerického
vypocetniho prostfedi spolecnosti MathWorks a soucasné 1 ndzvem programovaciho jazyka,
jez toto prostredi vyuziva. MATLAB podporuje nejen operace s maticemi, jak jiz ostatné
napovida jeho nazev, nybrz i dalsi matematické vypocty v¢. vykreslovani grafti a spoluprace
s castmi kodu napsanymi v jinych programovacich jazycich (predevsim C, C++, Java, Python,
Fortran a C#).
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MATLAB se primarné zaméfuje na numerické vypocty. Symbolické vypocty lze provadét za
pomoci volitelného balicku Symbolic Math Toolbox (pochopitelné za ptiplatek) vyuzivajici
jazyka MuPAD. Dal§im hojné vyuzivanym piidavnym balickem je Simulink, prostfedi pro
modelovani, simulace a naslednou analyzu dynamickych systéma. Simulink vyuziva graficky

programovaci jazyk blokovych schémat, Casto vyuzivany pfi programovani jednodeskovych
pocitacu (single-board computer) platformy Arduino [21], Raspberry Pi [22] a dalSich.

MATLAB je zna¢né rozsifen jak v automobilovém, tak v leteckém pramyslu, v¢. systému pro
meziplanetarni lety, vyuzivaji jej aplikace monitorujici zdravotni stav pacientl i systémy pro
mobilni sité Ctvrté generace.

Podobné jako Maple je nabizen ve Ctyfech riznych verzich (Education, Standard, Student a
Home), s moznosti rozsifeni pomoci pridavnych balicka (optional toolbox), které rozsituji
moznosti pouziti. Nevyhodou je vysoka naroCnost na systémové prostiedky, u stavajici verze
R2017a je to 4-6 GB prostoru na pevném disku a az 4 GB operacni paméti.

3.3 Open-source desktopové aplikace
Co se tyka open-source aplikaci, je nabidka CAS systému prece jen SirSi, nez je to v pfipadé

produkti komerénich. Nemusi to vSak byt pouze ku prospéchu véci, nebot’ kromé nabidky se
bohuzel zvysuji i1 rozdily v kvalité. Je proto tieba peclivé zvazovat, ktery software zvolit.

Nazev Typ licence Dostupné z
Axiom BSD-like http://www.axiom-deweloper.org/
FriCAS BSD-like http://fricas.sourceforge.net/

GNU Octawe GNU GPL https://www.gnu.org/software/octawe/
Mathics GNU GPL https://mathics.angusgriffith.com/
Maxima GNU GPL http://maxima.sourceforge.net/
SageMath GNU GPL http://www.sagemath.org/index.html
Scilab CeCILL http://www.scilab.org/

tab. ¢. 3: Open-source desktopové aplikace

Nejznamé}si (a Casem jiz provéfené) programy jsou uvedeny v tabulce €. 3. Pochopitelné se
nejedna o vybér uplny, nebot’ dynamika vyvoje softwaru je v open-source prostiedi mnohem
vy$3§i, nez je zvykem u aplikaci proprietarnich.

3.3.1 Maxima

Maxima je odvozena z prostiedi Macsyma, vyvijeného na MIT" v letech 1968-1982 v ramci
projektu MAC"™. Tento software byl ve své dob& naprosto unikatni a inspiroval vznik mnoha
dalsich podobnych aplikaci, mezi nimi Maple (viz kap. 3.2.1) ¢i Mathematica (viz kap. 3.2.2).

17 soukroma vysoka skola Massachusetts Institute of Technology (MIT) lezici v Cambridge
nedaleko Bostonu ve staté Massachusetts (USA); zalozena roku 1861; spolecné se Stanford
University se fadi k absolutni Spi¢¢e mezi technickymi univerzitami [23]

18 projekt MAC (Mathematics And Computation) byl zalozen roku 1963 a proslavil se hlavné
uspeéSnym vyzkumem v oblasti umélé inteligence; jeho prvnim feditelem se stal Robert Fano,
italsko-americky pocitacovy odbornik, spolutvirce tzv. Shannon-Fanova kédovani (zptasob
tvorby prefixového kodu) [24]
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Maxima je vypoctovym prostifedim pro vyhodnocovani symbolickych i numerickych vyrazi,
jako jsou mnoziny, vektory, matice, polynomy, tenzory ¢i systémy linearnich rovnic.

Maxima vyuziva pro grafickou reprezentaci dat freewarovy nastroj gnuplot, ktery generuje
zobrazeni ve formé 2D ¢i 3D grafu. Vétsina zdrojového kodu je napsana v jazyce Common
Lisp, vyvinutém taktéz na MIT, drzitelem Turingovy ceny'’ za rok 1971 Johnem McCarthym.

Jako grafické uzivatelské rozhrani (graphical user interface, GUI) lze pouzit externi front-
end modul wxMaxima, ktery implementuje zobrazeni nabidek a dialogli pro vétsinu prikazi a
nabizi také funkci automatického dokoncovani (auto-completion).

Jadro systému Maxima pro algebraické vypocty vyuziva i dalsi z open-source aplikaci Euler
Math Toolbox (EMT) nabizeny rovnéz pod GPL (General Public License) licenci, ktery je
urc¢en vyhradné pro pocitace s operaCnim systémem Windows.

3.3.2 GNU Octave

GNU Octave je vyvojové prostiedi (a programovaci jazyk) urCeny pfevazné pro numerické
vypocty. Typicky se vyuziva pro operace s polynomy, vektory a maticemi, pfi feSeni soustav
linearnich i1 nelinearnich rovnic, urCovani derivaci, feSeni diferencialnich rovnic ¢i statistickou
analyzu. Syntaxe jazyka pfipomind jazyk MATLAB, se kterym se snazi byt do zna¢né miry
kompatibilni.

Pivodnim zamérem bylo vyuzivat Octave pouze jako vyukovy prostiedek k ucebnici Jamese
B. Rawlingse a Johna G. Ekerdta [25], zabyvajici se navrhem chemického reaktoru. Vyvoj byl
zapocat na jafe 1992, verze 1.0 spatfila svétlo svéta o rok pozdéji.

Command Window

GNU Octave, version 4.2.0

Copyright (C) 2016 John W. Eaton and others.

This is free software; see the source code for copying conditions.
There is ABSOLUTELY WO WABRRANTY: not even for MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type 'warranty'.

Octave was configured for "i1i686-wb4-mingw32"™.
hdditional information about Octave i=s available at http://www.octave.org.

Please contribute if you find this software useful.
For more information, visit http://www.octave.org/get-involved.html

Read http://www.octave.org/bugs.html to learn how to submit bug reports.
For information about changes from previous versions, Ltype 'news'.

> |

obr. ¢. 8: Vyvojové prostiedi GNU Octave 4.2.0 (Command Window)

19 nejprestiznéjsi ocenéni udélované v oblasti pocitacové védy; o jejim piijemci rozhoduje
Asociace pro vypocetni techniku (Association for computing machinery), pojmenovana po
genialnim anglickém matematikovi Alanu M. Turingovi (1912-1954), ktery se za 2. svétové
valky podilel na prolomeni kodu némeckych Sifrovacich stroji Enigma; mezi ocenénymi lze
nalézt vétSinu prikopnikd tohoto oboru: Richard Hamming (vynalezce linearniho kodu pro
detekci a opravu chyb, zvaného Hamminguv kéd) [24], Edsger W. Dijkstra (algoritmus pro
nalezeni nejkratsi cesty v grafu, tzv. Dijkstruv algoritmus), Dennis Ritchie, Ken Thompson,
Vinton Cerf, Robert Kahn, Martin Hellman, Whitfield Diffie, Donald E. Knuth (autor systému
pro pocitacovou sazbu TEX) ¢i Tim Berners Lee
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Prvotné bylo mozné Octave ovladat pouze prostfednictvim prikazové radky. Soucasna verze
nabizi plnohodnotné grafické uzivatelské rozhrani kompletniho integrovaného vyvojového

prostredi (integrated development environment, IDE) obsahujici editor kddu (viz obr. 8),
vestavény debugger? a interni prohlize¢ dokumentace.

Funkcionalitu Octave lze jednoduse rozsifit pomoci uzivatelsky definovanych funkei (user-
defined function) nebo prostiednictvim knihoven (modulil) napsanych v jazycich C, C++ ¢i
Fortranu?!. Samotny Octave je vyvijen v C++ (vice o tomto jazyce v kap. 4.1.4).

3.3.3 DalSi alternativy

Kromé vySe zminénych open-source feSeni Maxima a GNU Octave, které si jiz byly schopny
za dobu své existence vytvorit Sirokou a stabilni uzivatelskou zakladnu, 1ze vyzkouset 1 dalsi,
z hlediska funk¢nosti neméné pokrocilé alternativni nastroje.

Axiom

Tento CAS byl ptivodné vyvijen svétoznamou spolecnosti IBM pod nazvem Scratchpad [26].
Ta jej na pocatku 90.1et 20.stoleti odprodala britské firmeé NAG, jez software pfejmenovala na
Axiom a snazila se s nim prosadit na trhu s komer¢nimi matematickymi vypocetnimi systémy.
Jak se pozdéji ukazalo, tato strategie nefungovala, proto bylo nasledné rozhodnuto, ze budou
zdrojové kody Axiomu uvolnény v ramci open-source.

Na obr. 9 je uvedeno ukazkové feSeni obyCejné nehomogenni diferencidlni rovnice, pievzaté
z uzivatelské pfirucky. [27]

deq:=x**3*D(yx, X, 3) +x*2*D(yx, % 2)-2*x*D{yx, x) + 2 Fyx =2 *x**%4

w3y (x) + 2%y (x) = 2xy"(x) + 2y(x) = 2x*

Type: Equation Expression Integer

] 2 2
- 1027+ +
solve(deq, Y, X) [particular = X320 —20x 72
15x
. 2x®—3x%+1 x®—1 ¥ -3a" -1
basis = , : |
X x X

Type: Unmon(Record(particular: Expression Integer basis: List Expression Integer),..)

obr. ¢. 9: Reseni nehomogenni LODR 3. fadu v systému Axiom

FriCAS

FriCAS je jednou z odd€lenych vyvojovych vétvi (fork) Axiomu. Vznikl v prabéhu roku 2007
poté co jeden z vyvojaia, Waldek Hebisch, nebyl spokojen s nastavenou vyvojovou strategii
(development strategy) a rozhodl se pokraCovat ve vyvoji samostatné. Od té doby byly mnohé
casti kodu zasadné prepracovany, dle [28] bylo zménéno asi 25 % kodu, ktery je z velké Casti
implementovan pomoci programovaciho jazyka Spad, jez vychazi ze systému Scratchpad.

20 specializovany softwarovy nastroj, ktery se pouziva pro ladéni (hledani a identifikaci chyb)
pii vyvoji softwaru; v dneSni dob¢ vétsinou soucasti IDE (podrobnéji o ladéni v kap. 4.2.3)

21 jeden z nejstarSich, do dnesnich dnt pouzivanych, programovacich jazyka; byl vyvinut jiz
v 50.1etech 20.stoleti spole¢nosti IBM; vhodny zejména pro védecké (numerické) vypocty, je
proto pouzivan napf. pro systémy predikce pocasi
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SageMath
SageMath je specificky vyvijeny programovy balik, ktery vyuziva, zastifeSuje a pomoci jazyka
Cython* propojuje jiné volné dostupné programové baliky (package) v¢. knihoven jazyka
Python pro zpracovani numerickych (NumPy), symbolickych (SymPy) a védeckych vypocta
(SciPy), knihovnu téhoz jazyka pro vykreslovani dat (matplotlib), dale knihovnu jazyka C pro

aritmetické vypo&ty (FLINT)?, funkce diferencialniho a integralniho po¢tu systému Maxima
a mnoho dalsich.

Scilab

Scilab historicky vychazi z projektu Francouzského institutu pro vyzkum vypocetni techniky
IRIA* zvaného Blaise (nazev mél nepochybné evokovat vzpominku na francouzského fyzika
a matematika Blaise Pascala), jehoz vyvoj byl zapocat v 80. letech minulého stoleti za ucelem
vytvoreni vhodného néstroje pro automatické rizeni (automatic control). Prvni verze Scilabu
byla uvolnéna k pouziti pocatkem roku 1994.

Scilab je, podobné jako MATLAB ¢i GNU Octave, orientovan na numerické vypocty. OvSem
diky navaznosti na vySe zminény projekt Blaise, ze kterého pochazi jadro systému, nabizi, na
rozdil od svych konkurentd, specializovany modul pro modelovani a simulace mechanickych
a hydraulickych systému (grafické navrhové prostiedi Xcos).

22 Cython je rozSifenim (superset) Pythonu, které si klade za cil dosahnout, prostfednictvim
kodu psaného prevazné v Pythonu, takové rychlosti provedeni instrukci, ktera je srovnatelna
s implementaci obdobného kodu v jazyce C; z vySe zminéného divodu ma Cython zabudovan
tzv. foreign function interface, coz je rozhrani umoziujici volat funkce ze sdilenych knihoven
jinych programovacich jazyka

23 zkratka z Fast Library for Number Theory

24 zkratka pro Institut de recherche en informatique et en automatique, zalozeného roku 1967
v obci Rocquencourt nedaleko Patize, zodpovédného, mimo jiné, za vyvo] programovaciho
jazyka OCaml; v roce 1979 byl institut pfejmenovan na INRIA
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4 PROSTREDKY PRO VYVOJ APLIKACE

Oblast védeckého vyzkumu a vyvoje (scientific research and development), do které spada i
vyvoj pocCitacovych aplikaci pro feSeni matematickych problémi, ma na pouzité prostiedky
vyvoje (z nichz jednim z klicovych je zvoleny programovaci jazyk) specifické pozadavky.
Zasadnim se jevi zejména pozadavek na vysokou presnost vystupu matematickych operaci
v soubé¢hu s jejich velmi rychlym zpracovanim. Z vyse uvedeného, pfirozené vSak 1 z dalSich
méné zavaznych, divodi se ve védecké komunité mezi ¢asto pouzivané programovaci jazyky
fadi mj. Fortran® [29], C, C++ (viz kap. 4.1.4), Common Lisp [30, 31], Haskell, Python',
Julia ¢1 OpenCL.

Dulezita neni pochopitelné jen volba konkrétniho programovaciho jazyka (vice o vyhodach a
nevyhodach jednotlivych jazykt v kap. 4.1), ale téz dostupnost dalSich potifebnych nastroju —
kompilatoru (compiler, téz prekladac), sestavovaciho programu (/inker), ladiciho prostredi
(debugger)™ (v souasnosti jsou bézné viechny tyto nastroje integrovany v jednotném IDE),
systému pro kontrolu verzi (version control), profilovaciho nastroje (profiler) [32] apod.

4.1 Programovaci jazyky

., There are really two kinds of languages: languages that are designed
to minimize the time programmers spend programming and languages
that are designed to minimize the time computers spend computing. “ [33]

Toto “hrubé” rozdéleni programovacich jazyku je sice, pro spravnou volbu jazyka pouzitého
pro konkrétni aplikaci, nedostate¢né, nicméné€ muze alespori naznacit hlavni sméry, kterymi se
vyvoj jazykl ubira (a zaroven slouzi jako jisté odlehCeni tohoto odborného textu). Konkrétni
rozhodovaci proces bude brat v uvahu i dalsi prvky, popsané v nasledujicich kapitolach.

4.1.1 Paradigmata programovacich jazyki

Programovaci paradigma (programming paradigm) je zakladni zpisob programovani, které
dany jazyk podporuje. Programovaci jazyk muze pochopitelné podporovat vice paradigmat,
poté je nazyvan multiparadigmaticky (multi-paradigm). Mezi nejCastéjsi paradigmata patfi:

deKlarativni (declarative)
Zaméfuje se predevs§im na to, ¢eho se ma dosahnout, ne na to, jakym zptisobem ma byt tohoto
cile dosazeno. Priklady: Prolog, SQL, Wolfram Language

funkcionalni (functional)
Povazuje vSechny vyrazy za vyhodnoceni matematickych rovnic a funkci. Pracuje vyhradné
s neménnymi objekty (immutable object). Ptiklady: Common Lisp, Erlang, Haskell, ML

25 béhem let bylo postupné vydano nékolik revizi, z nichz prelomové byly verze FORTRAN
66 (prvotni standardizace organizaci ANSI) a FORTRAN 77* (zavadi prvky strukturovaného
programovani); v dalSich letech postupné nasledovaly Fortran 90, Fortran 95, Fortran 2003,
v némz se poprvé objevily objektové prvky, a Fortran 2008; ANSI je zkratkou pro American
National Standards Institute — americkou neziskovou organizaci pro standardizaci

* promeénné, jejichz ndzev v této verzi Fortranu zafina na I-N, jsou implicitné deklarovany
jako typ integer, zatimco vSechny ostatni jako typ real (pokud programéator toto implicitni
nastaveni nezméni), coz vedlo ke vzniku znamého uslovi: "In Fortran, GOD is REAL (unless
declared INTEGER)." [34]
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generické (generic)

Kod algoritma je chapan jako zcela obecny, bez ohledu na to s jakymi datovymi typy pracuje.
Konkrétni kéd algoritmu se z néj stava dosazenim datového typu. Ptiklady: C++, D

proceduralni (procedural)

Program je strukturovan/rozdélen do jednotlivych procedur (podprogramd, funkci), které jsou
postupné volany z hlavni procedury. Kazda procedura obsahuje sled programovych instruket,
které se maji vykonat. Pfiklady: COBOL*, C, C++, Pascal

objektové-orientované (object-oriented, OOP)

Pouziva k popisu datovych struktur tzv. objekty, jez maji simulovat skutecné objekty realného
svéta. Tyto objekty mohou obsahovat jak proménné (member variable), tak funkce, nazyvané
metody (member function ptip. method). Ptiklady: C++, Java, Smalltalk [35]

ezoterické (esoferic)
Jazyky s nekonvencni syntaxi a funkcionalitou pohybujici se na samotné hrané€ pouzitelnosti.
Napsat v nich 1 jednoduché programy je nesmirné obtizné. Priklady: Brainfuck, Malbolge

4.1.2 Déleni programovacich jazyku

Programovaci jazyky lze délit dle mnoha rtznych kritérii. Rtznou kombinaci téchto kritérii,
kterymi je dany jazyk charakterizovan, je, spolecné s jeho paradigmatem, dano, pro jaké typy
ukolti je optimalni ho zvolit.

Kompilované a interpretované jazyky

Kod kompilovaného jazyka (compiled language) je, pomoci néstroje zvaného kompilator,
ptelozen ptimo do strojového kodu (machine code), a proto je vysledny program zpravidla
velmi rychly. Nevyhodou je, zvlasté u rozsahlejsich projektt, samotna doba kompilace, ktera
muze, dle velikosti kédové zakladny (code base), trvat i desitky minut ¢ nékolik hodin®’.

U interpretovaného jazyka (interpreted language) je pii kazdém spusténi Cten, nastrojem
zvanym interpret (interpreter), jeho zdrojovy kod a je jim pfimo i provadén. Vyhodou je, ze
program lze diky tomuto mechanismu spustit na jakékoli platforme, pro kterou je k dispozici
interpret dan¢ho jazyka, provadéni programu je vSak vyrazné€ pomalejsi (ve srovnani s jazyky
kompilovanymi).

Oba pristupy lze uspésné kombinovat. V takovém piipad¢ je zdrojovy kod programu prelozen
do tzv. bajtkédu (bytecode ¢i p-code), jez je jakymsi mezistupném mezi zdrojovym kédem a
strojovym kodem, a jehoz zpracovani interpretem je tedy rychlejsi, nez v ptipadé standardné
interpretovaného jazyka. Tento pfistup vyuzivaji napt. jazyky Lua a Tcl.

Dalsim vyvojovy stupném je tzv. JIT kompilovany jazyk (just-in-time compiled language), u
n¢hoz jsou pred spusténim programu nekteré (masivné vyuzivané) ¢asti jeho kodu prelozeny
ptimo do strojového koédu, kdezto zbytek je ponechan ke zpracovani pro interpret. Typickymi
predstaviteli tohoto pfistupu jsou Java a Smalltalk.

26 zkratka pro common business-oriented language [36]; poprvé se objevil roku 1959 a je do
dnesnich dnii pouzivan predevsim ve finan¢nim sektoru (bankovnictvi, pojistovnictvi), i kdyz
1 tam uz dochazi k postupnému prechodu na modernéjsi systémy; pouziva velice zajimavou
syntaxi zaloZzenou na uziti anglického jazyka (napf. x IS GREATER THAN y)

27 sestaveni Qt 5.7 (vice o tomto frameworku v kap. 4.2) ze zdrojového kodu, ktery obsahuje

pres 8 miliona fadkt (viz https://www.openhub.net/p/qtS/analyses/latest/languages summary)
trva na pocitaci s procesorem AMD A8-4500M (1,90 GHz) a 4 GB RAM pies 8 hodin
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Nizkouroviové (nizsi) a vysokouroviové (vyssi) jazyky
Nizkouroviovy jazyk (low-level language) je obecné mnohem blize strojovému kodu nez
jazyk vysokouroviiovy a je proto vhodné&jsi pro , kritické™ aplikace jako jsou ovladace (device

driver) nebo programy s pozadavkem na velmi vysokou rychlost zpracovani (napt. v leteckém
prumyslu). Z toho logicky plyne, Ze nizkouroviiové jazyky nejsou témér nikdy interpretovane.

Jazykem nejniz§i urovné je tzv. jazyk symbolickych adres (assembly language ¢i symbolic
machine code, zvany téz assembler). [37] Jednotlivé symboly jazyka odpovidaji strojovym
instrukcim pro dany procesor (téméf vzdy) v pomeéru 1:1. Jazyk je vzdy specificky pro danou
platformu/architekturu. Pro pieklad do strojového kddu se pouziva program zvany assembler.

Vysokouroviové jazyky (high-level language) .

se soustfed’uji prfedevsim na koncepty, jez jsou High-Level Languages
blizké lidskému zptasobu mysleni, byvaji proto

srozumiteln&jsi, snadn&ji pochopitelné a vétsinou Low-Level Languages
umoziuji 1 rychlejsi vyvo; daného softwaru.

Jednim ze znakd vyssich programovacich jazykd Assembly Language
je napf. automaticka sprava paméti®® (memory

management). Machine Code

J ak, Vlze rf)ztfidivt‘progrgmovaci jazyky z hlediska Hardware
,,vysky* urovné ilustruje obr. 10.

obr. ¢. 10: Ttidéni programovacich jazykt

4.1.3 Typovy systém

Typovy systém® (fype system) znaci skupinu pravidel, kterd vymezuji chovani proménnych
(variable) ptitazenim urcitého datového typu (data type).

Silné typovany systém (strong type system) klade vétsi omezeni na moznosti konverzi mezi
jednotlivymi typy proménnych. Takovyto systém by nemél umoziiovat implicitni konverze
(implicit cast), tj. konverze bez pouziti specifickych piikazi daného jazyka, mezi typy, které
spolu logicky nesouviseji (napt. konverze z textového fetézce na numerickou hodnotu). Slabé
typovany systém (weak type system i loose type system) takovéto konverze umoziiuje a je
jen na odpovédnosti programatora, aby byl vysledek takové operace smysluplny (pfikladem
slabé typovaného jazyka je napt. C). VySe uvedeny zpusob déleni jazykl na silné typované a
slab& typované neni jednoznacné€ definovano v zadné norme a byva v praxi nékdy nespravné
zaménovano za rozdéleni na jazyky se statickou a dynamickou typovou kontrolou (viz dale).

Jazyky s explicitnim typovanim (manifest typing) vyzaduji, aby byl pfi deklaraci proménné
povinné uveden jeji typ, zatimco jazyky, které toto nevyzaduji, pouzivaji pro urceni datového
typu metodu zvanou typové odvozovani (inferred typing). Programovaci jazyk C++, ktery
byl tradi¢né zastupcem prvni kategorie, je diky zménam ve standardu (viz kap. 4.1.4.2) nové
zafazovan 1 do kategorie druhé.

28 rozdil mezi vy§Sim a niz§im programovacim jazykem, ve vztahu ke spravé paméti, krasné
ilustruje poznamka autori publikace The Annotated C++ Reference Manual:

,, C programmers think memory management is too important to be left to the computer.
Lisp programmers think memory management is too important to be left to the user. “ [38]

29 jazyky symbolickych adres (assemblery) typy nepouzivaji
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Jazyk se statickou typovou kontrolou (statically type checked) provadi kontrolu typi béhem
kompilace programu. Odhali sice jen chyby vyhodnotitelné béhem ptekladu, ale vyhodou je,
ze odpada nutnost opakovani typové kontroly pfi kazdém spusténi programu, coz umoziiuje
jeho rychlejsi vykonani. Opakem je jazyk s dynamickou typovou kontrolou (dynamically

type checked), ktery provadi kontrolu typi az za béhu programu. Dynamicka kontrola probiha
pouze v pouzitych ¢astech kodu (zélezi na vétveni programu).

4.1.4 Programovaci jazyk C++

C++ [39-42] je multiparadigmaticky (viz kap. 4.1.1), kompilovany (viz kap. 4.1.2) jazyk se
statickou typovou kontrolou (viz kap. 4.1.3). Byl vyvinut zacatkem 80.let 20.stoleti v AT&T
Bell Labs® danskym pocitatovym odbornikem Bjarnem Stroustrupem.

Charakteristické rysy jazyka C++:
* patii mezi nejrychlejsi pocitacové jazyky
 podporuje proceduralni, generické i D class A K]
objektoveé-orientované paradigma

* kdispozici je velké mnozstvi prekladact

pro mnoho riznych platforem class B class C

» (C++ ptekladace jsou schopny zpracovat
vétsinu kodu napsanou v jazyce C

* pro C++ existuje nepieberné mnozstvi

knihoven (Boost, Loki, SFML, SDL, ad.)

obr. ¢. 11: Schéma diamantového problému

C++! vzniklo jako modifikace jazyka C. Mezi nové prvky byla zahrnuta podpora objektové-
orientovaného programovani (object-oriented programming, OOP), pretézovani funkci
(function overloading), pretézovani operatoru (operator overloading), nové operatory new
a delete pro de/alokovani paméti na hromadé (heap Ci free store) a dalsi.

V roce 1989 bylo C++ obohaceno o dalsi uzite¢né prvky: vicenasobnou dédicnost (multiple
inheritance)”, abstraktni t¥idy (abstract class), statické metody (static member function) a
novy typ opravnéni pristupu (access modifier ¢i specifier) protected. Pozdéi piibyly téz
Sablony (template), vyjimky (exception) a jmenné prostory (namespace), byl ptidan datovy
typ boolean a nové typy konverznich operatorli (reinterpret cast, dynamic cast,
static cast, const_cast).

30 pojmenovany po vynalezci telefonu a fotofonu (pfistroj prenasejici zvuk pomoci paprsku
svétla) Alexanderu Grahamu Bellovi (1847-1922); od roku 2016 dcefinna spolecnost Nokie

31 ++ v nazvu je odkazem na inkrementacni operator (increment operator), ktery navysuje
hodnotu operandu, na ktery je aplikovan, o 1; jedna se o unarni (unary) operator

32 zda se v tomto piipad¢ skutecné jedna o uziteCny prvek je namétem k diskuzi; vicenasobna
dédicnost je pomérne kontroverznim nastrojem, jehoz pouziti je tieba dobfe uvazit; zdsadnim
nedostatkem je moznost vzniku tzv. diamantového problému (diamond problem): jedna se o
situaci, kdy dvé tfidy B a C dédi ze spole¢né rodicovské tfidy A; pokud dalsi tfida D (jejich
potomek) chce pouzit metodu z A, kterou B 1 C prekryvaji (method overriding) a pokud tfida
D neobsahuje vlastni implementaci této metody, tak se neda urcit, kterd verze dané metody se
ma pouzit (z nadfizené tfidy B nebo z nadfizené tfidy C?); tento problém ilustruje obr. 11
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4.1.4.1 Standardy jazyka C++

Jazyk C++ je standardizovan pracovni skupinou organizace ISO JTC1/SC22/WG21. Dosud
byly vydany Ctyfi revize standardu, aktualné se dokoncuje priprava nové revize C++17 [43].

Prvni standardizovana verze C++ byla vydana v roce 1998 jako ISO/IEC 14882:1998. V roce
2003 byla vydana nova verze ISO/IEC 14882:2003 opravujici zejména v mezidobi objevené
chyby. Jednou z hlavnich zmén bylo, Ze pro prvky vektoru, coz je jeden z nejc¢astéji uzivanych
kontejneru (container), byla nové zavedena podminka contiguous storage, tj. ze jednotlivé
prvky vektoru musi byt v paméti ulozeny za sebou, nebot’ praxe ukazala, ze takovéto chovani
vétSina programatoru logicky predpoklada. VétSina kompilatori std: :vector takovymto
zpusobem sice implementovala jiz diive, standardem ale takové chovani garantovano nebylo.

Dalsi verze, pred piijetim neformalné nazyvana C++0x, pfinesla skute€n€é masivni zmeény, a to
jak v jadre (core language), tak ve standardni knithovné (vice o ni v kap. 4.1.4.3). Revize byla
nakonec vydana v roce 2011 jako ISO/IEC 14882:2011 (C++11) [44]. Zasadni resp. zajimavé
zmeény budou detailnéji popsany v kap. 4.1.4.2.

V prosinci 2014 pak byla vydana souCasné platna verze ISO/IEC 14882:2014 (C++14) [45],
neobsahujici zadné dramatické zmény, spise jen opravy a drobna vylepSeni.

4.1.4.2 Nové prvky v C++11

Tato revize standardu ISO pro jazyk C++ zavedla tak ohromné mnozstvi zmén a novinek, ze
se da s nadsazkou fici, ze C++11 je novym programovacim jazykem. Dilezité vsak je, ze pres
vSechny tyto zmény, zistava veskery kod vytvoreny diivejSimi revizemi jazyka C++, plné
funk¢ni. Z divodu nedostatku mista neni pochopitelné mozné vsechny tyto zmény podrobné
probrat, uved'me tedy alespori ty nejzajimave)si:

R-value reference (r-value reference)

C++11 piidava novy typ reference zvany r-value reference (oznaCeni T &&). Jde o referenci
na do¢asnou proménnou (temporary variable), které je modifikovatelna. Toho vyuziva move
konstruktor (move constructor), jehoz pouzitim lze predejit zbytenému kopirovani obsahu
kontejneru napt. std: : vector, ktery je navratovou hodnotou funkce (jedna se o docasnou
proménnou, kterd bude ihned zlikvidovana). Move konstruktor zkopiruje ukazatel (pointer)
na interni pole (array) z do€asného objektu do nového objektu daného kontejneru (do kterého
se pfitazuje vysledek funkce, jez byla volana) a nastavi hodnotu tohoto ukazatele v do¢asném
objektu na nulu resp. nullptr®* (coZ by bez modifikovatelné r-value reference nebylo mozné).

Dalsim disledkem zavedeni r-value referenci je, ze 1ze pretézovat funkce v zavislosti na tom,
jestli je jako argument pfi jejich volani pouzita hodnota I-value nebo r-value (¢im se tyto typy
hodnot lisi bude vysvétleno nize v textu). Toto je ilustrovano na nasledujicim prikladu:

// prototyp funkce pro argument typu l-value reference

void foo (T &);

// prototyp funkce pro argument typu r-value reference

void foo (T &&):;

// deklarace proménné x (l-value) a funkce y (vraci r-value)
T x;

T yv()i

// voladni varianty funkce foo () dle typu argumentu
foo (x); // argument Jje 1l-value; vold se foo(T &)
foo(y())s // argument je r-value: vola se foo (T &&)

33 nullptr — konstanta oznacujici nulovy ukazatel (dalsi z novinek v C++11)
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Rozsifeny okruh pro hodnoty vyrazu

Kromé tradi¢nich 1-value a r-value byly zavedeny tfi nové typy nazyvané gl-value, pr-value a
x-value [46]. Vztahy mezi nimi nadzorn¢ vyjadiuje obr. 12.

* l-value predstavuje funkci nebo objekt

* x-value (eXpiring value) piedstavuje objekt, ktery je vysledkem vyrazu obsahujiciho
r-value reference (viz vyse) napft. jako vysledek volani funkce, jejiz navratova hodnota
je r-value reference

» gl-value (generalized I-value) je 1-value nebo x-value

* r-value je x-value, doc¢asny objekt (zemporary object), nebo hodnota, ktera neni
svazana s zadnym objektem

* pr-value (pure r-value) je r-value, ktera neni x-value

afalues [."Ilr'-.-'f-l Uues
A A
F N
Ivalues [ rvalues ]
Ly 7
A
glvalues

zdroj: josephmansfield.uk/articles/Ivalue-rvalue-metaphor.html

obr. ¢. 12: Kategorie hodnot vyrazii v C++11

Odvozovani typu (type inference)
Definice proménné, ktera je inicializovana, nemusi obsahovat explicitni vyjadreni jejiho typu,
misto né&j je mozno pouzit klicové slovo auto™.

const std::string proverb = "Pride comes before a fall.";
auto it = proverb.cbegin();

Cyklus for pro iteraci pres vSechny prvKky v daném rozmezi (range-based for loop)
Syntaxe piikazu for byla rozsifena, aby umoziioval snadngjsi zpusob iterace pres vSechny
prvky v daném rozsahu. Lze ji vyuzit jak pro klasicka pole s pevnym poctem prvka, tak pro
jakykoliv kontejner, ktery ma definovany iteratory begin () aend ().

Lambda funkce (lambda function)
C++11 nove nabizi moznost vytvaret anonymni funkce, zvané lambda funkce [44], ve tvaru

[capture](parameters) —> return_type { function_body }, napf.

[] (int a, int b) -> int { return (a*b); }

Mimo vysSe uvedeného byly v ramci specifikace C++11 dale zavedeny silné typované vycty
(strongly-typed enumeration), externi Sablony (extern template), constexpr specifikator ¢i

oznaceni konstruktort tfid default resp. deleted. Byly také rozsifeny moznosti pouziti
klicového slova using a inicializa¢niho seznamu (initializer list).

34 bylo vyuzito klicového slova, které jazyk C++ jiz obsahoval, ale v praxi nebylo pouzivano;
dle ptvodni specifikace slouzilo k oznacCeni automatické proménné tj. proménné vytvoiené
na zasobniku, jejiz zZivotnost je limitovana programovym blokem, v némz je deklarovana;
vzhledem k tomu, ze lokalni proménné jsou vzdy automatické, nebyl divod tento specifikator
pouzivat (pozn. auto spadalo do skupiny tzv. storage class specifier, stejné jako static)
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4.1.4.3 Standardni knihovna

Standard jazyka C++ je tvofen dvéma Castmi: jednak jadrem, jednak standardni knihovnou.
Standardni knihovna [47] je tvofena kolekci kontejnera (std::vector, std::map, std::multimap,
std::list, std::queue, std::set ad.), iteratoru (iterator), které umoziiuji snadny piistup do téchto
kontejnert, a algoritmu (algorithm)*, které podporuji zakladni operace, jako je hledani &i
tfidéni (napf. std::find, std::for _each, std::binary search, std::stable sort ad.).

Standardni knihovna dale usnadiiuje provadéni vstupné-vystupnich operaci (input-output,
zkracené I/O) pomoci std: : iostream, poskytuje chytré ukazatele (smart pointer) [48] pro
automatickou spravu paméti, nabizi podporu regularnich vyrazu (regular expression) [49],
obsahuje prvky podporujici vicevlaknové zpracovani (multi-threading) a (pseudo)generator
nahodnych ¢isel (random number generator).

Do standardni knihovny je zabudovana téz modifikovana verze standardni knihovny jazyka C.
Jednotlivé prvky standardni knihovny lze pouzit po vlozeni ptislusného hlavickového souboru
pomoci direktivy #include.

4.2  Vyvojovy framework Qt

Qt je aplikacni vyvojovy framework pro vyvoj aplikaci s grafickym uzivatelskym rozhranim,
umoziujici sestaveni aplikace pro vice riznych platforem s vyuZzitim jediné spole¢né kodové
zakladny. Qt framework primarné podporuje dva programovaci jazyky: multiparadigmaticky
jazyk C++ (viz kap. 4.1.4) a deklarativni jazyk QML

V Qt frameworku [50-52] je pochopitelné mozné, kromé aplikaci s grafickym uzivatelskym
rozhranim, vyvijet 1 konzolové aplikace ¢i sluzby vyuzivajici jen jeho jadro pfip. jej vyuzivat
pouze jako nastroj pro tvorbu uzivatelskych rozhrani jiz existujicich aplikaci.

[ compute.h - des - Qt Creator ‘ 'vT—'— —‘—-——" —ulEly

File Edit Build Debug Analyze Tools Window Help
Projects *T. & Br@E < a compute.h X | «Select Symbol = ¥ # Line: 1,Col: 1 B+

Welcome 4 | Headers #include <complex>
§include <QLineEdit»

SR
$include <{Stzings
% | abouth

% compute.h using complex = std::complex<double t>;

& | conditions.h .
. compute
Debug # | equation.h
% | generalh uint®_t compareFloatsToDecPlaces = &;

% | mainwindow.h complex rootTwolfCubic(-0.5,0.5%sgrt(3));
complex rootThreeOfiCubic(-0.5,-0.5%sgrt(3));

Projects

Helj
y Outline

// compute cubic root of complex number

des & complex std:complex<double_t» complex cbrt(cons: complex inNumber);

4 11 compute
compareFloatsToDecPlaces: const uintd_t | _ // round floating-point nunbers
= complex round(s . uinté_t = compareFloatsToDecPlaces);
double_t round( t _t, 1=t uinti_t = compareFleatsTeDecDPlaces);

rootTweOfCubic: const complex
roctThreeQfCubic: const complex
chri{const complex): complex s 1 numbers to complex numbers
me T

lex toComplex(const T inNumber)
tatic_cast<complex> (inNumber)); }

round(const complex, const uintd_t = comp ;
round(const double_t, const uintd_t = comp 1
toComplex<T>(const T): const complex - }

T

3
5. Type to locate (Ctrl+K) |T‘@ IP) search Results |?| Application O... \Tl Compile Output] |?| Debugger Co... \Tl Version Control 3|
R —

obr. ¢. 13: Vyvojové prostiedi Qt Creator

35 algoritmus = vyraz pouzivany programatory v pifipadech, kdy necht&ji (anebo ani neumi)
vysvétlit, co vlastné udélali

36 znackovaci jazyk (markup language) pouzivany pii navrhu uzivatelského rozhrani pro
mobilni aplikace (v¢. ovladani dotykové obrazovky); interné vyuziva JavaScript
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Qt obsahuje sirokou kolekci mnoha riznych tfid, funkci a dalSich datovych struktur, které se
nabizi pro pouziti pii tvorbé vlastnich aplikaci. K tvorbé uzivatelského rozhrani obsahuje Qt

nepiebernou skalu prizpusobitelnych widgeti. Mimo to ma vestavénou podporu pro databaze
(QSql), sité (QNetwork), rastrovou i vektorovou grafiku, zpracovani zvuku a videa ad.

Hlavni komponentou Qt frameworku je vyvojové prostiedi Qt Creator (uzivatelské rozhrani
je zobrazeno na obr. 13), v némz jsou integrovany veskeré nastroje potiebné pro kompletni
vyvoj aplikace, od editace zdrojového kodu, v¢. funkce automatického dokoncovani, pres jeho
preklad a ladéni, az po moznost vizualniho navrhu grafického uzivatelského rozhrani pomoci
Qt Designeru. Pro praci s dokumentaci slouzi nastroj Qt Assistant.

Qt framework je dostupny pod nékolika typy licenci, takze je v ném mozné vyvijet aplikace
s otevienym 1 uzavienym zdrojovym kodem, pro komer¢ni i nekomeréni pouziti.

4.2.1 Mechanismus signalu a slotu

Pro vyvoj uzivatelského rozhrani, a zejména interakci s nim, je kliCovy mechanismus signalu
a slotu (signal & slot mechanism), ktery zajis§tuje snadnou komunikaci mezi jednotlivymi
objekty dané aplikace. Objekty mohou pochopitelné komunikovat i mnoha jinymi zpisoby,
mechanismus signalu a slotu ma vsak tu vyhodu, Zze je nezavisly na rozhrani jednotlivych
objektu.

Princip funkce

Pokazdé, kdyz n€jaky objekt zméni sviij stav, reaguje na tuto situaci vyslanim signalu. Signal
je zprava ve tvaru funkcniho prototypu, ktera slouzi k notifikaci ostatnich objektt, které jsou
urceny jako pfijemci tohoto signalu, ze nastala udalost, na kterou je tfeba zareagovat. Vyslani
signalu aktivuje sloty, coz jsou vétSinou metody danych tfid, které signal obslouzi. K urcitému
signalu maze byt pfifazeno i vice slotd nez jeden. Tyto funkce se vykonaji v takovém poradi,
v jakém byly registrovany.

Registrace mechanismu signalu a slotu se provadi v konstruktoru widgetu, kterého se tykaji,
jednou ze dvou nasledujicich metod:

// starsi metoda - vyuziva makra SIGNAL a SLOT

// nevyhoda: run-time checking

connect (ui->pushButton Clear, SIGNAL(clicked()),
this, SLOT (clear());

// novéjsi metoda - vyuziva reference

// vyhoda: compile-time checking

connect (ui->pushButton Clear, &QPushButton::clicked,
this, &MainWindow::clear);

// novéjsi metoda - slot implementovan jako lambda funkce
connect (ui->pushButton Clear, &QPushButton::clicked,
this, [this] () -> wvoid { result = 0; });

4.2.2 Kompilace a sestaveni aplikace v Qt

K prekladu zdrojového kodu vyvijeného programu lze v Qt frameworku vyuzit libovolného
kompilatoru pro jazyk C++, ktery je na daném zafizeni (pocitaci) nainstalovan. V prostiedi
Linuxu/MacOS to nejéastéji bude LLVM?” nebo GCC?” [53], v operacnim systému Windows
pak MinGW*’(klon GCC) resp. MSVC?".

37 nejcasté)i pouzivané kompilatory jazyka C++ (pro vyvoj desktopovych aplikaci)
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Kompilator je program, ktery preklada zdrojovy kod do formy proveditelnych instrukci tzv.
objektového souboru (object file). Objektové soubory jesté nejsou spustitelné, jsou pouze
jakymsi mezistupném pii tvorbé spustitelného souboru (executable), nebot’ nejsou svazany
s ostatnimi moduly a knihovnami, které potiebuji pro svij béh. K tomu je tfeba pouzit linkeru,
ktery propoji vSechny sestavované moduly aplikace, prevede relativni adresy jednotlivych

modulll na absolutni, doda specificky inicializacni kod (pro rizné platformy se lisi), a tim
teprve vznikne vysledny program ve spustitelném tvaru.

Prace linkeru (resp. jeho konfigurace) je zalozena na zpracovani tzv. projektového souboru.
Tento konfiguracni textovy soubor (s pfiponou .pro) je vytvoren bud’ automaticky pfi tvorbé
nového projektu v Qt Creatoru piip. manualné programatorem. Projektovy soubor obsahuje
seznam hlavi¢kovych souboru (header file), souboru s programovym kodem a zdrojovych
souboru (resource file), seznam pouzitych moduli Qt, nazvy a cesty vystupnich binarnich
soubort, konfiguraci sestavovaciho nastroje qmake apod.

4.2.2.1 Statické sestaveni aplikace v systému Windows

Prostiedi Qt frameworku nainstalované pomoci predpfipraveného instalacniho balicku pro OS
Windows je dynamicky linkované (dynamically linked). Z toho plyne, zZe i aplikace vyvinuté
v tomto prostfedi se budou pfi svém béhu odkazovat na dynamické knihovny prostredi Qt a
takovato aplikace, pokud nebudou potfebné knihovny distribuovany spolecné s ni, nebude na
systému bez instalovaného Qt frameworku pracovat (i kdyby tam instalovan byl, tak by jesté
musel mit uZivatel to §tésti, Ze se jedna o stejnou verzi, v jaké byl program vyvijen)*.

Vyse uvedena situace se da fesit dvéma zpusoby. Prvni moznost je pouzit n€jaky softwarovy
nastroj k vyhledani zavislosti, napt. Dependency Walker*’, a distribuovat potiebné knihovny,
jak jiz bylo naznaceno vySe, spole¢né s aplikaci. Druhou moznosti je sestavit statickou verzi
dané aplikace. Problém je ovSem v tom, ze piedinstalované (dynamicky linkované) prostiedi
Qt frameworku nam toto neumoziuje, je proto nutné stahnout si z depozitare Qt zdrojové
soubory a statickou verzi Qt si sestavit vlastnimi silami*’.

Vlastnosti a omezeni staticky linkovanych aplikaci
* prvni omezeni plyne ze systému licencovani Qt; v pfipade open-source aplikaci
problém nenastava, v ptipade proprietarnich aplikaci je v§ak moznost statického
linkovani vyrazné omezena - je tieba se fidit licencnimi podminkami Qt

* neni mozné rozsifeni funk¢nosti aplikace za béhu pomoci pluging, at jiz vlastnich
¢i dodanych treti stranou

* spustitelny soubor statické verze je vétsi, nez spustitelny soubor dynamické verze,
jelikoz veskery potiebny kod Qt knihoven je vnofen ve spustitelném souboru

» celkové velikost aplikace je vSak v pfipad€ statické verze mensi (pouze spustitelny
soubor), nebot’ dynamicka verze obsahuje mimo spustitelného souboru 1 veskeré
externi dynamické knihovny, které obsahuji 1 kod v aplikaci nepouzity/nepotiebny

38 kdyby mél jeste vétsi Stésti, tak by se mohlo jednat i o jinou verzi Qt frameworku, pficemz
odkazovana dynamicka knihovna se mezi verzi instalovanou na spousténém systému a verzi,
ktera byla pouzita pro vyvoj aplikace, nezménila, pochopitelné by zalezelo také na nastaveni
cesty (path) k adresaiim, kde jsou potiebné knihovny umistény

39 volné ke stazeni z http://www.dependencywalker.com/ (pouze pro Windows)

40 pro zkuSené&jsiho uzivatele to neni zase tak moc obtizné; na webovych strankach Qt jsou
k dispozici skripty (scripf), které provedeni celé operace znacné usnadiuji
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* statickd verze aplikace nevyzaduje zadné knihovny dodané Qt ¢i MinGW (MSVC),
presto vSak obsahuje reference na knihovny systému Windows (napf. kernel32.dll

nebo user32.dll); tyto knihovny jsou béznou soucasti OS, neni tfeba ovérovat, zda
jsou k dispozici

* statické sestaveni je doporudeno pouzivat pouze v kombinaci s tzv. release*' verzi
aplikace; pouzivat ho v kombinace s debug'' verzi, ktera obsahuje mnozstvi kodu
ur¢eného k usnadnéni ladéni, nedava valny smysl — snizuje to rychlost aplikace a
neumeérné zvysuje jeji velikost

4.2.3 Ladéni aplikace v Qt

Ladéni (debugging) zahrnuje hledani a feSeni chyb, jez zpusobuji nefunk¢nost ¢i nekorektni
chovani programu. K ladéni se pouziva specializovany softwarovy nastroj zvany debugger.
Utelem pouziti debuggeru je umoznit programatorovi snadngji identifikovat stav, v jakém se
ladény software nachazel v okamziku, kdy havaroval (crashed) ptip. se u n& objevilo jiné
nezadouci chovani. Zastaveni debuggeru v uréitém misté programového kodu 1ze dosdhnout
nastavenim tzv. bodu preruseni (breakpoint). Provadéni kddu je v takovém misté zastaveno a
debugger poskytne programatorovi uzite¢né informace o aktualnim stavu programu — zejména
jaké jsou aktualni hodnoty jednotlivych lokalnich (local) a globalnich (global) proménnych,
které proménné se nachazi v registrech, jaky je stav zasobniku paméti (memory stack), jak je
kod rozdélen pro zpracovani v jednotlivych vlaknech (tiread) apod.

Pokud program, ktery je spustény v rezimu ladéni, nemutze byt z divodu programové chyby
(programming bug)* ptip. vadnych dat (invalid data) dale provadén, dojde v misté kodu, kde
doslo k detekovani chyby, k jeho automatickému zastaveni, a to bez ohledu na nastavené body
preruseni. To muze byt zptisobeno napt. pokud se ladény program pokousi pouzit instrukce,
jez instruk¢ni sada (instruction set) daného procesoru nepodporuje nebo se pokousi o pristup
do oblasti paméti, ktera je nedostupna ¢i chranéna proti zapisu (read-only)*.

Qt Creator pouziva zasuvny modul (p/ugin) pro ladéni, ktery slouzi jako rozhrani (interface)
mezi jadrem Qt Creatoru a externim ladicim nastrojem. Mezi podporované debuggery patii
GDB (GNU Symbolic Debugger), CDB (Microsoft Console Debugger) ¢i LLDB (debugger
projektu LLVM). Debugger plugin automaticky vybere vhodny nativni debugger z téch, které
jsou na daném systému instalovany (toto 1ze pochopitelné manualn€ zménit).

GDB bézi jak na Windows, tak na mnoha Unix-like systémech (FreeBSD, Linux, MacOS) a
podporuje Sirokou $kalu programovacich jazykd, mezi jinymi Ada*, C, C++, Objective-C, D,
Fortran, Go, Pascal, Rust ¢i Modula-2.

41 debug verze obsahuje oproti release verzi navic informace usnadrujici ladéni, zejména tzv.
ladici symboly (debugging symbol);, nejsou také povoleny nékteré z optimalizacnich technik,
napf. inlining (umisténi kodu funkce pifimo do mista jejiho volani), loop unrolling (nahrazeni
cyklu opakovanim kodu) ad.

42 oznaceni bug pochazi z konce 40.let 20.stoleti, kdy bylo jako pficina nefunkénosti elektro-
mechanického pocitace Mark II oznaceno relé, ve kterém byl uvéznén mol [54]

43 pokus o zapis do oblasti paméti urCené pouze pro Cteni typicky konci chybou znamou jako
chyba pamétové ochrany (segmentation fault)

44 pojmenovan po matemati¢ce Adeé Lovelace (1815-1852), dcefi anglického basnika George
Gordona Byrona (1788-1824), ktera se podilela na vyvoji mechanického pocitace Charlese
Babbage (1791-1871), a je proto v§eobecné povazovana za prvni programatorku v historii
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4.3  Systém kontroly verzi Mercurial

Systém kontroly verzi (version control system, VCS) je software ¢i metoda majici na starost
sledovani zmén v programovém kodu (v §ir§im vyjadfeni zmén v jakychkoli dokumentech).
Jednotlivé verze jsou oznacovany jako revize a jsou identifikovany pomoci tzv. €isla revize
(revision number). Kazda revize je oznaCena ¢asovym razitkem (timestamp) a kodem osoby,
ktera ji ulozila, tj. provedla tzv. commit. Jednotlivé revize lze mezi sebou snadno porovnavat,
obnovovat ¢i slucovat.

Vyvojové prostiedi Qt Creator podporuje velké mnozstvi systému kontroly verzi, mezi jinymi
to jsou vSeobecné oblibené sluzby Bazaar, CVS [55], Git, Mercurial a Subversion.

Mercurial je multiplatformni, distribuovany systém kontroly verzi, s otevienym zdrojovym
kédem. Z vétsi Casti je implementovan pomoci jazyka Python. Mercurial je systém ovladany
primarné z p¥ikazové Fadky* (command-line, CLI), nicméné jsou k dispozici i rozsifeni resp.
nadstavby nabizejici grafické uZivatelské rozhrani. Jednim z nejrozsifengjSich je TortoiseHg*,
jehoz rozhrani zvané TortoiseHg Workbench je zobrazeno na obr. 14.

File View Repository Help 1
| . 5 e y

O0O02e» QS A NSB@vA R o s
des [

Rew Branch Description Author UTC Time Changes Phase g
45 default revision 0.49 ... Daniel Meuwirth 2017-04-17 17:25:34 13 draft K
44 default revision (.48 ... Daniel Meuwirth 2017-04-15 16:04:04 10 draft

43 default revision 047 ... Daniel Neuwirth 2017-04-1510:05:52 416 draft

42 default revision (.46 ... Daniel Meuwirth 2017-04-13 14:08:52 5 draft

41 default revision 045 .. Daniel Neuwirth 2017-04-1215:31:16 7 draft i
D EEE filter text £2E Changeset: 45 (9d492£53966la) revision 0.49 ..

A description.html revision 0.49

5] equation.cpp = | ————————————-

A equation.h

— Matrix class templated
— Matrix class: new constructor (const QVector<QVector<T>> &)

pp
mainwindow.h

@matrlxcpp """""""""""""""" — cramersRule () -f'.:mct,ion rr.r:‘nved-frorr. equation.h do token.h )
X - computeWronskian() function is now akle to compute determinant

@ matrix.h of 4x4 matrix (using QMatrix4x4 header)
@ steps.cpp

steps.h L.
[ todolisttet g # . mainwindow.h
@ token.cpp B8 -49,7 +49,7 B@ =
@ token.h private:
@ ui/ui_matrix.h std:unigue ptr<Eguation> diffEgquationToSolwve;

m

QVector<InitCondition=s> setOfInitConditions;

- std: :pair<bool, Matrix» fundamentalMatrix;

+ std::pair<bool, Matrix<double t>> fundamentalMatrix;
int cursorPosition:
const static char multipleDiffVars = '_'; =

obr. ¢. 14: TortoiseHg Workbench

45 program, ktery se stara o zpracovani piikazi zadanych prostiednictvim piikazové radky, je
nazyvan interpret prikazové radky (command language interpreter, téz shell)

46 vyvijeno v Pythonu pomoci PyQt, jazykové vazby (language binding) pro Qt framework;
dalsi Casto vyuzivanou jazykovou vazbou je QtSharp pro jazyk C#
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Pro vyvoj aplikace bylo zvoleno prostredi Qt Creator 4.0.2, integralni soucast Qt frameworku,
v kombinaci s multiparadigmatickym programovacim jazykem C++, s rozsahlym vyuzitim
novych prvka, jez byly do jazyka implementovany v ramci revize C++11. Jako kompilator byl
pouzit MinGW 5.3.0, jako debugger GDB 7.10.1. Z uvedeného je patrné, ze vyvoj probihal
pod operacnim systémem Microsoft Windows. Z dalSich podparnych nastroju byly pouzity
systém kontroly verzi Mercurial 3.8.4 (s nadstavbou TortoiseHg) a textovy editor Notepad++.

Mimo vlastnich knihoven Qt frameworku nebylo nezbytné pouziti zadnych jinych (externich)
knihoven ¢i vypoctovych modult tfetich stran, coz pochopitelné znacné usnadnilo sestaveni
aplikace. Ikony pouzité v programu pochazi od autorského tymu Oxygen Team, jejich pouziti
je, v ramci licence LGPL (Lesser General Public License), mozné pro komer¢ni i nekomercni
projekty. Ikony vytvorené timto francouzskym tymem jsou k dispozici ke stazeni na webové
adrese: http://www.iconarchive.com/artist/oxygen-icons.org.html.

Aktualni verze aplikace 0.55 (z 20. dubna 2017) podporuje vypocet linearnich (kap. 2.3.3.2)
homogennich (kap. 2.3.3.4) obycejnych (kap. 2.3.3.1) diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty (kap. 2.3.3.3), druhého, tfetiho, a s jistymi omezenimi i ¢tvrtého fadu (podrobnosti
viz kap. 5.1.2.3), a to v¢. vypoctu konstant ¢,—c, v pfipadé zadani poCateCnich podminek. Jiné
typy diferencialnich rovnic momentaln€ nejsou v této aplikaci fesitelné, nicméné je alespon
schopna je spravné identifikovat (viz kap. 5.3).

5.1 Jadro aplikace

Jadrem aplikace je trida (class) Equation, definovana v hlavickovém souboru equation.h,
ktera zahrnuje jednak Clenské proménné, jez popisuji parametry dané diferencialni rovnice, a
jednak skupinu funkci, z ¢asti urenych pro jednotlivé kroky, z nichz sestava vypocet, z Casti
slouzicich pro rozbor dané rovnice a urceni jejiho typu.

Pro ur¢eni homogenniho feseni zadané diferencialni rovnice je klicova jeji charakteristicka
rovnice reprezentovana tfidou Charkq, definovanou v hlavickovém souboru general.h (vice
v kap. 5.1.2). K dal$im (pomocnym) tfidam patii Roots (pro ulozeni kofent charakteristické
rovnice), Derivatives (pro ulozeni derivaci), InitConditions (pocate¢ni podminky) a
Token (rozdéleni zadané rovnice na jednotlivé prvky).

V dalSim textu budou popsany pouze ty programové konstrukce, které jsou pro béh aplikace
nezbytné nebo n¢jakym zajimavym ¢i mén€ obvyklym zptiisobem vyuzivaji moznosti danych
zvolenym programovacim jazykem. Kompletni zdrojovy kod je v elektronické priloze.

5.1.1 Trida Equation

Trida Equation pouziva pro ulozeni konkrétné zadané diferencialni rovnice, a dalSich udaju
s ni logicky svazanych, mj. v nasledujicich odstavcich popsané ¢lenské proménné:

Pocatec¢ni podminky:

Mnozina pocate¢nich podminek (kazda ze zadanych podminek je urena jednak hodnotou
nezavislé, a jednak hodnotou zavislé proménné v daném bod€) je ulozena ve vektoru objektd
k tomu urcené tifidy InitConditions, ktery je navic svazan s proménnou typu boolean,
ktera urCuje, zda se maji zadané pocatecni podminky pii vypoctu rovnice skutecné aplikovat —
pro ulozeni této dvojice udaju je vyuzit kontejner standardni knihovny std::pair, jez je
definovan v hlavickovém souboru <utility>.
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std: :pair<bool,QVector<InitConditions>>*" initialConditions;

Charakteristicka rovnice:
Charakteristicka rovnice je ulozena jako objekt tfidy charEq (vice v kap. 5.1.2).

CharEqg characteristicEquation;

Tokeny:

Jednotlivé elementy (subvyrazy) zadané diferencialni rovnice jsou, z divodu usnadéni urceni
typu rovnice, i kvili usnadnéni naslednych pocetnich operaci (derivovani ad.), béhem procesu
zvaného tokenizace (fokenization) od sebe odd€leny a samostatné ulozeny ve vektoru objektt
tfidy Token, ktera tyto elementy reprezentuje.

QVector<Token> tokens;

Typ rovnice:

K uloZeni typu rovnice jsou potieba jen 4 pamétové bity*® — rovnice je linearni ¢i nelinearni,
obycejna €i parcialni, homogenni ¢i nehomogenni a s konst. nebo proménnymi koeficienty
(druhy diferencialnich rovnic viz kap. 2.3.3), je proto uzito typu std: :bitset definovaného
v hlaviékovém souboru <bitset>. Rad rovnice je ulozen zvlast (jako uintg t).

std: :bitset<4> type;

Nastaveni odpovidajici hodnoty 1.bitu (tohoto bitsetu) v zavislosti na tom, jestli je zadana
diferencialni rovnice linearni ¢i nelineéarni, je provedeno pomoci ¢lenské metody set () :

// 1s linear?

type.set (0, isLinear());

if (type.test (LINEAR))
description += "linear ";

else {
description += "nonlinear ";
canBeSolved = false;

}

vvvvvv

postupné kroky vedouci k vypoctu zadané diferencialni rovnice, computeDerivatives ()
pro symbolické i numerické feseni derivaci (jez jsou potfeba v pripadé zadani pocatecnich
podminek k urceni aktualniho feSeni), computeWronskian () slouzici k ur€eni determinantu
fundamentalni matice, determineValuesOfConstants () k vypoctu hodnot jednotlivych
konstant pouzitim tzv. Cramerova pravidla, a analyzacni funkce parseEquation ().

5.1.1.1 Funkce generalSolution

Z divodu nasledného zpracovani, a spravného zobrazeni vysledku, je tieba vypocitané koreny
charakteristické rovnice nejprve setfidit. Je pouzito funkce std: :stable sort, definované
v hlavickovém souboru <algorithm>, ktera na rozdil od std: :sort, zaruCuje zachovani
poradi stejnych prvka (to je nezbytné v pripadé nasobnych kofentt). Ttidici funkce pouziva
vlastni komparacni objekty.

47 diky upravé pravidel pro syntaktickou analyzu (parsing) v C++11 jiz neni nadale nutné
pouzivat mezi dvéma pravymi ostrymi zavorkami oddélovaci mezeru [44]; pied pfichodem
C++11 byl totiz vyraz >> zpracovan analyzatorem jako operator bitového posunu doprava
(right shift operator) a byla hlasena syntakticka chyba (syntax error)

48 bit = binary digit — zakladni jednotka informace
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// declare non const iterators

auto from = characteristicEquation.getRootsModifiable () .begin();
auto to = characteristicEquation.getRootsModifiable().end();

// phase 1: move real roots towards the top of the vector
// and complex roots to the bottom of the vector
sortRealRootsOverComplex customSortPhaseOne;

std::stable sort(from, to, customSortPhaseOne);

// phase 2: sort real roots (ie. only part of the vector)
to = from + characteristicEquation.noOfRealRoots();
sortRealRootsInAscOrder customSortPhaseTwo;

std::stable sort(from, to, customSortPhaseTwo);

Jako datovy typ komparacniho objektu se pouziva struktura (struct), kterd porovnava dané
elementy pomoci pretizeného operatoru () :

struct sortRealRootsOverComplex {

bool operator () (const Roots inFirst, const Roots inSecond)
{ return (std::abs(inFirst.getImagPartOfRoot())) <
std::abs (inSecond.getImagPartOfRoot ()); }

}i

Funkeci pro vypocet absolutni hodnoty (std: : abs) je mozno pouzit po vlozeni hlavickového
souboru <cmath>. Je vSak tieba disledné dbat na uvedeni jmenného prostoru std, protoze
hlavickovy soubor <cmath> obsahuje dvé rizné funkce pro vypocet absolutni hodnoty. Prvni
z nich je pfevzata z hlavickového souboru <stdlib.h>, tudiz z té Casti standardni knihovny,
ktera ma puvod v jazyce C, a ma navratovou hodnotu (return value) typu int. [56] Pravé tato
funkce je uzita v pripadé€, kdy neni uveden specifikator std, ktery uvozuje druhou, ,,original*
C++, funkci, ktera ma navratovou hodnotu float. [57]

5.1.1.2 Funkce computeDerivatives

Pro prochazeni jednotlivych kofent charakteristické rovnice, u nichz je tfeba urcit derivace,
1ze s vyhodou vyuzit specifikatoru auto (nové v C++11, viz kap. 4.1.4.2):

for (auto & it: characteristicEquation.getRootsModifiable()) { ... }

Programovy kod je vétven v zavislosti na tom, zda jsou kofeny charakteristické rovnice realné
anebo komplexni, jestli jsou ndsobné, pfip. zda je realna ast komplexniho kofenu nulova. Pro
potieby vétveni jsou porovnavany zaokrouhlené® hodnoty jednotlivych kofent (resp. jejich
realné a imaginarni ¢asti), ¢cimz se piredchazi nespravnému vyhodnoceni podminky z divodu,
jakym zpusobem jsou ¢isla s pohyblivou fadovou ¢arkou uloZena v paméti pocitate™.

// root 1s REAL
if (compute::round(real) != 0 && compute::round(imag) == 0) { ... }

49 zaokrouhlené hodnoty se pochopiteln€ pouziji pouze behem srovnavaci operace; skutecné
hodnoty téchto proménnych pouzité ve vypoctech zistavaji ulozené s presnosti dle pouzitého
datového typu (double t resp. long double)

50 ¢islo s pohyblivou Fadovou ¢arkou (floating-point number) 1ze v paméti pocitace ulozit
s naprostou piesnosti pouze v piipadé, Ze jej lze vyjadrit ve tvaru k2", k,n€Z ; je to dano
pouzitou binarni reprezentaci Cisel; v ostatnich pfipadech dochazi k urcité drobné neptesnosti,
kterou je vSak mozno ve vétsiné pripada zanedbat (ne vSak pfi testu na rovnost!)

47



USTAV AUTOMATIZACE
A INFORMATIKY

Funkce pro zaokrouhleni je implementovana nasledujicim zptsobem:

double t compute::round(const double t inNumber,
const uint8 t inDecPlaces) {
const long int modifier = std::pow (10, inDecPlaces);
double t roundedNumber = std::round(inNumber*modifier);
roundedNumber /= modifier;
return (roundedNumber) ;

}

U komplexnich kofen je tfeba pfi urCovani derivaci pracovat s goniometrickymi funkcemi'.
Pro tento ptipad se hodi pouzit ukazatele na funkci (function pointer). [58]

double t (*gonFunctionFirstPart) (double t) = &(std::sin);
double t (*gonFunctionSecondPart)(double_t) = &(std::cos);

Tyto ukazatele™ jsou pii symbolickém vypo&tu derivace (v ramci vétveni programu je pouzito
pouze pro komplexni kofeny s nulovou redlnou casti) pouzity jako argument volani funkce
evalDerivativeImagPart (), pfiCemz jsou u kazdé druhé derivace prohozeny s pomoci
std: : swap (tato funkce je definovana v hlavickového souboru <algorithm>).

if (row % 2 == 0)
std: :swap (gonFunctionFirstPart, gonFunctionSecondPart) ;

V piipadech, kdy se mezi feSenimi dané charakteristické rovnice vyskytuji komplexni koteny,
které maji nenulovou realnou Cast, je dvojice feSeni diferencialni rovnice, uréena piislusnou
dvojici komplexnich sdruzenych kotent této ch.r., dana souCinem konstanty s exponencialni
funkci a goniometrickou funkeci sin(x) resp. cos(x).

yi=ce™cos(bx), Vi =Cpie”sin(bx) (29)

Pro druhou a kazdou dalsi derivaci obecného feSeni vzniklého aplikaci principu superpozice
na (29), pak plati

Y™ =koef,e™sin (bx )+koef,e™ cos(bx) , (30)
pficemz pro hodnoty koeficientl koef; a koef; 1ze odvodit, ze

koef,=koefy" b+koef" a a 31)

koef,=koefy" " a—koef" b , (32)

kde ™ znaéi stav koeficientu z ptedchoziho vypogetniho kroku, coZ se odrazi v kodu takto:

coeffl = coeff2 * imag + coeffl * real;
coeff?2 coeff2 * real - lastCoeffl * imag;

5.1.1.3 Funkce computeWronskian

Wronskian je determinantem fundamentalni matice (vice v kap. 2.3.5). Vypocet Wronskianu
zastresuje funkce computeWronskian (), pro matice druhého nebo tretiho fadu vola funkci
determinant3 (), jejiz definice se nachazi v hlavickovém souboru token.h.

51 nejcasteji pouzivanymi goniometrickymi funkcemi jsou sinus (siz), kosinus (cos), tangens
(g ¢i tan) piip. kotangens (cotg); pomérné malo znamé jsou sekans (sec) a kosekans (cosec)

52 néktefi autofi preferuji vyraz smérnik [59]
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template <class T>
const T Matrix<T>::determinant3 () const {

T determinant = 0;
// run only once for 2x2 matrix (determinant = ad - bc)
// run three times for 3x3 matrix (computed using Sarrus' rule)
for (uint8 t i = 0; i < size()-(size()%3)/2; ++i) {
T partToAdd = 1, partToSubtract = 1;
for (int j = 0; j < size(); ++3) {
partToAdd *= matrix[] % size()]
[(7 + 1) % size()
partToSubtract *= matrix[] % size()]
[(size()-]-1

17

+ i) % size()]1;

}
determinant += partToAdd - partToSubtract;

}

return (determinant);

}

template class Matrix<double_t>;
template class Matrix<int>;

Slozitéjsi situace nastava u matic ¢tvrtého fadu. Pro vypocet Wronskianu je v tomto pripade
pouzito metody ze tfidy OMatrix4x4 (soucast Qt frameworku). Tato tfida, bohuzel, mize byt
inicializovana pouze pomoci klasického pole (resp. ukazatele na toto pole). Naplnéni tohoto
pole hodnotami fesi nize uvedeny kod — matice je vytvarena po sloupcich (tzv. column-major
order), protoze je to programatorsky jednodussi, nez po fadcich (tzv. row-major order). Tento
postup nema vliv na vypocet determinantu, jelikoz plati, ze: determinant matice A je roven
determinantu matice k ni transponované A",

float values[l6]; float * p = values;
for (uint8 t column = 0; column < fMatrix.size(); ++column) {

// first row of fundamental matrix = individual roots
*p++ = fMatrix.at (0, column)
= characteristicEquation.getRoots () .
at (column) .getNumValue () ;

// other rows of individual matrix = derivatives of roots
for (uint8 t row = 1; row < fMatrix.size(); ++row)
*p++ = fMatrix.at (row,column)

= characteristicEquation.getRoots () .
at (column) .evalDerivativeAtInit (row-1);

}

5.1.1.4 Funkce determine ValuesOfConstants

V ptipadé€, ze jsou zadany pocatecni podminky, je tfeba urcit numerické hodnoty jednotlivych
konstant c¢,—c,. To lze provést dvéma zpusoby — bud’ algebraickym feSenim soustavy rovnic
nebo jako podily determinantii matic zkonstruovanych dle kap. 2.3.6. Vzhledem k tomu, Ze ve
jmenovateli tohoto podilu je determinant fundamentalni matice tj. Wronskian, jehoz hodnota
jejiz znama (viz kap. 5.1.1.3), je pouziti druhé metody vyhodnéjsi. Matice pro urceni druhého
determinantu (v Citateli) se vytvoii jednoduchou zaménou jednoho ze sloupci, ¢ehoz vyuziva
1 nasledujici implementace funkce determinevaluesOfConstants ().
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// repeat "number-of-constants" times
for (uint8 t constantNo = 0; constantNo < inConstants.size();
++constantNo) {

float * p = values + constantNo * inConstants.size();
// constantNo-th column contains function wvalues
// at initial points

for (uint8 t i = 0; i < matrix.size(); ++1i)
*p++ = matrix.at (i,constantNo)
= initialConditions.second.at (i) .getFunctionValue () ;
p = values;
for (uint8 t column = 0; column < matrix.size(); ++column) {

// constantNo-th column is already filled in (see above)
if (column == constantNo)
{ pt=4; continue; }
// first row (from second column onwards) contains
// function values of individual roots at initial points
*p++ = matrix.at (0,column)
= characteristicEquation.getRoots () .
at (column) .getNumvValue () ;
// other rows (from second column onwards) contain
// values of individual root's derivatives at initial points
for (uint8 t row = 1; row < matrix.size(); ++row)
*p++ = matrix.at (row,column)
= characteristicEquation.getRoots () .
at (column) .evalDerivativeAtInit (row-1);

Vlastni aplikace Cramerova pravidla je poté uz velmi jednoducha:

inConstants|[constantNo] = determinant / wronskian;

5.1.2 Trida CharEq

Trida CharEq je urCena pro praci s charakteristickou rovnici. Pro ulozeni jejich kofent slouzi
vektor objektl tfidy Roots (jejich pocet je dan nejvyssi mocninou neznamé proménné):

QVector<Roots> rootsOfCharEquation;

Tiida Roots neuklada jen samotné kofeny ch.r.”* (ve formé komplexnich ¢isel), ale i hodnoty
z toho vychazejicich feSeni d.r.”* v bodé daném pocateénimi podminkami a také symbolické i
numerické (opét v bodech danych pocate¢nimi podminkami) hodnoty jednotlivych derivaci.

complex root;
double t rootNumValueAtInit;
QVector<Derivatives> derivatives;

Pro vypocet kotenti charakteristické rovnice je, s ohledem na to, o jaky typ rovnice se jedna,
tj. zda o rovnici kvadratickou (2.tadu), kubickou (3.radu) ¢i kvartickou (4.radu), volana jedna
z nasledujicich funkci.

53 ch.r. = charakteristicka rovnice, d.r. = diferencialni rovnice; v tomto piipad¢ je nezbytné

dusledné rozliSovat, o jaké feSeni se jedna; napf. kofen (feSeni) ch.r. y=2+5i odpovida feseni
_ 2 x ¥ _ P MM _ 3x

d.r. y;=c;e’*cos(5x), kofen ch.r. y=3 odpovida feseni d.r. y,=c;e
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const QString rootsOfQuadraticEquation(const QVector<Token> &,
const initConditionsStruct &, const equationDegree = QUADRATIC) ;

const QString rootsOfCubicEquation(const QVector<Token> g,
const initConditionsStruct &) ;>

const QString rootsOfQuarticEquation
const QVector<Token> &, const initConditionsStruct &, bool &);

5.1.2.1 Funkce rootsOfQuadraticEquation
U rovnic kvadratickych je vypocet kofent velmi jednoduchy, je pouzito znamého vztahu:

_ —bi\/b2—4ac
y1,2 2a

(33)

5.1.2.2 Funkce rootsOfCubicEquation
U rovnic kubickych [60] je situace o poznani komplikovanéjsi.
Pokud je jeji determinant (deferminant) A

A=18abcd—4b’d+b’c*—4ac®—27 a*d’ (34)
nulovy, obsahuje feSeni rovnice realné nasobné koteny.
V piipadé, ze je kromé (34) nulovy i determinant 4,

Ay=b’—3ac, (35)
ma rovnice jeden trojnasobny realny kofen ve tvaru

__ b
Yip3= 3q° (36)

Pokud je (35) nenulovy, ma rovnice jeden dvojnasobny realny kofen ve tvaru

_9ad-bc
yl,z__z—AO (37)

a jeden jednoduchy realny kofen ve tvaru

4abc—9ad°d—b°
V3= ad, . (38)

Ve vsech ostatnich ptipadech ma jeden z kotfent kubické rovnice tvar

_ 1 prcse 39
yl 3a C > ( )

pfi¢emz hodnota C je rovna vyrazu

T2 . 43
c:i/—AliM;_“Ao | (40)

54 kompletni kod funkce rootsOfCubicEquation() je uveden v piiloze B; utrzky kodu
s vysvétlivkami a popisem pouzitého matematického aparatu jsou v kap. 5.1.2.2
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Determinant 4, v (40) se urci nasledujicim zptisobem:

A,=2b’-9abc+27a’d (41)
Zbyvajici dva kofeny této rovnice lze poté spocitat s vyuzitim C takto:
1. 1.5
y2:(—§+§l\/3)c (42)
1 1.
=|-=—=iV3|C

Prestoze ve (40) 1ze pouzit pro vypocet kotfene libovolné znaménko pied vyrazem
2 3
JA—aA, (44)
determinant 4, a (44) se nesmi navzajem vyrusit, coz je v kodu oSetfeno takto:

// firstly calculate only part of C expression (that is under sqgrt)
double t sgrtPart = std::sqgrt(-templ.real()*discriminant.real());

// round floating point numbers before comparing them
if (compute::round(disDl.real()) == compute::round (sqrtPart))

// expressions in the numerator part of the fraction under cbrt

// 1e. discriminant D1 and sqgrtPart must not cancel each other

C = compute::toComplex (std::cbrt(((disDl.real()+sqgrtPart)/2)));
else

C = compute::toComplex (std::cbrt(((disDl.real()-sqrtPart)/2)));

Dalsi komplikace nastava v pifipadé tfech riznych realnych kofend. Jejich vypocet s vyuzitim
(39) totiz probiha v oboru komplexnich Cisel, jez se sice v prubéhu tohoto vypocétu navzajem
vyrusi, nicméné 1 tak je pochopitelné nutné pouzit funkci pro vypocet tfeti odmocniny, jez je
schopna pfijimat argumenty pravé ve tvaru komplexnich cisel. Standardni knihovna jazyka
C++ bohuzel takovouto funkci nenabizi. Z tohoto divodu, a také vzhledem k tomu, Ze pouziti
externi knihovny, byt i nepiili§ objemné, by bylo v tomto pfipadé znaéné neefektivni®, bylo
nakonec implementovano vlastni feSeni, které vyuziva moznosti piepisu komplexniho ¢isla do
trigonometrické formy [61]:

complex compute::cbrt(const complex inNumber) ({

double t a = inNumber.real () ;
double t b = inNumber.imag/();
double t r = std::sgrt(a*a + b*b);
double t fi = std::atan(b/a);

a = std::cbrt(r) * std::cos(fi/3);
b = std::cbrt(r) * std::sin(fi/3);

// quadrant adjustment
if (inNumber.real() < 0)
a = -aj;

complex result(a,b);
return result;

}

55 vypoctova knihovna (numerical library) typicky obsahuje desitky az stovky funkci
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Vzorec pro obecné feSeni kvartické rovnice (neboli rovnice 4. fadu) je natolik komplikovany,
Ze ho neni mozné, vzhledem k rozsahu této prace, zde uvést. Popisovana aplikace jej stejné
nepouziva, schopnost fesit kvartické rovnice je v jeji aktualni verzi omezena na dva specialni
ptipady, tzv. bikvadratickou rovnici (biquadratic equation)

5.1.2.3 Funkce rootsOfQuarticEquation

y=a0x4+a2x2+a4, (45)

u které jsou koeficienty u lichych mocnin hledané proménné nulové, a tudiz ji 1ze za pouziti
substituce prevést na rovnici 2. fadu

if (compute::round(b.real())== 0 && compute::round(d.real())== 0) {

// biquadratic
const QString equationType =

rootsOfQuadraticEquation(inTokens, inConditions, BIQUADRATIC) ;
return equationType;

}
a na pfipad, kdy je feseni tvofeno Ctyfnasobnym realnym kofenem ve tvaru

b

P (46)

Yi4™=

coz je v programovém kodu feSeno nasledovné:

const complex C4 = compute::toComplex(4);
if (compute::round(disDeltal.real()) == 0 &&
compute: :round(disD.real()) == 0) {

// all four roots are equal (quadruple root)
const complex root = -b / (Cd*a);
for (uint8 t i = 0; 1 < 4; ++1i) {

// even though all four roots are equal, newRoot must be
// re-initialized each time (its numerical value changes)
const Roots newRoot = solution(root, inConditions);
rootsOfCharEquation.push back(newRoot);

}

Pro rovnice vyssich fadu (patého, Sestého ad.) neexistuje obecné algebraické reSeni tj. feSenti,
k némuz lze dospét pomoci konecnych vzorci s odmocninami (solution in radicals). Dikaz
tohoto tvrzeni byl podan norskym matematikem Nielsem Henrikem Abelem (1802-1829), jez
rozpracoval predchozi myslenku italského ucence a filosofa Paola Ruffiniho. VSeobecné je
tento dikaz znam jako Abeluv-Ruffiniho teorém. [63]

56 volna parafraze na proslulého francouzského matematika Pierra de Fermata (1601-1665),
jenz na okraj vytisku knihy Aritmetika (autorem je fecky matematik Diofantos z Alexandrie),
napsal poznamku tykajici se dikazu o pravdivosti slavné Velké Fermatovy véty (Fermat's
last theorem): ,,Objevil jsem opravdu tak podivuhodny dikaz, ze tento okraj je pfili§ maly,
aby se do n¢&j vesel.”“ [62]; Fermat vSak takovy dukaz pravdépodobné nikdy nenalezl, Velkou
Fermatovu vétu se podafilo dokazat az roku 1994 britskému matematikovi Andrew Wilesovi
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5.2 Uzivatelské rozhrani

Uzivatelské rozhrani aplikace je tvofeno né€kolika okny (window), ktera si vzajemné predavaji
informace, jak je naznaceno na obr. 15. Hlavni okno (objekt tfidy Mainwindow) zpracovava
vstupni data tj. zadanou diferencialni rovnici, provadi jeji pfedbéznou analyzu (pre-parsing),
jenz slouzi k oveéfeni korektnosti vstupnich dat, umoziuje zadani resp. povoleni aplikovat
pocateni podminky (objekt tfidy ConditionsWindow) a zobrazuje kone¢ny vysledek.

K zobrazeni kompletniho podrobného postupu vypoctu slouzi dialogové okno Steps (objekt
tfidy StepsWindow), z néhoz je mozné vyvolat dal$i navazujici dialog slouzici pro zobrazeni
fundamentalni matice (objekt tfidy MatrixWindow). Zobrazeni zakladnich udaji o programu
nabizi dialogové okno About (objekt tiidy AboutWindow).

Steps [—— Main %I About

l I

Matrix Conditions

obr. ¢. 15: Struktura uzivatelského rozhrani aplikace ipky naznacuji smér komunikace)

5.2.1 Hlavni okno aplikace

Hlavni okno aplikace, zobrazené na obr. 17, je reprezentovano objektem tfidy MainwWindow,
ktera je potomkem (child) nadtizené rodic¢ovské (parent) tfidy oMainwindow. Tato tfida je
jednou z konstrukci dodanych Qt frameworkem. Ukolem hlavniho okna je prvotni zpracovani
a analyza zadané diferencialni rovnice. Pamét pro ulozeni téchto dat je dynamicky alokovana
prostiednictvim tzv. chytrého ukazatele’’.

std::unique ptr<Equation> diffEquationToSolve;

Pro uloZeni pocateCnich podminek (jsou-li uzivatelem zadany) )
slouzi vektor objektd k tomu urcené tridy: TC Initial conditions (il

QVector<InitConditions> setOfInitConditions; vy( 0 )= 0

i . L . . y( o )= 1
Pocatecni podminky se zadavaji pomoci dialogu zobrazeného

na obr. 16. Dialogové okno, resp. pocet jeho polozek, je tvorené || ¥'(° )
dy,navmicky na zék}asié févdu za(iané fiifererlc,iélvni,rovnice, ,nebot’ (O] o]
prave tomu odpovida pocet potfebnych pocatecnich podminek.

obr ¢.16: Pocatecni podminky

57 pouziti chytrych ukazateld je zpfistupnéno po vlozeni hlavickového souboru <memory>;
jejich vyhodou je, Ze se programator nemusi starat o dealokaci paméti takto deklarovanych
proménnych; existuji tfi druhy chytrych ukazateli: unique ptr, shared ptr aweak ptr;
v minulosti pouzivany typ (tfida) auto ptr je po€inaje revizi C++11 povazovan za zastaraly
(standard oznacuje takové prvky jazyka jako deprecated) a jeho pouziti v nové vyvijeném
softwaru se nedoporucuje
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Pro ulozeni hodnot potfebnych k vypoctu fundamentalni matice pak slouzi:

std::pair<bool, Matrix<double t>> fundamentalMatrix;

Analyza zadaného vyrazu (rovnice) spociva, mimo jiné, v kontrole na pfitomnost povolenych
a nepovolenych znaki, k ¢emuz je vyuzivano regularnich vyrazii. Ty jsou podporovany jak
standardni knihovnou (hlavickovy soubor <regex>), tak Qt frameworkem (tfida QRegExp
resp. novejsi implementace QRegularExpression). Regularni vyrazy v Qt jsou zalozeny na
syntaxi jazyka Perl, vyvinutého americkym programatorem Larry Wallem.

, |

File Help
Insert equation
v{2-2y{1} =0 dy(2]
2nd order linear homogeneous ordinary differential equation with constant coefficients

@ initial conditions have been set " Apply | u Submit ‘ ‘ ﬁ Clear ‘
Result
y = 1.5+0.5e*

obr. ¢. 17: Hlavni okno aplikace (MainWindow) v systému Windows 7

Seznam povolenych znakd je uloZen jako textovy fetézec ve statické®® proménné:

const QString MainWindow::allowedSpecialCharacters = "+-". ";

5.2.1.1 Funkce checkForSyntaxErrors

Tato funkce testuje, zda vlozeny text (diferencialni rovnice) neobsahuje zakazané znaky, zda
se proménna, dle které se derivuje (variable we are differentiating with respect to) nachazi i
na pravé strané rovnice (nutno prevést na levou stranu), a také kontroluje umisténi slozenych
zavorek (brace Ci curly bracket), u nichz musi mj. kazdé oteviraci zavorce odpovidat jedna
uzaviraci, jak ilustruje nasledujici vypis z kodu (jedna se o jednotlivé utrzky kodu pouzité pro
ilustraci, nejedna se o kompletni implementaci této funkce).

int8 t countBraces = 0;
uintl6é t countFrom 0;

// check for matching curly braces

if (*it == "{") |
// opening brace must be preceded by a letter
if (it == inEquation.constBegin() || ! ((it-1)->isLower()))

return (NO VARIABLE TO DIFF);
++countBraces;
countFrom = 0O;

58 uvedeny programovy kod je definici (definition) dané proménné (typu const QString),
ktera se nachazi v souboru .cpp, proto neobsahuje specifikator static; ten se uvadi pouze pfi
deklaraci (declaration) v ptislu§ném hlavickovém souboru
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if (*it == "}") |
// just one character [in range 1-9] is allowed between braces
if (countFrom != 2 || !isCharAllowed (* (it-1)))
countBraces = 0;

—-—countBraces;

}

5.2.1.2 Funkce submitEquationClicked
Tato funkce, jez je volana po odeslani zadané diferencialni rovnice ke zpracovani (tlacitkem
Submit), vykonava jakysi ,,dohled” nad spravnym pribéhem postupu vypoctu, jinymi slovy
na zakladé zadanych hodnot a logickych testi postupné vola jednotlivé (podiizené) funkce,
které fesi konkrétni ukoly souvisejici s analyzou, zpracovanim a vypoctem. Mezi né patifi:

* deklarace objektu tfidy Equation s danymi parametry (pocateni podminky ad.)

* odstranéni nadbyte¢nych bilych znaka (whitespace)”

* test, zda se jedna o homogenni rovnici (jeji prava strana je prazdna resp. nulova)

* urceni proménné, vzhledem ke které se derivuje, pfip. urCeni, zda neni takovychto
proménnych vice tj. zda se nejedna o parcialni diferencialni rovnici

* volani funkce parseEquation (), ktera provadi tokenizaci
» urceni typu diferencialni rovnice
* volani funkce generalSolution (), kterd ma na starost vlastni pocetni reSeni

* zobrazeni vysledku

r "
R o o, S i

original input: y{3}+4y{2}-7y{1}-10y = 0
differentiate according to y

symbolically expressed as: y"+4y"-7y'-10y = 0

initial conditions: not set

equation successfully parsed

tokens: 1.000000y{3}"1, 4.000000y{2}~1, -7.000000y{1}"1, -10.000000y{0}"1

type: 3rd order linear homogeneous ordinary differential equation with constant coefficients
I characteristic equation: cubic equation (discriminant > 0)

type of roots: 3 real distinct roots

roots of characteristic equation: -5.000000, -1.000000, 2.000000

solutions of differential equation: €™, e*, e

according to Principle of superposition: y = ¢c;e™+ce*+cze

["O Copy contents to dipboard] [ W OK

obr. ¢. 18: Zobrazeni postupu vypoctu (StepsWindow)

59 Whitespace je téz nazvem ezoterického programovaciho jazyka, ktery na rozdil od vétSiny
ostatnich jazyka, které bilé znaky ignoruji, pfifazuje vyznam pouze mezeram, tabulatorim a
novym radkum (newline), a ignoruje veskeré ostatni znaky; nejstar§im ezoterickym jazykem
je INTERCAL (Compiler Language With No Pronounceable Acronym), ktery byl vytvoren
roku 1972 dvéma studenty Princetonské univerzity Donem Woodsem a Jamesem M. Lyonem
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5.2.2 Zobrazeni postupu vypoctu

K zobrazeni postupu vypoctu slouzi dialogové okno StepswWindow (potomek QDialogu),
jehoz vzhled je patrny z obr. 18. Jedna se z velké Casti o pasivni prvek uzivatelského rozhrani,
ma za ukol zobrazovat jednotlivé vypoctové kroky, s moznosti zkopirovat je do systémové
schranky (clipboard), ptip. umoziuje vyvolat zobrazeni fundamentélni matice (viz obr. 19).

Vlastni implementace je v podstaté velmi jednoducha, nicméné mize poslouzit jako prakticka
demonstrace pouziti mechanismu signalu a slotu (princip funkce viz kap. 4.2.1), jenz v kodu
probiha v nasleduyjicich tfech krocich.

Krok ¢.1: trida StepsWindow
class StepsWindow: public QDialog {

Q OBJECT

public: { ... }

private:
QChar diffvariable;
Matrix<double t> fundamentalMatrix;
Ui StepsWindow * uij;

private slots:
int fundamentalMatrix clicked();

}i

la H o]
U Computation - individual steps Ei

original input: y{3}+4y{2}-7y{1}-10y = 0 |
differentiate according to y

symbolically expressed as: y"+4y"-7y'-10y = 0

initial conditions: y(0) = 0, y'(0) = 1, y"(0) = 2

equation successfully parsed

tokens: 1.000000y{3}~1, 4.000000y{2}*1, -7.000000y{1}~1, -10.000000y{0}"1

type: 3rd order linear homogeneous ordinary differential equation with constant coefficients
characteristic equation: cubic equation (discriminant > 0)

type of roots: 3 real distinct roots

roots of characteristic equation: -5.000000, -1.000000, 2.000000

solutions of differential equation: e™, *, e*

according to Principle of superposition: y = c;e+c,e™+ce®

1st derivative: y' = -5¢c,e™-c,e*+2ce™

2nd derivative: y" = 25¢c,e ™ +ce*+4ce™

wronskian: W = 84 (see fundamental matrix)

wronskian is non-zero => solutions form a general solution

general solution: y = ¢c,e ™+ce™*+c;e™

constants: ¢; = 0.035714, ¢, = -0.416667, c; = 0.380952

actual solution: y = 0.035714e°-0.416667e>*+0.380952e*

["O Copy contents to dipboard] [ W' OK ] I

obr. ¢. 19: Priklad vypoctu rovnice se zadanymi poc¢ate€nimi podminkami
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Krok ¢.2: télo konstruktoru
{ ...}
// OK button clicked
connect (ui->pushButton OK, SIGNAL(clicked()), this, SLOT(close()));

// select and copy displayed text
connect (ui->pushButton CopyToClipboard, SIGNAL (clicked()),

ui->textEdit ComputationSteps, SLOT(selectAll()));
connect (ui->pushButton CopyToClipboard, SIGNAL (clicked()),
ui->textEdit ComputationSteps, SLOT (copy()));

// FundamentalMatrix button clicked
connect (ui->pushButton FundamentalMatrix, SIGNAL (clicked()),
this, SLOT (fundamentalMatrix clicked()));

Krok ¢.3: implementace slotu
int StepsWindow: :fundamentalMatrix clicked() {

MatrixWindow fmWindow (diffVariable, fundamentalMatrix, this);
return fundamentalMatrixWindow.exec();

5.3  Praktické ukazky pouziti aplikace

Obr. 19 uvadi priklad linearni homogenni obycCejné diferencialni rovnice 3. fadu s aktualnim
feSenim, tj. jedna se o rovnici se zadanymi pocateCnimi podminkami. Fundamentalni matice,
sestavena dle kap. 2.3.5, jez je zakladem pro vypocCet Wronskianu, je uvedena na obr. 20.

Priklad vypoc¢tu samotného obecného feseni diferencialni rovnice je demonstrovan na obr. 18,
jenz byl uveden v predchazejici kap. 5.2.2. . ;
Jen=by P yierEap W Forcamenit et GO el

obr. ¢ 20: Fundamentalni matice =

¥ 1 ¥z 1 Y 1
[ |

Popisovana aplikace je schopna rozpoznat i nékteré | v: vi -1 v 2
typy diferencialnich rovnic, jez nejsou v jeji aktualni | ye: yir o1 yiu 4
verzi fesitelné, jako pitklad mozno uvést nelinearni |

. s Y O I determinant of this matrix = ski W OK
diferencialni rovnici, jejiz zadani je patrné z obr. 21. || =

r . -
T compin vt S i

original input: y{2}"3+2y{1}-y = 0
differentiate according to y

symbolically expressed as: y"~3+2y-y = 0

initial conditions: not set

equation successfully parsed

tokens: 1.000000y{2}"3, 2.000000y{1}"1, -1.000000y{0}"1

type: 2nd order nonlinear homogeneous ordinary differential equation with constant coefficients
This type of equation cannot be solved using this software.

[f Copy contents to dipboard] [ W' 0K

obr. ¢. 21: Priklad rovnice, jiz aplikace nedokaze fesit

Dalsi vzorové priklady jsou uvedeny v Ptiloze C.
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Prestoze je aplikace v podstaté plné funk¢ni, neni jeji vyvoj zdaleka ukoncen. Do budoucna je
planovano provést mnoho zmén a vylepSeni, jak v oblasti aplikacniho jadra (tyka se zejména
vypocetnich operaci a navrhu vhodnych struktur pro ukladani dat), tak v oblasti uzivatelského
rozhrani. Nekteré ze zamyslenych uprav, jejichz implementace se v soucasné chvili nachazi
v ruznych fazich rozpracovanosti, jsou uvedeny v nasledujicich podkapitolach.

5.4 Budouci vyvoj

5.4.1 Zmény v programové logice

V zavislosti na typu kofent charakteristické rovnice existuje nékolik variant feSeni LODR
s konstantnimi koeficienty, které jsou detailn€ popsany v kap. 2.3.4.2. Nutno vSak podotknout,
ze v piipadé€ ctvrtého (piip. vyssiho) fadu zadané rovnice, muze nastat jesté jedna varianta, a
to sice neprili§ Casty, pfesto se v praxi obcas vyskytujici ptfipad, nasobnych komplexnich
korenu. Jako priklad je mozno uvést tfeba nasledujici rovnici:

Y448y +16 y=0, (47)
jejiz charakteristicka rovnice ma kofeny:

Yi,=—2i, y;,=2i (48)
a jejiz feSeni vypada nasledovné:

y=c, cos(2x)+c,xcos (2 x)+c,sin (2x)+c, xsin (2x) (49)

Takovyto typ rovnice momentalné neni v popisované aplikaci feSitelny, je tedy tfeba doplnit
jeji funkénost, aby bylo mozné tesit 1 priklady tohoto specifického typu.

Dalsim, dlouhodobégjsim, cilem je implementace feSeni linearnich nehomogennich obycejnych
diferencialnich rovnic, tzn. doplnit programovy koéd o funkce pro vypocet tzv. partikularniho
feSeni. Existujici metody pro urCeni partikularniho feseni jsou zminény v kap. 2.3.3 4.

5.4.2 Zmény v uzivatelském rozhrani

Néazory na kvalitu a funk¢nost (pfip. 1 estetickou stranku) uzivatelského rozhrani se zcela jisté
budou lisit od jednoho uzivatele k druhému. Pii takovém hodnoceni se totiz nelze nikdy zcela
vyhnout subjektivnimu pohledu na danou véc, z ¢ehoz logicky vyplyva nemoznost uspokojit
pozadavky vSech. Piesto by bylo vhodné nékteré programové konstrukce prepracovat, aby se
zvysil uzivatelsky komfort a prehlednost vystupu.

Jednou ze zamySlenych novinek je rozsifeni postupu vypoctu o moznost zobrazit matice, které
slouzi pro vypocet hodnot konstant (viz kap. 2.3.6). Vzhled tohoto dialogového okna by mél
korespondovat se zptisobem zobrazeni fundamentalni matice, jez je ziejmy z obr. 20. Vyvolat
tento dialog bude mozné pomoci klasického stisknutelného tlaéitka (push button).

5.4.3 Webova prezentace

Vzhledem k tomu, ze popisovana aplikace je vyvijena jakozto nekomercni produkt k volnému
pouziti, jevi se pouziti celosvétové pocitacové sit¢ Internet jako distribu¢niho kanalu pro jeji
roz$ifeni mezi odbornou vefejnost jako optimalni feSeni. Z tohoto divodu je ve stfednédobém
planu vytvoreni dedikované webové stranky (prezentace), kterd by méla slouzit jednak jako
zdroj informaci ohledné problematiky nutné k pochopeni principi funkce tohoto softwaru, at’
jiz se jedna o nastroje matematické ¢i vyvojarské, jednak jako on-line dokumentace.
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Mezi uvazovanymi navrhy, jez by postupem ¢asu mohly byt zapracovany do takovéto webové
prezentace, jsou napi. komentované utrzky kodu, diskuzni forum ¢i jina vhodna forma zpétné
vazby, hodnoceni podobné zamétenych aplikaci jinych vyvojart, odkazy na webové stranky

zamétené na teorii diferencialniho poctu ¢i jina souvisejici témata apod. Zaroven by méla tato
webova stranka umoziiovat stazeni aktualni verze aplikace pfip. 1 zdrojového kodu.

Prace na grafickém 1 technickém navrhu této prezentace sice jiz byly zapocCaty, v soucasné
dobé se vSak nachazi ve velmi rané fazi, ktera jesté neni pfipravena k publikovani. Navic by
to jiz pfesahovalo ramec této prace, ktera se soustfedi spiSe na vlastni implementaci. Lze snad
alespon zminit, ze vyvoj bude probihat za pouziti standardnich nastrojii pro vytvareni webu:
znackovaciho jazyka HMTL® v aktualni verzi HTML 5.0, kaskadovych stylu (cascading
style sheets, CSS) pouzivanych pro popis a umistovani jednotlivych elementl, Ci jazyku
umoziyjicich programovani dynamickych webovych stranek, at' jiz na strané klienta
(JavaScript) ¢i na strané serveru (PHP).

60 HyperText Markup Language
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6 ZAVER

Cilem této bakalarské prace bylo vytvorit jednoduchou, ale presto vykonnou, volné dostupnou
matematickou aplikaci disponujici uzivatelsky pfivétivym rozhranim, zaméfenou na vypocty
nékterych zakladnich typu diferencialnich rovnic, s vystupem ve formé obecného, ¢i v piipadé
zadani pocatecnich podminek, 1 aktualniho feseni. Klicovym pozadavkem, kterym se aplikace
odliSuje od ji podobnych, mélo byt zobrazeni uplného postupu feseni, nebot’ zamérem bylo
poskytnout studentim vysokych kol podpirnou vyukovou pomicku pro jejich studium.

Stanoveného cile bylo dosazeno v podstaté v plném rozsahu, ten totiz nebyl stanoven naprosto
exaktné tim, ze by taxativné€ vyjmenovaval konkrétni typy rovnic, ale spiSe ideové€, s hlavni
mySlenkou dospét k feSeni formou jednotlivych dokumentovanych krokt. V ramci vyvoje této
aplikace se podafilo implementovat vesmés plnou funkcnost pro linearni homogenni obycejné
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, druhého, tfetiho a s jistymi omezenimi téz
ctvrtého tadu, se kterymi se studenti velmi Casto setkavaji.

Zvolena kombinace vyvojového prostiedi Qt s vyuzitim programovaciho jazyka C++ se, dle
predpokladt, ukazala jako spravna. V piipadé potieby bylo mozno konzultovat mnoho zdroja,
at’ jiz ve forme tisténé Ci elektronické, v¢. aktualné platného standardu, on-line referen¢nich
prirucek, internetovych diskuznich for, vyvojarskych blogti nebo velkého mnozstvi aplikaci
s otevienym zdrojovym kodem. Jediné, co se v prubéhu vyvoje ukazalo jako nevyhodné, bylo
pouziti externich knihoven, i kdyz toto bylo pivodné zvazovano, a to zejména v souvislosti
s potiebou fesit symbolické vypocty derivaci. Nicméné nutnost nastudovat takovou knihovnu
a prizpusobit ji rozhrani vyvijeného softwaru, aby byl schopen knihovnu pouzivat, se nakonec
ukazalo jako Casové narocnéjsi, nez navrhnout a implementovat vlastni feSeni. Béhem toho
byly, v ramci vlastniho vyzkumu, objeveny zékonitosti pro tvorbu libovolného fadu derivace
takového feseni, které bylo sestaveno na zakladé dvojice komplexnich sdruzenych kotenti
charakteristické rovnice, jak bylo popsano v kapitole o implementaci.

Pochopitelné jesté zbyva mnoho oblasti, které by bylo mozné zlepsit ¢i vhodnym zpisobem
upravit, at’ jiz se to tyka funkcnosti popisované aplikace, predevsim s ohledem na podporu
vétsiho rozsahu typt zadavanych diferencialnich rovnic, nebo v jejim uzivatelském rozhrani,
které by zajisté bylo mozno ucinit vice intuitivnim pfip. i Iépe pfizpusobitelnym pozadavkim
a potfebam individualnich uzivatelt.
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8 SEZNAM PRILOH

Priloha A:

Prehled vyznamnych osobnosti z oboru matematiky, fyziky, vypocetni techniky a pfibuznych
odvétvi, které se podstatnym zptisobem zaslouZili o rozvoj lidského poznani, a o nichz se tato
préace zminuje.

Priloha B:

Kompletni programovy kod funkce rootsOfCubicEquation () urfené pro vypocet kotfend
charakteristické rovnice 3. fadu (obecné jakékoli kubické rovnice). Jedna se o implementaci
postupu popsaného v kap. 5.1.2.2, kterému odpovida vétveni v kodu na zakladeé vypoctenych
hodnot diskriminanti. Uvedeno v¢. komentaiti a pivodniho formatovani.

Priloha C:

Konkrétni priklady vypocti nékolika zakladnich typt linearnich obycejnich diferencialnich
rovnic s konst. koeficienty (s nulovou pravou stranou tj. homogennich) pomoci popisované
aplikace. Jsou uvedeny piiklady rovnic druhého, tietiho i ¢tvrtého fadu, s riznymi variantami
korenti charakteristické rovnice (realné i komplexni, jednoduché i nasobné, pfip. jejich rizné
kombinace). Vysledky vypocta v¢. jednotlivych derivaci jsou piimymi vystupy popisovaného
softwaru, pouze jsou z duvodu piehlednosti prezentovany v odlisném formatu.

Priloha D:
Ukazka jednoho z mnoha ru¢nich kontrolnich vypocta, ktery byl pouzit pii hledani, kontrole a
optimalizaci algoritmu pro uréovani derivaci.

Elektronicka priloha:
Staticky linkovana verze popisované softwarové aplikace je k dispozici na piilozeném CD.
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PRILOHA A
Abel, Niels H.

Babbage, Charles
Bell, Alexander G.
Berners Lee, Tim
Bernoulli, Jacob

Bernoulli, Johann

Cerf, Vinton

Cramer, Gabriel

de Fermat, Pierre
Diffie, Whitfield
Dijkstra, Edsgar W.

Diofantos z Alexandrie

Euler, Leonhard

Fano, Robert

Hamming, Richard

Hellman, Martin

Hoene-Wronski, Jozef M.

Kahn, Robert
Knuth, Donald E.

norsky matematik, je po ném pojmenovana Abelova cena®'

anglicky matematik, vynalezce a filosof
skotsko-americky védec a inzenyr, vynalezce telefonu
vynalezce systému www (World Wide Web)
Svycarsky matematik

Svycarsky matematik

spolecné s Robertem Kahnem vyvinuli TCP/IP protokol

Svycarsky matematik

francouzsky matematik a pravnik
prukopnik asymetrické kryptografie
nizozemsky pocitaCovy védec, autor Dijkstrova algoritmu

starofecky matematik

Svycarsky matematik, fyzik a astronom
spoluautor Shannon-Fanova kodovani
americky matematik a pocitacovy védec
prukopnik asymetrické kryptografie

polsky matematik a filosof

spole¢né s Vintonem Cerfem vyvinuli TCP/IP protokol

navrhl systém pro pocitacovou sazbu TEX

61 toto prestizni ocenéni patii, spolecné s Fieldsovou medaili, k nejvyznamnéj§im ocenénim
udélovanym vyznamnym matematikiim; o jejim pfijemci rozhoduje kazdorocné norska vlada;
v minulosti ji obdrzeli napt. John Nash (2015) ¢i Andrew Wiles (2016)
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Lagrange, Joseph-Louis italsko-francouzsky matematik a astronom

Laguerre, Edmond N. francouzsky matematik

Leibniz, Gottfried W. némecky matematik a filosof

Lovelace, Ada

McCarthy, John
Moore, Gordon E.

Nash, John F.

Newton, Isaac

Pascal, Blaise

Ritchie, Dennis

Ruffini, Paolo

Shannon, Claude

Stroustrup, Bjarne

Thomson, Ken

Turing, Alan M.

van Rossum, Guido

Wall, Lary

Wiles, Andrew
Wolfram, Stephen
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anglicka matematicka, autorka prvniho algoritmu

autor programovaciho jazyka Common Lisp

spoluzakladatel Intel Corporation, vyslovil Moortuv zakon

americky matematik, drzitel Nobelovy ceny za ekonomii (1994),

objevitel konceptu Nashovy rovnovahy (Nash equilibrium)

anglicky matematik, fyzik a astronom

francouzsky matematik a fyzik

spolutviirce operac¢niho systému Unix, autor jazyka C

italsky matematik a filosof

,,otec” teorie informace

autor programovaciho jazyka C++

spolutviirce operac¢niho systému Unix

anglicky pocitacovy vé€dec, matematik, logik a kryptoanalytik,
autor Turingova stroje (7uring machine) a souvisejiciho
konceptu Turingovské uplnosti (7uring completeness)

autor programovaciho jazyka Python

pocitaCovy programator, autora jazyka Perl
matematik, jenz dokazal platnost Velké Fermatovy véty

britsko-americky pocitacovy odbornik



PRILOHA B

const QString CharEqg::rootsOfCubicEquation(const QVector<Token> &

inTokens, const initConditionsStruct & inConditions)

const complex a = inTokens.at (0).getComplexCoef (),
b = inTokens.at (1) .getComplexCoef (),
c = inTokens.at(2).getComplexCoef (),
d = inTokens.at (3).getComplexCoef () ;
// compute discriminant
const complex templ = compute::toComplex(27)*a*a;
const complex discriminant = compute::toComplex (18)*a*b*c*d -
compute: :toComplex (4) *std: :pow (b, 3)*d + b*b*c*c -
compute: :toComplex (4) *a*std::pow(c,3) - templ*d*d;
const complex disDO = b*b - compute::toComplex (3)*a*c;
const complex disDl = compute::toComplex (2)*std::pow (b, 3)

compute: :toComplex (9) *a*b*c + templ*d;

// compute roots

if

}

(compute: :round(discriminant.real()) == 0) {

// discriminant is zero
if (compute::round(disDO.real()) == 0) {

// one triple real root
const complex root = -b / compute::toComplex(3)*a;
for (uint8 t 1i=0; i<3; ++i)
rootsOfCharEquation.push back(
solution(root,inConditions));
}
else {
// one double real root + one distinct real root
const complex temp2 = compute::toComplex(9)*a*d;
complex rootl =
(temp2 - b*c) / (compute::toComplex (2)*disDO) ;
rootsOfCharEquation.push back(
solution(rootl, inConditions));
rootsOfCharEquation.push back(
solution(rootl, inConditions));
complex root2 = (compute::toComplex (4)*a*b*c -
temp2*a - std::pow(b,3)) / (a*disDO);
rootsOfCharEquation.push back(
solution(root2, inConditions));

}

else {

// discriminant is non-zero
complex C;
bool tripleRoot = false;

if (discriminant.real() < 0) {
// one distinct real root + two complex conjugate roots

// use standard cbrt function =>
// computes cbrt of real numbers

{
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// firstly calculate only part of C expression
double t sqgrtPart =
std::sqgrt(-templ.real()*discriminant.real());

// round floating point numbers before comparing them
if (compute::round(disDl.real()) ==
compute: :round (sqgrtPart) )

// expressions in the numerator part of the fraction
// under cbrt ie. discriminant D1 and sgrtPart must
// not cancel each other
C = compute: :toComplex (
std::cbrt(((disDl.real ()+sgrtPart)/2)));
else
C = compute: :toComplex (
std::cbrt(((disDl.real ()-sgrtPart)/2)));
}
else {
// three distinct real roots

// use custom-made cbrt function =>
// computes cbrt of complex numbers

C = compute::cbrt(
((disDl + std::sgrt(-templ*discriminant)) /
compute: :toComplex (2)));

// although computed root is a real number it could (in

// theory) have non-zero imag-part because intermediate

// result is a complex number and due to the way

// floating-point numbers are stored in memory there

// could have emerged imag-part residuals during

// performing mathematical operations => result must be

// normalized ie. its imag-part must be zeroed out via

// cutOffImagPart () function

tripleRoot = true;
}
complex rootl =

(compute: :toComplex (-1.0/3)/a)* (b+C+disD0/C) ;
if (tripleRoot) cutOffImagPart (rootl);
rootsOfCharEquation.push back(solution(rootl,inConditions));
complex Cx = compute::toComplex (C)*compute::rootTwoOfCubic;
complex root2 =

(—compute: :toComplex (1.0/3)/a)* (b+Cx+disD0/Cx) ;
if (tripleRoot) cutOffImagPart (root2);
rootsOfCharEquation.push back(solution(root2,inConditions));
Cx = compute::toComplex (C) *compute::rootThreeOfCubic;
complex root3 =

(—compute: :toComplex (1.0/3)/a)* (b+Cx+disD0/Cx) ;
if (tripleRoot) cutOffImagPart (root3);
rootsOfCharEquation.push back(solution(root3,inConditions));

}

QString EquationType =
QStringLiteral ("cubic equation(discriminant ") +
stateOfDiscriminant (discriminant.real()) + ") ';
return (EquationType);



PRILOHA C

v . -3 3
wsledek: c,e7+c,e™
prwi derivace: -3c,e+3c,e*

2 1 dvojnasobny realny koren 1.000 (2x)
zadani: y"-2y'+y =0
wsledek: c,e<+cxe
prwi derivace: C,&+C,e+cxe*

2 2 komplexni kofeny (realna cast je nulova) 0.000 + 2.000i
zadani: y"+4y =0
wsledek: c,sin(2x)+c,cos(2x)
prni derivace: 2C,C0s(2x)-2¢_sin(2x)

2 2 komplexni kofeny 1.000 + 2.000i
zadani: y"-2y'+5y=0
wsledek: C,e*c0s(2x)+c,e*sin(2x)
prwi derivace: c1e>‘cos(2x)-2c1e’sin(2x)+c2e"sin(2x)+202excos(2x)

3 3realné kofeny -1.000; 1.000; 2.000
zadani: y"-2y"-y'+2y =0
wsledek: c,e>+ce<+c,e*
prwi derivace: -C,e”+c,e+2c,e*
druha derivace: C,e*+c,e+4c,e*

3 1 realny (nulovy) a 2 komplexni kofeny (realna ¢ast je nulova) 0.000
zadani: y"+9y'=0 0.000 + 3.000i
wsledek: c,+c,cos(3x)+c,sin(3x)
pnwni derivace: -3¢,sin(3x)+3c,cos(3x)
druha derivace: -9¢,sin(3x)-9c,cos(3x)

3 1 realny a 2 komplexni kofeny 1.000
zadani: y"-3y"+7y'-5y=0 1.000 + 2.000i
wsledek: C,e+c,e*c0s(2x)+c,e’sin(2x)
prwi derivace: C,&+C,€°C0s(2x)-2¢,esin(2x)+ C,e*sin(2x)+2c,e*cos(2x)
druhd derivace: C,€*3C,e*C0s(2x)-4¢,e’sin(2x)-3c,e’sin(2x)+4c,e*cos(2x)
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stupeni a typy kofend char.rownice

3 1 trojnasobny realny koren
zadani:

wsledek:

prwni derivace:

druha derivace:

vzorowy pfiklad

y||| - 6y|| + 12yl - 8y = 0

2,
C,e%4C Xe>+C, X%€>
201e2’+cze2’+2c2xe2>‘+203xe2>q-2c3x2e2"

koreny

2.000 (3x)

4c1e2’+4cze2’°+4czxe2’q- 203e2’°+803xe2*i-4c3x2e2x

3 1 realny a 1 dvojnasobny realny kofen

zadani:
wsledek:

prwni derivace:
druha derivace:

y"-7y"+16y'-12y =0
C,e¥4C Xe>+C 6%
2c,e>+c e242c xe?+3c ™
4c e?+4c e2+4c xe>+9c,e™

4 4 realné koreny (jeden z nich je dvojnasobny nulovy)

zadani:
wsledek:

prwni derivace:
druha derivace:
treti derivace:

4 4 realné koreny
zadani:
wsledek:
prwni derivace:
druha derivace:
treti derivace:

y® -4y"=0
c,e’¥+c,*c, x+c 6>
-2c,e>+c,+2c,e*
4ce?+4c >
-8c,e>+8c e

y® -13y"+ 36y =0
C,e¥+c,e2+c,e2+c, 6™
-3c,e-2c e 2+2¢c,e>+3c,e*
9c,e¥+4c,e2+4c,e2+9c,e%
-27c,e¥-8c.e2+8¢c,e>+27c,e>

4 2 realné (nulové) a 2 komplexni koreny (realna ¢ast je nulova)

zadani:
wsledek:

prwni derivace:
druha derivace:
treti derivace:

y® +4y"=0
C,+C,Xx+C,C0s(2x)+C sin(2x)
C,-2¢,sin(2x)+2c,c0s(2x)
-4c,cos(2x)-4c,sin(2x)
8c,sin(2x)-8c,cos(2x)

4 2 realné (necelé) a 2 komplexni kofeny (realna ¢ast je nulova)

zadani:
wsledek:
prwni derivace:

druha derivace:

treti derivace:
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2y® + 5y"+ 10y =0

2.000 (2x); 3.000

0.000 (2x); + 2.000

+2.000; £ 3.000

0.000 (2x)
0.000 + 2.000i

-1.952; 1.952
0.000 + 1.145i

C,e"%24c e'%24c, sin(1.145x)+c,cos(1.145x)

-1.952¢,e1924+1.952¢ e 52+

1.145¢,c0s(1.145x) -1.145¢,sin(1.145x)

3.812c,e'%24+3.812c "9

-1.312¢,sin(1.145x) -1.312c,cos(1.145x)

-7.442c,e7"9247.442¢c &' 9>

-1.502c,cos(1.145x)+1.502c sin(1.145x)



stupeni a typy koient char.rowice

4 2 dvojnasobné realné koreny

zadani:
wsledek:

prni derivace:
druha derivace:
treti derivace:

4 4 komplexni (necelé) kofeny

zadani:
wsledek:

prni derivace:

druha derivace:

treti derivace:

4 4 komplexni koreny
zadani:
wsledek:
prni derivace:

druha derivace:
treti derivace:

4 1 ¢tyinasobny realny koren
zadani:

wsledek:

prni derivace:

druha derivace:

treti derivace:

vzorow priklad kofeny

y@-2y"+1=0

C,87+C Xe7+C,e+C Xex
-C,87+C,E7C,Xe™+C,e+C,e*+C, X
C,e*%2¢c,e”+Cc,xe+c,e+2¢c e+ xe
-C,e”+3c,e*Cc xe™+ C,e+3c,e+C, Xex

2y® + 5y"+ 10y = 0
c,e%2sin(1.320x)+c,e°"*>cos(1.320x)+
C,e07%¢0s(1.320x)+c,e°sin(1.320x)
0.702c,e°™2sin(1.320x)+1.320c,e*™>cos (1.320x)+
0.702c,e°™>cos(1.320x)-1.320ce°™2sin(1.320x)
-0.702c,e°>c0s(1.320x)-1.320c,e°™2sin(1.320x)
-0.702c,e°™2xsin(1.320x)+1.320c & °°2cos (1.320x)
-1.25¢,e°7%2sin(1.320x)+1.854c e""*>cos(1.320x)
-1.25¢,e°7°>cos(1.320x)-1.854¢,€°7°2sin(1.320x)
-1.25¢,e°2cos(1.320x)+1.854¢,e°?sin(1.320x)
-1.25¢,e°72sin(1.320x)-1.854c & °"%>cos(1.320x)
-3.326¢,e"7*>sin(1.320x)-0.348c,e%™2cos (1.320x)
-3.326¢,e°72c0s(1.320x)+0.348c €% ™>sin(1.320x)+
3.326¢,e°7°2C0s(1.320x)+0.348¢,e°°2sin(1.320x)+
3.326¢,e°7%2sin(1.320x)-0.348c,e°>cos (1.320x)

+1.000 £ 1.000i

y@+4y=0
c,e'sin(x)+c,ecos(x)+c,e*cos(x)+c,e’sin(x)
c,e’sin(x)+c,excos(x)+c,excos(x)-c,e’sin(x)
-C,€7C0s (X)-C,e7sin(x)-c e7sin(x)+c ecos(x)
2c,e*cos(x)-2¢,e'sin(x)+2c,e*sin(x)-2c ,ecos ()
-2¢,e’sin(x)+2c,e*cos(x)-2c,e*cos (x)-2c,e’sin(x)+
2c, ecos(x)-2c,e”sin(x)+2c,esin(x)+2c,ecos(x)

-3.000 (4x)
y(4) + 12y" + 54y" + 108y' + 81y = 0
C,e¥+cxe ¥ +c xe¥+c xe™
-3c,e¥+c,e -3¢, xe >+2¢ xe
-3¢, x%e 43¢, x%e -3¢, x’e
9c,e*6¢,e+9c xe¥+2c,e*-12¢c xe >+
9c,x%e >+6¢ xe *-18¢c x?e¥+9c x’e >
-27c e >+27c,e>-27c xe*18c,e->+54c xe ™
-27c x*e>+6c,e%-54c xe*+81¢c x%e*-27¢ x>

+1.000 (2x)

+0.702 £ 1.320i
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