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Pouzité znaceni

N ... mnozina prirozenych cisel

R ........... mnozina realnych cisel

R™ ... ..... vektorovy prostor usporadanych n-tic realnych ¢isel
R* .......... rozsifena mnozina realnych c¢isel

M, ......... tfida vsech ¢tvercovych matic fadu n s redlnymi prvky
O........... nulova matice

(o T nulovy sloupcovy vektor

p(T) ........ spektralni polomér matice T

] jednotkova matice

A vlastni ¢isla matice

lz| oo absolutni hodnota ¢isla

|A| ... determinant matice A

AT transponovana matice k matici A

AL inverzni matice k matici A



Uvod

V prubéhu studia jsem se seznamila s teorii matic pouze okrajové, a protoze
mne zaujala, rozhodla jsem se ji 1épe pochopit v ramci své bakalarské prace.
Po blizsim zkoumani jsem zjistila, Ze tato teorie je velice obsahla. Tudiz jsem se
musela zamétit pouze na nékterou jeji ¢ast. V linedrni algebfe jsme se zabyvali
vétsinou pouze linedrnimi rovnicemi s mensim poctem neznamych a jejich aplikaci
na maticové feSeni. Pravé v tuto chvili mne napadlo: ,, Jak bychom fesili velky
pocet linedrnich rovnic s mnoha neznadmymi?“. Snazila jsem se nalézt odpoved
na tuto otazku a dospéla jsem k tomu, zZe nejvhodnéjsi bude pouzit Iteracni
metody. Protoze ja jsem se s nimi béhem studia nesetkala a nebylo pro mne
jednoduché je nastudovat, je tato prace vénovana tém, kteri maji jen zakladni
povédomi o linearni algebfie, ktefi o itera¢nich metodach nic nevi a radi by se
s nimi touto formou seznamili.

Itera¢ni metody se pouzivaji k nalezeni feseni soustav n linearnich rovnic
o n neznamych, kde n je velké. Pii feseni soustav linearnich rovnic pomoci Ite-
racnich metod nedostavame presné reseni soustavy. Pocitdme posloupnost vek-
tortt {x*}, kde k € N, kterd konverguje, pfi splnéni uréitych predpokladii, k pies-
nému feseni x*. Miizeme provést pouze konecny pocet krokti dané iteracni me-
tody, a proto se tedy mtzeme vétsinou jen priblizit k presnému feSeni x* a to
s urcitou pfesnosti. Tu budeme oznacovat €. [teracnimi metodami se snazime tedy
pouze nalézt dostatecné presnou aproximaci presného reseni.

Prvni kapitola mé bakalarské prace obsahuje zakladni definice a véty, které
sice nepatii k primarnimu obsahu prace, ale jsou diilezité k jejimu pochopeni.
Tato kapitola je pro snadnéjsi pochopeni uvedenych tvrzeni doplnéna priklady.

Druhéa kapitola se sklada ze t¥i podkapitol. Na pocatku této kapitoly uva-
dime zékladni myslenku iteracnich metod a tvrzeni, kterda plati pro vSechny
nasledné uvedené metody. Podkapitoly nas seznamuji postupné s Jacobiovou,
Gaussovou—Seidelovou a Relaxa¢ni metodou. Kazda je obohacena o prakticky
priklad, ktery ukonc¢ujeme symbolem #, a m-file, ktery lze pouzit pro vypocet jed-

notlivych metod. M-fily jsou skripty sestavené v matematickém softwaru Matlab
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a budeme je ukoncovat symbolem . VSechny m-fily jsou uvedeny na priloze-
ném CD.

V posledni kapitole nazvané Analyza metod budeme vytvorené m-fily apliko-
vat na riizné soustavy linedrnich rovnic a zkoumat zmény hledané aproximace x*

pfi zménach vstupnich parametri.



1 Zakladni pojmy

V této kapitole si uvedeme zasadni definice a véty, jejichz znalost je nezbytna
k pochopeni této tematiky. Tyto pojmy budeme uzivat v nasledujicich kapitolach.
Diraz bude kladen predevsim na vysvétleni pojmt systému linearnich rovnic,
maticové a vektorové normy a dalsich.

V celé této praci budeme uvazovat pouze realné prvky matic a vektori. Dale
symbolem M, budeme znacit tf¥idu vSech ¢tvercovych matic fadu n s realnymi

prvky.
Definice 1.1.
1. Matice A € M, se nazyva regularni, je-li det(A) # 0.

2. Matice A € M, se nazyva singularni, je-li det(A) = 0.

Uvazujme systém linearnich rovnic
Ax =b, (1)

kde A je realné ¢tvercova matice fadu n, tj. A € Ml, , x = (21, &3,...,&,)" € R®
je vektor neznamych, b € R” je redlny vektor. Matice A = (aij)zjzl a vektor b

jsou tedy ve tvaru

Je-li matice A regularni, ma systém Ax = b jediné feseni x* tvaru
* -1
x*=A""b.

Abychom se mohli déale zabyvat iteracnimi metodami, musime si vysvétlit

nasledujici pojmy, které budeme pouzivat v dalsich kapitolach.

Definice 1.2. Jestlize A € M, pak A se nazyva symetrickd matice, plati-li
AT = A.



Definice 1.3. Realnéa symetrickd matice A € M, se nazyva pozitivné definitni,

plati-li pro libovolny redlny vektor x € R", x # o, ze x/ Ax > 0.

Véta 1.1. (Sylvestr) Necht je dina matice A = (a;;) € ML, a necht

Pak matice A je pozitivné definitni, praveé kdyz
det(A;) >0, Vi=1,...,n.
Dikaz : viz [9], str. 154.

Definice 1.4. Vektorova norma na R” je funkce || - || : R® — R s nasledujicimi

vlastnostmi
L. ||x[]| >0, VxeR"
2. |[x|]|]=0<x=o0,
3. |Jax|| = |o] |]x]], VaeR, VxeR"

4 fx+yll < Ixl[+1lyll,  YxyeR"

Prikladem vektorovych norem jsou

n

L. ||x||]1 = > |zi], oktaedrickd norma
i=1
2. ||x]|oc = max |x;|, krychlovd norma
1<i<n
$ 2
3. |Ix|la =4/ x|, eukleidovskd norma.
i=1



Piiklad 1.1. Vypoditejte pro vektor x = (5,3, —2,4,0,—1)" vektorové normy

[0 a {12

Reseni

Oktaedrickd norma je déna vztahem ||x||; = > |x;|. Tedy pro dany vektor x
i=1

dostavame ||x||; = [5| + [3| +| — 2| + [4]| +[0] +| — 1| = 15.

Krychlova norma je ||x||s = max |z, tj. ||X||cc = max{5,3,2,4,0,1} = 5.

n
Pro eukleidovskou normu plati vztah [|x||y = /3 |2]?, ktery vypoécitame takto
=1

Il = /B + 3+ 2P + [42 + 0+ [~ 1] = V/5b = 7.4162.
Normy daného vektoru jsou ||x||; = 15, ||x||cc = 5 a ||x]|]2 = 7.4162.

[ )
Nynf si uvedeme definici konvergence posloupnosti vektorti {x*}, kde x* € R".

Definice 1.5. Posloupnost {x*}2, vektorii z R" konverguje k vektoru x € R"
vzhledem k normé || - ||, jestlize pro libovolné ¢ € R, ¢ > 0 existuje index

N = N(e), kde N € N, pro ktery plati
|[x" — x|| < e, Vk > N(e).

Definice 1.6. Maticova norma na mnoziné M, je funkce || - || : R* x R — R

s témito vlastnostmi

L. [|A]| >0, VA € M,

2. ||A]] =0 < A je nulova matice

3. |laAll = |af ||A]], Va € R, VA € M,
4. |[A+BJ|| < ||Al|+ B, VA,BeM,
5. |[AB[| < [|A[[|[B]l,  VA,B & M,.



V nékterych pripadech je uzite¢né pozadovat, aby maticové normy mély vlast-

nost nazyvanou souhlasnost. Tato vlastnost urcuje zavislost normy matice a normy

vektoru.
Definice 1.7. Rekneme, 7e maticova norma ||-|| je souhlasnd s danou vektorovou
normou || - ||y, jestlize

|Ax|l, < [|A]] [[x]|,, ¥V x € R",V ¢ € R".
Véta 1.2. Necht || - ||, je vektorovd norma na R™. Pak ¢islo

|All, = max [|Ax][,
Il =1

je maticovda norma souhlasnd s danou vektorovou normou || - ||,. Tato norma se

nazyva pridruzend k dané vektorové normeé.

Dikaz : viz [2], str. 16.

Véta 1.3. Necht maticova norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou nor-
mou || - ||,. Pak pro vsechna vlastni ¢isla X matice A plati
Al < [JA]l.

Dikaz : viz [2], str. 18.
Definice 1.8. Necht Ay, ..., \, jsou vlastni ¢isla matice A € M,. Cislo

p(A) = max |\

1<k<n
se nazyva spektralni polomér matice A.
Nasledujici véta o pridruzenych maticovych norméch je prevzata z [2].

Véta 1.4. Necht A € M,,. Pridruzené maticové normy k vektorovym normdm

115 1]+ oos ||+ |2 Jsou dany vztahy
n
1. J|All; = max Y |ai|, sloupcovd norma
1§j§ni:1
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n
2. ||Alloec = max > |a;;|, 7Tddkovd norma
i<i<n £

3. ||Alla = V/p(ATA),  spektrdlni norma,  kde p(ATA) je spektrdlni polo-

mér matice ATA.

Priklad 1.2. Vypocitejte pro matici

13 1 =22
24 3 =21
A=|12 -1 53
34 1 34
23 -1 42
maticové normy ||A||1, ||Allc, [|A]l2-
Resent
Sloupcovou normu matice A vypocitame z ||A||; = [ax > laij|. V Matlabu
<isniz)

bychom ji spo¢itali pomoci piikazu norm(A, 1). P¥i ruénim vypoctu s¢itdme abso-

lutni hodnoty prvkd matice A ve sloupcich takto

5
> lan] = [1[+ 2] + 1] + 3]+ [2] =9,
=1

5
> lal = (3] + 4] + |2] + 4] + [3] = 16,

i=1
5
Z|@i3’:’1|+’3|+|_1‘+|1‘+‘_1‘:77

=1
5
D laul = =21+ = 2[+ 5] + |3 + [4] = 16,

i=1

5
> lais| = 120+ [1] + (3] + [4] + 2] = 12.

=1

Vysledkem je tedy ||A]|; = max{9,16,7,16,12} = 16.

11



n
Pro fadkovou normu plati vztah ||All.. = max > |aij|. Pokud bychom ji
S tsn ]:1

chtéli spocitat Matlabem pouZijeme piikaz norm(A,inf). Nyni tedy scitame

absolutni hodnoty prvki matice v fadcich, t;j.

5
D lagl = (1 + B[+ 1+ | =2+ [2] =9,
j=1

5
> lag| = 2+ 4] + 3] + | — 2| + [1] = 12,

J=1

5
> lagil = 1]+ 2]+ ] = 1]+ [5] + [3] = 12,

j=1
5
> lagl = (3] + [4] + 1] + [3] + [4] = 15,

j=1

5
D lasil = 121+ [3] + | = 1] + 4] + [2] = 12.
j=1

Rédkova norma matice A je ||A|| = max{9,12,12,15,12} = 15.

Spektralni norma je vyjadiena vztahem ||A||y = 1/p(ATA). Druhou mocninu
spektralni normy mutizeme vypocitat pomoci Matlabu piikazem norm(A" * A),
kde transponovanou matici ziskdme z matice A pomoci A’. Nebo spektralni polo-
mér muzeme urcit ru¢nim vypoctem. Pro ten potfebujeme nejdiive transponovat

puvodni matici a pak ji vynasobit s ptivodni matici,tj.

1 2 13 2 13 1 =22
3 4 24 3 24 3 =21
ATA = 1 3 -11 -1 12 -1 53 |=
-2 -2 53 4 34 1 34
2 1 34 2 23 -1 42
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1931 7 16 23
3154 14 2038
= 714 13 -14 4
16 20 —14 58 29
2338 4 2934

Pro ziskani spektralniho poloméru musime déle vypocitat vlastni cisla této
nové matice. Ty ziskdme v Matlabu pomoci pifkazu eig(A’' * A). Vlastnimi &isly
jsou A\ = 0.4220, Ay = 1.4474, A3 = 2.4806, Ay = 50.3804 a A5 = 123.2696.
Spektralni polomér je tedy roven p(ATA) = 123.2696. Tuto hodnotu dosadime
do vztahu pro spektralni normu a ziskame ||A ||, = v/123.2696 = 11.1027.

Pfidruzené maticové normy k vektorovym normam || - ||1, || - ||eo, || - ||2 jsou

pro tuto matici rovny ||A||; = 16, ||Al| = 15 a |[|A]|2 = 11.1027.

)

Poznamka 1.1. Matlabovsky piikaz norm miuZeme uzivat pro vypocet norem

matic i vektorti. V pripadé matic mame nasledujici ¢tyri moznosti vyuziti
1. norm(A, 1) timto piikazem ziskdme sloupcovou normu matice A,

2. norm(A,2) = norm(A) ptikazy, jejichz vysledek vyjadii druhou mocninu

spektralni normy matice A,
3. norm(A,inf) je ptikaz pro fadkovou normu matice A,
4. norm(A, 'fro') pomoci tohoto pfikazu vypocitame Frobeniovu normu.
Pro vektory lze uzit nasledujici prikazy
1. norm(z,p), kde 1 < p < 0o, dosazenim za p ziskdme rizné normy vektoru x,

(a) norm(z,2) = norm(A) prikazy, pomoci kterych vypocitdme euklei-

dovskou normu vektoru x,

(b) norm(z,inf) je krychlova norma vektoru x,

2. norm(x,—inf) nalezne v Matlabu min(abs(z)).
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2 Iteracni metody

Metody pro feseni systému linearnich rovnic

kde matice A € M, a vektor b € R", se rozdéluji do dvou skupin. Témi jsou
metody primé a iteracni.

Primé metody tesi soustavy linedrnich rovnic predem znamym konecnym
poctem kroki. V idedlnim pripadé bychom se dostali po ukonceni vypoctu k pres-
nému feseni. Tento idealni pripad ale vétSinou nenastava z divodu vzniku za-
okrouhlovacich chyb béhem vypoctu. Jednim z moznych zptisobl vypoctu je
eliminace neznamych. Zakladni algoritmus tohoto typu popisuje Gaussova eli-
minac¢ni metoda. Pokud bychom méli n neznamych, tj. n slozek hledaného vek-
toru x, pak k nalezeni Teseni povede n — 1 krokti. Jednu neznamou vyjadiime
z nékteré rovnice a dosadime ji do ostatnich rovnic. Takto postupné snizujeme
pocet neznamych v linearnich rovnicich az zlistane pouze jedna rovnice o jedné
nezndmé. Tu vypocitame a nasledné hodnotu této nezndmé dosadime do rov-
nice, ze které jsme si vyjadrili predchozi neznamou, a vypocitame dalsi nezna-
mou. Takto postupné dosazujeme hodnoty vypocitanych neznamych do rovnic
az nakonec dostavame hodnoty vsech neznamych a ziskavame presné feSeni dané
soustavy.

Iterac¢ni metody uzivame zejména v pripadech, kdy fesime soustavu n linear-
nich rovnic o n neznamych, pricemz pocet neznamych n je velky. Piimé metody
feSeni téchto rovnic by byly velice zdlouhavé a snadno bychom se mohli dopustit
numerické chyby. Iteracni metody fesi soustavy linearnich rovnic pomoci postup-
ného priblizovani k presnému feseni. Pomoci nich konstruujeme posloupnost vek-
torti {x*} konvergujici za uréitjch podminek k presnému feseni soustavy. Iterac¢ni
metody umoznuji tedy nalézt feSeni soustav linearnich rovnic pomoci konvergent-
nich procest, které skonéi az bude pro posloupnost {x*} splnéna podminka za-
stavovaciho kritéria. Iteracni metody tedy davaji vzdy pouze jistou aproximaci

feseni. Je to zptsobeno tim, Ze mizeme realizovat jen konec¢ny pocet kroki vy-
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poctu.

Nékteré z vlastnosti iterac¢nich metod jsou

1. V kazdé iteraci zndme aproximaci feSeni x*. Iteracemi postupné vypo-
¢itame posloupnost vektortt aproximaci {x*} takovou, Ze pokud existuje
klim x*  pak posloupnost {x*} konverguje k pfesnému Feseni x*. Apro-
— 00

ximaci x* ozna¢ime za dostateénd presnou, pokud je splnéno kritérium

pro ukonceni vypoctu (viz poznamka 2.2), a vypocet ukoncime.

2. Itera¢ni metody jsou méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez metody
primé. Kazda iterace se povazuje za pocatecni, a proto zaokrouhlovaci
chyby z piedchozich operaci vymizi, v pfipadé Ze posloupnost x* konverguje

k presnému feseni.

V dalsi ¢asti této kapitoly si popiseme teoretickou ¢ast iteracnich metod, uvedeme
konkrétni iteracni metody a na piikladech si vysvétlime postup jejich aplikace.

Vyjadieme systém Ax = b, kde A € M,, a x,b € R", v ekvivalentnim tvaru
x=Tx+g, T € M,.

Je-li x* = (I — T) 'g presnym Fesenim systému rovnic x = Tx + g, pak je
také presnym fesenim ekvivalentni soustavy rovnic Ax = b. To plati i opacné,
tj. pokud je vektor x* = A~'b pfesnym FeSenim systému rovnic Ax = b, pak
je x* také fesenim x = Tx + g. Je to z dtivodu ekvivalentniho prevodu systému
rovnic Ax = b na systém x = Tx+g. Dale necht x° € R" je libovolnou pocéatecni

aproximaci. Posloupnost {x*} generovanou vztahem
x" 1 =Tx"+ g, k=0,1,... (3)

nazveme iterac¢ni a matici T pojmenujeme iterac¢ni matici.

Hlavnim tkolem bude vytesit nasledujici otazky.

1. Jakym zptsobem prevést Ax = b na ekvivalentni systém x = Tx + g?

2. Za jakych pfedpokladii bude posloupnost {x*} generovana vztahem (3)

konvergovat pro libovolnou pocatecni aproximaci k presnému feseni x*?

15



Vé&ta 2.1. Posloupnost {x*} generovand vztahem
XU Txh 4 g

konverguje k presnému reSeni x* soustavy Ax = b pro kaZdou volbu pocdtecni
aprozimaci x° € R™, prdvé kdyz spektrdlni polomeér iteracni matice T je mensi
k

nez jedna, tj. p(T) < 1, pricemz klim x"=x* x*=Tx"+g.
—00

Dikaz viz [7] str. 98.

Dusledek 2.1. Je-li néktera z pfidruzenych norem matice T mensi nez jedna,
pak posloupnost {x*} generovana itera¢nim procesem (3) konverguje k piesnému

‘o -1 [ NPT . ,
feseni x* = (I — T) g nezavisle na volb& podate¢ni aproximace x° € R™. Dale

plati
* k *
" = x*|| < [|T]]"|]x" - x°], (4)
ITI® o o
[Ix" —x*|| < [ —x7]. ()
1—[T]]

Dikaz viz [2] str. 138.

Tento dtsledek plyne z véty 1.3 a definice 1.8. Tato véta formuluje podminku
|A| < ||T||, kterd plati pro vSechna vlastni ¢isla matice T. Definice vyjadiuje,
ze spektralni polomér je roven nejvétsimu vlastnimu ¢islu v absolutni hodnoté.
Z toho vyplyva p(T) < ||T||. To znamend, Ze muzeme podminku p(T) < 1
ve vété 2.1 nahradit podminkou ||T|| < 1.

Jestlize zvolime pocatecni aproximaci x° = g, dostavame ze vztahu (5)

T
Ix* — x| < —— gl (6)
1 —|[|T]]
coZ si odvodime néasledovneé.
Uzitim vztahu (3) lze psat
Ix' — x| = [|Tx" + g — x"|.
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Je-li x° = g, pak
Ix' = x°|| = [|Tg + g — gll = ||Tg|| < [IT|| - lgll-
Po dosazeni do pravé strany nerovnice (5) ziskdvame nerovnici tvaru (6)

IT" o0 sl
|x* — x| < ——— ||x' = x| < IT[| - [lgll =
1—||T|| 1 — |||

[Ty

—— o 18l
1—|IT]

Pomoci vzorce (6) lze ur¢it pocet iteraci potfebny k nalezeni aproximace feseni
dané soustavy linearnich rovnic s nami urc¢enou presnosti, coz bude prezentovano

v prikladech 2.2, 2.6 a 2.10.

Poznamka 2.1. Rychlost konvergence itera¢nich metod ovliviiuje spektralni po-
lomér p(T). Proto jakakoliv tprava, ktera zmensi spektralni polomér této matice,

povede ke zrychleni této konvergence.

Poznamka 2.2. Jak jiz bylo feCeno, itera¢ni metody fesi soustavy linearnich
rovnic, v pripadé jejich konvergence, pomoci postupného ptiblizovani k presnému
feSeni. Nedostavame tedy presné feseni soustavy, a proto musime urcit, ktera
(k+1)-ni iterace x**! je dostate¢né ptresnou aproximaci presného feseni. Pro jeji
zjisténi potfebujeme mit stanovenou pozadovanou pfesnost €, pro kterou plati
vztah ||x* —x*|| < e. Pokud bude pocatecni aproximace rovna vektoru g miizeme
pocet iteraci k vypocitat uzitim vztahu (6). V obecném pfipadé, tj. pii obecné
volbé vektoru x°, ale neovéfujeme pozadovanou piesnost aproximace x**! z od-
chylky rozdilu ||x* — x*|| < ¢, protoZe nezndme piesné feseni x*, nybrz uzivame
nékterého ze zastavovacich kritérii, napr. tvaru

k+1

1, el

2. |l < e ([AJ][[xH] + [[b]]), kde r*+! = Ax**T —b,

maticova norma je ptridruzend dané vektorové norme.
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2.1 Jacobiova metoda

Metoda, kterou se budeme zabyvat jako prvni se nazyva Jacobiova. Je znaméa
pod vice nazvy, napt. Metoda soucasné opravy, jak uvadi [6]. Puvodni soustavu

linearnich rovnic Ax = b lze vyjadrit v ekvivalentnim tvaru
X = T_]X +g3. (7)

Tento prevod provedeme nasledujicim postupem.

Nejprve matici A, kde A = (a;;) € M, zapiSeme ve tvaru

A=D-L-TU, (8)
kde
a1 0
D= ) (9)
0 Gnn
0 0
L - _C.L21 . h . ) (10)
—Qp1 - —App-1 0
0 —ai2 ... —0aip
U= R . (11)
e —Qn—1n
0 0

tedy matice D je diagonalni a tvofi ji prvky na hlavni diagonale matice A. Ma-
tice L je ostfe dolni trojuhelnikova s nulami na hlavni diagonale a sklada se
z prvki matice A s opa¢nymi znaménky, které se nachéazeji pod hlavni diagona-
lou. Podobné, matice U je ostfe horni trojihelnikova matice s nulami na hlavni
diagondle, jejiz prvky jsme ziskali z matice A. Konkrétné to jsou prvky s obra-

cenymi znaménky nalézajici se v horni trojihelnikové c¢asti.
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Nésledné rovnici Ax = b zapiSeme ve tvaru (D — L — U)x = b a upravime

ji na ekvivalentni rovnici
Dx=(L + U)x+b.

Za predpokladu, Ze a; # 0,V i = 1,...,n, je matice D regularni a z predchozi
rovnice dostavame

x=DYL + U)x+D'b.

Tento vztah nazyvame maticovy tvar Jacobiovy iterac¢ni metody. Ozna-

¢ime-li Ty =D YL + U) a gy = D 'b, je tato metoda tvaru

X’H—1 = TJXk + g7, (12)
kde Ty = (t;;) € M, je Jacobiova itera¢ni matice, t;; = —Z—J proi # j,t; =0
proVi,j=1,...,n. Matice Ty ma tedy nulové diagonalni prvky. Pro sloupcovy

vektor gy = (gl,...,gn)T je gi = ab—” pro Vi =1,...,n. Matice Ty a vektor gj

jsou tedy tvaru

0 —uz _ Qn b1
air 77 an ai
—a1 _a2n Do
a2 a2 a2
__Gn1 _ Aan2 0 bn
Ann ann " ann

Jacobiovu itera¢ni metodu lze zapsat také ve slozkach, kde x* = (z%,..., 2%)T,

nasledovné
n
Qij b; .
Pl = — E gk 4 = di=1,...,n; k=0,12....
j=Lj#i " "
Postupnymi vipocty nam z prvni rovnice vyjde z¥*1, z druhé 25T a obecné

k+1

7

k+1

z i-té rovnice vypocCteme z; " az z n-té rovnice x, " .

Véta 2.2. Posloupnost {x*} generovand vztahem (12) konverguje pro kazdou

pocdtecni aprozimaci x° € R™ prdvé tehdy, kdyz p(Ty) < 1.
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Tuto vétu jsme uvedli jiz jako vétu 2.1 v predchozi kapitole a zde jsme ji
upravili pro Jacobiovu itera¢ni metodu.
Nésledujici véta zarucuje konvergenci Jacobiovy itera¢ni metody pro nize uve-

dené specialni typy matic.

Véta 2.3. a) Silné fadkové sumacni kriterium

Necht matice A je ryze rddkové diagondlné dominantni, tj.

n

|aii|> Z |CLZ']‘|, 1=1,...,n.

=1
V tomto pripadé Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kaZdou pocatecni apro-
zimaci x° € R”.
b) Silné sloupcové sumacni kriterium

Necht matice A je ryze sloupcové diagondlné dominanini, tj.

n
larel > D lawl, k=1,....n.
i=1,i#k

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje nezdvisle na volbé pocdtecni aproxi-

mace x° € R".
Diikaz viz [2] str. 142.

Priklad 2.1. Reste soustavu linearnich rovnic

£C1+3§'3:—2
—{L‘1+3I2+4$3 =3

—4271 + X2 + 21’3 =4
Jacobiovou itera¢ni metodou.

Reseni

« , v .~ s , Y .. T
Pfesnym feSenim tohoto systému linedrnich rovnic je vektor x* = (—1,2,—1)",
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coz lze jednoduse ovérit dosazenim do dané soustavy. Pivodni soustavu rovnic

muzeme prepsat do maticového tvaru Jacobiovy itera¢ni metody

1 0 0 -1 1 -2
T | = % 0 —%‘ To | + %
n) Vi o) s :
Matice Ty ma tedy tvar
0 0 -1
T;=| 5 0 —3
2 -1 0

Matice dané soustavy linearnich rovnic neni ryze fadkové ani sloupcové diago-
nalné dominantni, a proto o konvergenci Jacobiova itera¢niho procesu nelze roz-
hodnout uzitim véty 2.3. Proto na zakladé véty 2.2 vypocitame spektralni polomér
matice Ty. Pokud bude mensi nez jedna, je posloupnost {x*} generovana Jaco-
biovou itera¢ni metodou konvergentni a konverguje k pfesnému feseni. K vypoctu
spektralniho poloméru potrebujeme nejdrive znat vlastni ¢isla matice Ty. Ty ur-

¢ime bud matlabovskym piikazem eig(Ty), nebo z nasledujiciho determinantu

-2 0 -1

1 2
det(T; — \I) = 5 —A —3 :—)\3+0+6—<2)\—§)\+0):
2 —1 -
2
4. 1
= NN+ 14

Nezndma vlastni ¢isla matice Ty vypocitame jako kofeny polynomu (14) matla-
bovskym pifkazem roots([-1 0 — 2 £]), piicemz ¢isla v hranaté zévorce jsou
indexy tohoto polynomu. Vlastni ¢isla iteracni matice T tedy jsou A\; = 0.1236
a Ao 3 = —0.0618+1.1597:. Spektralni polomér matice T je dle definice 1.8 roven
p(T3) = max{| —0.0618 +1.1597i|,0.1236}, tedy p(T3) = 1.1613 > 1. Absolutni
hodnotu komplexniho ¢isla | — 0.0618 + 1.1597i| jsem urcila matlabovskym pii-

kazem abs(—0.0618 + 1.15974). Z toho vyplyva dle véty 2.2, ze posloupnost {x*}
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generovana Jacobiovou itera¢ni metodou je divergentni. I presto, Ze je tato po-
sloupnost divergentni, uvedeme si prvni ¢tyfti iterace, abychom si pfedvedli jejich

vypocet. Iterac¢ni proces Jacobiovy metody je v tomto piipadé tvaru

it 0 0 —1 h —2

zst =5 0 —3 ok |+

! 2 -1 0 b 2

Dosadime-li naptiklad za poc¢atecni aproximaci x° = (0,0,0)” dostavdme

prvni iteraci x! = (-2, 1,2)T. Pro vypodet x? uzijeme jiZz vypocitanou prvni
iteraci

x? 0 0 -1 -2 -2

1 4
x2 2 —% 0 2 2

Hodnota druhé iterace je x? = (—4, —%, —g)T. Pro vypocet x3 uZijeme x?

x3 0 0 -1 —4 -2
x% = % 0 —% —% + 1
3 2 —% 0 —g 2
Vyslednou hodnotou je sloupcovy vektor x* = (%,3, —%Q)T. Ke ctvrté ite-
raci x* se dostavame nésledovné
] 0 0 -1 % -2
=135 0 —3 3|+ 11,
3 2 —3 0 -2 2

4 _ (17 137 3\T
a tedy x* = (g, Te 5) )
Velka odlisnost vysledki jednotlivych iteraci a pfesného feseni x* = (—1,2, — 1)T
koresponduje s divergenci posloupnosti {x*} generované Jacobiovou itera¢ni me-

todou.

22



V nésledujicim prikladé uvedeme soustavu linearnich rovnic, pro kterou po-

sloupnost {x*} generovana Jacobiovou metodou konverguje.

Pi#iklad 2.2. Reste soustavu linearnich rovnic

61’1 + 3LU2 + 2%3 =19
I + 61‘2 + 31’3 =14

I1+JI2+6$3:15

Jacobiovou iteracni metodou a urcete pocet iteraci potfebnych k nalezeni apro-

ximace feseni dané soustavy s piesnosti 1073,
Reseni
Priklad budeme fesit totoznym postupem jako predchozi. Pfesnym fesenim je

T IV . .
vektor x* = (2,1,2)" . Maticové zapiSeme soustavu rovnic nasledovné

6 3 2 1 19
163 o | = | 14
116 X3 15
Jacobiova itera¢ni metoda je tvaru
AT\ (0 Sk by gty g
it = - 0 —3 A I
11 15
l’ngrl % 6 0 $l§ 5
Matice Ty ma tedy tvar
11
0 —3 —3
1 1
T;=| 5 0 —2
11
5 5 O
Vektor gy je tvaru
19
6
14
81 = 6
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Matice dané soustavy linearnich rovnic je ryze fadkoveé diagonalné dominantni,

a proto je dle véty 2.3 posloupnost {x*} generovana Jacobiovou itera¢ni metodou

konvergentni.

T . . , T .
Za pocateéni aproximaci x° zvolime vektor gy = (1769, %, g) , abychom vyhovéli

podminkdm pro nésledné uplatnéni i ve vztahu (6), a dostdvame

1 11 19 19
Iy 0 2 73 6 6
1 _1 _1 7 7
Ly | = s 0 —3 3 |+ 3
1 1 1 3 5
x3 s 5 O 2 2

Vipoctem ziskdme x' = (I, 2, %)T = (1.1667;0.5556; 1.5833)". Pro vypodet

iterace x? uzijeme sloupcovy vektor x!

2 1 _1 7 19
Iy 0 2 73 6 6
2 _1 _1 3 7
Ty | = s 0 —3 9 | + 3
2 1 1 19 5
X3 s 5 O 12 2

Drubé iterace je tvaru x2 = (2,97 389" _ (3 3611;1.3472;2.2130)". Treti

iteraci x3 vypod&itame za pouziti x>

3 11 85 19
Iy 0 2 T3 36 6
3 1 1 o7 7
Ty | = s 0 —3 2 | T 3
3 11 239 5
T3 s 5 U 108 2

- 3 _ (2275 5 271\T _ ) . T o ‘ :

a dostavame x° = (—1296, o 144) = (1.7554;0.8333; 1.8819)" . Z divodu nézornosti

vypocti, jsme si uvedli prvni tii iterace. Zdlouhavost a obtiznost naslednych ruc-

nich vypocth je divodem provedeni praveé pouze téchto prvni tii iteraci. Hledanou
aproximaci presného feSeni nalezneme uzitim m-filu 2.1.

Pro uréeni poctu iteraci k potfebného k nalezeni aproximace x* s presnosti e

uzijeme vztahu (6). Nejdiive vypocitame normu matice Ty a vektoru gz. Radkova

: : _ 542 _ 5 .

norma matice Ty je ||Ts||c = max{g,, 5} = §. Krychlovd norma vektoru gz

je |lgslle = max {2, 4 2} — I Nyni opét polozime pocéteéni aproximaci x°

rovnu vektoru gy = (¥, E)T protoze je to nejvhodnéjsi volba pocatecni apro-

J 6°6° 6 )

k+1
ximace pro pozdé&jsi uplatnéni vztahu (6). Jestlize je ”{‘ET'UF:H llgsl| < e, pak dle
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vztahu (6) je ||x* — x*|| < ¢, tj. x* je poZzadovand aproximace pfesného Fesent,

tj. chyba je mensi nez 10~3. Hodnotu k pro dané e vypocitdme ze vztahu

[T
leall < e
1 —[|Ty]|

Do vzorce dosadime hodnoty jiz vypocitanych norem ||Tj|| a ||gs|| a hleddme

k € N takové, aby platilo

po upravée

5 k+1
(6) 19 < 1073,

Nerovnici zlogaritmujeme a upravime, tj.

)
(k+1)log g < log(107?) — log 19,

—3—1log19
po T loglo
log &
Nasledné ziskame hledanou hodnotu &
k > 53.0375.

Pro chybu k-té aproximace s presnosti € = 1072 je tedy nutné provést alespoii
k = 54 iteraci. Prvni tii iterace sice nejsou dostacujicimi k vysloveni zavéru, ale

pouzitim véty 2.3 jsme zjistili, ze posloupnost konverguje k presnému reseni.
[ )

V nasledujici ¢asti této podkapitoly uvedeme m-file naprogramovany v ma-
tematickém softwaru Matlab, ktery jsem sama vytvorila. M-file umi ovérit, zda
si odpovidaji rozméry vstupnich parametri. Pokud ne, ukon¢i vypocet a vypise
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chybové hlaseni. Pouze v pripadé, kdy bude vstupni parametr poc¢atec¢ni aproxi-
mace prazdny, umi pouzit vypocitany vektor gy. Zastavovaci kritérium pouzité
v m-filu je pfevzato z prvniho bodu poznamky 2.2. Pfi¢emz maximalni pocet
provedenych iteraci bude 10000. Toto ¢islo je dostatecné velké a zabranuje pri-
padnému zacykleni m-filu. Pokud bude soustava linearnich rovnic konvergovat,
pak program vypise pro Jacobiovu iteracni metodu pocet provedenych iteraci &
se zadanou presnosti € a posledni provedenou iteraci. Jinak vypise divergenci
metody. Tento pocet iteraci & bude odlisny od poctu iteraci k£ uvedenych v pii-
kladu 2.2. Pro vypocet k v pirikladech uvedenych ru¢nim vypoctem pouzivame
vztah (6) a musime tedy volit x° rovno gy proto, abychom mohli odhadnout po-
tfebny pocet iteraci. M-file je vytvofen pro obecnéjsi aplikace, miizeme v ném

tedy volit rizné pocatecni aproximace a presnosti €.
M-file 2.1.

function [x,k]=JACOBY(A,b,x0,eps)

% Jacobiova metoda pro FeSeni systému linedrnich rovnic

% vstupni data: A matice tvofend koeficienty soustavy rovnic
% b vektor pravjyjch stran dané soustavy rovnic
yA x0 pocatecni aproximace

yA eps pozadovand presnost

% vystupni data: x hledana iterace

yA k pocCet provedenych iteraci

% rozmér vstupnich hodnot
n=size(A,1);
nil=size(b,1);
n2=size(x0,1);
/» maximdlni poclet provedenjch iteraci
K=10000;
% ovéfeni rozméru A a b, kladnosti epsilon
if (n==n1 && eps>0)

% vypoCet matice T a vektoru g

a=diag(A);

D=diag(a);
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L=(tril(A)-D)*(-1);
U=(triu(A)-D)*(-1);
X=L+U;
T=D\X; % vypo&et \ inverzni matice
g=D\b;
spekt=max (abs(eig(T)));
if (spekt>=1)
disp(’Info: Zvolte jinou metodu.’);
error (’Chyba: Posloupnost diverguje!’);
end
% ovétféni neprazdnosti vektoru x0
if (isempty(x0)==1)
x=g; % pokud je prazdny, pak nalte vektor g
else
x=x0; % neprazdnjy, pouZije vektor ze vstupu
if (n~=n2)
error (’Chyba: Zkontrolujte zda odpovidd rozmér vektoru x0
a vektoru b!’)
end
end
% vypoCet iteraci, nejvic provede K iteraci
for ki1=0:K
z0=x;
for i=1:n
w=0;
for j=1:n
w=w+(T(i,3)*x(j));
if j==n
x(1)=w+g(i);

end
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end
end
zl=x;
odchylka=norm(z1-z0) /norm(z0) ;
if (odchylka<eps)
disp(’Info:Konec vypoltu, byla dosaZena poZadovana
pfesnost.’);
k=k1+1;
break;
end
end
else
error (’Chyba: Zkontrolujte zda odpovida stupeii matice A veli-
kosti vektoru b, nebo zda je kladné epsilon!’)
end

end

*

V nasledujicim prikladé aplikujeme m-file 2.1 na priklad 2.2. St¥ednik na konci
radku prikazuje Matlabu, aby znovu nevypisoval na obrazovku dany radek. Vek-

0

tor pocateéni aproximace x° se rovna mnoziné prazdné, protoze m-file je napro-

gramovany tak, aby provéiil neprazdnost x°. Pokud zjisti, Ze je x° prazdné, pak

zvoli poc¢atecni aproximaci x° = gj.

Priklad 2.3. Matice A je dle véty 2.3 ryze Ffadkové diagonalné dominantni,
a proto je zarudena konvergence posloupnosti x* generované Jacobiovou itera¢ni
metodou. Nyni uzijeme pro vypocet této soustavy m-file. Zadame do Matlabu

vstupni data a tento m-file zavolame.
Reseni
>> A=[6 3 2;1 6 3;1 1 6];
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>> b=[19;14;15];
>> x0=[ 1;
>> eps=0.0010;
>> [x,k]=JACOBY(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoltu, byla dosaZena poZadovand presnost.
x =
1.9997 1.0001 2.0000
k =
6

K nalezeni aproximace teseni dané soustavy s presnosti ¢ = 0.0010 stacilo

provést 6 iteraci, pficemz x® = (1.9997,1.0001, 2.0000)T.

)

M-file 2.1 1ze pouzit pro feseni libovolného n rozmérného systému linearnich
rovnic o n neznamych. Z divodu prehlednosti prace ale budeme m-file pouzivat

pouze pro systémy n = 5 a mensi. V piikladu 2.4 ho aplikujeme na matici A € My.

Priklad 2.4. Reste systém Ax = b s poc¢ate¢ni aproximaci x° tvaru

45 56 0 15 976 55
[ 45916 77 0 B 929 o | 42
A=l 111 66 1423 5|0 P —ues |0 X7 —i2 |

35 45 48 6615 13297 125

Jacobiovou itera¢ni metodou s pfesnosti e = 0.1000.

Reseni
Konvergence tohoto systému je zaruc¢ena, nebot A je ryze diagonalné dominantni.

Nyni do Matlabu napiSeme vstupni parametry a zavolame m-file nasledovné

>> A=[445 56 0 15;45 916 77 0;111 66 1423 5;35 45 48 6615];
>> b=[976;929;-1125;13297];

>> x0=[55;42;-12;125];

>> eps=0.1000;
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>> [x,k]=JACOBY(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozadovanad pIesnost.
X =
2.0013 0.9988 -1.0000 2.0000
k =
3

SNV . . T 1. o
Pfesnym feSenim tohoto systému je vektor x* = (2,1,—1,2)" . Jiz ve tfetim
kroku Jacobiova itera¢niho procesu nalezl m-file dostatecné pfesnou aproximaci

x® = (2.0013,0.9988, —1.0000, 2.0000)T s danou presnosti € = 0.1000.

2.2 Gaussova—Seidelova iteracéni metoda

Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda je modifikaci Jacobiovy metody. Jeji uzi-
vatelé mohou znat Gaussovu-Seidelovu itera¢ni metodu také pod nazvem Metoda

postupnych oprav. Tento nazev charakterizuje tu skutecnost, ze pti vypoctech se
k+1

kazd4 jiz vypocitana slozka xi" vektoru x*! posloupnosti {x*} ihned pouzije

v dalsim vypoétu slozky zfH!.

Na konci této kapitoly si vysvétlime, kterda z metod je pro nékteré typy matic

vhodnéjsi, a rozdily mezi rychlosti jejich konvergence.
k+1

Pii vypoctu slozky z;7", 1 < i < n, pouziva Gaussova—Seidelova metoda

e « , .« k+1 k+1 ¥ k k
jiz vypoctené slozky x7"",..., 2"} a slozky =i ,...,x

.~ z predchozi iterace.

Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda miize byt tedy zapsana ve tvaru

k+1 k k
CL11I1+ + 127 + -+ A1nT,, = b1

k+1 k+1 k
azl%jL + a22x2+ + 4 agx, = by

k+1 k+1 k+1 __
1]+ AnaTy + ot Ay, = by,
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nebo po slozkach

i—1 n

k+1 2 Y k+1 § : Y,k ‘ ;
— Qjj Gy i
7j=1 Jj=i+1

Vztah (15) se ¢asto pouziva v praxi.

Nasledujici postup si uvedeme pro snadnéjsi pochopeni odvozeni maticového
zapisu Gaussovy-Seidelovy metody tvaru x = Tgx+gqg. Nejdiive upravime dany
systém linearnich rovnic

Ax=Db
tak, Ze za matici A dosadime dle vztahu (8) a rovnici upravime nésledujicim

zpusobem
(D—L-U)x=h,
(D—-L)x = Ux+b, (16)
kde matice D je dana vztahem (9). Matice L a U jsou dany vztahy (10) a (11).

Za predpokladu, ze a;; # 0,7 = 1,...,n, je matice D — L regularni, maticovy

rozdil je tvaru

aiy 0 N 0
a1 ' :
D-L-= ,
0
Qpy - - - an,nfl Qpn

a naslednou tpravou vztahu (16) ziskdme vztah
x=(D-L)"'Ux+(D-L)"'b. (17)

Oznagenim matice Tg = (D — L) 'U a vektoru gg = (D — L) 'b ziskavame

predpis x = Tgx + gg. Iteracni vztah Gaussovy—Seidelovy metody je tvaru
xFl = Tka + ga.

Véta 2.4. Posloupnost {x*} generovand Gaussovou-Seidelovou iteracni metodou
xMl = ToxF + gg konverguje pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° € R" prdvé
tehdy, kdyz p(Tg) < 1.
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Tuto vétu jsme uvadeli jiz diive jako vétu 2.1, zde je pouze aplikovana na Gaus-

sovu—Seidelovu iteracni metodu.

Véta 2.5. Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, Gaussova-Seidelova

iteracni metoda konverguje nezdavisle na volbé pocatecni aproximace.
Dikaz viz [6] str. 468.

Véta 2.6. Pokud jsou splnény predpoklady a) nebo b) véty 2.3, pak Gaussova—Sei-

delova metoda konverguje pro kaZdou pocdtecni aproximaci x° € R™.

Dikaz viz [2] str. 144.

Po vysloveni téchto vét vznikaji dvé otazky

1. Konverguje Jacobiova a Gaussova—Seidelova metoda i pro jiné nez ryze

rfadkové diagonalné dominantni matice?
2. V pripadé konvergence obou metod, ktera z nich konverguje rychleji?

Z globalniho hlediska jsou obory konvergence Jacobiovy a Gaussovy—Seidelovy
metody rizné a jen c¢astecné se prekryvaji. Porovnat je miizeme jen v nékterych
situacich. Jednu z nich nam déva napi. Steinova-Rosenbergova véta, kterou

1ze najit napt. v [2].

Véta 2.7. Necht pro prvky matice A = (&ij)Z:1? plati a;; <0 pro vsechna i # j

aa; >0,1=1,....,n. Pak plati jedno z nasledujicich tvrzeni
1. p(T3) = p(Te) =0,
2. p(Ty) = p(Te) =1,
3. 0<p(Ta) < p(Ty) <1,

4. 1< p(T3) < p(Te).
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Konverguje-li Jacobiova i Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda pro matice
z véty 2.7, pak Gaussova—Seidelova iterac¢ni metoda konverguje rychleji, coz plyne
ze tfettho bodu véty 2.7. Véta dale rika, ze pro matice z véty 2.7 plati, pokud se
spektralni poloméry itera¢nich matic Ty a Tg rovnaji, pak jsou rovny nule nebo
jedné. Z posledniho bodu této véty plyne, pokud obé metody pro matice z této
véty diverguji, pak Jacobiova metoda diverguje rychleji.

V nésledujicim piikladé si ndzorné odvodime jak obecné vznikne matice Tg

a vektor gg pro n = 3 a pak je uplatnime v prikladé 2.6.

Priklad 2.5. Vyjadiete obecné odvozeni Gaussovy—Seidelovy itera¢ni matice T'q

a vektoru gg pro matici A € My a vektor b € R3.

Reseni
Matice Tg je déna vztahem Tg = (D — L) 'U, pfiemz matici (D — L)™' vy-
pocitame nasledovné

-1

a1 0 O
(D—L)"' =] axax 0 =
31 a2 ass

1 (22033 —a21033 A21432 — A22031

e 0 11033 a110a22 =
(11022033
0 0 a1
a22a33 0 0
a11a22a33
. ___a21a33 a11a33 0 .
a11a220a33 a11a220a33
a21a32—a22a31 _ _ai11a32 a11a22
a11a22a33 a11a22a33 a11a22a33
L 0 0
all
_ o2 1 0
a11a22 a22
a21a32—0a22a31 __ _ 432 1
a11a22a33 a22a33 ass

Matice U je horni trojuhelnikova tvaru

0 —ajp2 —ais
U = 0 0 —Q923
0 0 0
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Matici Tg vypoditdme maticovim nasobenim matic (D — L)™' a U

1
a1 0 0 0 —aip —ais
asi 1
Tg = T aiam ey 0 0 0 —a93 =
(21032—022a31 __ _ 432 1 0 0 0
a11a22033 a2a33  as3
0 _aiz a1z
a11 a1l
_ 0 a12a2] @13a21—0a11023 (18)
a11a22 a11a22 :
() @12022031—a12a31037  @11023037+413072031—0413A21432
a11a220a33 a11a22a33

Pro vypocet cisla k, které vyjadiuje pocet iteraci nutnych k dosazeni apro-
ximace x* s pozadovanou presnosti €, pomoci vztahu (6) potiebujeme vypoéitat
i normu vektoru gg. Proto je nutné odvodit i vektor gg. Plati gg = (D — L) 'b,

pak gg vypocitame

1
o 0 0 by
a21 1
gc = a11a22 a2 0 by | =
az1a32—ag2a31 __ _azz 1 b3
a11a22a33 a22a33 ass
by
ail
. _ag1bi—aiibs (19)
a11a22 :
a21a32b1 —agsasz1b1—aiiazabotariassbs
11622033

)

Nyni méame odvozenou matici Tg a vektor gg, ale pouze pro systémy stup-
né n = 3. V pripadé vétsich ¢i mensich linearnich soustav musime pouzit pro vy-
pocet Tg a gg odpovidajici ¢asti vztahu (17), nebo m-file uvedeny na konci
této podkapitoly. V nasledujicim pfikladu pouzijeme vztahy (18) a (19) pro ma-

tici Tq a vektor gg.
P#iklad 2.6. Reste soustavu linearnich rovnic
5[E1+l’2+2l’3 =4
—2.1'1 + 4%2 + x3 = -3

[E1+I2+4J}3:2
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Gaussovou—Seidelovou iteracni metodou a urcete pocet iteraci k nutnych k dosa-
zeni dostatecného priblizeni posledni provedené aproximace x* k presnému feseni

s presnosti e = 1074

Reseni

Gaussova—Seidelova metoda bude konvergovat pro kazdou pocatecni aproximaci,
protoze matice tohoto systému je ryze radkové diagonalné dominantni. Pfesnym
FeSenim je vektor x* = (12, —1, g)T = (0.7220, —0.5000, 0.4400)". Tuto soustavu
linearnich rovnic mtzeme prepsat do maticového tvaru

51 2 7 4
—2 41 o | = -3
114 T3 2

Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda lze po slozkach vyjadrit takto

1
ghtt = : (4 — 2§ — 22%)

1
xé“ =1 (—3 + 2I]f+1 - :E]?f) )
xl§+1 _ % (2 _ 1’]f+1 _ :L’];H) '

Protoze je matice Tg stupné n = 3, mizeme dosadit do vztahu (18) a vypo-

¢itame matici

1 2

O 5 5
_1_9

TG - O 10 20
3 17

O 40 80

Pokud budeme znat hodnotu norem matice Tq a vektoru gg, budeme moci

vypoéitat pomoci vztahu (6) pocet iteraci k potiebny k nalezeni aproximace x*

s presnosti e. Rddkovd norma matice Tq je ||Tg|l = max{2, 5,8} = 2.

Norma matice Tq je tedy mensi nez jedna, coz znovu potvrzuje konvergenci

posloupnosti {x*}. Pro stanoveni velikosti normy vektoru gg musime nejdiive
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tento vektor vypodéitat dle vztahu (19)

Norma vektoru gg je ||gc|l = max {3, 55, 31} = 2. PoloZme pocétecni apro-

ximaci X° = g = (3, — 55, %)T. Po provedeni stejnych tivah jako v piikladu 2.2

dostavame ze vztahu (6) tuto nerovnici

. T+
" — x*|| < lgll <e
1 —|[|T]|
Do ni dosadime a provadime vypocet
3\ k+1
s 4
() - <1077
1-%5

Tuto nerovnici zlogaritmujeme a provedeme tupravy, abychom vyjadrili hledanou

hodnotu k&

3
(k+1)log (5) < log1073 —log 2,
—3 —log2
log(3)
k > 13.8796.

k > 1,

Pro nalezeni aproximace x* presného feseni x* s presnosti mensi nez 1072 je
nutné provést alesponn k& = 14 iteraci, protoze k € N. Abychom si predvedli,
jakym postupem se provadi vypocet, uvedeme si prvni 2 iterace.

Nalezeni aproximace x* Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody s pfesnosti € mii-
zeme provést uzitim nasledujictho m-filu naprogramovaného v Matlabu. Rucné je
pocitat nebudeme z diivodu zdlouhavosti a obtiznosti vypoctli a uvedeme pouze

prvni 2 iterace. Jako pocatecni aproximaci oznacime jiz diive uzivany vektor
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x? = gg = (0.8000, —0.3500, 0.3875)". Prvni iteraci vypocitdme

2t = = (4+0.3500 — 2 - 0.3875) = 0.7150,

(—3+2-0.7150 — 0.3875) = —0.4894,

== = Ol =

ry = =~ (2 —0.7150 + 0.4894) = 0.4436.

Jeji hodnota je x' = (0.7150, —0.4894,0.4436)". Pro vypodet prvni slozky

druhé iterace pouzijeme pouze x'. Slozku z2 vypocitdme pomoci x? a xi a pos-

ledni slozku 22 ziskdme uzitim 2% a x3, tj.
7] = = (4+0.4894 — 2 - 0.4436) = 0.7204,
(=34 2-0.7204 — 0.4436) = —0.6808,

2
x2_

r3 = =~ (2 —0.7204 + 0.6808) = 0.4901.

== = o

Druh4 iterace je rovna x? = (0.7204, —0.6808, 0.4901)T.
Provedené vypocty prokazaly, Ze se obé iterace pohybuji blizko presného reseni
a pokud bychom provedli dalsi iterace, pak bychom se pravdépodobné priblizili

k presnému feseni s pozadovanou presnosti €.

)

M-file 2.2 jsem naprogramovala sama v matematickém softwaru Matlab. Tento
m-file Tesi soustavy n linedrnich rovnic o n neznadmych Gaussovou—Seidelovou me-
todou. M4 stejné vlastnosti jako predchozi m-file, tj. ovéfuje rozmeéry vstupnich
parametrid, také pokud bude vstupni parametr pocatecni aproximace prazdny,
zvoli za poc¢ateéni aproximaci x° vektor gg. I zde je pouzito zastavovaci kritérium
z prvniho bodu poznamky 2.2. Maximalni pocet provedenych iteraci bude 10000.
Tato hodnota byla vybrana z divodu zabranéni pfipadnému zacykleni m-filu.

V pripadé, Ze bude soustava linearnich rovnic konvergovat, pak program vypise
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pocet provedenych iteraci k£ se zadanou presnosti € a posledni provedenou ite-
raci. Jinak vypise hlaSeni o divergenci metody. Pocet iteraci k£ v m-filu 2.2 bude
ze stejného divodu jako v m-file 2.1 odlisny od poctu iteraci k v ptikladu 2.6.
M-file je naprogramovan tak, abychom mohli volit rtizné pocatecni aproximace

a odchylky e.
M-file 2.2.

function [x,k]=GAUSSOVA_SEIDELOVA(A,b,x0,eps)

% Gaussova-Seidelova metoda pro feSeni systému lineadrnich rovnic

% vstupni data: A matice tvorend koeficienty soustavy rovnic
b b vektor pravych stran dané soustavy rovnic
) x0 polate&ni aproximace

yA eps pozZadovand presnost

% vystupni data: x hledana iterace

yA k pocCet provedenych iteraci

% zjisténi rozméru vstupnich hodnot
n=size(A,1);
nl=size(b,1);
n2=size(x0,1);
% maximdlni polet provedenjch iteraci
K=10000;
% ovéfeni rozméru A a b, kladnosti epsilon
if (n==n1 && eps>0)
% mezivypolty matic D, L a U
a=diag(A);
D=diag(a);
L=(tril(A)-D)*(-1);
U=(triu(A)-D)*(-1);
X=D-L;
% vipoCet matice T a vektoru g
T=X\U; % \ po¢ita inverzni matici
g=X\b;
spekt=max (abs (eig(T)));
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if (spekt>=1)
disp(’Info: Zvolte jinou metodu.’);
error (’Chyba: Posloupnost je divergentni!’);
end
% ovéfreni neprazdnosti vektoru x0
if (isempty(x0)==1)
x=g; % jestliZe je prazdny, naclte vekor g
else
x=x0; % jinak nalte zadanj vektor
if (n~=n2)
error (’Chyba: Zkontrolujte zda odpovida rozmér polatel-
ni aproximace x0 a vektoru b!’)
end
end
% vypoCet iteraci, maximdlni polet iteraci K
for k1=0:K
z0=x;
for i=1:n
w=0; ’% umoZiiuje sCitdni ndsobenjch prvkd pfi iteracich
for j=1:n
w=w+T(i,j)*x(j);
if j==
x(1)=w+g(i);
end
end
end
% pfepsdni jednoho prvku v x a naplnéni vektoru z
zl=x;
odchylka=norm(z1-z0) /norm(z0) ;
if (odchylka<eps)
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disp(’Info:Konec vypoltu, byla dosaZena poZadovana
pfesnost.’);
k=k1+1;
break;
end
end
else
error (’Chyba:Zkontrolujte zda odpovida stupeii matice A rozméru
vektoru b, nebo zda je kladné epsilon!’)
end

end

*

M-file 2.2 pouzijeme pro ziskani hledané aproximace x* s piesnosti € = 1074
z piikladu 2.6. Poc¢atecni aproximace x° je prazdna a m-file ji tedy polozi rovnu

vektoru g.

Priiklad 2.7. Do Matlabu vlozime vstupni data a zavoladme m-file nasledovné.
Reseni

>> A=[51 2;-2 4 1;1 1 4];
>> b=[4;-3;2];
>> x0=[ 1;
>> eps=0.0001;
>> [x,k]=GAUSSOVA_SEIDELOVA(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosaZena poZadovanad pfesnost.
x =
0.7222 -0.5000 0.4444
k =
6
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K nalezeni aproximace s presnosti ¢ = 0.0001 m-file provedl Sest iteraci. Po-

sledni je tvaru x® = (0.7222, —0.5000, 0.4444)T.

)

V prikladé 2.8 uzijeme oba zatim uvedené m-fily a ukazeme si, ze i po-
kud Jacobiova metoda diverguje mize Gaussova—Seidelova metoda konvergovat.
Samoziejmé tomu miize byt i naopak, tj. Jacobiova metoda bude konvergovat

a Gaussova—Seidelova metoda divergovat.

Priklad 2.8. Reste systém Ax = b se zadanou pocateéni aproximaci x°

5 1 -1 1 3 5
2543 0 0 | =18 o | 19
A=l g9 16 1| P=| 18| *=|as]|

22 42 3 68 —88 1

Jacobiovou a Gaussovou-Seidelovou itera¢ni metodou s presnosti € = 1073.

Reseni

Do Matlabu zadame znamé hodnoty a zavolame oba m-fily.

>> A=[5 1 -1 1;25 43 0 0;82 99 16 1;22 42 3 68];
>> b=[3;-18;-18;-88];

>> x0=[5;19;48;1];

>> eps=0.0010;

>> [x,k]=JACOBY(A,b,x0,eps)

Info: Zvolte jinou metodu.

??? Error using ==> JACOBY at 39

Chyba: Posloupnost je divergujici!

>> [x,k]=GAUSSOVA SEIDELOVA(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosazena pozZadovana pfesnost.
X =

1.0001 -1.0001 -0.0002 -1.0000
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k =
11

Pfesnym feSenim je x* = (1,-1,0, —1)T. Jacobiova metoda diverguje, ale
Gaussova—Seidelova metoda konverguje. K vipoc¢tu dostateéné piesné aproximace

bylo nutné provést 11 iteraci.

)

Vice ptikladt, ve kterych budeme aplikovat m-fily a sledovat jejich vysledky,

si uvedeme v posledni kapitole.

2.3 Relaxaéni metoda

Posledni uvedenou itera¢ni metodou bude Relaxaéni metoda. Jde o modifi-
kaci Gaussovy-Seidelovy metody a predstavuje obohaceni itera¢niho vzorce o pa-
rametr w. Zakladni hypotézou pro Relaxac¢ni metodu je existence tiidy matic T,
zévisejicich na parametru w, kde w > 0. Pro tyto matice T, mé odpovidajici
iteracni proces rychlejsi konvergenci nez Gaussova-Seidelova metoda. Tento pa-
rametr w se nazyva relaxacéni. Nasledné se budeme pokouset vybrat parametr w
tak, aby spektralni polomér p(T,) byl co nejmensim &slem. Cim vice se spekt-
ralni polomér p('T,) blizi nule, tim rychleji konverguje relaxa¢ni metoda. Budeme

se tedy konkrétné zabyvat tfidou matic tvaru
T, = (D —wL) '[(1 —w)D +wU]. (20)
Pro w > 0 mohou nastat tyto situace

0 <w<1 iteracni metody se nazyvaji metodami dolni relaxace,
w =1 Relaxacni metoda totozna s Gaussovou-Seidelovou metodou,

1 <w iteracni metody se nazyvaji metodami horni relaxace, nebo

SOR.
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Parametr w v prvnim pripadé se uziva pokud Gaussova-Seidelova metoda
nekonverguje. Parametr 1 < w se aplikuje pro zrychleni konvergence Gausso-
vy-Seidelovy metody.

Maticovy zapis Relaxa¢ni metody je
xF1 = (D — wL) '[(1 — w)D + wU]x* + w(D — wL) 'b. (21)

Vztah (21) mutZeme pfepsat pii oznaCeni matice T, vztahem (20) a vektoru

g, = w(D — wL) 'b na rovnici
x" =T x"+g,. (22)

Po jednotlivych slozkach lze Relaxa¢ni metodu zapsat

i—1 n
w
k+1 _ k k+1 k
i = (1 —w)xf + . b; — E Ty — E iy | - (23)
" j=1 j=i+1
Vztah (22) lze vyuzit pro jakkoliv rozsahly systém, my si v nasledujicim ptikladé
uvedeme nazorné odvozeni matice T, a vektoru g, pro systém tii linearnich
rovnic o tfech neznamych. Pro rozsahlejsi nebo mensi systémy mizeme pouzit

vztah (23) a nebo m-file uvedeny na konci této podkapitoly.

Piiklad 2.9. Uvedte obecné odvozeni tvaru matice T, a vektoru g, ze vztahu (22)

pro systém Ax = b, kde matice A € M a vektor b € R3.

Reseni
Ze vztahu T, = (D — wL)'[(1 — w)D 4 wU] pro iteraéni matici této metody

s <1y . . , . 1
odvodime nejdiive inverzi rozdilu matic (D — wL)

a1 0 0 -

(D—wL) ™ = | anw as 0 -

a31W azaW as3

2
Q220433 —Q21033W «A21A32W" — A22A31W

1
= — 0 11033 —dailagaw =

11022033
0 0 a110a922
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_az0m 0 0

a11a22a33
_ _a210a33W a11a33
= a11a22a33 a11a22a33 0 (24)
az1azaw?—ageasiw _ _a11a3ow a11a22
a11a22a33 (11022033 (11022033
a nasledné také
(1 — w)an —Q12W —a13W

[(1 — CU)D -+ CL)U] = 0 (1 — W)(IQQ —a3W . (25)

0 0 (]_ - (,U)agg

Maticovym nésobenim matic (24) a (25) vypocitdme matici T, takto

a22a33 0 0
a11a22033
T — _ _G21033W aijaszs 0
w T a11a22a33 a11a22a33 ><
aziazaw?—ageaziw _ _aiiasow aiiaz
a11a22a33 a11a22a33 a11a22a33
(1 — w)an —Q12W —a13w
X 0 (1 — UJ)(IQQ —Q9o3W =
0 0 (]_ - (,U)agg
(1-w) 2(1—w)— (1-w) r
(1 — w) _e2awil—w) a21a32wW w)—az2a31w(l—w
a2z a22a33
. _appw  @12021w3+aiiaze(1-w) a12a22a31w? —a12a21a32w3 —a11az2az2w(l—w)
- ail a11az2 a11a22a33
_ a13w a1zaiw’—ajiaszw  a13w?(a22a31—as1azaw)taii(azzazow? +assaszs(1—w))
a1 aiiazz 11022033

Pro vpocet vektoru g, musime vynasobit w(D — wL) ™" s vektorem (by, by, b3)”

a22a33 0 0 b
a11a22a33 1
o _ _a21a33W a11a33 0 b .
gw = W a11a22a33 aii1azzass 2| =
2
(21032W°—022031W __ _G11032W  _ (11022 bs
a11a22033 611a22a33 (11022033
biw
a11
. —ag1bjw?+a11byw (26)
- ai11a22 .
2 2
az1azabiwd—agsazibiw?—ajjagsbrw?+ar1a22bsw
a11a22a33

)

Nyni mé smysl zabyvat se dvéma otazkami tykajicimi se konvergence posloup-

nosti {x*} generované vztahem (22).
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1. Pro které hodnoty parametru w bude posloupnost {x*} konvergovat?

2. Jaka je optimalni volba parametru w, k tomu aby byla konvergence po-

sloupnosti {x*} co nejrychlejsi?
Odpovéd na prvni otdzku ndm dava nasledujici véta.
Véta 2.8. Necht a; #0,i=1,...,n. Pak
p(Ty,) > Jw — 1], (27)
kde T, je tvaru (20).
Dikaz viz [2] str. 148.

Poznamka 2.3. Z véty 2.8 vyplyvé, jaky interval hodnot w miZeme uvazovat.
Pro spektralni polomér matice p(T,,) musi platit vztah p(T,) < 1 z véty 2.1, aby
posloupnost x* konvergovala k piresnému feseni x*. Vime také, Ze pro spektralni
polomér p(T,) plati vztah (27). Spojenim téchto dvou vztahi vznikd nerovnice
lw — 1| < p(T,) < 1. Z ni vyplyva, Ze pokud méa posloupnost x* konvergovat,
pak pro relaxa¢ni parametr w musi platit |w — 1| < 1. Hodnoty w, které vyhovuji
této nerovnici, jsou w € (0,2). Z hlediska konvergence budeme tedy uvazovat

relaxa¢ni parametr w pouze v intervalu (0, 2).

Postacujici podminky pro konvergenci relaxacni metody udavaji véty 2.9 a 2.10.

Obé nésledujici véty jsou citaci z [2] str. 149 a str. 151.
Véta 2.9. Pro pozitivné definitni matici A plati p(T,) <1 proV w € (0,2).

Relaxac¢ni parametr pro matice z véty 2.10 je optiméalni z hlediska nejrychlejsi

konvergence posloupnosti {x*}.

Véta 2.10. Necht matice A je tridiagondlni pozitivné definitni. Pak pro spekt-
rdlni poloméry plati p(Tg) = p*(T3) < 1 a optimdini hodnota relazacéniho para-

metru je

(28)

2
= wO = .
T /1- (Ty)

Pri splnénd téchto predpokladi je p(T,) =] 1 —w |.
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P#iklad 2.10. Reste soustavu linearnich rovnic

3ZE1+JZ2:9
2$1+31’2+1’3 =14

21’2+3$3 =9

Relaxac¢ni metodou. Déle vypocitejte pocet iteraci k nutnych k nalezeni dostatec-
ného priblizeni posledni provedené aproximace x* k pfesnému feseni x* s presnosti

€ = 107° pomoci Relaxaéni metody.

Reseni

PFesnym FeSenim této soustavy je x* = (2,3,1)”. Matice tohoto systému splituje
predpoklady véty 2.10, protoze je tfidiagonalni a pozitivné definitni. Prvni vlast-
nost pozname jiz z koeficienti soustavy linearnich rovnic. Druhou si dokazeme

podle Sylvestrova pravidla. Pokud tedy pro matici

310
A=|231],
023

plati
det(A;) = |3|=3>0,

31 310
023

pak dle Sylvestrova pravidla je matice A pozitivné definitni. Pro spektralni po-
loméry itera¢nich matic Ty a Tq plati p(Tq) = (p(T3))? < 1.

Optimalni hodnota w je

2

T (@)

Spektralni polomér iteracni matice T, pro optimalni hodnotu w vypocitame

vztahem

IO(TUJopt) =]1- w0pt|‘ (29)
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Pro urceni hodnoty spektralniho poloméru p(T,, ) potfebujeme nejdiive znat
spektralni polomeér Jacobiovy metody. Ten uré¢ime pomoci vlastnich ¢isel z Jaco-

biovy itera¢ni matice

Ty=1 —

owiNn O
owi— O

Wi O wlr
|

Vlastni ¢isla této matice jsou \; = —%, A= 0,3 = % Spektralni poloméry
jsou p(Ty) = 2 a p(Tg) = 5. Optimalni hodnotou relaxa¢niho parametru tedy

je
2
Wopt = ————————— = 1.0550.
14+4/1—3

Po dosazeni této hodnoty do vztahu (29), bude hodnota spektralniho poloméru
p(Ty,,.) = |1 —1.0550] = 0.0550. Uzitim véty 2.10 jsme tedy dokézali, Ze po-
sloupnost x* bude konvergovat k presnému feseni.

Pro relaxa¢ni metodu ze vztahu (23) plati

¥ = —0.05502% 4 0.3517(9 — x5),
28 = —0.055025 4 0.3517(14 — 2281 — 2b),
28T = —0.05502% 4 0.3517(9 — 2251,

Abychom mohli nasledné vypocitat pocet iteraci £ nutnych pro dosazeni apro-
ximace TeSeni soustavy linearnich rovnic pomoci Relaxa¢ni metody s presnosti e,
musime nyni ziskat matici T, vektor g, a z nich vypocitat jejich normu ma-
tice a vektoru. Iteracni matici T, ziskdme z odvozeného vztahu v prikladu 2.9,

protoze jeji stupen je n = 3

_ 11 _ 3517 0
200 ~ 10000

T — 387 1923 _ 3517

w = | 10000 10000 ~ 10000

a7 1353 1923

T 625 10000 10000

Norma matice T,, se rovné ||T, || = max {0.4067,0.5827,0.3548} = 0.5827.
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Vektor g, Relaxaéni metody ze vztahu (26) je

3

o 25567
v = 10000
6009
5000

Normou vektoru g, je ||g8.||lc = max{3,2.5567,1.2018} = 3. Za pocatecni
aproximaci dosadime tedy x° = g, = (3,2.5567, 1.2018)T, abychom vyhovéli

podminkam i pro nésledné uplatnéni ve vztahu (6), a dostdvame

zt = —0.0550 - 3+ 0.3517 - (9 — 2.5567),
xh = —0.0550 - 2.5567 + 0.3517 - (14 — 2- 2.1011 — 1.2018),
73 = —0.0550 - 1.2018 + 0.3517 - (9 — 2 - 2.8826).

Hodnoty prvni iterace jsou x' = (2.1011,2.8826,1.0716)”. Druhou iteraci vypo-

¢itdme nasledovné

z] = —0.0550 - 2.1011 + 0.3517 - (9 — 2.8826),
x5 = —0.0550 - 2.8826 + 0.3517 - (14 — 2 - 2.0359 — 1.0716),
x5 = —0.0550 - 1.0716 + 0.3517 - (9 — 2 - 2.9563).

Vektoru druhé iterace odpovidaji hodnoty x? = (2.0359, 2.9563, 1.0269)”". Pro na-
zornost jsme uvedli pouze tyto dvé iterace a nasledujici mizeme ziskat pres m-file
uvedeny za timto prikladem.

Po provedeni obdobnych tvah jako v piikladu 2.2 dostavame ze vztahu (6)

tuto nerovnici

1T

[l — x| < S
1 — [Tl

lgull <

do ni dosadime odpovidajici hodnoty a vznikd néasledujici nerovnice

( 5827 )k+1
10000 -5

10000
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Provedeme pottebné tipravy, abychom mohli vyjadrit hodnotu &, a ziskdme vztah

5827 71889
k4 Dlog [ 20 < 1og (107%) — log o0
(k+1) Og(mooo) < log (10°77) —1og 75555
" —logg—éﬁﬁg .
582 :
log<10000)

Zjistili jsme tedy ze k > 23.9693 a je tedy potiebné provést alespon k = 24 ite-
raci, abychom doséhli dostate¢ného piibliZzeni posledni provedené aproximace x*

k presnému feseni s presnosti e.

I posledni uvedeny m-file 2.3 jsem naprogramovala sama v Matlabu. Tento
m-file fesi soustavy n linedrnich rovnic o n neznamych Relaxa¢ni metodou s pa-
rametrem w, ktery musi nalezet intervalu (0, 2). M-file 2.3 mé obdobné vlastnosti
jako predchozi dva m-fily, tj. ovéfuje rozmeéry vstupnich parametri, v pripadé
prazdnosti po¢atecéni aproximace, plati také x° = g,. Je v ném znovu aplikovano
zastavovaci kritérium z prvniho bodu poznamky 2.2 a maximélni pocet iteraci
je 10000. Také plati, ze program vypiSe pocet provedenych iteraci k se zada-
nou presnosti € a posledni realizovanou iteraci, pokud bude soustava linearnich
rovnic konvergovat. Jinak zastavi vypocet a vypise hlaseni o divergenci metody.
I v m-filu 2.3 je pocet iteraci k£ odlisny od poctu iteraci k v piikladech pocitanych
ruc¢né. Je tomu tak z divodu pouziti jiného zastavovaciho kritéria. V m-filu 2.3

miizeme zadavat rizné pocatecni aproximace, relaxacni parametry a odchylky e.
M-file 2.3.

function [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

%» Relaxalni metoda pro FeSeni systému linedrnich rovnic

% vstupni data: A matice tvofend koeficienty soustavy rovnic
% b vektor pravych stran dané soustavy rovnic
YA x0 pocCatelni aproximace

yA W relaxadni parametr

yA eps pozadovanad pfesnost epsilon

% vystupni data: x hledana iterace

yA k pocCet provedenych iteraci
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% ureni rozméru vstupnich hodnot
n=size(A,1);
nl=size(b,1);
n2=size(x0,1);
% maximdlni polet provedenjch iteraci
K=10000;
% ové¥eni rozmérli A a b, kladnosti eps, zda w ndlezi (0,2)
if (n==nl1 && eps>0 && w > 0 && w < 2)
% mezivypolty, kterjmi ziskéme matice D, L a U
a=diag(A);
D=diag(a);
L=(tril(A)-D)*(-1);
U=(triu(A)-D)x(-1);
X=D-wxL;
% vipoCet Tw,g pro Relaxalni metodu
Tw=X\ ((1-w)*«D+w«U) ; % \ inverzni matice
g=X\ (wxb) ;
spekt=max (abs(eig(Tw))) ;
if (spekt>=1)
disp(’Info: Zvolte jinou metodu.’);
error (’Chyba: Posloupnost je divergujici!’);
end
% ovéfeni zda je neprazdnd pocatelni aproximace xO0
if (isempty(x0)==1)
% pocatelni aproximace je prazdnd, pro vypolet uZijeme g
X=g;
else
x=x0; % naclte vektor ze vstupu

if (n~=n2)
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error (’Chyba: Zkontrolujte zda odpovida rozmér poclatelni
aproximace x0 a vektoru b!’)

end
end
% VypoCet iteraci, maximdlni polet iteraci K
for k1=0:K

z0=x;

for i=1:n

% pro s&itdni vypolitanjch prvkd pfi nasobeni

h=0;
for j=1:n
h=h+Tw(i,j)*x(j); % vypolet x pro 1 ¥adek
if j==
x(i)=h+g(i);
end
end
end
zl=x;

odchylka=norm(z1-z0) /norm(z0) ;
if (odchylka<eps)
disp(’Info: Konec vijpoltu, byla dosaZena poZadovand
pfesnost.’);
k=k1+1;
break;
end
end
else
error (’Chyba: Zkontrolujte zda odpovida stupeil matice A a rozmér
vektoru b, zda omega nalezi intervalu (0,2), nebo zda je

kladné epsilon!’)

o1



end

end

*

Nyni budeme fesit piiklad 2.10 pomoci m-filu 2.2. Abychom si ale pfed-
vedli uzitecnost Relaxa¢ni metody, uzijeme také m-file 2.3. Piesnost s jakou hle-

k

ddme aproximaci x* zvolime € = 1075 a hodnotu relaxa¢niho parametru zvolime

w = 1.0550.

Piiklad 2.11. Z piikladu 2.10 vime, Ze spektralni polomér p(Tg) < 1. Pak
dle véty 2.4 plati, ze Gaussova—Seidelova metoda pro tento systém konverguje.
Konvergenci Relaxa¢ni metody jsme si ovérili v prikladu 2.10. Nyni do Matlabu

vlozime potfebné vstupni parametry a zavolame m-fily.
Reseni

>> A=[3 1 0;2 3 1;0 2 3];
>> b=[9;14;9];
>> x0=[ 1;
>> w=1.0550;
>> eps=0.00001;
>> [x,k]=GAUSSOVA_SEIDELOVA(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozadovanad pIesnost.
x =
2.0000 3.0000 1.0000
k =
11

>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosaZena poZadovanad pfesnost.
X =

2.0000 3.0000 1.0000
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Relaxac¢ni metoda konverguje rychleji nez Gaussova—Seidelova, protoze rela-

xacni parametr w je vétsi nez jedna.

)

Z divodu prehlednosti nebudeme m-file pouzivat pro vétsi systémy nez stupné
n = 5, ale lze je uzit na jakkoliv rozsahly systém n lineadrnich rovnic o n nezna-

mych. V ptikladu 2.12 pouzivame m-file 2.3 pro soustavu stupné n = 4.

Priklad 2.12. Reste systém Ax = b tvaru

402 —25 10 63 386 147
| 84286 73 10 | -2 o | 258
A=1 19 99347 49| P=| 50| ¥ = | 201
198 84 76 951 —9345 159

s pocatecni aproximaci x° Relaxa¢ni metodou. Piesnost hledané aproximace x*

zvolime € = 1072, Jak se bude Relaxa¢ni metoda chovat, pokud budeme pouzivat

relaxacni parametr pro dolni a horni relaxaci?

Reseni
Zadame do Matlabu potfebné vstupni parametry. Protoze nemame zadany pfesny
parametr w, zkusime chovani metody postupné pro w; = 0.0100,wy = 0.5000,

w3 = 0.9000, ws = 1.3000, ws = 1.7000 a we = 2.1000.

>> A=[402 -25 10 63;84 286 73 10;19 29 347 49;198 84 76 951];
>> b=[386;-277;4559;-9345] ;

>> x0=[147;258;201;159] ;

>> eps=1.0000e-012;

>> w=0.0100;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozadovanad pIesnost.
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2.0000 -5.0000 15.0000 -11.0000

2836

>> w=0.5000;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)
Info: Konec vjypoctu, byla dosazena poZadovana pfesnost.
x =
2.0000 -5.0000 15.0000 -11.0000
k =
49

>> w=0.9000;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosazena pozZadovana pfesnost.
x =
2.0000 -5.0000 15.0000 -11.0000
k =
18

>> w=1.3000;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)
Info: Konec vypocltu, byla dosaZena pozadovand pIesnost.
X =
2.0000 -5.0000 15.0000 -11.0000
k =
34
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>> w=1.7000;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozadovand pIesnost.

X:

2.0000 -5.0000 15.0000 -11.0000
k:

2681
>> w=2.1000;

>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

7?7 Error using ==> RELAXACNI at 78

Chyba: Zkontrolujte zda odpovida stupeinl matice A a rozmér vekto-
ru b, zda omega ndlezi intervalu (0,2), nebo zda je klad-

né epsilon!

Pfesnym feSenim tohoto systému je x* = (2, —5,15, —11)". Relaxaéni metoda
tohoto systému pro w blizké nulovym hodnotam konverguje s danou presnosti,
ale az pii velkém poctu provedenych iteraci. Pro w blizké 1 konverguje rychleji.
Naopak ¢im vice se relaxacni parametr blizi hodnoté 2, tim je nutné provést vice
iteraci pro dosazeni hledané aproximace x* s piesnosti e. Také jsme si ovérili, ze

tento m-file vypise chybové hlaseni pro w > 2.

)

Relaxacni metoda, jak jiz bylo feceno, mitize pro nékteré soustavy linearnich
rovnic konvergovat i v pfipadé, ze Gaussova—Seidelova metoda diverguje. Tento

pripad charakterizuje nasledujici priklad.

Priklad 2.13. Reste nasledujici systém Ax = b s danou pocateéni aproximaci x°

2 3-32 6 20
1111 2 0 9
A=1lg g 91| P=|o] X =] o

1-1 12 0 4
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Gaussovou—Seidelovou a Relaxa¢ni metodou s piesnosti e = 10™%. Pro Relaxac¢ni

metodu pouzijte parametr w = 0.1517.

Reseni
Pfesnym FeSenim je x* = (—2,2,0, 2)T. Nyni zadame vstupni parametry do Matlabu

a zavolame m-fily.

> A=[23-32;1111;3321;1-112];

>> b=[6;2;2;0];

>> x0=[20;9;-24;4];

>> eps=0.0001;

>> [x,k]=GAUSSOVA_SEIDELOVA(A,b,x0,eps)
Info: Zvolte jinou metodu.

7?77 Error using ==> GAUSSOVA_SEIDELOVA at 34

Chyba: Posloupnost je divergujici!

>> w=0.1517;

>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozZzadovanad pfesnost.
X =

-1.9952 1.9976 -0.0010 1.9975

2020

Gaussova—Seidelova metoda pro tento systém tedy diverguje. Relaxacni me-
toda pii vhodné volbé relaxacniho parametru bude konvergovat k presnému fe-

Senl.
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3 Analyza metod

V této kapitole budeme uzivat uvedené m-fily z predchozi kapitoly na rtiznych

systémech linearnich rovnic Ax = b a porovnavat dosazené vysledky.

Priklad 3.1. PouZijte vSechny t¥i uvedené m-fily na tuto matici A a vektor b

s danou poc¢ateéni aproximaci x°

10-2 2 1 17 _5
[-110-2 3 | -2 o | 4
A=l 1 T 901 P=| o =] ¢
2-2 1 10 36 9

Hledejte aproximaci x* presného FeSeni s presnosti € = 1072. Pro Relaxa¢ni me-

todu pouzijte volbu parametra w; = 1.0123 a wy = 1.7000.

Reseni
Pfesnym feSenim je x* = (1, —2,0,3)T. Zadame obdobné jako v predchozich

prikladech vstupni parametry a zavolame m-fily.

>> [x,k]=JACOBY(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosaZena poZadovanad pfesnost.
x =
0.9953 -1.9969 -0.0010 3.0016
k =
4

>> [x,k]=GAUSSOVA_SEIDELOVA(A,b,x0,eps)
Info: Konec vypoctu, byla dosazena pozZadovana pfesnost.
x =
0.9996 -1.9999 -0.0000 3.0000
k =
4
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>> w=1.0123;
>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)

Info: Konec vypoctu, byla dosaZena pozadovand pIesnost.

X:

0.9982 -1.9998 -0.0000 3.0000
k:

4
>> w=1.7000;

>> [x,k]=RELAXACNI(A,b,x0,w,eps)
Info: Zvolte jinou metodu.
??? Error using ==> RELAXACNI at 37

Chyba: Posloupnost je divergujici!

Na tomto systému jsme si ukézeli, ze i kdyz Jacobiova i Gaussova—Seidelova
metoda konverguji, mize Relaxa¢ni metoda v zavislosti na relaxa¢nim parametru
divergovat. Zde pro w = 1.0123 Relaxa¢ni metoda konverguje, ale pro w = 1.7000

diverguje.
[ )

Priklad 3.2. Porovnejte pro dany systém, jak ménici se € ovliviiuje presnost
a pocet provedenych iteraci pfi pouziti vSech tii metod pro stejnou pocatecni

aproximaci. Relaxa¢ni parametr je w = 0.4514. Je déno

795 59 27 27 645 —30346 26

0795 45442 16 44304 —64

A= 0 0795 54 64 |,b= 18518 |, x°= 24
0 0 0795 21 6300 92

70 0 0 079 27825 —46

Reseni
Vysledky prehledné usporadame do nésledujici tabulky. Pfesnym fesenim tohoto
systému je vektor x* = (—71,50,20,7,35)".
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€ JACOBIOVA | GAUSSOVA-SEIDELOVA | RELAXACNI
k=3 k=3 k=7

xF=-75.9487 xF= -76.1877 xF= -65.8364
10-1 49.8880 49.8856 44.0472
19.5188 19.4953 19.8025
6.8421 6.8343 8.3590
41.6873 41.7142 39.1292

k=5 k=5 k=17
xF=-76.6410 xF=-76.6432 xF=-76.5216
103 49.9924 49.9928 49.9579
19.4691 19.4690 19.4755
6.8219 6.8218 6.8283
41.7483 41.7485 41.7233

k=10 k=9 k=42
xk= _76.6457 xk= _76.6457 xk= _76.6457
108 49.9934 49.9934 49.9934
19.4688 19.4688 19.4688
6.8217 6.8217 6.8217
41.7487 41.7487 41.7487

Relaxac¢ni parametr je mensi nez jedna, a proto Relaxacni metoda konverguje
pomaluji nez Gaussova—Seidelova metoda. Je nazorné, ze ¢im vice se bude blizit

presnost € k nule, tim vice probéhne iteraci a aproximace x* bude tim presnéjsi.

)

Priklad 3.3. Porovnejte jak zmény pocatecnich aproximaci ovliviiuji pocet pro-

vedenych iteraci k pfi pouziti vSech tii metod. Je dano

49 —4 4 22 2 1150

2 9 2 -2 2 —69
A=]-1 1 18-11 1|, b= —828]{,

3 3 33 43-3 976

—2 2-34 450 959

s presnosti € = 0.0010 hledané aproximace x* a parametrem w = 0.7898.

Reseni
Vysledky jsme opét z divodu prehlednosti usporadali do tabulky. Pfesnym fese-
nim je x* = (8,1, —22,40,15)".
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x! JACOBIOVA | GAUSSOVA-SEIDELOVA | RELAXACNI
169 k=17 k=12 k=8
959 xF= 8.0672 xF= 8.0741 xF= 8.0755
114 3.8174 3.8074 3.8123
330 -22.0613 -22.0699 -22.0665
0 38.8850 38.8919 38.8893
1.2375 1.2352 1.2343
7 k=16 k=11 k=8
58 xF= 8.0679 xF= 8.0747 xF= 8.0754
o 3.8163 3.8067 3.8139
06 -22.0622 -22.0706 -22.0671
15 38.8857 38.8924 38.8892
1.2369 1.2354 1.2338
9593 12:22 1;:15 12:11
0874 xF=8.0743 x*=8.0666 x*=8.0759
6391 3.8057 3.8163 3.8137
1593 -22.0706 -22.0612 -22.0671
0538 38.8933 38.8859 38.8892
1.2313 1.2328 1.2338

Relaxac¢ni parametr je jen o malo mensi nez jedna, a proto Relaxa¢ni metoda
pro tento systém konverguje rychleji nez Gaussova—Seidelova metoda. Provedené
vypocty prokazaly, ze priblizeni se presnému feseni a pocet potiebnych iteraci &

je zavisly na pocatecni aproximaci x°.

0
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ZAavér

Primarnim cilem této bakalarské prace bylo nastudovat pro mne nové Iteracni
metody pro feseni systémil linedarnich rovnic. Préaci zpracovat tak, aby mohla
slouzit jako studijni material pro studenty se zakladnim kurzem linearni algebry.
Dalsim neméné dilezitym cilem bylo nastudovat moznosti feseni systémi linear-
nich rovnic pomoci téchto metod, predvést je na vlastnich piikladech a zapracovat
do této prace vlastnorucné vytvorené m-file v  matematickém softwaru Matlab.
Doufam, ze tyto cile byly dostatecné splnény.

V této bakalarské praci je prezentovan nezbytny tvod k pochopeni Iterac-
nich metod. Dale jsou zde uvedeny tii zakladni iteracni metody, kterymi jsou
Jacobiova, Gaussova—Seidelova a Relaxacni metoda. Ke kazdé z nich jsou uve-
obohacena o priklady pocitané rucné, o m-fily samostatné vytvorené a posléze
i priklady pocitané pomoci téchto m-fili. V posledni kapitole jsem se snazila
dostate¢né porovnat zminéné t¥i metody pomoci aplikovani vytvorenych m-fili
na ruzné priklady.

Ptinosem pri tvorbé této bakalarské prace pro mne bylo blizsi seznameni s jed-
nou z Casti numerické matematiky, prace se zpracovavanim odborné literatury
a zdokonaleni mych dovednosti s typografickym programem IXTEX, ve kterém je
prace vysazena. Samoziejmé jsem musela pfekonavat i rizné pfekazky, jednou
z hlavnich byla prace v matematickém softwaru Matlab. Po usilovné pili a snaze
jsem snad ale zptisob prace v tomto softwaru dostatecné pochopila.

Vérim, ze tato prace poslouzi nejen mé, ale i mnoha dalSim ¢tenaitm, pro zis-

kani mnoha uzite¢nych informaci.
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