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Uvod

Regresni analyza je jednou z nejpouZzivanéjSich a nejznamé;jsich statistickych metod, uvadi
se, Ze dokonce naprosta vétSina aplikaci je néjakou formou regresnich metod. Naléza
Siroké uplatnéni v mnoha oblastech bézného Zivota, nejcastéji ve spoleCenskych védach.
Pocatky regresni analyzy jsou dokumentovany jiz z let 1877 az 1885, kdy se antropolog
ameteorolog Francis Galton zabyval vztahem mezi vyskou otcl a jejich prvorozenych
synd.

Hlavnim cilem této prace je sezndmeni s linedrni regresni analyzou a jejimi aplikacemi na
vybrana data z oblasti financi. Tato prace je rozdélena do ¢tyt kapitol.

V prvni kapitole se seznamime s cili regresni analyzy a obecnym postupem pfi regresni
analyze. Dale se budeme vénovat jednoduché linearni regresi, kde si vysvétlime princip
metody nejmensich ¢tvercii a také definujeme jednoduchy linearni model. Budeme se také
zabyvat mnohondsobnou linearni regresi a ur¢enim mnohonasobného regresniho modelu.

Jakmile urc¢ime regresni model, velice dilezitd soucast regresni analyzy je zhodnoceni
kvality modelu. Timto se budeme zabyvat ve druhé kapitole, kde se seznamime s rtiznymi
statistickymi nastroji, které urcitym zpisobem dovoluji hodnotit vyuzitelnost regresniho
modelu.

Ve treti kapitole se zabyvam regresni diagnostikou, kde si pripomeneme predpoklady
regresntho modelu a podivame se bliZe na rezidua, kterd slouZi k hodnoceni kvality
modelu, ale i k posuzovani splnéni predpokladi zvoleného regresniho modelu.

V posledni kapitole tyto teoretické dovednosti vyuZijeme pro aplikaci na konkrétni data
z oblasti financi. Ke zpracovani téchto dat pouzijeme R software, zakladni informace o R
jsou také uvedeny v této kapitole.



1 Regresni analyza

Tato kapitola zabyvajici se regresni analyzou je zpracovana pomoci zndmych kniznich
zdroji, jsou zde vyuzity zdroje [1], [4], [6] a internetovy zdroj [9].

Pojem regrese se pouziva ve statistice ke zkoumani vztahu mezi jednou ndhodnou
veli¢inou na jedné strané (zavisle proménna) a jednou nebo vice nahodnymi veli¢inami na
strané druhé (nezavisle proménné, regresory), tedy zkoumdani zavislosti vysvétlované
proménné na proménnych vysvétlujicich. Hlavnim udkolem je najit ,idealizujici”
matematickou funkci tak, aby co nejlépe vyjadiovala charakter zavislosti. Tato
matematicka funkce se nazyva regresni funkce.

Ukolem regresni analyzy je poznani vztahi mezi statistickymi znaky. Vychodiskem
k popisu statistickych zavislosti jsou statistické udaje. Statisticky soubor n pozorovani
sledovanych statistickych znakti mtizeme ziskat riznymi zptisoby:

e Udaje jsou ziskdny pozorovanim n statistickych jednotek, priCemz statisticky
soubor byl prostorové, casové i vécné vymezen,

e Udaje jsou ziskdny pozorovadnim urcité statistické jednotky vn casovych
okamzicich ¢i intervalech,

e pozorovani vznikla n-ndsobnym opakovanim urcitého pokusu provadéného za
stejnych nebo ptibliZné stejnych podminek.

S uvedenym hlavnim tkolem regresni analyzy souvisi rada dil¢ich tikoli. Nékteré z nich
jsou:

e shromaZdit a matematicky formulovat apriorni predstavy o charakteru regresni
funkce,

e formulovat nase predstavy (predpoklady) o souhrnném plisobeni neuvazovanych
statistickych znakij,

e odhadnout empirickou regresni funkci na zakladé statistickych pozorovani,

e posoudit kvalitu empirické regresni funkce z hlediska dtivodi a cilt statistického
zjistovani.

1.1 Postup

Regresni analyza ma nékolik krokt

1. Jako prvni krok je nutno urcit, jakou tlohu mame resit.

2. Na této uvaze zavisi dalsi dilezité kroky, jako jsou predevSim vybér proménnych
a specifikace modelu.

3. Vybér potencialné relevantnich proménnych a sbér dat

V této fazi je treba vybrat nezavislé proménné, které by mohly mit vliv na zavislou
proménnou. Do vybéru je lepsi zahrnout i proménné, o jejichz relevanci si nejsme jisti.
Regresni analyza ndm umoziiuje tuto relevanci testovat a popripadé je tak mutzeme
z modelu vyradit. Pro kazdou z n statistickych jednotek v nasi uloze ziskame k + 1 hodnot
pro k nezavisle proménnych a jednu zavisle proménnou. Usporadanim dat pro nezavisle



proménné po fadcich (co radek, to jedno pozorovani) do matice o n fadcich a k sloupcich
ziskame tzv. matici planu, ktera se znaci X.

4. Specifikace modelu

Tato ¢ast je velmi obtiZna a ¢asto rozhodujici, nebot nevhodné zvoleny model muze vést
k zavadéjicim vysledklim. Zde je Casto potieba spoluprace statistika s odbornikem v
oboru, jenZ ma znalosti o vztazich mezi velicinami. Modely je moZné zpétné validovat a Ize
i porovnavat dva rizné modely. Tim dospéjeme k takovému modelu, jenz nejlépe popisuje
situaci.

5. Odhad regresnich parametr

Nasleduje samotny vypocet regresnich koeficienti S1, Sz, ..., Bn. NejCastéji se uziva tzv.
metoda nejmensich ctverci. Za jistych predpoklad, jeZ je nutné znat a ovérit, tato metoda
dava spolehlivé odhady regresnich koeficientd.

6. Zhodnoceni kvality modelu a uZiti modelu k feSeni tllohy

Po tspésném zjisténi presné podoby regresni rovnice lze pro kazdé pozorovani vyjadrit
takzvané reziduum, tedy rozdil skutecné hodnoty zavislé proménné a vysledku
vypocteného na zakladé modelu. Za pomoci rezidui i za pomoci rezidudlniho souctu ctvercti
(SSE) mizeme odhadnout, zda je model spravné sestaven, a porovnat ho s jinymi.
A samoziejmé nejlepsi kontrolou jsou redlna data, kterd (ne)koresponduji s vysledky
modelu. Je-li model shledan dostate¢né kvalitnim, mtzeme jej uzit k reSeni tlohy.

1.2 Jednoducha linearni regrese

Jednoducha linearni regrese je statistickd metoda, ktera ndm umoziuje shrnout a studovat
vztahy mezi dvéma souvislymi (kvantitativnimi) proménnymi. Jedna proménnjg,
oznacujeme ji x, je povazovana za nezavisle proménnou neboli vysvétlujici proménnou.
Druha proménna, oznacena y, je vysledek reakce (zavisle proménna). Jednoducha linearni
regrese, se nazyva jednoduchg, protoze studium se tyka pouze jedné nezavisle proménné
X.

Nejjednodussi a nejcastéji pouzivana je primkova regrese, méli bychom charakterizovat
jeji rovnici, ktera ma tvar

Vi = Bo + P1x;

Mame tedy data a vzajemnou zavislost chceme vystihnout pomoci primky. Nastava tedy
otazka, jak nejlépe primku daty prolozit. Tedy jak urcit parametry £ a f1. Pfimka nemtize
prochazet vSemi body zaroven, chtéli bychom vSak takové proloZeni, které néjakym
zplsobem nejlépe vystihuje pribéh dat. Je tfeba urcit souhrnnou miru, kterd bude

vivs

¢tvercu.



1.2.1 Metoda nejmensich ¢tverci
Cilem metody je najit vyrovnavaci (odhadovanou) primku, jejiZ rovnice ma tvar
Vi = Bo + Brx;

kde x; oznacuje predpokladanou hodnotu pozorovaného objektu a y; je predpokladany
vysledek pozorovaného objektu. Parametry fo a f1 musime zvolit tak, abychom ziskali co
nejméné rozptyleny soubor odchylek e;, tzv. reziduadlnich chyb, metoda spociva
v minimalizaci souct kvadrati rezidui.

e; =Y — Vi

Soucet ¢tvercu rezidui:
n
_ 532
Q= Z(}’i -9
i=1

Q= (i = (Bo +frx))?
i=1

Soucet ¢tverci Q je funkci nezndmych parametrd. Pro urceni jeho minima je nutné
vypocitat prvni parcidlni derivace podle o a 51 a ty potom poloZit rovny nule. Nahradime-
li B;jejich odhady bj, dostaneme

9Q -
b —ZZ(}’L' — by —byx;) =0
0 i=1
9Q C
=2 Z[(}’i — by —byx;) x;] =0
db; £

Danou soustavu upravime na tvar

i=1
n n n
sz}’i - bOin —b1zx12 =0
i=1 i=1 i=1
Pro odhady parametrt bo a by plati
n n
[= yi '=1xi _ _
by =222 _p B 5
0 n 1= Y = DX

Yica(xi =i —¥)

b, = -
! i (= %)?

Tatéaz uloha, ale v maticovém zapisu. Hledame piimku y = by + b, x. AZ ji najdeme, bude
v bodech x; platit
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Yo = by + b1,

Y1 =bo + byxq

Vn = bg + byxy

Kde 9; jsou funk¢ni hodnoty vypoctené dosazenim x; do rovnice primky. Maticové mizeme
psat

Yo 1 xo
i1 x (bo)
: : b,
5}71. 1 le
CoZ oznacenim vektord a matice je
y=X-b

Je mozné ukazat, Ze normalnim rovnicim pro urceni koeficientti bo a b1 odpovida maticovy
Zapis
X'-y=X"-X-b
kde
Yo
[N
y=1:

In
jsou plivodni naméiené y-ové souiadnice zadavanych bodid. Odtud lze maticové psat
primo vzorec pro vypocet hledanych koeficientd bo a b1:

b = (by,b))T = (XTX) ' XTY
1.2.2 Jednoduchy linearni regresni model
Model mé podobu y; = By + B1x; + &, kdei=1, .., n

Y1 =PBo+ Pix1+e

Y2 = Bo+ P1xz + &

Yn = Bo + B1xn + &n

v maticovém zapisu

Y1 1 x &1

Y2 | _ 1 X (.30) n &2
: b1

Yn 1 Xn &n



kde

e yijsou hodnoty zavisle proménnj,

e Xx;jsou hodnoty nezavisle proménné (regresoru),

e [, f1jsou neznamé parametry (které se snazime odhadnout),
e ¢&je ndhodnad sloZzka (rezidua).

Stanovme si predpoklady ohledné rozdéleni y:

1. Linearita: Pro kazdou ndhodnou veli¢inu y; plati, Ze jeji stfedni hodnota leZi na
skute¢né regresni pfimce.
2. Homogenni rozptyl: VSechna y; maji stejny rozptyl.

w

Nezavislost: NAhodné veli¢iny y; jsou navzajem nezavislé.
4. Normalita: Ndhodné veliiny y; maji proi=1, 2, ..., n normalni rozdéleni.

V pripadé regresniho modelu ve tvaru:

Vi = Bo+ Bixi + &

by mély byt navic splnény nasledujici podminky:

* E(g)=0prokazdéi=1,2, .. n To znamend, Ze ndhodné slozky maji ve vSech
vybérech nulovou stfedni hodnotou.

* D(g) = o? prokazdéi=1,2,.., n. Rozptyl ndhodné sloZky je konstantni.

«  Cov(e;,g) =0 pro kazdé i # j, kde i, j = 1, 2, .., n. Kovariance ndhodné slozky je
nulova. Tedy hodnoty ndhodné slozky jsou nekorelované.

* Normalita, ndhodné slozky &; maji proi=1, 2, ..., n normalni rozdéleni.

* Regresni parametry 5; mohou nabyvat libovolnych hodnot.

* Regresni model je linearni v parametrech.

1.3 Vicenasobna linearni regrese

Posuneme se z jednoduché linedarni regrese s jednou nezavisle proménnou na
mnohonasobnou linedrni regresi s dvéma a vice nezavisle proménnymi. V. mnohonasobné
regresi mize byt potenciondlné velké mnozstvi nezavisle proménnych, je tedy efektivni
pouZit matice k definovani regresniho modelu.

Volba vhodného typu vicenasobné regresni funkce je obtiZznd. MozZnost zachyceni
grafického pribéhu zavislosti i logického posouzeni vhodného typu regresni funkce zde
odpada. Pti hledani tohoto vhodného typu se opirdme o matematicko-statisticka kritéria
(rtizné testy, smérodatné chyby regresnich koeficientli apod.), ktera nam obvykle umozni
najit ten nejvhodnéjsi.

JestliZe je zavisle proménnd y linedrné zavisla na kazdé z vysvétlujicich proménnych, které
jsou vzajemné nezavislé, pouzivame pro urceni vyvoje zavisle proménné mnohonasobnou
linearni funkci proménnych x;, x, ..., Xk

1.3.1 Vicenasobny linearni regresni model

Pro kazdou zvolenou kombinaci hodnot nenahodnych vysvétlujicich proménnych xi, xz,
...Xx je y nahodnou veli¢inou surcitym pravdépodobnostnim rozdélenim, konetnou
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sttedni hodnotou E(y) a skonetnym rozptylem D(y). Pro n kombinaci hodnot
nenahodnych vysvétlujicich proménnych se predpoklad zcela linearniho modelu zapisuje
jako n linearnich rovnic ve tvaru

Y1 = Bo + B1x11 + Paxiz + o+ PrXak + &

Y2 = Bo + B1Xa1 + BaXap + -+ BrXok + &2

Yn = BO + .lenl + ﬁzxnz + et ﬁkxnk + &
tedy ve tvaru
Yi = Bo + P1xix + BaXip + -+ BrXix + &
kdei=1, 2, .., n.

Rovnice miiZeme zapsat maticové

y=Xp+¢
Y1 1 x1 X Bo &1
y=(22 | x=(1 ¥ Fa) g (P
In 1 xp1 o Xy B én

* yjen-Clenny ndhodny vektor napozorovanych hodnot vysvétlované proménné y,

* X - nendhodna matice typu n x (k+1) zvolenych n kombinaci hodnot vysvétlujicich
promeénnych,

* P -je (k+1)-Clenny vektor neznamych parametr modelu,
* &-n-Clenny vektor nepozorovatelné rusivé (ndhodné) slozky.

Z uvedeného zapisu je vidét, Ze v n linedrnich rovnicich je p = k+1 neznamych regresnich
parametrd a n hodnot ndhodné slozky.

Z predchozi rovnice dostaneme pro vektor podminénych stiednich hodnot
E(y|X) = XB + E(¢]X) = XB
a pro kovarian¢ni matici

cov(y|X) = E{ly — EQIX)]ly — EQIX)]"1X} = E{[y — XBlly — XB]"|X}
= E{(e|X)(e|X)T|X} = %I

Neznamé parametry f lze odhadnou metodou nejmensich ctverct, tj. nalezeni takového
vektoru b, pro ktery je nejmensi rezidualni soucet ¢tverct (SSE) odchylek pozorovanych
hodnot od jejich odhadli z modelu

SSE = (y — Xb)T(y — Xb)

13



Polozime-li derivaci tohoto vyrazu podle vektoru b, tj.

dSSE 0 i}
=5 =35 'y — b"XTy — y'Xb + bTX"Xb) = %(—ZbTXTy + b"XTXDb)
= —2XTy + 2XTXb
rovnu nulovému vektoru, dostaneme soustavu normalnich rovnic
X"Xb=X"Ty

Za predpokladu, Ze kmatici XTX existuje matice inverzni, dostaneme vektor
odhadovanych parametra podle vztahu

b= (X"X)"1XTy

Takto urcené odhady se nazyvaji OLS-odhady (Ordinary Least Squares). Tyto odhady jsou
nestranné, nebot

E(b) = E(b|X) = X"X)'XTE(y|X) = X"X)"'X"XB =B

Vektor ¥ = Xb je linedarni kombinaci vektortl regresort, tj. lezi v prostoru (pfimce, roving,
nadroviné), jehoz dimenze je rovna poctu regresorti. Dosadime-li za b, dostaneme

y=Xb=XX"X)"'X"y = Hy

Matice H = X(XTX)" X" je matice projekce vektoru y do prostoru uréeného vektory
regresord. Pozadavek formulovany v metodé nejmensich ¢tvercii vlastné znamen3, Ze tato
projekce je ortogonalni. Pak tedy vektory ¥ a e = y — ¥ jsou ortogonalni vektory, tzn.
yTe = 0, o temZ se miiZeme presvédcit:

(Xb)"(y — Xb) = (b"X"y — b"X"Xb) = b"(X"y — X"Xb) = 0
nebot vyraz v zavorce je nulovy vektor.
Priklad 1.1 Kvadraticka regrese

Model ma podobu y; = By + f1x; + f,x? + €, v maticovém zapisu

V1 1 x; x? s &
Y2 | _ (1 x x3 ( 3(1)) L &
Yn 1 x, x2 B2 &n

[ v tomto piipadé jde o linedrni regresni model. Rozhodujici je linearita vzhledem
k regresnim parametrim.

Priklad 1.2 Vicenasobna regrese
Model miiZe mit nasledujici podobu y; = By + f1xi1 + Paxiz + B3Xiz + &,

kde x;3 = x;; - x;2 . To 1ze zapsat maticové nasledujicim zptisobem

14



Y1 1 x11 x12 Xx13\ /Bo &

Y2 | _ 1 x31 X2 X3 |[ B1 n &2
: : : : : ,32 :
Yn 1 Xp1 Xpo X3 B3 én

Priklad 1.3 Dva nezavislé vybéry

Vysledky méteni u prvni skupiny lze vyjadrit rovnici y;; = p; + €;; a u druhé skupiny
Y2j = Uz t+ & ;. MéFeni pro obé skupiny miZeme popsat souhrnnym modelem

/3@1\ 1 0 /5%1\
| Yin, (1) (1) (llz) _|_| (112.7111

W) G
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2 Hodnoceni kvality modelu

Ke zpracovani této kapitoly jsem vyuzila zdroje [4], [5], [6] a [13]. Pro zhodnoceni kvality
modelu je vzdy rozhodujicim kritériem cil analyzy, a tim i pouZitelnost vysledki. Vazné
disledky ma volba Spatného typu regresniho modelu, nedostatky pouzitych statistickych
dat, ale i vybér nevyhovujici metody odhadu parametri a neopravnénost nékterych
predpokladd a podminek. V dalSich ¢astech této kapitoly bude pozornost zamérena na
nékteré statistické nastroje, které urcitym zplisobem dovoluji hodnotit vyuzitelnost
regresniho modelu.

2.1 Soucty ¢tvercu

K hodnoceni miry variability nahodné veli¢iny y slouzi nasledujici charakteristiky.
Celkovou variabilitu nahodné veliciny y charakterizuje celkovy soucet ¢tverct. Celkovy
souCet Ctvercd SSTO je mozné vyjadiit jako soucet objasnéné casti rozptylu SSR
(vysvétleného, nebo také regresniho souctu ctvercli) a neobjasnéné casti rozptylu SSE
(rezidualniho souctu ¢tverct).

n
SST0 = ) (v = )?
i=1
n
SSR= ) (9 =)’
i=1

n
SSE =) (i = 90)?
i=1

Maticové
SSTO=(y-MN"y-¥)
SSR=0-M"'0-)
SSE=(y-M'(y-y=¢¢
Plati:

SSTO = SSR + SSE

Z rozkladu celkového souctu ¢tvercti vychazi i analyza rozptylu, ktera je obvyklou soucasti
statistickych softwart. Tabulka analyzy rozptylu neboli ANOVA tabulka ma vétSinou tento
format:
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Zdroj . . Stupné ey 3 Testova
rozptylenosti Soucet ctvercu volnosti Primeérny ctverec statistika F
n
SSR
Model SSR=) Gi=97 | fa=k=-1| MSR= —
i;l
Nahodna _z a2 o _ SSE _ MSR
ST SSE = £ (yl yl) fE =n-—k MSE = m F= m
=
Celkovy | SSTO = Z(yi —5? | Fpp=n—1
i=1

Tabulka ¢. 1: Tabulka ANOVA, vlastni zpracovani [13]

2.2 Koeficient determinace

Y4

0 kvalité pouzitého modelu jako celku (tedy jaka ¢ast rozptylu vysvétlované proménné je
vysvétlena modelem) vypovida koeficient determinace RZ, ktery ma tvar:
SSR XL =9 . IO —9)°

R? = = —— = —
SSTO  ¥io,(yi — )2 2 i = ¥)?

Suma ve jmenovateli predstavuje celkovy soucet Ctvercl, ktery ziskame souctem
rezidudlniho a teoretického souctu ctvercl. Koeficient determinace pak mizeme
interpretovat jako pomér mezi regresnim a celkovym souctem Ctvercii. Tento koeficient
ukazuje, jakou cast variability zavisle proménné se pomoci uvazované zavislosti podarilo
vysvétlit variabilitou nezavisle proménnych. Tento koeficient se casto vyjadruje
v procentech.

Hodnota koeficientu determinace se pohybuje v intervalu 0 < R? < 1. Nizka hodnota R?,
nemusi{ znamenat nizky stupen zavislosti mezi jednotlivymi proménnymi, ale vétSinou
signalizuje chybny typ regresni funkce.

Presnost regresniho modelu popisuje také upraveny koeficient determinace (adjusted R?),
ktery je dan vzorcem

R, =1—(1-R)_2
adj — n—=k
Tento koeficient zohlednuje pocet odhadovanych parametrii modelu vzhledem k poctu
méreni. Upraveny koeficient determinace je vZdy mensi nebo roven R? a mize byt i
zaporny.

2.3 Pearsonuv korelacni koeficient

Pomoci korela¢niho koeficientu zjiStujeme miru linedrniho vztahu dvou nendhodnych
spojitych proménnych x a y. Linearni zavislost dvou statistickych jednotek lze zjistit
vynesenim proménnych do grafu. V pripadé korelace si miizeme primku predstavit jako
vyjadreni linedrniho vztahu a z odchylek bodl od pifimky pak odhadnout miru tohoto
vztahu.
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Korela¢ni koeficient R je pfimo spojeny s koeficientem determinace R?. Nabyva hodnot od
—1 < R <1, krajni hodnoty znaci perfektni linearni vztah (zaporny nebo kladny). Pokud
se korelac¢ni koeficient rovna nule, jedna se o nelinearni vztah.

Graf ¢. 1: R = 1, vlastni zpracovani [12] Graf ¢. 3: R = -1, vlastni zpracovani [12]
o 3 7S y—
¢ *
® D — *
/ * s *
C 2 2
), 2 * ) 4 ¢
* ) 4
€
5 te 1
Graf ¢. 2: R = 0,8, vlastni zpracovani [12] Graf ¢. 4: R = 0, vlastni zpracovani [12]

Vypocet korelac¢niho koeficientu:

_ (i 00— 3)
VI (e — 02X (v — §)?

Soucty ctverci ve jmenovateli jsou n — 1 nasobkem vybérovych rozptyld. Proto se také

v V7

setkavame s jednodussim vyjadienim:

Sxy

R =
SxSy

Kde sy je vybérova smérodatna odchylka proménné x, s, smérodatna odchylka proménné y
a Sy kovariance proménnych x a y.

1
n—1

Sxy =

> (= D0i-9)
i=1
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2.4 Diléi t-testy

Dil¢i t-testy jsou testy o hodnotach jednotlivych parametri regresni funkce a umoznuji
nam testovat opravnénost setrvani prislusné funkce vysvétlujici proménné v regresnim
modelu. Pouzivaji se tedy pro zjiSténi statistické vyznamnosti jednotlivych regresnich
koeficient.

Na hladiné vyznamnosti «a testujeme nulovou hypotézu Hy: f; = 0, proti alternativni
hypotéze H,:B; # 0. To znamend, Ze se ptame, zda j-ty prediktor vmodelu nema
vyznamny vliv na hodnotu zavisle proménné. Testova statistika

J
s(bj)

t =

kde s(b) je odhad smérodatné chyby odhadu parametru g;, se fidi Studentovym
rozloZzenim t = (n — k — 1), je-li Hy pravdiva. Nulovou hypotézu zamitame na hladiné
vyznamnosti a, plati-1i |t] > ti-¢/2.

2.5 Celkovy F-test

Hodnota statistiky F, tedy spole¢na statistickd vyznamnost vSech koeficientli dohromady,
je urcujici pro vyznamnost jednotlivych koeficientli. Nejprve bychom se méli zajimat
o hodnotu F-testu, a pokud naznacuje vyznamnost regresnich koeficienti jako sady, teprve
pak kontrolovat vyznamnost jednotlivych koeficienti.

Celkovym F-testem testujeme, zda vysvétlovand proménna je linearni kombinaci
vybranych funkci vysvétlujicich proménnych. Na hladiné vyznamnosti a testujeme
nulovou hypotézu Ho, ktera tvrdi, Ze vSechny parametry f; (bez f,) modelu jsou rovny

nule, tj. B; =0,j =1,2,...,k, oproti alternativni hypotéze Hi, kterd tvrdi, Ze aspon pro
jednojje B; # 0. Statistika ma tvar

SSR Y @i—9)?
F= SISCE =3 n — 2
Zi:l(y_yi)

n—k-1 n—k-1

kde n je polet pozorovani, kje pocet prediktori v modelu, #idi se Fisherovym-
Snedecorovym rozlozenim F = (k,n—k —1), je-li Ho pravdiva. Nulovou hypotézu
zamitame na hladiné vyznamnosti a, plati-li F > Fi_.
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3 Regresni diagnostika

Tato kapitola byla zpracovana pomoci zdroji [4], [5], [9] a [11]. Cilem regresni diagnostiky
je oveérit, zda navrzeny model koresponduje sreadlnymi daty a zda pouziti metody
nejmensich c¢tvercl bylo vhodné. Metoda nejmensSich c¢tverci poskytuje optimalni
vysledKy jen pri splnéni predpokladd o datech a regresnim modelu. Regresni diagnostika
obsahuje postupy k posouzeni predpokladii metody nejmensich Ctvercd, kvality modelu
akposouzeni kvality dat pro navrzeny model. Rozdil mezi regresni diagnostikou
a klasickymi testy spocivd vtom, Ze u regresni diagnostiky neni potieba formulovat
alternativni hypotézu a jsou odhaleny typy odchylek od idedlni situace.

Regresni diagnostika vySetfuje regresni triplet, ktery se zaméfujeme na nésledujici
oblasti:

e kritika a analyza vstupnich dat (matice X a vektoru y),

e kritika a analyza modelu jako celku,

e kritika a analyza metody odhadi, resp. zhodnoceni splnéni predpokladli pouzité
metod nejmensich ¢tverc.

Pripomenime ptedpoklady linearniho regresniho modelu:

e jednotlivé slozky vektoru rezidui jsou nekorelované,

e rezidualni slozka ma normalni rozdéleni,

e stfedni hodnota rezidudlni slozky se rovna nule,

e rezidudlni slozka ma konstantni rozptyl (pro kaZdé pozorovani ma ptislusna
slozka vektoru ¢;stejny rozptyl),

e spravné specifikovany model, tedy rovnice modelu je vybrana spravné.

3.1 Rezidua a jejich vlastnosti

Rezidua jsou zakladnim diagnostickym ndastrojem, a to nejen pri hodnoceni kvality
regresni funkce a dat, ale i obecnéji pii posuzovani predpokladii zvoleného regresniho
modelu. Lze Fici, Ze jakdkoli systemati¢nost (nendhodnost) zjisténa u rezidui znaci néjaky
nedostatek. Vektor rezidui vyjadrime pomoci projekéni matice H:

e=y—-y=Iy—Hy=(I—-H)y
Pak kovarian¢ni matice rezidui je

cov(g) = cov[(I — H)y] = (I — H)cov(y)(I — H)" = (I — H)o?I1(I1 — H)”T
=o?(I-H)(I-H)" =06?(0—-H—-H" + HH") = 6¢*(I — H)

Nebot projekéni matice H je symetrickd (H” = H) a idempotentni (H? = H)
HH" = H> = X(X"X) 1 X"X(X"X)"'XT =H

Vektor rezidui je funkci nahodnych vektorti y a b. Matice H s prvky hy, i, j = 1, 2, ..., n je
symetricka, ale nemusi byt diagonalni.
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3.1.1 Typy rezidui

1. Klasicka rezidua

Jsou to rezidua, kterd jsme doposud pouzivali ¢; =y; —9;,i = 1, 2, ..., n, coZ jsou rozdily
mezi skute¢nymi a odhadnutymi hodnotami vysvétlované proménné y.

Jejich rozptyly var(g;) = s2(1 — h;;) nejsou konstantni, i kdyZ var(s;) = o2 konstantni je.
2. Predikovana rezidua

Jsou to rezidua pocitana bez i-tého pozorovani. Ozna¢me J;_; vyrovnanou hodnotu,
kterou jsme ziskali na zdkladé n —1 pozorovani pri vypusténi i-tého pozorovani.
Predikované reziduum je vypocteno jako rozdil skute¢né a odhadnuté hodnoty

i(-p)y = Vi — ?i(—i)
3. Standardizovana rezidua

Také se jim rika vnitfné studentizovana residua a jsou definovany takto
&
&i = /——
S4/ 1-— hii
4. PIné studentizovana rezidua

Jsou alternativou k vnitiné studentizovanym reziduim, nazyvaji se Jackknife rezidua, ktera
jsou konstruovana podobné jako predikovana rezidua na vypusténi i-tého pozorovani.
Jackknife rezidua jsou definovana jako

5. Leverage

Tyto charakteristiky ohodnocuji vliv i-tého bodu na hodnoty odhadi parametrd. Jsou to
diagonalni prvky projekéni matice. Plati, Ze

O<hii<1aZ?=1 ii=k+1
kde k je pocet regresort.
6. Cookova vzdalenost

Je vlastné euklidovska vzdalenost mezi vektorem predikce zavisle proménné ziskaném
metodou nejmensSich Ctvercd a timtéZ vektorem pri vynechani i-tého bodu. Tato
charakteristika slouzi také kposouzeni vlivu i-tého pozorovani na odhad vektort
regresnich parametrt b.

3.1.2 Graficka analyza rezidui

Regresni primka jednoduchym zplisobem vystihuje vztah mezi proménnymi, ale i
odchylky od tohoto vztahu jsou dilezité. Napriklad se chceme piresvédcit, zda je vztah
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opravdu linedrni nebo se zajimame o hodnoty, které jsou v konfiguraci dat neobvyklé.

K tomu slouzi piedevsim analyza rezidualnich hodnot. Sestrojujeme dvojrozmérny bodovy

graf, jenz zachycuje vztah rezidui k hodnotdm nezavisle proménné x.

Bude nasledovat skupina obrazki, kde jsou vyznacCeny rtzné konfigurace rezidualnich

hodnot ¢;. Pro vSechny nasledujici situace je obrazek vlevo vizualizace dat s ¢ervenou

predpovézenou regresni primkou. Pravy obrazek je pak obrazek grafii predpovédi vici

reziduim.

Model splnujici predpoklady linearniho vztahu. V nasledujicim grafu data spliuji
vSechny predpoklady. Je vidét, Ze regresni pifimka je velmi blizko skutecné zavislosti.

Rezidua jsou nahodné rozmisténa kolem nuly, systematicky se nezvySuji ani se

systematicky nesniZuji spolu s predpovidanymi hodnotami. Takto by mél vypadat graf

v pripadé spravné zvoleného modelu a pfi modelovani bychom se méli snazit tohoto

vysledku dosdhnout.

Regression Plot Versus Fits
BP = 2.21 + 12009 Weight ({response is HandSpan)
§=174030 R-5q=90.26% R-Sqfad]) = 89.72% 3

125 " .

120

Residual
-

115

BP
- & = 8 & @

110

105
17 18 13 il 21 P 23

B50 75 00 925 950 915 1000 1025
Fitted Value

Weight

Obrazek & 1: Spravny model [9] Obrazek €. 2: Spravny model [9]

Nespravné zvoleny model (nelinearita). Rezidualni odchylky jsou uspoiadané
nendhodné kolem nuly, jejich tvar rozmisténi naznacuje, jaky typ regresni funkce je tieba
uvazovat. Na tomto obrazku je jasné vidét, Ze body naznacuji parabolu, méli bychom tedy

pouZzit kvadratickou regresi.
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Regression Plot
groove = 360.6 - 7.281 mileage
§=19.0171 R-59=95.26% R-Sq(ad]) = 94.58%

Versus Fits
(response is groave)
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Obrazek €. 3: Nespravny model [9] Obrazek ¢. 4: Nespravny model [9]

Modely s nekonstantnim rozptylem (tzv. heteroskedasticita rezidui). Pripad
nekonstantnosti rozptylu mize typicky vypadat tak, Ze rozptyl bodli kolem regresni
primky roste spolu s rostoucim x. Neni tedy splnén predpoklad konstantniho rozptylu.

Regression Plot Versus Fits
alpha = 0.00703 + 0.005537 pluto (response is alpha)
5=0.0125713 R-5q=91.60% R-Sq(adj) = 91.20% 0
016
' a0 .
ot}
¢ 00
o2 . .
ant
010 [ . : '
.EI T 0w L] [ ]
5 0% g 1 . .
" .
006 20 .
L]
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002 008
L]
o 04
0 E iy 15 b 000 0 004 006 008 010 012
pluto Fitted Value
Obrazek ¢. 5: Nekonstantni rozptyl [9] Obrazek ¢. 6: Nekonstantni rozptyl [9]

Model s extrémnimi hodnotami (odlehlé hodnoty, anglicky outliers). Tato situace
znamena porusSeni predpokladii o rozdéleni chybového clenu. Odlehlé pozorovani je
pozorovani, jehoZ hodnoty jsou velmi vzdaleny od hodnot vétSiny dat. Klasickym
disledkem pritomnosti odlehlych dat je to, Ze uz i jen malo odlehlych pozorovani dokaze
velmi vychylit odhad. Odlehly bod je takovy, ktery lezi mimo zakladni konfiguraci bodi
v grafu. Bod miiZze byt odlehly ve sméru y, ve sméru x nebo v obou smérech. Odlehly udaj
ve sméru nezdvisle proménné se nazyva vybocujici. Odlehlé hodnoty pri regresi jsou
napadné velké rezidualni hodnoty, upozoriiujici na Spatnou predikci zavisle proménné.
Bod nazyvame vlivny, pokud se po jeho odstranéni podstatné zmeéni poloha regresni
primky, tedy podstatné ovliviiuje odhady regresnich koeficientli. Vybocujici pozorovani
jsou nezvyklé konfigurace hodnot tykajici se spoletného rozdéleni nezavislych
proménnych.
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Regression Plot Versus Fits
¥3 = 3.00 + 0.500 33 (response s y3)
§ = 123631 R-5q=66.63% R-Sqfadj) = 62.92%

outlier

¥3
Residual
(=

& Fitted Value

Obrazek ¢. 7: Extrémni hodnoty [9] Obrazek ¢. 8: Extrémni hodnoty [9]

Zavislost mezi sloZkami rezidualniho ¢lenu (tzv. autokorelace rezidui). Mezi
nadhodnymi sloZkami existuje regresni vztah. Tim je poruSen poZadavek na kovarian¢ni
matici pro odhad regresnich parametri metodou nejmensich ¢tverct. Nejvice se vyskytuje
u jednorovnicového modelu, jehoZ pozorovani tvoii casové Fady. Mize vzniknout chybnou
specifikaci modelu, uzitim zpozdénych vysvétlujicich proménnych nebo také chybami
v méreni. O pritomnosti autokorelace ndhodnych sloZzek se lze presvédcit jen neprimo,
vySetienim rezidudlnich hodnot. Nej¢astéjSim piipadem je autokorelace prvniho radu, coz
Zapisujeme:

& = pgi—1 Uy

ve které p je nezndmy parametr. Analogicky bychom sestrojili autokorela¢ni strukturu
druhého a tretiho fadu. Velmi nazorny obrazek o mire autokorelovanosti nahodnych
slozek podava Durbin-Watsontiv test urceny vyrazem:

Yica(g —&imq)
2
o1 &

D =

Rozsah pripustnych hodnot se pohybuje v rozmezi < 0,4 >, pticemZ obé krajni hodnoty
signalizuji maximalni moZnou korelovanost nasledujicich rezidualnich hodnot. Pokud
D=0 jde o kladnou autokorelaci prvniho radu, vpiipadé D = 4 jde o zapornou
autokorelaci, zatimco prostredni hodnota D = 2 znamena nepiitomnost autokorelace.

Residuals Wersus the Order of the Data
{response is sales)

Residusls
=

5
i (1
i -1
-2
2
T T T T T T T T T T T T
3 10 15 20 =1 ao s o 10 0 il <0
Observation Order Ord
(T|m3) rder
Obrazek ¢. 9: Pozitivni autokorelace [9] Obrazek €. 10: Negativni autokorelace [9]
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3.1.3 Testovani hypotéz

F-testem urcujeme, zda pokusny zasah ma vliv na rozptyl (proménlivost) zkoumané
ndhodné veli¢iny. Vypocet vychazi z dat dvou vybérovych soubord, které srovnavame.
Predpokladejme, Ze rozdélime pozorovana rezidua do dvou skupin, prvni budou rezidua
s nizkymi hodnotami prediktoru a druha s vysokymi hodnotami. Testujeme

Hy:0? = 0%
Hy:of # o2

Pouzijeme F-statistiku F* = s?/s2. Tato testova statistika je rozdélena podle Fo—1n,-1
rozdéleni, pokud F* = F, _14,-1;1-« POtom zamitame nulovou hypotézu a zavérem je, Ze

rozptyl neni konstantni.

Dale miZeme provést test, vnémz nulova hypotéza tvrdi, Ze rezidua maji normalni
rozdé€leni oproti alternativni hypotéze, Ze rezidua nemaji normdalni rozdéleni. K tomu
slouzi nékolik testli, napt. Shapiro-Wilkav test, Ryan-Joiner test anebo Kolmogoroviv-
Smirnoviv test dobré shody. Vice o téchto testech nalezneme v [13, str. 128].

3.2 Multikolinearita

Povazuje se za jedno znejzavaznéjSich naruSeni vypovidajici schopnosti hodnot
regresnich koeficientli a nepfimo se dotyka i kvality regresnich odhadt. Silna vzajemna
zavislost vysvétlujicich proménnych vyrazné zhorsuje interpretaci regresnich koeficientu.
Pojem je velmi tUzce svazdn se silnou vzajemnou linearni zavislosti vysvétlujicich
proménnych, jejimz dlisledkem je Spatné podminéna matice X. Presnou multikolinearitou
je pripad, kdy jednotlivé sloupce x;, j = 1, 2, ..., K, matice X jsou linearné zavislé, takze pro
aspon jednu nenulovou konstantu c; plati

Clxl + C2x2 + -+ CKXK = OTL

Vektory hodnot vysvétlujicich proménnych lze vyjadrit jako linedrni kombinace vektort
hodnot jinych vysvétlujicich proménnych. Tato situace mize vzniknout nadbytecnosti
nékterych vysveétlujicich proménnych. Za to muiZze Spatna volba kombinaci hodnot
vysvétlujicich proménnych, ale i ndhoda pii malém rozsahu vybéru.

Multikolinearitou se mini ptipad, kdy sloupce matice X (jednotlivé regresory) jsou témér
linedrné zavislé. Souvisi s predpokladem o pozitivni definitivnosti matice XX, a tim
jednoznacnosti rovnice

b=X"X)"1XTy
To mé za nasledek Ze:

e determinant matice X7 X je ¢islo blizké nule,
e nékterd vlastni ¢isla matice X X jsou blizka nule.

Multikolinearita ma za nasledek nadhodnoceni souctu ¢tverci regresnich koeficientd, to

vvvvvv

zvySuje rozptyly odhadl, coZ ma za nasledek nizké hodnoty testové statistiky pro
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individualni t-testy, pfi kterych se nékteré regresni koeficienty ukazuji jako statisticky
nevyznamné odli$né od nuly i v pripadé kvalitniho regresniho modelu.

Je mozné ji odstranit v pripadé preurceného regresniho modelu, neboli v ptipadé vyskytu
zbytecnych vysvétlujicich proménnych, jejich identifikaci a vypusSténim z regresni rovnice.
Je-li zplisobena nevhodnou volbou kombinaci hodnot vysvétlujicich proménnych, je
mozné nedostatky napravit a poridit si kvalitnéjsi data. NejCastéjSim pripadem je vécné
zdvodnéna zavislost vzajemné propojenych veli¢in. Vtakovém pripadé vypusténi
proménnych povede Kk systematickym chybam a pofizeni novych dat také nepomize.
Jedinou moZnosti je maximalné vyuzit vSechny vécné a empirické informace o regresnim
modelu, coz vede ke zvyseni kvality.
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4 Aplikace regresni analyzy

4.1 R software

Ke zpracovani dat si mizeme vybrat z velké skaly statistickych softwart. Zvolila jsem si R
software, se kterym mam uZ zkuSenosti z predchoziho semestru. R je matematicky
software, ktery se specializuje na statistiku a grafické vystupy. R funguje na Siroké skale
UNIX platforem a jim podobnych systémech (FreeBSD a Linux) a dale v operacnich
systémech Windows a MacOS. Je moZné analyzovat data z veSkerych lidskych oblasti
(astrofyzika, ekonomika, geografie, zemédélstvi a mnoho dalSich).

R je jazyk a prostiedi pro vypocet a grafické znazornéni statistickych tloh. Miize byt
povaZovano za jiné provedeni programovactho jazyka S vyvinutého v Bell Laboratories
(nyni Lucent Technologies). Mezi R a S jazyky lze nalézt rozdily, ale mnoho kédi
napsanych pro S béZi i pod jazykem R. Jazyk R nabiz{ mnoho statistickych technik od
samostatného vytvareni linedrnich a nelinedrnich modelt po klasifikaci, clustering €i jen

muiZeme provadeét klasické linearni testovani a to vSe 1ze zakoncit grafickymi vystupy.

Ke staZeni je zdarma pod licenci GNU/GPL na strankdch samotné organizace
http://www.r-project.org/ , zde jsou také navody, informace o R, volné staZitelné baliky,
které pomahaiji zlepsit praci a ostatni dokumentace.

Pokud chceme rozsitit R, 1ze stahnout tzv. packages (balicky). Zakladni jsou spustény po
instalaci R a mnoho dalSich lze najit a ziskat z databaze CRAN. V ni udrZované balicky
tematicky pokryvaji prakticky vSechny oblasti soucasné statistiky. Pri zapnuti R softwaru
je zobrazeno okno s informacemi o verzi, licenci a mozZnosti vyvolani napovédy (help). Zde
také zacneme s psanim kddu, jak naznacuje ¢erveny kurzor.

R

File Edit View Misc Packages Windows Help

EECIEEE
R R Console [E=8(EEm =<

E wer=sion 3.2.3 (2015-12-10) -- "Wooden Christmas-Tree™
Copyright (C) 2015 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86 64-w64-mingw32/x64 (64-bit)

E iz free software and comes with ABSCLUTELY NC WARRANTY.
¥You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Iype 'license()' or 'licence()' for distribution details.

E is a collaborative project with many contributors.
Iype 'contributors()' for more information and
'citation()" on how to cite R or R packages in publications.

Type 'demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or
'help.=start () ' for an HTML browser interface to help.

Type 'g()"' to guit R.

> |

Obrazek ¢. 11: Rozhrani R softwaru
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4.2 Prijem obyvatel

Nyni si na konkrétnim datovém souboru ukaZeme postup pfi regresni analyze v prostiedi
R. Soubor se tyka hodnoceni kvality Zivota ve vybranych méstech na Floridé a pochazi

z [2].

prohlédnout v tabulce ¢. 2. Konkrétni nazvy mést v souboru miizeme najit v [3].

Data jsou kdispozici vpodobé textového souboru, jehoZ obsah si miizete

5]
£
S
< %) E'C; *2 T —% =
) =) ) —
o |2 |E|E |E |8 Eolw | lpl2 | S
£ |2 |2 S | = = i= S 1% |8 5
S E 2|8 |5 |8 % 17 3 S| 8 | 2 5
g ) = = = 3] o Q o L = Q Q
= S | 2| = = |2 | S 22 T = |3 | = =7
26000 | 49.2 [ 108 [ 1987 |53 | 513 | 925 5582 | 109400 | 353 | 5.15 | 68000 2620
29300 | 453 [ 95 [ 517 6.6 | 50.8 | 364 9988 | 97000 432 | 597 | 70400 3066
24800 | 398 |82 [ 592 82 | 777 | 1627 [ 20511 | 114700 | 295 | 9.41 | 60500 1297
27900 | 468 | 7.6 | 3310 |67 | 512 | 956 8946 | 99100 405 | 461 | 65900 2902
37500 | 39.9 | 122 [ 975 51 | 401 [ 426 4000 | 122200 | 47.1 | 5.64 | 84700 2214
31900 | 495 [ 7.7 [ 2238 |69 |380 | 1459 | 8970 | 145300 | 39.3 | 4.80 | 75800 1402
25300 | 44.4 | 54 | 611 45 | 388 | 1063 [ 9570 | 99500 38.6 | 6.84 | 62600 2900
22000 | 448 | 62 [ 272 75 | 657 [ 951 19101 | 76400 416 | 279 | 54800 2448
29400 | 449 | 7.8 | 381 84 | 487 | 349 12099 | 112500 | 41.8 | 4.48 | 72900 2756
42400 | 447 [ 80 [ 1812 |81 | 454 | 397 10953 | 143500 | 41.2 | 5.16 | 100000 | 2508
40500 | 40.0 | 10.9 [ 294 80 | 696 | 191 2655 | 173600 | 41.7 | 641 | 102000 | 3000
24700 [ 387 [ 9.0 [ 19 28 | 19.0 [ 449 15796 | 129200 | 334 | 1.66 | 65300 1570
24400 | 411 [ 87 [ 404 73 | 772 [ 1590 | 16001 | 126500 | 30.6 | 5.60 | 62200 1713
22400 | 428 [ 83 | 534 57 | 579 [ 1160 | 16712 | 102700 [ 34.5 | 2.16 | 59200 2190
22200 | 378 [ 84 | 166 56 | 509 | 815 11856 | 110300 | 35.4 | 2.72 | 57100 2142
27500 | 484 | 81 | 1553 | 140 | 83.6 | 1195 | 12348 | 107400 | 34.3 | 4.03 | 72000 2657
23100 | 44.5 | 47 | 502 79 | 427 | 556 65804 | 116000 | 38.5 | 2.07 | 59400 2066
25000 | 414 [ 139 [ 172 40 | 17.8 | 459 36151 | 120000 | 52.7 | 3.61 | 57300 1467
25800 | 53.5 [ 53 | 4143 | 168 | 57.4 | 3054 | 14310 | 132800 | 36.2 | 5.03 | 71900 3520
22600 | 450 | 65 | 526 55 | 522 | 861 8878 | 86500 415 | 529 | 54000 2977
Tabulka ¢. 2: Data vybrana pro regresni analyzu [2]
¢ Income: priimérny piijem na obyvatele
e Commute: priimérna denni doba dojiZdéni v minutach
¢ Job Growth: predpokladané procento nariistu poctu pracovnich mist v pristich péti

letech
¢ Physicians: pocet 1ékarti na 100 000 obyvatel

e Murder Rate: priimérny pocet vrazd za 8 let na 100 000 obyvatel

¢ Rape Rate: primeérny pocet znasilnéni za 8 let na 100 000 obyvatel

e Golf: pocet obyvatel pripadajici na jednu golfovou jamku

e Restaurants: index kvality restauraci (rezidenti na jakostni bod)
¢ Housing: median ceny nemovitosti
e Median Age: median véku obyvatel

e Literacy: pocet navstév verejnych knihoven ptipadajici na jednoho obyvatele

¢ Household Income: priimérny prijem domacnosti

e Recreation: hodnoceni prilezitosti pro traveni volného ¢asu podle publikace Places

Rated Almanac's rating (vyssi ¢islo indikuje vice rekreace)

Data budeme zpracovavat ve vyse predstaveném R softwaru. Vystupy uvadime bez vétSich
editacnich Gprav v surovém stavu. Po zapnuti R musime nacist data, dilezitym krokem je
zménit slozku, ze které data nacitime (v menu File zvolime polozku Change directory).

28




V textovém souboru (ktery miizeme v MS Windows editovat napiiklad pomoci programu
Poznamkovy blok) mame nasSe data s nazvem ,city“, ktera budeme vkladat do R pomoci
prikazu

city<-read.table("city.txt",header=T)
Zpristupnime sloupce tabulky, abychom na né mohli odkazovat piimo jejich nazvy, to vse

pomoci piikazu atttach(city), a milZeme nazvy sloupcli vypsat piikazem

names (city).

Ve snaze predejit multikolinearité (kapitola 3.2) bychom se meéli podivat, jak jsou
jednotlivé regresory linearné zavislé, tedy jaké jsou jejich korela¢ni koeficienty. Tato
symetrickd tabulka ukazuje, jak je silna zavislost mezi proménnymi.

Income Commute JobGrowth Physicians MurderRate RapeRate Golf
Income 1.0000000 0.16842105 0.16842105 0.29473684 0.15789474 -0.16842105 -0.25263158
Commute 0.1684211 1.00000000 -0.28421053 0.51578%947 0.25263158 0.09473684 0.17894737
JobGrowth 0.1684211 -0.28421053 1.00000000 -0.2631578% -0.29473684 -0.073628421 -0.26315789
Physicians 0.2947368 0.51578947 -0.26315789 1.00000000 0.16842105 0.09473684 0.32631579
MurderRate 0.1578947 0.25263158 -0.29473684 0.16842105 1.00000000 ©.4421052& 0.18842105
RapeRate -0.1684211 0.09473684 -0.07368421 0.0%473684 0.44210526 1.00000000 O.28421053
Golf -0.2526316 0.17894737 -0.26315789 0.3263157% 0.16842105 0.28421053 1.00000000
Restaurants -0.4421053 -0.13684211 -0.13684211 -0.24210526 0.18947368 0.05263158 0.22105263
Housing 0.3157885 -0.13684211 0.178%94737 0.05263158 0.08421053 -0.20000000 -0.09473684
MedianBge 0.2526316 0.07368421 0.11578947 -0.09473684 -0.10526316 -0.30526316 -0.47368421
Literacy 0.3052632 0.00000000 0.08421053 0.16842105 0.05263158 0.16842105 0.04210526
HouseholdIncome ©0.8105263 0.16842105 0.14736842 0.31578947 0.22105263 -0.06315789 -0.21052&32
Recreation 0.1473684 0.36842105 -0.20000000 0.22105263 0.16842105 0.20000000 -0.17894737
Restaurants Housing Medianige Literacy HouseholdIncome Recreation
Income -0.44210526 0.31578947 0.25263158 0.30526316 0.81052632 0.1473684
Commute -0.13684211 -0.13684211 0.07368421 0.00000000 0.16842105 0.3684211
JobGrowth -0.13684211 0.178%94737 0.11578947 0.08421053 0.14736842 -0.2000000
Physicians -0.24210526 0.05263158 -0.09473684 0.l1e842105 0.31578947 0.2210526
MurderRate 0.18947368 0.08421053 -0.10526316 0.05263158 0.22105263 0.1684211
RapeRate 0.05263158 -0.20000000 -0.30526316 0.16842105 -0.06315789 0.2000000
Golf 0.22105263 -0.09473684 -0.47368421 0.04210526 -0.21052632 -0.1789474
Restaurants 1.00000000 -0.03157895 -0.28421053 -0.37894737 —-0.42105263 -0.3684211
Housing -0.03157895 1.00000000 -0.05263158 0.04210526 0.42105263 -0.2842105
MedianBge -0.28421053 -0.05263158 1.00000000 0.10526316 0.16842105 0.2631579
Literacy -0.378%94737 0.04210526 0.10526316 1.00000000 0.22105263 0.2526316
HouseholdIncome -0.42105263 0.42105263 0.16842105 0.22105263 1.00000000 0.1684211
Recreation -0.36842105 -0.28421053 0.26315789%9 0.25263158 0.16842105 1.0000000

Nazornym pripadem multikolinearity je vysokd hodnota korelace mezi proménnymi
Income a HouseholdIncome. To znamena, Ze promeénnou HouseholdIncome muzeme
z modelu vyloucit. Je logické, Zze primérny piijem domacnosti (Householdincome) bude
uzce souviset s primérnym prijmem osob (Income).

K analyze budeme pouzivat vicenasobny regresni model (tak, jak je popsany v kapitole
1.3.1). Po zahrnuti sloupce jednicek je k = 12, n = 20. Provedeme linearni regresi
proménné primérny prijem na obyvatele (Income) vzhledem ke vSem ostatnim nezavisle
proménnym. Metoda zacind s modelem, ve kterém jsou zahrnuty vSechny potencionalné
relevantni nezavislé proménné. Jsou-li vSechny proménné pomoci testii vyhodnoceny jako
statisticky dilezité, neni potieba pokracovat. Pokud ne, nasledné se vypusti ta proménn,
jejiz prinos ke zmenseni hodnoty SSE je nejmensi, tedy ta, jejiz absolutni hodnota statistiky
T je nejmensi. Poté sestavime novy model a proces opakujeme. Konec nastane tehdy, jsou-
li vSechny proménné statisticky vyznamné. Pouzijeme nasledujici prikaz a statisticky
software vypocita tyto vysledky
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Call:
Im(formula = Income ~ Commute + JobGrowth + Physicians + MurderRate +
RapeBate + Golf + EHestaurants + Housing + MedianfAge + Literacy +

Recreation)
Coefficients:
[Intercept) Commute JobGrowth Physicians MurderRate RapeRate
10063.7865 -133.92686 -597.6988 2.13946 501.58910 42,0713
Golf Restaurants Housing Medianhge Literacy Recreation
-6.7428 -0.1434 0.1424 355.0373 690 .0484 -1.9207

Zprvni casti se dozvime pouze hodnoty regresnich koeficientli, pro podrobnéjsi vypis
vysledkli linedrni regrese pouZzijeme piikaz summary, kde pravé uvidime hodnotu
statistiky T a zjistime, které proménné mizZeme povaZovat za relevantni. Pro zjednoduseni
si ale nejdrive pojmenujeme predchozi prikaz pro linedrni model jako ,model”

model<-
Im(Income~Commute+JobGrowth+Physicians+MurderRate+RapeRate+Golf
+Restaurants+HousingtMedianAget+Literacy+Recreation)

summary (model)

Call:

Im(formmla = Income -~ Commute + JobGrowth + Physicians + MurderRate +
RapeRate + Golf 4+ Restaurants + Housing + Medianfige 4+ Literacy +
Recreation)

Residuals:

Min 1@ Median 30 Max

-2506.1 -1548.6 -156.5 T7895.7 3590.7

Coefficients:
Eztimate S5td. Error t walue Pr(>|t])
[Intercept) 1.006e+04 1.645e404 0.612 0.55762

Commute -1.33%=+02 2.988e+02 -0.448 0.66593
JobGrowth -5.977e+02 4.22%=+02 -1.413 0.19529%
Physicians 2.185e+00 1.121e+00 1.8957 0.08604
MurderRate 5.020e+02 4.710e+02 1.066 0.31758
RapeRate 4,207e+01 7.112e+01 0.592 0.57050
Golf —-6,.743e400 1.798e400 -3.750 0.00562 **
Restaurants -1.434e-01 &.508e-02 -2.203 0.05870 .
Housing 1.424e-01 3.876e-02 3.674 0.00627 &%
Medianlige 3.550e+02 1.%5%=+02 1.812 0.10758
Literacy 6.900e+02 4.175=+02 1.653 0.13697
Recreation -1.%21e+400 1.6462400 -1.167 0.27&%0

Signif. codes: 0 ****f 0.001 “*=f 0.01 *** 0.05 *." 0.1 * " 1

Residual standard error: 2668 on 8 degrees of freedom
Multiple B-sgquared: 0.9%1&9, Adjusted R-sguared: 0.80
F-ztati=stic: 85.022 on 11 and & DF, p-value: 0.003332

6

B3

V této casti si vSimneme hlavné radku Multiple R-squared, ktery udava hodnotu koeficientu
determinace R?. Lze konstatovat, Ze 91,69% variability zavisle proménné se modelem
podaftilo vysvétlit. Ke srovnani modelu s dalsimi modely pouZzijeme hodnotu adjusted R-
squared, zde 80,26%. Z vysledkl 1ze dale vidét, Ze nékteré proménné nejsou v modelu
statisticky vyznamné, protoZe p-hodnota Pr(>|t|) je vétsi nez 0,05. Tyto proménné tedy lze
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zmodelu vyloucit. Provedeme zpracovani modeluZ bez proménnych, které nejsou
statisticky vyznamné pomoci

model2<-1m(Income~Physicians+Golf+Restaurants+Housing)

summary (model?2)

Call:
Im({formula = Income ~ Physicians + Golf + Restaurants + Housing)
Residuals:
Min 19 HMedian 30 Max
-5887.5 -1053.5 35.6 1302.8 5258B.89
Coefficients:

Estimate 5td. Error t walue Pr{>|t])
(Intercept) 1.424e404 4.221e+03 3.375 0.00417 #*

Physicians 2.120e400 8.557e-01 2.478 0.02561 *
Golf -5.451e400 1.403e+4+00 -3.885 0.00147 ==
Eestaurants -1.213e-01 5.38le-02 -2.254 0.03%&1 *
Housing 1.571e-01 3.337e-02 4,709 0.00028 #**

Signif. codes: O “#*#** 0.001 ***f 0.01 **f 0.03 *." 0.1 * " 1

Eesidual standard error: 3135 on 15 degrees of freedom
Multiple BR-sgquared: 0.7848, BAdijusted B-sgquared: 0.7274
F-statistic: 13.67 on 4 and 15 DF, p-value: 6.832e-05

Po vylouceni proménnych, které nejsou statisticky vyznamné, jsme dostali model2, kde
koeficient determinace uZ sice neni tak vysokyR? = 78,48%, ale model je stale statisticky
vyznamny. Z tohoto modelu plyne zjiSténi, Ze hodnoty veliiny y (primérny prijem na
obyvatele) je mozné dobte odhadnout na zakladé medidnu ceny nemovitosti, poctu 1ékai,

indexu kvality restauraci a poctu obyvatel pripadajicich na jednu golfovou jamku.
14244,93
/ 2,12
Vypoctem dojdeme k vektoru b = —5,45 |, kde koeficienty proménnych nasleduji po
-0,12
0,16
koeficientu absolutniho c¢lenu. Hledany vztah ma tedy podobu rovnice: Income =
14244,93 + 2,12 - Physicians — 5,45 - Golf — 0,12 - Restaurants + 0,16 - Housing + ¢

Dal$i moZnosti, které nam software nabizi, jsou napiiklad vypsani regresnich koeficient
modelu, tabulka ANOVA, 95% - ni intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty, vypsani
hodnot reziduf a také grafy rezidui.

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 5247.52949%9526 2.324232e+04
Physicians 0,29628769 3.943918e+00
Golf -5.44161120 -2.460509e+00
REestaurants -0.23594970 -6.5T72233e-03
Housing 0,08599925 2.282416e-01

Obrazek ¢. 12: Intervaly spolehlivosti pro regresni koeficienty
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Analy=zi=s of Variance Table

REezponse: Income

DEf Sum S5g Mean 5q F wvalue Pr (>F)
Physicians 1 23022506 23022506 2.3426 0.1466958
Golf 1 234942511 234942511 23.9057 0.0001964 #*¥%=*
Restaurants 1 61672539 61672539 &£.2753 0.0242628 *
Housing 1 217908882 217908882 22.1726 0.0002798 #=%

Eesziduals 15 147418062 9827871

Signif. codes: 0 Y*&%=%f 0_ 001 '#%f 0,01 **f Q.05 *.* 0.1 * r 1

Obrazek ¢. 13: ANOVA tabulka

1 2 3 4 3 &
-3927.43545 1913.639%95 2634.31856 -2637.08611 47595.05320 -878.50640
T g 3 10 11 12
1081.15306 2674.36330 40.8232% 5258.908593 -281.241%6 -5897.46107
13 14 15 1a 17 g
30.30064 -T763.58576 -3846.96217 1099.16785 275.05%01 -1578.29309
13 20
288.67757 -581.035936

Obrazek ¢. 14: Hodnoty rezidui

Jak uz jsem zminila dalSim vystupem, ktery nam statisticky software dovoluje, je graficka
analyza rezidui. Pomoci ptikazt

layout (matrix(c(1,2,3,4),2,2)), plot(model?2)
vytvorime grafické okno znazornujici ¢tyti grafy v jednom.

Prvni graf se nazyva Residuals versus Fitted (nahote vlevo) tento graf ukazuje hodnoty
rezidui proti predpovézenym hodnotam. Aby byl splnén predpoklad normality a linearity,
rezidua by méla mit normalni rozloZeni se stredni hodnotou nula. To znamen3, Ze by méla
byt nesystematicky rozloZena okolo nuly. Pokud graf ukazuje néjaky diikaz zakriveného
vztahu, navrhuje se pouzit jinou nez linearni regresi, napriklad kvadratickou.

Druhy graf Scale Location (nahotfe vpravo) znazornuje odmocniny standardizovanych
rezidui oproti predpovézenym hodnotam. Spliiujeme-li predpoklad konstantniho rozptylu,
body v tomto grafu by mély byt umistény okolo horizontalni primky. Pokud by tady byl
problém, jako je naptiklad zvétsujici se rozptyl rezidui pii zvétsujicich se predpovézenych
hodnotach, body budou rozdéleny do podoby trojuhelnikového tvaru.

Dalsi graf je normalni Q-Q-graf (dole vlevo) standardizovanych rezidui slouZici k provéreni
normality rezidui. Cim blize lezi body Q-Q-grafu k piimce, tim maji bliZ${ rozdéleni
normalnimu rozdéleni. Rezidua maji mit normalni rozdéleni, proto je nasim cilem mit
body v grafu co nejvice na primce.

Posledni graf, ktery software nabizi, se nazyva Residuals versus Leverage (dole vpravo)
graf standardizovanych rezidui proti leverage, ktery pridava pasma odpovidajici Cookové
vzdalenosti 0,5 a 1. Smyslem tohoto grafu je upozornit na hodnoty, které maji nejvétsi vliv
na odhady parametr(, to znamen3, Ze body jsou blizko Cookovy vzdalenosti. Tento graf
identifikuje odlehlé hodnoty (outliers), body s vysokou hodnotou leverage a vlivna
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pozorovani (influential observations). Precteni tohoto grafu shledavam pomérné
obtiZznym a ne aZ tak pouzitelnym.

Vysledky jsou zobrazeny na obrazku €. 15, z grafli mGzeme vidét, Ze predpoklady modelu
se zdaji splnény.

Residuals vs Fitted = Scale-Location
— 3 o — o112 100
g | og 109 2 o 05
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Obrazek ¢. 15: Grafické znazornéni rezidui, vlastni zpracovani v R

Nejjednodussim prostredkem pro hodnoceni tvaru rozdéleni je histogram rozdéleni
standardizovanych rezidui, ktery je vyobrazen na obrazku ¢. 16, ale je zasadni vhodné
urceni poctu déleni sloupctli. Pro lepsi porovnani mizeme grafem prolozit teoretickou
Gaussovu krivku. Skutec¢nost, Ze vektor rezidui ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou
nula, ovéfuje pravé histogram, i kdyz maly pocet pozorovani zpisobil jistou deformaci
rozdéleni.

JelikoZ Q-Q grafy jsou vyznamnym a hojné vyuzivanym pomocnikem pro vizualni kontrolu
predpokladd, podivame se podrobnéji na tento graf. Q-Q graf je zaloZeny na porovnani
kvantilii teoretického rozdéleni a namérenych kvantili a tedy je vhodnéjSim nastrojem
pro urceni rozdéleni ndhodné veli¢iny. Tento zplsob kontroly je naro¢ny na zkuSenost
uzivatele. Je tfeba odhadnout, co lze jeSté povazovat za prijatelnou piimku a co uz nelze.
Nasledujici obrazek ukazuje Q-Q graf, zgrafu vidime, Ze rozdéleni rezidui muizeme
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povazovat za normalni, odchylky od pirimky nejsou velké. Tedy data i model vyhovuji
predpokladu a vysledky mizeme povaZovat za nezavadéjici.

Distribution of Studentized Residuals

N _

o

@ |

o

=

w

& o

n o

-

o |l 7 ]

o
T T T T T T 1
3 2 -1 0 1 2 3

sresid

Obrazek ¢. 16: Histogram standardizovanych rezidui, vlastni zpracovani vR

QQ Plot

Studentized Residuals(model2)

t Quantiles

Obrazek ¢. 17: Normalni Q-Q graf, vlastni zpracovani v R

Mezi predpoklady modelu patii i nekorelovanost rezidui, o mife autokorelovanosti
ndhodnych slozek podava informaci Durbin-Watsontv test, ktery je popsan v kapitole
3.1.2. D-W statistika je rovna 2,248872, tak se nemusime znepokojovat autokorelaci
rezidui.
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4.3 Prodejni cena domu

Tento datovy soubor se tyka informaci o prodejcich cendch domt, data pochazi z [10].

V1 | V2 V3 | V4 V5 V6 V7 | V8 | V9 | V10 | V11 |V12 | V13
1 149176 1.0 | 34720 [0998 |10 |7 4 42 | 3 1 0 259
2 |5.0208 1.0 | 3.,5310 | 1500 |[2.0 |7 4 62 |1 1 0 27.9
3 |4.5429 1.0 | 2.2750 | 1.175 |10 |6 3 40 | 2 1 0 27.9
4 |45573 1.0 {40500 |1.232 |10 |6 3 54 | 4 1 0 259
5 [5.0597 1.0 {44550 |1.121 |10 |6 3 42 | 3 1 0 29.9
6 |3.8910 1.0 {44550 0988 |10 |6 3 56 |2 1 0 29.9
7 15.8980 1.0 | 58500 |1.240 |10 |7 3 51 | 2 1 1 30.9
8 |5.6039 1.0 | 9.5200 | 1501 |00 |6 3 32 |1 1 0 28.9
9 [16.4202 | 2.5 |9.8000 |3.420 | 2.0 10 |5 42 | 2 1 1 84.9
10 | 14.4598 | 2.5 | 12.8000 | 3.000 | 2.0 |9 5 14 |1 4 1 1 82.9
11 | 5.8282 1.0 | 64350 |1.225 |20 |6 3 32 |1 1 0 35.9
12 | 5.3003 1.0 {49883 | 1552 |10 |6 3 30 |1 2 0 315
13 | 6.2712 1.0 | 55200 [ 0975 |10 |5 2 30 |1 2 0 31.0
14 | 5.9592 1.0 | 66660 | 1121 |20 |6 3 32 |2 1 0 30.9
15 | 5.0500 1.0 | 5.0000 | 1.020 [0.0 |5 2 46 | 4 1 1 30.0
16 | 5.6039 1.0 | 9.5200 | 1.501 |0.0 |6 3 32 |1 1 0 28.9
17 | 8.2464 1.5 | 5.1500 |1.664 |20 |8 4 50 |4 1 0 36.9
18 | 6.6969 1.5 {69020 |1.488 |15 7 3 22 |1 1 1 41.9
19 | 7.7841 1.5 | 71020 [1376 |10 |6 3 17 | 2 1 0 40.5
20 | 9.0384 1.0 | 78000 |1.500 |15 7 3 23 |3 3 0 43.9
21 | 5.9894 1.0 | 55200 | 1.256 |[2.0 |6 3 40 | 4 1 1 37.5
22 | 7.5422 1.5 [ 4.0000 |1.690 |10 |6 3 22 |1 1 0 37.9
23 | 8.7951 1.5 198900 |1.820 |20 |8 4 50 |1 1 1 44.5
24 | 6.0931 1.5 | 67265 | 1652 |10 |6 3 44 1 4 1 0 37.9
25 | 8.3607 1.5 {9.1500 |1.777 |20 |8 4 48 | 1 1 1 38.9
26 | 8.1400 1.0 | 8.0000 | 1504 |20 |7 3 3 1 3 0 36.9
27 | 9.1416 1.5 | 73262 1831 |15 |8 4 31 | 4 1 0 45.8
28 | 12.0000 | 1.5 | 5.0000 |1.200 | 2.0 |6 3 30 |3 1 1 41.0

Tabulka ¢. 3: Data vybrana pro regresni analyzu [10]

e V2:mistni prodejni ceny ve stovkach dolari

e V3:pocet koupelen

e V4: plocha pozemku (v tisicich stop ¢tverecnych)

e V5: velikost obytného prostoru (v tis. stop ¢tverecnych)

e V6: polet garazi

e V7:pocet mistnosti

e V8: pocetloZnic

e V9:stari domu v letech

e V10: konstrukeni typ 1 = cihla, 2 = cihla/dfevo, 3 = hlinik/dievo, 4 = dfevo.
e V11: architektonicky typ 1 = dvoupatrovy, 2 = mezonetovy, 3 = ran¢
e V12: pocet krbi

e V13: prodejni cena

V téchto datech budeme zkoumat zavislost prodejni ceny na ostatnich proménnych, tedy
zavisle proménna je prodejni cena (V13) a nezavisle proménné jsou vSechny zbyvajici.
Budeme postupovat stejné jako v predchozim piikladu. Nacteme data pomoci piikazu
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house<-read.table ("house.txt", header=F, row.names=1)

Pro analyzu pouZijeme vicendsobny linearni regresni model, kde k = 13, n = 28. Nejprve
tedy spocteme korelacni koeficienty.

V2 V3 va V5 Va VT
V2 1.00000000 0.6510748 0.51664860 0.52393802 0.445457595 0.46507578
V3 0.651074592 1.0000000 0.36837270 0.58067524 0.36676793 0.51485078
Lk 0.51664860 0.3683727 1.00000000 0.44859853 0.22362049 0.35258533
V5 0.52393802 0.5806752 0.4485%9853 1.00000000 0.28B074782 0.58051376
Va 0.44545785 0.3667679 0.22362049 0.28074782 1.00000000 0.53890816
V7 0.463075378 0.53148508 0.35258533 0.58031376 0.538%0816 1.00000000
Va8 0.34282216 0.53423872 0.23663363 0.554%8503 0.509753870 0.85187405
V8 -0.34871106 -0.1796246 -0.22254853 -0.12738812 -0.03891144 0.035496635
V10 0.05223061 0.1333275 -0.11104872 -0.07085313 0.01105649 0.03664577
W1l 0.1236062% -0.3073093 0.07756315 -0.025815%8%9 0.01235604 -0.07371541
Vi2z 0.35052684 0.4219414 0.23261586 0.17770466 0.32593708 0.31004372
V13 0.75836l1l3e 0.6807842 0.483793741 0.45264119 0.43242586 0.42678622

Va8 va V10 V1l Viz V1z
Va 0.34282216 -0.34871106 0.03223061 0.12360629 0.35032684 0.753836l1l36
V3 0.54238719 -0.179624961 0.13332755 -0.30730933 0.421%4137 0.68078417
V4 0.23663363 -0.22254853 -0.11104872 0.07736315 0.29%9261586 0.48793741
V3 0.55498903 -0.12738812 -0.07085313 -0.02581%89 0.17770466 0.49%26411%9
Ve 0.505875870 -0.038591144 0.01105649% 0.01235604 0.325%87083 0.43242586
V7 0.85187405 0.03546635 0.03664577 -0.07371541 0.31004372 0.42678622
Va8 1.00000000 0.1564983888 0.0%095%26 -0.2%9121760 0.20145%017 0.30916855
V9 0.15648888 1.00000000 0.15655377 -0.38839%927 0.07224722 -0.30478475
V10 0.090%%%26 0.156553377 1.00000000 -0.23265449% 0.10036250 0.05258045
V11l -0.29121760 -0.38839927 -0.2326544% 1.00000000 -0.27529888 0.08814089
Viz 0.2014%9017 0.07224722 0.10036250 -0.27529888 1.00000000 0.40441816
V13 0.30916855 -0.30478475 0.05258045 0.0881408% 0.40441816 1.00000000

Z této symetrické tabulky vidime vys$si zavislost mezi proménnou prodejni cena (V13) a
mistni prodejni cena (V2). Je celkem jasné, Ze tyto proménné spolu budou dzce souviset.
Z tohoto divodu bychom proménnou V2 mohli zmodelu vyloucit, ale vtomto pripadé
jsem se rozhodla ji zatim v modelu ponechat. Provedeme tedy linedrni regresi zavisle
proménné V13 na zbyvajicich proménnych. Pro vypis vysledkli rovnou pouZijeme piikaz
summary, jenz nam da podrobnéjsi popis vysledki, ktery pro analyzu potiebujeme.

summary (1lm (V13~V2+V3+V4+V5+Ve+V7+V8+VI+V10+V11+V12))
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Call:
Im{formula = V13 ~ V2 + V3 + V4 + V5 + Ve + VT + V8 + VO + V10 +
Vi1l + V1zZ)

Eeziduals:
Min 10 Median 30 Ma=x
-5.4860 -2.4801 ©O.5456 1.7226 7T.0276

Coefficients:
Eztimate 5td. Error t wvalue Prix|t])

(Intercept) 2.549246 8.40025 0.303 0.7880
Ve 0.84203 0.79835 1.055 0.3072
V3 3.13727 T7.20045 1.2&8% 0.2228
V4 0.18055 0.5212%9 0.346 0.73386
Vo 13.3151z2 4.596453 2.6882 0.01a4 *
Ve 1.93053 1.77362 1.088 0.2525
w7 -1.07030 2.63897 -0.40& 0.6504
va -0.30201 4.14240 -0.073 0.59428
va -0.0713% 0.08188 -0.783 0.4448
V10 1.02264 0.70387 1.453 0.16586
Vil 1.33951 2.71736 0.483 0.6286
Viz2 2.T86E86 2.49657 1.11& 0.2808
Signif. codes: 0 *#***f 0,001 ***f 0.01 **f 0.05 *.f 0.1 * * 1

Eezidual =standard error: 4.038 on 16 degrees of freedom
Multiple R-=sguared: 0.89518, Adju=ted E-=sguared: 0.918&
F-=ztatistic: 28.72 on 11 and 16 DF, p-value: 1.942e-08

Z vysledkd dostaneme pouze jednu statisticky vyznamnou proménnou velikost obytného
prostoru (V5), tedy jeji p-hodnota vychazi mensi nez 0,05. To znamend, Ze vSechny
zbyvajici proménné mizeme zmodelu vyloucit a bude nam stacit pouze jednoduchy
linearni regresni model tak, jak je popsany v kapitole 1.2.2, ve kterém bude zavisle
proménnd prodejni cena (V13) na nezavisle proménna velikost obytného prostoru (V5).
Provedeme tedy jednoduchou linearnf regresi nasledujicim ptikazem

summary (1m (V13~V5))

Call:
Im({formala = V13 ~ VI3)

Residuals:
Min 10 Median 30 HMax
-9.0028 -4.5994 0.0073 4.3728 10.2&60

Coefficients:

Eztimate S5td. Error t walue Pr(>|t])
(Intercept) 2.154 3,155 0.683 0.501
V5 23.817 1.966 12.112 3.41le-12 #*%%

Signif. codes: O *&%%Fr 0 001 ***f Q.01 *** Q.05 *.* 0.1 * " 1
Eezidual standard error: 5.5%92 on 26 degrees of freedom

Multiple E-sgquared: 0.8494, Adjusted E-=squared: 0.843¢6
F-=statistic: 146.7 on 1 and 26 DF, p-value: 3.414e-12
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Z této casti vysledkil nas zajima hlavné koeficient determinace R? = 84,94 % (Multiple R-
squared). Koeficient determinace je v tomto pripadé statisticky velmi vyznamny. Model
tedy lze povazovat za dostatecné kvalitni. Dale je vidét, Ze proménna V5 je statisticky
vyznamna, p-hodnota je rovna 3,41:10-12, Matici planu sestavime tak, Ze prvni sloupec
zaplni jednotkovy vektor a druhy sloupec jednotlivd pozorovani. V programu miiZzeme
bo
b,

). Hledana rovnice nejlepsiho modelu je tedy: V13 =2,154 + 23,817-V5 + ¢

vypocist hodnotu vektoru b =( ) podle odvozenych vzorcd. Vysledkem je vektor

( 2,154
23,817

V pripadé jednoduché regrese mulzeme znazornit graf s proloZenou regresni primkou
prikazem

plot (V5,V13), abline (model?2)

V13

V5

Obrazek ¢. 18: Prodejni cena domu v zavislosti na velikosti obytného prostoru s proloZenou regresni
piimkou

Vykreslenim dat na obrazku ¢. 18 mlzeme vidét, Ze v datech se nachazi dvé odlehla
pozorovani. Pozorovanim ctyt diagnostickych grafii se toho pravdépodobné potvrdi.
Statisticky software nam také umoznuje znazornit graf standardizovanych rezidui proti
nezavisle proménné. Tento graf vytvoiime ptikazem

plot (V5, model2Sresiduals), abline (h=0)
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Obrazek ¢. 19: Graf standardizovanych rezidui proti nezavislé proménné, vlastni zpracovani v R

Zgrafu na obrazku ¢ 19 vidime, Ze rezidua jsou ndhodné rozmisténa kolem nuly,

systematicky se nezvysuji ani nesnizuji.
DalSim vystupem, ktery provedeme, je graficka analyza rezidui. Nasledujici grafické okno
se Ctyimi grafy ziskdme pomoci prikazi

layout (matrix(c(1,2,3,4),2,2)), plot (model?2)

Na prvnim grafu vidime mirné predpokladané zkresleni, v grafu je lehky naznak vzoru, ve
spravné zvoleném modelu by nemély byt vidét zjevné vzory. To lze vysvétlit tim, Ze
vnasem piikladé mame celkem maly pocet pozorovani a to mize zkreslit vysledky.
Normalni Q-Q graf navazuje na diagonalu celkem pékné, da se rict, ze rezidua maji
normalni rozdéleni. O tom se mizeme presvédCit na obrazku ¢. 21, kde je vykreslen
samostatné Q-Q graf s pAsmem spolehlivosti a také na histogramu standardizovanych
rezidui, ktery je vyobrazen na obrazku €. 22. Podle mého nazoru jsou tam dvé odlehla
pozorovani (outliers).
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Residuals

Standardized residuals

Residuals vs Fitted Scale-Location
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Obrazek ¢. 20: Grafické znazornéni rezidui, vlastni zpracovani v R
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Obrazek ¢. 21: Q-Q graf, vlastni zpracovani v R
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Distribution of Studentized Residuals
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Obrazek ¢. 22: Histogram standardizovanych rezidui, vlastni zpracovani vR
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Zaveér

Regresni analyza je termin, ktery se vztahuje na Sirokou $kdlu metod ve statistice. Ve své
praci jsem se zabyvala predevsim regresnimi modely, hodnocenim kvality téchto model
pomoci raznych statistickych testli a jako posledni také regresni diagnostikou, kde jsem
sledovala splnéni predpokladl regresniho modelu. Nejvice jsem se vénovala tomu, jak
funguje analyza rezidui. V praktické ¢asti jsem aplikovala regresni analyzu na dva rtizné
soubory dat z oblasti financi pomoci R softwaru. Prvni soubor dat byl zaméren na hledani
zavislosti prijmd obyvatel na ostatnich proménnych, ve druhém bylo ukizano s c¢im
souvisi prodejni cena domu.

Cilem prace bylo podat zakladni informace o regresni analyze, vylozit pristup k feseni
problému a seznamit s nezbytnym teoretickym zakladem. Na prvni pohled se regresni
analyza zda jako velmi jednoducha statistickd metoda, ktera s prisluSnym softwarem dava
snadno a lehce cenné poznatky. Prakticka aplikace regresni analyzy prinasi mnohé
problémy. V predchozich prikladech lze najit problém jiného neZ normalniho rozdéleni
rezidui, problém multikolinearity, problém volby mnoZiny regresori nebo problém
korelace rezidui. Pfi podrobnéj$im zkoumani dat jsem zjistila, Ze je naro¢né interpretovat
vysledky a je potfeba konzultovat vybrana data s odbornikem v oboru, znéhoZz data
pochazeji.

Pro uspokojivé vysledky je tedy nutno znat a tedy i pouZit podstatné vice metod, nez jen
ty, které jsou v praci uvedeny. I na priklady, které jsou v praci uvedeny, by bylo mozno

vvvvvv

presto zistavd nejvyuzivanéjSi statistickou metodou aplikovanou v mnoha riznych
oborech.
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