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Abstrakt 

Tato diplomová práce se zabývá tvorbou umělé neuronové sítě pro výpočet měrného 
objemu vodní páry. V práci je popsán výběr a konstrukce dané sítě. Výsledkem práce 
je spus t i te lná aplikace, k t e r á poč í tá měrný objem vodní p á r y pro zadaný tlak a teplotu, 
právě pomoc í neuronových sítí. 

Abstract 

This master thesis is dealing wi th application of an artificial neural network for calculating 
specific volume of steam. There is described type and construction of the needed neural 
network. The main outcome of this work is an executable programme, which calculates 
specific volume of steam for given pressure and temperature, using neural nets. 
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1 Úvod 
Fascinace l idským mozkem t r v á už několik desí tek let. Vědci i laici obdivuj í především 
jeho výpoče tn í schopnosti. Není proto divu, že se lidstvo snaží dovednosti mozku napo
dobit či simulovat počí tačem. Vysněná předs tava sestrojit s amos t a tně myslící stroj žene 
vývoj v tomto odvě tv í kupředu . Vědecký postup v neurovědě a matematice umožni l vznik 
prvních umělých neuronů a nás ledně celých neuronových sítí. Potenciá l neuronových sítí 
je obrovský a každoročně p ř ibývá nespočet nově nalezených aplikací. Tato práce se bude 
věnovat j edné z možných aplikací, a to využi t í neuronové sítě pro výpočet termodyna
mických veličin páry. 

V současné době existuje několik způsobů jak urči t veličiny konkré tn ího stavu vodní 
páry. Ručně spočí ta t , naj í t hodnoty v t abu lkách anebo využí t specializovaného softwaru. 
Naš ím úkolem bude prozkoumat, zda se neuronová síť může vyrovnat existujícím soft
w a r ů m ať už v přesnost i výpoč tů nebo v době jejich provedení. Konkrétněj i se v práci 
budeme zabývat v ý p o č t e m měrného objemu vodní pá ry pro zadaný tlak a teplotu. 

P ráce je s t r uk tu rována do pět i kapitol. V následující, d ruhé , kapitole je rozebrána 
veškerá teorie p o t ř e b n á k sestavení obecné neuronové sítě. Ve t ř e t í kapitole jsou uvedeny 
již existující rovnice pro výpoč ty veličin p á r y odvozené Mezinárodní asociací vlastnosti 
vodní páry. Ve č tvr té kapitole bude sestavena neuronová síť a nás ledně bude optimali
zována dle popsané teorie. V poslední kapitole budou prezentovány výsledky. 

Celkovým v ý s t u p e m t é t o diplomové práce bude spus t i te lná aplikace, k t e rá bude prová
dět výpoč ty pomoc í neuronové sítě. Neuronová síť bude vy t r énována na existujících da
tech ze specializovaných softwarů. Tato síť bude schopna po předložení t laku a teploty 
vodní p á r y dopočí ta t její mě rný objem. 
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2 Umělé neuronové sítě 

2.1 Uvedení do problematiky 
Ve své nejobecnější podobě , umělá neuronová síť neboli pouze neuronová síť, je stroj, 
k terý modeluje p růběh , j a k ý m lidský mozek provádí urč i tý úkol. Taková síť je nejčastěji 
zreal izována elektronickými součás tkami anebo je s imulována poč í tačovým softwarem. 
K dosažení dobrých výkonů, neuronové sítě využívají četných propojení mezi svými 
výpoče tn ími buňkami , tzv. neurony. Neuronovou síť můžeme tedy definovat [1]: 

Neuronová stí je paralelní procesor složený z jednoduchých výpočetních jednotek, které 
ukládají znalosti získané zkušenostmi a následné je zprostředkovávají k použití. Lidskému 
mozku se neuronová stí podobá ve 2 aspektech: 

1. Stí obdržuje znalosti ze svého prostředí skrze učení 
2. Síly propojení mezi neurony neboli synaptické váhy se používají k uložení nabytých 

znalostí. 

Proces, při němž dochází k učení, nazýváme učící algoritmus, v jehož p růběhu se 
pos tupně upravuj í synapt ické váhy k dosažení požadovaného cíle. Hlavní výpoče tn í si
lou neuronových sítí je tedy parale lní struktura, ale t aké schopnost zobecňování , neboli 
schopnost produkovat rozumné výs tupy pro vstupy, se k te rými se síť nesetkala v p růběhu 
učení. 

Podívejme se v rychlosti na neurologický apa rá t , k t e r ý m byly neuronové sítě inspi
rovány. Lidská nervová soustava se v p o d s t a t ě skládá ze 3 základních s tupňů . Hlavním 
komponentem je mozek, reprezentován neurá ln í sítí, k t e r á nepře t rž i tě př i j ímá a zpra
covává informace a nás ledně provádí v h o d n á rozhodnut í . Dále receptory, k teré p řevádí 
p o d n ě t y z pros t ředí na elektrické impulzy sloužící k dopravě informací do mozku. Efektory 
pak mění impulzy z mozku v příslušné reakce. 

Rozdíly mezi neuronovou sítí umělou a lidskou jsou však značné. Elektronické operace 
dosahují rychlosti v řádech nanosekund oproti mi l i sekundám u nervové soustavy. Nicméně 
tato skutečnost nes tač í umě lým neuronovým sít ím, aby se t ě m l idským zcela vyrovnaly. 
Lidský mozek disponuje nesku tečným množs tv ím neu ronů a stejně tak obrovským poč t em 
vzájemných propojení (synapsí) mezi n imi , k teré dohromady tvoř í výpoče tn í sílu, jakou 
umělá neuronová síť nedokáže simulovat. 

Předeš lý odstavec už d á v á tuš i t problémy, se k te rými se později v práci budeme 
zabývat . Je to např ík lad počet neuronů , jenž bude tvoř i t naši neuronovou síť. Počet a jejich 
u spo řádán í do vrstev, tzv. architektura sítě, definuje její vlastnosti a výpoče tn í možnost i . 
Dále jsou to vzá jemná propojení , k t e rá jsou v umě lém př ípadě neuronové sítě v podobě sy-
napt ických vah. Hodnoty těchto vah, stejně jako jejich počet simulují sílu synapsí v mozku, 
důleži tá je tedy volba vhodného učícího algoritmu, včetně jeho p a r a m e t r ů . 

Výše uvedené vlastnosti neuronových sítí jsou součást í celku, k te rý souhrnně nazýváme 
hyperparametry neuronové sítě, a p rávě nalezení opt imálních hodnot těchto p a r a m e t r ů je 
klíčovým úkolem pro správné fungování sítě [1]. 
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2.2 Struktura neuronové sítě 
2.2.1 Mode l neuronu 

Základní s tavební jednotkou neuronové sítě je neuron. Ma tema t i cký model neuronu je sice 
z jednodušením opravdového neuronu, přes to však vystihuje jeho funkci dos ta tečně dobře. 

Než se dostaneme k s a m o t n é m u modelu, věnujme se ješ tě dě jům probíhaj íc ím v oprav
dovém neuronu. P řevod signálu mezi neurony je složitý chemický proces, proto se zaměř íme 
pouze na jeho podstatu. Neuron vysílající signál uvolňuje specifické chemické látky, k teré 
maj í za úkol zvýšit nebo snížit elektrický potenciá l v př i j ímacím neuronu. Pokud tento 
potenciál dosáhne urč i tého prahu, dojde následně k p řevodu signálu mezi neurony [2]. 

P ř i sestavování ma tema t i ckého modelu je nezbytné tuto podstatu zachytit. Snažíme 
se převést soubor nějakých v s t u p ů neboli signálu na odpovídaj ící výs tup . Dále mus íme 
vystihnout vl iv synapt ických vah na sílu jednot l ivých vs tupů . V neposlední řadě pak 
musíme zvolit funkci, k t e rá bude realizovat zmíněné prahování . 

VycT/leni 

Synaptické 
váhy 

Obrázek 1 - Model neuronu [1] 

S a m o t n ý m a t e m a t i c k ý model si lze předs tav i t jako na obrázku 1. Můžeme tedy k- tý 
neuron popsat rovnicemi 

m 

zk = ^2wkjXj+ bk (1) 
i=i 

a 
Vk = <p(zk), (2) 

kde zk nazveme aktivací k- tého neuronu, xi, x 2 , x m jsou vs tupn í signály, Wki,wk2, •••,Wkm 
jsou synapt ické váhy k- tého neuronu. A tedy, j - t ý signál x j př ivedený do k- tého neuronu 
je násoben synaptickou váhou wkj (první index vždy značí o j aký se j e d n á neuron a d ruhý 
se odkazuje na př ivedený signál). Dále, bk je tzv. bias, neboli vychýlení. Synapt ické váhy 
a vychýlení budeme nazývat parametry neuronové sítě a znači t vektorem 0. Funkce tp 
se nazývá akt ivační funkce, jejíž účelem je omezení amplitudy v ý s t u p u daného neuronu. 
V ý s t u p n í signál yk po t é větš inou leží v intervalu (0,1), popř ípadě (-1,1) [1]. 
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2.2.2 H l u b o k é d o p ř e d n ě n e u r o n o v é s í t ě 

Hluboké dopředné neuronové sítě, t aké nazývány pouze dopředné neuronové sítě nebo 
vícevrstvé perceptrony, jsou samotnou podstatou tzv. deep learningu. Deep learning je 
t e rmín užívaný pro algoritmy strojového učení pro architektury h lubokého typu. Nabízí 
se otázka, kdy je neuronová síť h luboká? Bohužel neexistuje p řesná definice kolik vrstev 
d a n á síť musí mí t , aby mohla být h luboká , ale obecně se považuje za hlubokou pokud m á 
2 a více skrytých vrstev. Ukázku mělké sí tě můžeme vidět na obrázku 2a a h luboké na 
obrázku 2b. 

Cílem těchto sítí je aproximovat nějakou funkci / * . Dopředné sítě definují zobrazení 
y = f(x,0) a učí se hodnotu p a r a m e t r ů 6 vedoucí k nejlepší možné aproximaci funkce. 
Dopředné se nazývaj í proto, že informace p roud í jen j edn ím směrem a to od vs tupních 
dat x k výs tupy y bez jakékoliv zpě tné vazby, ve které by se výs tupy modelu použily jako 
vstupy. 

Dopředné sítě jsou reprezentovány složením několika funkcí. Mějme např ík lad 3 funkce 
f^\f^ a posk ládané tak, že f(x) = / ^ ( / ^ ( / ^ ( # ) ) ) • V neuronových sítích jsou 
tyto řetězcové struktury nejčastěji používanými . V tomto př ípadě , funkci nazveme 
prvn í vrstva sítě, d r u h á vrstva, atd. Celkovou délku tohoto řetězce nazýváme hloubka 
neuronové sítě. Poslední vrstvu sítě nazýváme výs tupn í vrstva. 

V p růběhu učení je naší snahou dosáhnou t shody f(x) a f*(x). Trénovací data n á m po
skytnou přibližné př ík lady / * (x) vyhodnocené v různých trénovacích bodech. K e každému 
př ík ladu cc je přiložen jeho vzor y ~ f*(x). Trénovací př ík lady jasně specifikují, co se musí 
s t á t ve výs tupn í vrs tvě v každém x, a to dojít k hodno tě blízké k y. Učící algoritmus musí 
rozhodnout jak využí t svých vrstev k dosáhnu t í požadovaného výs tupu . Jelikož trénovací 
data neukazují požadovaný výs tup pro každou vrstvu, tak tyto vrstvy nazýváme skryté . 

Poslední pojem, k te rý bychom měli zavést , je šířka sítě. Neuronové sí tě jsou inspi
rovány l idským mozkem. K a ž d á vrstva tedy obsahuje několik neuronů , takovou vrstvu pak 
můžeme zapsat pomoc í vektorového zápisu, kde vektory reprezentuj í jednot l ivé vrstvy. 
Dimenze vektorů skrytých vrstev určuje šířku naš í sítě. Důvod použi t í vektorové repre
zentace je opět převzat z neurovědy. Volba funkcí /^(x) použi tých k výpoč tu těchto 
reprezantac í je lehce inspirována vědeckým pozorováním chování biologických neuronů . 
Nicméně modern í sí tě se už spíše řídí m a t e m a t i c k ý m v ý z k u m e m a není obecnou snahou 
co nejlépe modelovat lidský mozek [4]. 
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2.2.3 U n i v e r z á l n í a p r o x i m a č n í v ě t a 

P ř i p o m e ň m e si nejdříve, jak zapisujeme jednot l ivé neurony. Vektor p a r a m e t r ů 0 pro nás 
bude v dr t ivé větš ině p ř ípadů předs tavovat vektory vah w pro všechny vrstvy a od
povídající vektory vychýlení b. Neurony ve skrytých vrs tvách tedy obdrž í vektor v s t u p ů 
x, p roběhne v nich výpočet afinní transformace z = wTx + b a pak po prvcích užijeme 
nel ineární funkci <p(z). 

Jak již bylo zmíněno, neuronové sítě jsou organizovány do vrstev. Větš ina sítí pak tyto 
vrstvy řetězovitě propojuje, tak, že každá vrstva je funkcí vrstvy, k t e r á j i předcházela . 
V takové s t ruk tu ře je prvn í vrstva d á n a 

yW = <pW(wWTx + bW), (3) 

d r u h á vrstva je d á n a 

y (2) =^2\w^Th^+b^). (4) 

Zápis tedy můžeme zobecnit pro libovolnou fc-tou vrstvu 

y(*) = ¥ , ( * ) ( W ( * ) T h ( f c - l ) + 6 ( f c ) ) . ( 5 ) 

V t ěch to ře tězi tých a rch i tek tu rách jsou p ř e d m ě t e m našeho zájmu předevš ím celková 
hloubka sítě a šířka jednot l ivých vrstev. Hlubší sítě si obvykle vystač í s méně neurony ve 
vrs tvách a s méně parametry než mělčí sítě, jsou však o to obtížněji opt imalizovatelné. 

Lineární model může dle definice reprezentovat pouze l ineární funkce. M á v ý h o d u 
ve s n a d n é m učení, protože spousta z t rá tových funkcí aplikovaných na l ineární modely 
vede na konvexní opt imal izační problémy. Nicméně nás bude předevš ím zaj ímat učení se 
nelineárních funkcí. 

N a p rvn í pohled by se mohlo zdá t , že k učení se nel ineárních funkcí budeme po t řebova t 
speciální model pro konkré tn í nel ineární funkci. Naštěs t í , dopředně neuronové sítě slouží 
jako univerzální aproximátor . Aprox imačn í schopnosti sítě popisuje univerzální apro
x imační vě ta [5]: 

V ě t a 2.1. Nechť (p : M. —> M. je nekonstantní, ohraničená a spojitá funkce. Nechí In je 
n-dimenzionální jednotková hyperkrychle [0,1]™. Prostor reálných spojitých funkcí na In 

označíme C(In). Pak pro libovolné e > 0 a libovolnou funkci f G C(In), existuje celé číslo 
N, reálné konstanty Vi, bi G M a reálné vektory Wi G W1 pro i = 1 , N takové, že můžeme 
definovat 

N 

F(x) = J2^(wJx + h), (6) 

jako aproximaci funkce f, tedy 

\F(x)-f(x)\ <e , V x G / „ . (7) 

Neboli funkce tvaru F(x) jsou husté v C(In). 

Důkaz je možno naj í t v [5]. 
Výše zmíněná vě t a n á m v p o d s t a t ě říká, že dopředná neuronová síť s alespoň jednou 

skrytou vrstvou s vhodnou akt ivační funkcí tp dokáže aproximovat libovolnou funkci / . 
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Tato funkce musí bý t spoj i tá na nějaké uzavřené a ohraničené podmnož ině M.n. Aprox i 
mace proběhne s požadovanou nenulovou přesnost í za p ředpokladu , že neuronová síť m á 
k dispozici dos t a t ečný počet skrytých neuronů . 

Univerzální aproximační vě ta tedy tvrd í , že nehledě na to, jakou funkci se snažíme 
nauči t , v íme, že dos ta tečně velká dopředná síť bude schopna reprezentovat tuto funkci. 
Nicméně n e m á m e zaručeno, že t rénovací algoritmus se doopravdy danou funkci naučí . I za 
předpokladu , že neuronová síť dokáže reprezentovat danou funkci, učení m ů ž e ztroskotat 
ze dvou důvodů. 

Zaprvé, může se s tá t , že opt imal izační algoritmus použ i tý pro t r énován í nebude schopný 
nalézt hodnoty p a r a m e t r ů odpovídaj ící požadované funkci. A zadruhé , učící algoritmus 
může vybrat špa tnou funkci kvůli overfittingu. Tedy dopředné sítě poskytuj í univerzální 
sys tém pro reprezentaci funkcí, ve smyslu, máme-l i zadanou funkci, pak existuje dopředná 
síť, k t e r á tuto funkci aproximuje. Neexistuje však univerzální postup pro zkoumání t réno
vací sady př ík ladů a nás ledně určení funkce zobecněné natolik, že bude platit i pro body, 
které nebyly zahrnuty v t rénovací sadě dat. 

Vraťme se opět k univerzální aproximační větě . V ní rovněž stojí , že s dos ta tečně 
velkou sítí s jednou skrytou vrstvou jsme schopni dosáhnou t libovolné přesnost i . Síť s jed
nou skrytou vrstvou je tedy dos ta t ečný předpoklad , avšak tato vrstva může na růs t do 
enormní šířky a proces učení nemusí p roběhnou t vůbec úspěšně. V mnoha př ípadech se 
tedy uchylujeme k p ř idán í jedné nebo i více vrstev, neboť ty mohou zredukovat počet 
neuronů po t řebných k aproximaci. 
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2.3 Učení 
Učení neuronové sítě definujeme jako proces, při němž dochází ke z m ě n á m p a r a m e t r ů v l i 
vem pros t ředí , ve k t e r ém se síť nachází . Množinu p ř e d e m s tanovených pravidel pro řešení 
učícího problému nazveme učící algoritmus. Neexistuje však jeden un iká tn í algoritmus, 
k terý by vyhovoval každé síti . K dispozici m á m e různé algoritmy lišící se ve způsobu, 
j a k ý m upravuj í synapt ické váhy neuronové sítě. 

Rozlišujeme dva druhy učení - s uči te lem a bez učitele. P ř i p rvně zmíněném učení, 
učitel m á znalosti o pros t ředí , k teré jsou reprezentovány množinou v s t u p ů a j i m od
povídaj ícím v ý s t u p ů m . Nicméně, neuronová síť podobné znalosti nemá , avšak pokud jsou 
j i předloženy stejné vstupy, může porovnat svůj výs tup s požadovaným výs tupem, k terý 
j i poskytne učitel . Následně pak dojde k úpravě p a r a m e t r ů sítě. 

P ř i učení bez učitele není k dispozici žádný dohled nad p r ů b ě h e m učení a síť s a m o t n á 
si mus í vytvoř i t v las tn í způsob klasifikace výs tupů . Tento styl učení se v práci nadá le 
rozebírat nebude. 

Obecně existuje pět základních pravidel učení - učení na základě opravy chyby, na základě 
práce s pamět í , Hebbovo, kompet i t ivn í a Boltzmannovo učení. Ve t é t o práci budeme 
využívat p rvn í zmíněné pravidlo a proto se nadále budeme věnovat pouze tomu [1]. 

Umělé neurony učíme pomocí tzv. opravy chyb - spočí táme rozdíl mezi sku tečným -
požadovaným v ý s t u p e m a v ý s t u p e m našeho neuronu. Tento rozdíl nazýváme chyba učení 
Pokud tedy výs tup našeho neuronu je neuspokojivý, dojde ke změně jeho p a r a m e t r ů . 
Změna by měla bý t taková, abychom příš tě dosáhli lepšího v ý s t u p u při předložení stejných 
vs tupů . Vektor p a r a m e t r ů k- tého neuronu tedy uprav íme následovně 

kde Qnove je nově obdržený vektor p a r a m e t r ů , 0stare původn í vektor p a r a m e t r ů a Ad je 
vektor o d h a d n u t é změny k lepšímu v ý s t u p u [6]. 

2.3.1 Overfitting a underfitting 

Hlavní výzvou pro neuronové sítě, stejně jako pro o s t a tn í algoritmy s t rojového učení, je 
schopnost zobecňování , neboli p ředváděn í stejně dobrého výkonu na datech do té doby 
neviděných. 

Obvykle m á m e k dispozici t réninkovou sadu dat, ze k teré obdrž íme při učení t réninkovou 
chybu, kterou se snaž íme minimalizovat. Abychom mohli posoudit schopnost zobecňování 
naší sítě, po t řebu jeme ješ tě testovací sadu dat a z ní př ís lušnou testovací chybu. 

Nejdříve neuronové síti předložíme t réninkové data a vhodně uprav íme její parametry, 
abychom dos ta tečně snížili t réninkovou chybu. Po té síti předložíme testovací data a spočí
t á m e testovací chybu, k t e r á bude ve většině p ř ípadů větší nebo rovna t é t réninkové [4]. 

Následně se snažíme vyřešit dva problémy najednou, a to: 

1. Zmenši t t rénovací chybu. 
2. Zmenši t rozdíl mezi t rénovací a testovací chybou. 

S t ěmi to problémy souvisí pojmy underfitting a overfitting. Underfitting nas t ává , po
kud náš model není schopen obdrže t dos ta tečně malou trénovací chybu. Naopak overfitting 
znamená , že rozdíl mezi t rénovací a testovací chybou je příliš velký. 

inové es

k

taré + Ad, 
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K tomu, abychom se vyhnuli jednomu či d ruhému, n á m slouží kapacita modelu. Modely 
s nízkou kapacitou nebudou schopny adekvá tně popsat t rénovací data a modely s vysokou 
kapacitou se mohou zaměř i t na příliš konkré tn í znaky trénovacích dat a s t á t se zbytečně 
komplexní . 

I když jednodušš í funkce pravděpodobněj i zobecní daný prob lém lépe než komplexnější 
funkce (zmenší rozdíl mezi t rénovací a testovací chybou), stále mus íme vybrat dos ta tečně 
složitou funkci, abychom dosáhli malé t rénovací chyby. Obecně pla t í , že t rénovací chyba 
se zmenšuje, a nás ledně se asymptoticky blíží k min imáln í možné chybě, za t ímco kapacita 
modelu se zvětšuje. Testovací chyba je funkcí kapacity modelu a je konvexní křivkou. Vše 
je zachyceno na obrázku 3 [4]. 

Underfiťting zóna 

V 

Overfitting zóna 

— • Trénovací chyba 

Testovací chyba Underfiťting zóna 

V 
0 Optimální kapacita 

Kapacita modelu 

Obrázek 3 - Srovnání t rénovací a testovací chyby [4] 

K po rozumněn í p o j m ů overfittingu a underfittingu věnujme ješ tě následující odstavce. 
Jelikož overfitting je daleko častější a závažnější problém, zaměřme se předevš ím na něj . 
Pro lepší vysvět lení overfittingu si uvedeme jednu zaj ímavost z historie U S A : 

"Do roku 1996 nebyl žádný úřadující americký demokratický prezidentský kandidát, 
disponující nulovými válečnými zkušenostmi, poražen někým, jehož první jméno má větší 
hodnotu ve Scrabblu."(Dokud Bili neporazil Boba.) 

Je zřejmé, že tento fakt je zcela irelevantní, co se týče prezidentské volby, avšak krásně 
ilustruje, jak je důležité vybrat ty správné faktory pro jakoukoliv předpověď. Rovněž uka
zuje, že predikovat pomocí náhodných znaků není nejlepší nápad , neboť v tomto př ípadě 
jde o prostou náhodu . V tomto leží podstata overfittingu, děláme předpovědi , k te ré do
konale vyhovují naš im současným d a t ů m , avšak nejsou dos ta tečně zobecněné pro širší 
da tové sety. 

Overfitting je tedy snaha zachytit šum (informace bez opravdového významu) v našich 
datech a donutit model, aby vyhovoval t ě m t o m a l ý m odchylkám [7]. 

Ukažme si oba př ík lady na reálných datech. Správné podchycení overfittingu a under
fittingu může vést k rychlejšímu určení opt imálních hodnot h y p e r p a r a m e t r ů , o k te rých 
bude řeč později. 
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Podívejme se nejdříve na obrázek 4. P r o z a t í m se nezabývejme jednot l ivými zkratkami 
a jejich významy, za j ímá nás , že se j e d n á o graf testovací chyby v závislosti na nějakém 
hyperparametru sítě. Žlutá křivka vykazuje jasné z n á m k y overfittingu. Testovací chyba 
klesá jen pro ma lý rozsah daného parametru a nás ledně stále roste. Ačkoliv m o d r á křivka 
m á p o d o b n ý p růběh , nejedná se v tomto př ípadě o overfitting. Os t rý ná růs t testovací 
chyby zde př ič í táme nes tab i l i t ám při učení v důs ledku vyšších hodnot daného parametru, 
který, jak se dozvíme později , značně ovlivňuje učení [8]. 

CifarlO, 3 layer network; CLR=0.002-0.02; WD=4e-3; TBS=548; lOk iter 

0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 
Rychlost učení 

Obrázek 4 - Ukázka overfittingu [8] 

Nyní p ře suňme pozornost k obrázku 5. Underfitting lze pozorovat u obou vykreslených 
křivek. Projevuje se s t á lým poklesem testovací chyby. Ideálně chceme dospět do nějaké 
horizontální oblasti, ve k te ré se testovací chyba už nebude nadá le zmenšovat . Vidíme, že 
chyba se stále zmenšuje i po 100 000 iteracích, i když červená křivka se pomalu ustaluje 
a jen osciluje zhruba kolem hodnoty 2. Rozhodně můžeme konstatovat, že síť p o p s a n á 
červenou křivkou vykazuje slabší z n á m k y underfittingu [8]. 

Imagenet; 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Počet iterací . n4 

Obrázek 5 - Ukázka underfittingu [8] 
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2.3.2 P ř e d z p r a c o v á n í dat 

Existuje několik způsobů, jak učení urychlit. Následuje s t ručný přehled často používaných 
metod pro zefektivnění celého procesu. 

Z a m í c h á n í p ř í k l a d ů 
Síť se nejrychleji nauč í z nejméně očekávaných vs tupů . Doporučuje se vybí ra t v každé 

iteraci př íklad, k t e rý je nejvíce odl išný od těch os ta tních. Jak poznáme , zda vyb raný 
příklad poskytl více nebo méně informací pro naši síť? Jednou z možnos t í je sledování 
t rénovací chyby. Pokud je re la t ivně velká, potom víme, že jsme síti předložili př íklad 
s vě tš ím množs tv ím informací než v př ípadě , že by chyba byla malá . Je tedy logické 
vybí ra t p o d o b n é př ík lady často, abychom naši síť naučil i co nejrůznorodější informace. 

Ve většině p ř ípadů se snažíme síti prezentovat př ík lady dosud neviděné, k te ré maj í 
největší potenciá l pro další učení. Avšak můžeme taky narazit na problém. Pokud naše 
data obsahují tzv. outliery (hodnoty, k teré se výrazně liší od zbytku) neměli bychom se 
p o d o b n ý m p ř í s t upem řídit , neboť by se naše síť nenauči la ty p o d s t a t n é informace [9]. 

Standardizace v s t u p ů 
Konvergence procesu učení je obvykle rychlejší, pokud p r ů m ě r v t rénovací sadě dat 

každé vs tupn í p roměnné je blízký nule. Obecně každý posun p r ů m ě r u v s t u p ů od nuly 
zapříčiní update synapt ických vah v u rč i t ém směru, a t í m p á d e m zpomal í učení. Uvažujme 
např ík lad př ípad , kdy všechny vstupy jsou kladné . Pokud jsou všechny složky vs tupn ího 
vektoru k ladné , potom složky upda tovaného vektoru vah (viz rovnice (8)) budou všechny 
stejného znaménka v d a n é m uzlu. Ve výsledku tyto složky mohou zároveň b u ď všechny 
růst nebo všechny klesat, což je velmi neefektivní. 

Vyp la t í se tedy posunout vstupy tak, aby jejich p růměr byl blízký nule. Tuto heuristiku 
bychom měli aplikovat v každé vrs tvě , protože každá vrstva slouží jako vs tupn í vrstva 
pro tu následující. S t í m t o p rob lémem souvisí vhodný výběr akt ivační funkce, což bude 
rozebráno později . 

Dvě nejčastěji používané normal izační techniky jsou: 
• S tandard izované z-skóre 

_ X-X 
(9) 

Min-max normalizace 

a(X) ' 

X - m i n ( X ) 
" m a x ( V ) - m i n ( X ) ' ^ 

kde X jsou hodnoty vs tupn í p roměnné , X je jejich p růměr , cr(X) s m ě r o d a t n á od
chylka a min(X), max(X) jsou po řadě min imáln í a max imá ln í prvek dané p roměnné 
[10]-

Kovariance 
Za zmínku rovněž stojí v ý z n a m kovariance. Konvergenci učení můžeme urychlit, pokud 

naše vstupy transformujeme tak, aby měly zhruba stejnou kovarianci C j , kde 

^ Í > í p ) ) 2 . ( n ) 
p = l 

Zde n značí počet trénovacích př íkladů, Ci je kovariance i-té v s tupn í p roměnné a x\ je i-tá 
složka p- tého t rénovacího př ík ladu. Tato transformace urychluje učení, protože vyrovnává 
rychlost napo jen í jednot l ivých vah na vs tupn í uzly [9]. 
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2.3.3 Optimalizace u č e n í n e u r o n o v ý c h s í t í 

Spousta a lgor i tmů s t rojového učení zahrnuje do j is té míry i optimalizaci. Snažíme se mi
nimalizovat nebo maximalizovat nějakou vektorovou funkci f(x), různými změnami x. 
Funkci, kterou minimalizujeme nebo maximalizujeme, budeme nazývat chybovou funkcí 
nebo t aké z t rá tovou funkcí. Následující odstavce věnujme učícím a lgor i tmům, jejichž 
úkolem je zmíněnou optimalizaci provést . 

G r a d i e n t n í sestup 
Začneme s metodou grad ien tn ího sestupu. Mějme funkci y = f (x), x, y E M.. Derivaci t é to 
funkce značíme f (x) = Říká n á m , jakou změnu mus íme uděla t ve vstupu, abychom 
obdrželi odpovídaj í změnu na výs tupu- f(x + r))ttf(x) + r)f'(x). 

Derivaci můžeme využít k minimalizaci funkce, protože n á m říká, jak mus íme změni t 
x abychom dosáhli menšího y. Např ík lad , víme, že f(x — rj sgn(/ '(x))) je menší než f(x) 
pro dos ta tečně malé rj. Můžeme tedy p o s t u p n ě zmenšovat f(x), t ím, že budeme po malých 
krocích posouvat x ve směru opačného znaménka derivace. Tuto metodu nazýváme gra
dientní sestup. 

Pro naše účely je nej důležitější minimalizace funkcí s více vstupy: / : M™ —> K . K to
muto úkolu využijeme parciá lní derivace. Parc iá ln í derivace -£^f(x) vyjadřuje, jak se / 
mění v závislosti na změně pouze p roměnné Xi v d a n é m b o d ě x. Gradient funkce / je vek
tor obsahující všechny její parciá lní derivace, budeme jej znači t Vxf(x). Prvek i gradientu 
je tedy parciá lní derivace / podle X j . 

Směrová derivace ve směru u ( jednotkový vektor) je derivace funkce f{x+au) podle a 
pro a — 0. Tedy -§^f{x + au) = uTVxf(x), pro a = 0. K minimalizaci funkce / ,bychom 
rádi našli směr, ve k t e r ém se / zmenšuje nejrychleji. K tomuto m ů ž e m e využí t směrovou 
derivaci: 

min uTVxf(x) = min | | i t | | 2 | |V a . / ( £c ) | | 2Cos / 5 , (12) 
U,UT u = l U,UT u = l 

kde /3 je úhel mezi u a gradientem. Pokud dosadíme za ||tx| | 2 = 1 a vynecháme členy, 
které nezávisí na u, tak se n á m tento problém zjednoduší na 

min cos (3, (13) 
u 

což je minimal izováno pro vektor u směřující o p a č n ý m směrem než gradient. Funkci / 
můžeme zmenšovat pohybem ve směru záporně vza tého gradientu. Tato metoda je z n á m á 
taky jako metoda největšího spádu. 

Metoda největšího spádu n á m tedy nab ídne nový bod x'\ 

x' = x-VVxf(x), (14) 

kde rj nazýváme rychlost učení, což je k ladný skalár určující velikost kroku. Nejjednodušší 
p ř í s tup je zvolit rj jako malou konstantu. Jednou z možnos t í je vyhodnotit f(x—r)Vxf(x)) 
pro několik různých rj a vybrat takové, k teré vyús t í v nejmenší hodnotu chybové funkce. 
Tuto metodu nazýváme line search [4]. 
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S t o c h a s t i c k ý g r a d i e n t n í sestup 
Stochast ický grad ien tn í sestup (stochastic gradient descent - S G D ) je j edn ím z nejrozšíře-
nějších a lgor i tmů pro učení neuronových sítí. J e d n á se o rozšíření metody popsané dříve. 

Nej častějším p rob lémem strojového učení je nezbytnost velkých trénovacích da tových 
sad, abychom dosáhli dobrého zobecnění . Nicméně zpracování takových da tových sad je 
výpoče tně náročnější . 

Chybová funkce použ ívaná v algoritmech strojového učení se d á rozepsat jako suma 
přes všechny trénovací př ík lady dané z t rá tové funkce pro konkré tn í př íklad, tedy 

£ ( 0 ) = - f > ( y « 0), (15) 
i=i 

kde funkce L p ředs tavuje námi zvolenou z t rá tovou funkci pro konkré tn í př íklad. Pro 
takovou chybovou funkci je t ř e b a spočí ta t gradient 

VeE{e) = ^-YjVeL{y^,x^,e) (16) 
i = l 

Uveďme si př ík lad nejčastěji používané z t rá tové funkce, na které budeme ilustrovat 
náš postup. Pokud výs tup naš í sítě označíme yW, tak z t rá tovou funkci pro konkré tn í z-tý 
příklad zapíšeme: 

L ( y « y « ) = ^ ( y « - y « ) 2 . (17) 

Pak stačí jen spočí ta t gradient chybové funkce 

V 0 £ ( 0 ) = ^ ^ V 0 ( y « - ý « 
2n 

i=l 

Pokus íme se lehce nas t ín i t tento výpočet . Vektor p a r a m e t r ů 0 se skládá z vah w a z vychý
lení b. Naš ím úkolem je spočí ta t parciá lní derivace f~ ^ f f • Konkrétněj i nás zaj ímá, jak 
se změní hodnota chybové funkce při změně váhy wl^k spojující neuron j v /-té vrs tvě 
a neuron k ve vrs tvě l — 1. To samé p la t í pro vychýlení \}- neuronu j v /-té vrs tvě . Tedy 
zaj ímá nás -§§- a § g [4]. 

3' 3 

Výpoče t g rad ien tů chybové funkce se nazývá backpropagation. Síť upravuje své para
metry na základě zpě tně doručené chyby z výsledků. Algoritmus je postaven na čtyřech 
základních rovnicích [3]: 

• Rovnice pro výpočet chyby ve výs tupn í vrs tvě ôM 

j =
 ^

 j
 ( ' 

kde tjj1 je výs tup j - t é h o neuronu ve výs tupn í vrs tvě M , = ^2kwjíykI~1 + ' 
A konkré tně pro naši z t rá tovou funkci (vynecháme horn í index značení p ř ík ladu pro 
přehlednos t ) : 

S? = {v!i-VJW{z»), (20) 

kde zřejmě ý = yM jsme zavedli kvůli konzistenci nás ledného značení . 
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Rovnici (20) můžeme přepsa t mat icově 

SM = (yM -y)QV'(zM), (21) 

kde 0 značí mat icové násobení po složkách, tento zápis budeme užívat v následujících 
rovnicích. 

Rovnice pro chybu ô1 vy jádřená pomocí chyby následující vrstvy ô^l+1^ 

ô1 = ((wl+1)Tôl+1)Q<p'(zl), (22) 

kde wl+1 je matice vah pro / + 1-ní vrstvu. Pomoc í t é to a předchozí rovnice jsme 
schopni vyjádři t chybu ô1 pro libovolnou vrstvu / sítě. 

Rovnice pro změnu chybové funkce podle vychýlení, nejdříve zápis po složkách 

kde se opět vyskytuje chyba <5j j - t é h o neuronu pro /-tou vrstvu. Mat icový zápis pak 
v y p a d á takto 

m = * <24> 

Rovnice pro změnu chybové funkce v závislosti na libovolné váze 

dE 
VÍ'1*1,, (25) dw\k 

což můžeme přehledněji zapsat 

Díky výše zmíněným rovnicím můžeme podrobněj i prozkoumat proces učení. Vš imněme 
si t ř eba , že pokud v rovnici (26) výs tup z předchozí vrstvy yl~l je velmi malý, yl~l ~ 0, 
potom také gradient bude malý. V takovém p ř ípadě hovoříme o p o m a l é m učení, neboť 
nedochází ke větš ím z m ě n á m v hodno tách vah. 

P o d o b n ý m způsobem můžeme prozkoumat i další rovnice. Podívejme se např ík lad 
na rovnici (21), konkrétněj i na výraz ip'(zM). Pro lepší ilustraci si vybereme konkré tn í 
akt ivační funkci a to sigmoid. Tato funkce je t éměř kons t an tn í pro ip(zM) ~ 0 nebo 
ip{zM) ~ 1. Pokud tak nastane, obdrž íme (p'(zM) ~ 0. A tedy váhy ve výs tupn í vrs tvě 
se budou učit velmi pomalu, neboť došlo k tzv. saturaci výs tupních neuronů . Podobné 
závěry p la t í i pro vychýlení výs tupních neuronů . 

Stejně tak m ů ž e m e odvodit, co se děje v předchozích vrs tvách . Zaměřme se na výraz 
tp'(zl) v rovnici (22). Pokud se neurony v /-té vrs tvě blíží saturaci, pak ô1 bude nabýva t 
malých hodnot a t í m p á d e m veškeré příchozí váhy do sa turovaného neuronu se budou učit 
pomalu. 
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Zde vidíme, že saturace neu ronů představuje p rob lém pro učení. Snažíme se tedy 
vybrat takovou akt ivační funkci, jejíž derivace je vždy k ladná a není bl ízká nule. V o l 
bou p o d o b n é akt ivační funkce se vyhneme p r o b l é m ů m saturace. Konkré tn ími akt ivačními 
funkcemi se budeme zabývat v nadcházejících kapi tolách [3]. 

Vraťme se nyní na úp lný začá tek t é t o sekce. Ukázali jsme si, jak vypoč í ta t gradient 
chybové funkce Jš/gE(0), což po t řebu jeme pro algoritmus gradientn ího sestupu a následně 
s tochast ického gradientn ího sestupu. 

Grad ien tn í sestup pracuje na základě úp ravy svých p a r a m e t r ů po proj i t í všech trénovacích 
př íkladů, index t značí časový krok, tedy 

0 ť+i = 0t - r,^ VoL(y^,x^, 6) (27) 
i = l 

Celkový počet operací je 0(n). Pokud trénovací sada dat n a b ý v á přes miliony př íkladů, 
tak čas na výpočet jednoho grad ien tn ího kroku se s t ává poněkud zdlouhavý. 

Proto větš inou použ íváme s tochast ický grad ien tn í sestup. Tento algoritmus v každém 
časovém kroku vybere n á h o d n ě jeden př íklad, k t e rý využije k úpravě svých p a r a m e t r ů 

O1+1 = Ot-riV0L{yto,xto,O), (28) 

kde p značí n á h o d n ě v y b r a n ý př ík lad v každé iteraci. 
Obecný gradien tn í sestup se obecně považuje za pomalý a nespolehlivý algoritmus. 

Nedokáže ani zaruči t , že skončíme v lokálním minimu za rozumnou dobu, n icméně často 
dokáže naj í t dos ta tečně malou hodnotu chybové funkce pro to, aby byl uži tečný. 

Stochast ický gradien tn í sestup m á spoustu důleži tých využi t í i mimo učení neuro
nových sítí. Je h lavním způsobem pro t rénování velkých l ineárních modelů na obrovských 
da tových sadách. Pro model pevné velikosti, počet operací jednoho u p d a t ů S G D nezávisí 
na p o č t u trénovacích př ík ladů n. Počet i terací po t ř ebných ke konvergenci algoritmu se 
obvykle zvyšuje s rostoucí sadou t réninkových dat. Nicméně pro n blížící se nekonečnu 
algoritmus bude konvergovat k nejlepší možné testovací chybě ješ tě p řed t ím, než mu bu
dou předloženy všechny př ík lady z t rénovací sady. A tedy další zvyšování n nepovede ke 
zvýšení t rénovací doby po t ř ebné k dosáhnu t í nejlepší možné testovací chyby [4]. 

Moment 
S G D m á prob lém s konvergencí v oblastech, kde plocha chybové funkce je daleko víc př íkrá 
v j edné dimenzi než v os ta tn ích , tedy v oblastech kolem lokálního optima. V takových 
si tuacích S G D osciluje např íč t ěmi to oblastmi a jen velmi pomalu se posunuje k optimu, 
viz následující obrázek. 

(a) SGD bez momentu (b) SGD s momentem 

Obrázek 6 - Porovnán í S G D s momentem a bez momentu [11] 
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Uži t ím momentu urychl íme algoritmus ve sp rávném směru a oslabíme oscilace, jak 
lze vidět na obrázku výše. Zavedeme nový parametr - rychlost 1 a označíme j i v. Pro 
algoritmus s momentem tedy můžeme zapsat následující update pravidla 

vt+1 = avt - r]VeE{d) (29) 
et+i =6t + vt+1, (30) 

kde a G [0,1), vyjadřuje jak rychle vymizí př íspěvky předchozích gradientů . Obvykle 
volíme hodnotu kolem 0,9 [4]. 

Zjednodušeně si tuto metodu můžeme předs tav i t jako míč, jenž se kutá l í z kopce. Míč 
nab í rá moment setrvačnost i a ku tá l í se stále rychleji a rychleji. To samé lze pozorovat 
u p rvn í rovnice. Moment se zvětšuje pro dimenze, ve k terých gradienty směřují ve s tejném 
směru a zmenšuje se pro dimenze, ve k te rých gradienty mění směr. Ve výsledku obdrž íme 
rychlejší konvergenci a nižší oscilace [11]. 

N e s t e r ů v moment 
Předchozí algoritmus jsme přirovnal i ke kutálej ícímu se míči, avšak tento míč se jen slepě 
kutá l í z kopce a netuš í , co je p řed ním. Chceme tedy „chytřejš í"míč, takový, k te rý bude 
vědět , kdy zpomalit, pro tože po kopci dolů může následovat kopec nahoru. 

Podobnou myšlenku zachycuje algoritmus Nesterova zrychleného gradientu ( N A G -
Nesterov accelerated gradient). Opě t využijeme momentového výrazu avt z předchozího 
algoritmu, díky k te rému pohybujeme s parametry 6. N A G však navíc pracuje s výrazem 
6 — avt, k te rý n á m u d á př íš t í přibl ižnou polohu p a r a m e t r ů 6. 

Nyní n á m stačí spočí ta t gradient chybové funkce, ne vzhledem k současné poloze 
p a r a m e t r ů , ale vzhledem k přibližné budouc í poloze, tedy 

vt+1 = avt - r]VeE(6 - avt), (31) 

6t+1 = 6t + vt+1. (32) 

Rozdíl mezi oběma momen tovými algoritmy vidíme na obrázku 7. Obyčejný momen tový 
algoritmus nejdříve spočí tá současný gradient (malá m o d r á šipka) a pak provede velký 
skok ve směru nového gradientu (velká m o d r á šipka). Nes te rův algoritmus nejdřív provede 
velký skok ve směru předchozího gradientu (velká h n ě d á šipka), změří nový gradient 
a provede mí rnou korekci (zelená šipka). Tento algoritmus n á m zabrán í postupovat příliš 
rychle a t aké vede k lepší schopnosti reagovat na další vstupy [11]. 

Obrázek 7 - Porovnán í momentových a lgor i tmů [11] 

1Můžeme jej rovněž označit jako moment, neboť moment počítáme jako hmotnost násobenou rychlostí 
a v tomtu algoritmu předpokládáme jednotkovou hmotnost [4]. 

18 



A d a G r a d 
Tento algoritmus narozdíl od předchozího nepracuje s fixně danou rychlosti učení pro 
všechny parametry, ale průběžně j i mění , a to v závislosti na d a n é m parametru Q i a t aké 
v závislosti na i te račním kroku t. Pro přehlednost položme g^i rovno gradientu chybové 
funkce E vzhledem k parametru 6i v iteraci t: 

gt^ = WetE{0t,i). (33) 

Update pravidla pro jednot l ivé parametry 9i v dané iteraci t pak můžeme zapsat jako 

0 t + M = Qt,i - r)9t,i- (34) 

V tomto update pravidle, algoritmus A d a G r a d upravuje obecnou rychlost učení v každém 
i te račním kroku t pro každý parametr 9i na základě na minulých gradientů , k te ré byly 
spočí taný pro 6i 

&t+i,i = &t,i / 9t,i, (35) 

kde Gt G M.dxd je diagonální matice, jejíž prvky (i, i) jsou rovny součtu g rad ien tů vzhledem 
k 6i umocněných na druhou až do iterace t. Konstanta e slouží jako vyhlazovací prvek, 
k terý zabraňuje dělení nulou (volíme např ík lad 10~ 8). 

Předchozí rovnici tedy můžeme přepsa t pomocí vektorového zápisu 

0 ť + 1 = 0 ť - - = P = Q9t, (36) 
v t^í + e 

kde 0 značí násobení po složkách. 
Hlavní výhodou AdaGradu je, že nemus íme ručně ladit rychlost učení, nejčastěji 

zvolíme výchozí hodnotu 0,01 a tu ponecháme. 
Naopak nevýhodou je akumulace umocněných grad ien tů ve jmenovateli. Každý pr

vek, k te rý př ič teme je kladný, a tudíž součet v p růběhu t r én inku stále roste. To vyús t í 
k infinit izemálnímu zmenšení rychlosti učení a tedy neschopnosti algoritmu získat nové 
znalosti [11]. 

AdaDel ta 
Tento algoritmus se snaží eliminovat hlavní nedostatek AdaGradu , a to mono tónně kle
sající rychlost učení. Místo akumulace všech předchozích grad ien tů umocněných na dru
hou, AdaDel t a se omezuje pouze na pevně dané rozmezí r naakumulovaných předchozích 
gradientů . 

Namís to neefektivního uk ládán í r předchozích umocněných gradientů , je suma gradi
entu rekurzivně definována jako rozkládající se p r ů m ě r všech minulých grad ien tů umocněných 
na druhou. Klouzavý p r ů m ě r PMA[g2]t v časovém kroku t pak pouze závisí na předchozím 
p růměru a současném gradientu. 

PMA[9% = apMA[g2]t-i + (1 - (y)9u (37) 

kde a je, p o d o b n ě jako u momentové metody, konstanta rozkladu, nejčastěji volíme kolem 
0,9. 
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Pro přehlednost ješ tě rozepíšeme naše update pravidla na dvě rovnice 

A0t = -rjgt, (38) 

Ot+i =6t + A0t. (39) 

Následně se věnujme úpravě rovnice (38). Tato rovnice pro algoritmus A d a G r a d v y p a d á 
následovně 

Adt = - - = ? = O gt. (40) 

Nyní s tačí pouze nahradit diagonální matici Gt rozkládaj ícím se p r ů m ě r e m přes minulé 
gradienty pMA[g2]t 

A0 ť = — V 9, (41) 
\JPMAW\t + e 

Zde však vidíme, že jmenovatel je odmocnina s t řední kvadrat ické odchylky (RMS) gradi
entu, a proto 

Nicméně v tomto update pravidle si jednotky neodpovídaj í . Abychom to ukázali , mus íme 
nejdříve definovat další exponenciá lně se rozkládající p růměr , t en tok rá t však přes jednot
livé updaty p a r a m e t r ů 

PMA[M2}t = apMA^d2]^ + (1 - a)Ad2. (43) 

Po té odmocnina s t řední kvadrat ické odchylka m á tvar 

RMS[A6}t = v V 4 [ A 0 2 ] r + e. (44) 

Jelikož RMS[A0]t neznáme, aproximujeme tuto hodnotu odmocninou kvadrat ické od
chylky všech u p d a t ů p a r a m e t r ů do předchozího časového kroku. Konečně, nah razen ím rj 
v (42) výrazem RMS[A0]t-i, dostane AdaDel ta update pravidlo 

et+1 = et + A6t (46) 

Vidíme, že při použi t í AdaDel t a algoritmu nemus íme ani nastavovat rychlost učení, nebot 
byla e l iminována z update pravidla [11],[12]. 

R M S p r o p 
Algori tmy R M S p r o p a AdaDel t a byly oba odvozeny ve stejné době nezávisle na sobě. 
Update pravidla tohoto algoritmu jsou identická rovnici (41) u algoritmu AdaDel t a a tedy 
algoritmus R M S p r o p v y p a d á následovně [11] 

0t+1 = 6t- \ gt. (47) 
VPMA[g2\t + e 
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A d a m 
Metoda odhadu adap t ivn ího momentu je další metodou, k t e r á poč í tá adap t ivn í rych
losti učení pro jednot l ivé parametry. K r o m toho, že uk ládá exponenciálně se rozkládající 
p růměr předchozích umocněných grad ien tů Ut, jako např . AdaDel ta , A d a m také uk ládá 
exponenciálně se rozkládající p r ů m ě r předchozích neumocněných gradientů , jako např . 
momen tová metoda. 

mt = / 3 i m ť _ ! + (1 - f31)gt, (48) 

ut = (52ut-i + (1 - Í52)9l (49) 

kde mt a Ut jsou odhady prvního momentu (s t řední hodnoty), respektive d ruhého mo
mentu (rozptylu) gradientů . Jelikož inicializujeme mt a ut jako nulové vektory, bylo 
zjištěno, že spočí tané odhady nejsou nes t ranné , obzvláště př í začá tku učení a pokud hod
noty Píp jsou malé . 

Proto byla zavedeny následující korekce 

* = r 5 í • ( 5 0 ) 

Tyto korekce následně využijeme pro definování update pravidla pro A d a m algoritmus 

6t+1 = 6t- —fi m ť . (52) 
\Jut + e 

Autoř i t é t o metody doporučuj í nastavit výchozí hodnoty jako (3\ = 0,9, ,92=0,999, e=10~ 8. 
Rovněž ukázali , že tento algoritmus pracuje bez obtíží v praxi a jeho výkon v porovnán í 
s os ta tn ími algoritmy je více než uspokoj ivý [11],[13]. 

A d a M a x 
J e d n á se o modifikaci algoritmu A d a m . Člen ut v update pravidla A d a m algoritmu 
upravuje gradient nepř ímo úm ěrně í2 no rmě předchozích grad ien tů (skrze výraz Ut-i) 
a současného gradientu \gt\2 

ut = f32ut_1 + (l-f32)\gt\2. (53) 

Výše zmíněné pravidlo můžeme zobecnit pomocí ív normy 

u ť = / f u ť _ 1 + ( 1 - / ^ ) 1 ^ . (54) 

Normy pro vysoké hodnoty p obecně bývají numericky nestabi lní , proto se v praxi využívají 
hlavně í\ a í2 normy. Nicméně norma t aké obecně prokazuje s tabi lní chování. Z tohoto 
důvodu byl sestaven algoritmus A d a M a x a jeho au toř i ukázal i , že ut s íoo normou kon
verguje k následující více s tabi lní hodno tě . A b y nedošlo ke zma ten í s algoritmem Adam, 
zavedeme značení /x t pro ut s normou 

A í ^ / ^ U t - i + C l - m i u t l 0 0 (55) 

= max( /3 2 u t _i , |flr t|). (56) 
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Nyní n á m stačí v update pravidle pro A d a m algoritmus, nahradit člen y/úl + e výše 
vy jádřeným /j,t a obdrž íme update pravidlo pro A d a M a x 

et+1 = et- ^-tht (57) 

Doporučuje se volit výchozí hodnoty r\ = 0, 002, = 0, 9 a = 0, 999 [13],[11]. 

P o r o v n á n í a l g o r i t m ů u č e n í 

Chování jednot l ivých a lgor i tmů popisuje následující obrázek. N a obrázku 8 vidíme kon
tu rový graf tzv. Bealovy funkce. Jsou zde vykresleny cesty, j imiž se vydaly jednot l ivé 
algoritmy ze stejného počá tečn ího bodu (označen červenou hvězdičkou). Vš imněme si, 
že AdaDel ta , A d a G r a d a R M S p r o p okamži tě zamíři ly s p r á v n ý m směrem a konvergovaly 
zhruba stejně rychle do minima (znázorněno černou hvězdičkou). N a druhou stranu u obou 
momentových a lgor i tmů můžeme pozorovat zmíněné chování kutálej ícího se míče, s t ím, 
že N A G algoritmus dosahuje minima dříve. Obyčejný S G D algoritmus nedosáhl minima 
a jeho rychlost konvergence je rovněž nejpomalejší . 

Existuje však suverénně nejlepší algoritmus, k te rý by se vyplati lo používat v každé 
situaci? Bohužel, nemůžeme tvrdit , že by existoval j asně dominující algoritmus. Ukazuje 
se, že algoritmy s adap t ivn í rychlosti učení p ředvád í čas to lepší výkony, avšak popu lá rn í 
jsou stále i o s t a tn í algoritmy. Ve výsledku tedy předevš ím záleží na uživatelově zkušenost i 
s d a n ý m algoritmem a na osobních preferencích [11], [4]. 

Obrázek 8 - Porovnán í opt imal izačních a lgor i tmů [11] 
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2.3.4 P ř e k á ž k y při optimalizaci n e u r o n o v ý c h s í t í 

V t é t o části se p o d í v á m e na možné problémy, na k te ré lze narazit při optimalizaci naší 
neuronové sítě. Optimalizace ve s t rojovém učení je ob t ížný úkol, k t e rému se větš inou je 
možno vyhnout vhodnou volbou chybové funkce. Ideálně bychom chtěli řešit konvexní 
opt imal izační problém, avšak při t r énování neuronových sítí se p o t ý k á m e obecně s nekon-
vexními problémy. 

S p a t n á p o d m í n ě n o s t 
Konkrétněj i tedy špa tně p o d m í n ě n á Hessova matice H (více o Hessově matici v příloze 
A ) , b ý v á rozš í řeným prob lémem v různých numerických optimalizacích, ať už konvexních 
nebo nekonvexních. S p a t n á podmíněnos t Hessovy matice v S G D algoritmu může vést 
k tomu, že i velmi malé kroky budou zvyšovat chybovou funkci namís to zmenšování . 

V příloze A nalezneme lehce upravenou rovnici (105) pro Taylorův rozvoj f(x), 

f(x0 - rjg) « f(x0) - r]gTg + ^r]2gTHg. (58) 

Zaj ímají nás předevš ím poslední dva členy na pravé s t raně aproximace. S p a t n á podmíněnos t 
gradientu předs tavuje problém, pokud 

l-r,2gTHg - VgTg > 0. (59) 

Abychom určili, zda š p a t n á podmíněnos t škodí neuronové síti, můžeme sledovat normy 
výrazů gTg a gJH g umocněné na druhou. V mnoha př ípadech se norma gradientu 
výrazně nezmenšuje v p růběhu učení, avšak výraz gTHg roste o více než velikost řádu . 
Výsledkem pak je pomalé učení, navzdory p ř í tomnos t i velmi silného gradientu [4]. 

Jaké jsou možné příčiny vzniku špa tně podmíněné Hessovy matice? Je j ich hned 
několik, uvedeme si pá r př ík ladů, vče tně jejich možné náp ravy [14]: 

• Různé rozptyly ve vs tupních p roměnných . Tento prob lém spravíme vydělením každé 
v s tupn í p roměnné její směroda tnou odchylkou. 

• Nízká hodnota var iačního koeficientu. K e zbavení tohoto problému n á m stačí odečíst 
s t řední hodnotu vs tupn í p roměnné od všech jejich hodnot. 

• Vysoká korelace mezi vs tupn ími p roměnnými . Tohoto problému se zbavíme orto-
normalizací vs tupn ích p roměnných . Poznamenejme, že or togonáln í prvky musí bý t 
s t andard izovány jako v p r v n í m bodě . 

• Nízké váhy mezi v s tupn í a skrytou vrstvou. Zde může pomoci zahrnout do sítě př ímé 
spojení mezi vstupem a výs tupem, abychom se postarali o možné l ineární vztahy, 
za t ímco se skryté vrstvy mohou zcela zaměři t na nelinearity. 

• Nízké váhy mezi skrytou a výs tupn í vrstvou. Algoritmus se doporučuje začít s m a l ý m 
poč t em skrytých neuronů a pos tupně je př idávat , až když jsou po t řeba . 

• M i n i m a v nekonečnu. V p růběhu učení se často s tává , že váhy mezi skrytou a výs tup
ní vrstvou se přibližují nekonečnu, za t ímco váhy mezi v s tupn í a skrytou vrstvou se 
blíží k nule. Stačí však použí t nějakou regular izační metodu, např . váhový rozklad, 
na váhy mezi v ý s t u p e m a skrytou vrstvou. 

Ačkoliv je důležité zvažovat špa tnou podmíněnos t při řešení p rob lémů pomocí neuro
nových sítí, naš ím h lavním zá jmem je přesnost výs tupů (a celkové zobecnění) , nikoliv 
však přesnost vah. Čas to je možné získat přesné výs tupy bez přesných vah, neboť v pod
s t a t ě š p a t n á podmíněnos t znamená , že velké změny ve váhách budou mí t pouze malý 
dopad na chybovou funkci. 
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L o k á l n í minima 
J e d n í m z předních znaků konvexní optimalizace je fakt, že j i lze zjednoduši t na h ledání 

lokálního minima. Jakmile najdeme lokální minimum, tak víme, že se j edná i o globální 
minimum. Některé konvexní funkce maj í mís to jednoho lokálního minima kons t an tn í plo
chou oblast, avšak jakýkoliv bod z t é to oblasti je akceptovatelné řešení. 

V p ř ípadě nekonvexní optimalizace, což jsou neuronové sítě, můžeme naj í t hned několik 
lokálních minim. V př ípadě h lubokých sítí m á m e t éměř zaručeno, že počet lokálních minim 
bude četný. Nicméně, ani tento fakt nemusí n u t n ě předs tavovat problém. P ů v o d e m vzniku 
těch to lokálních min im je tzv. p rob lém rozpoznatelnosti modelu. Řekneme, že model je 
rozpoznate lný, pokud dos ta tečně velká t rénovací sada dat dokáže vyloučit všechny volby 
p a r a m e t r ů modelu krom jediného. Neuronové sítě a p o d o b n é modely však nejsou roz
poznate lné . Uvedeme příklad, uvažujme neuronovou síť, ve k teré uprav íme p rvn í vrstvu 
následovně - příchozí vektor vah pro neuron i zaměníme s vektorem pro neuron j a to 
stejné provedeme i pro odchozí vektory. Pokud m á m e síť s m vrstvami a v každé n neuronů, 
pak existuje n\m způsobů jak u spo řáda t skryté neurony. Tento druh nerozpoznatelnosti 
je z n á m taky jako symetrie váhového prostoru. 

Tento prob lém a j is té další znamenaj í , že v chybové funkci neuronové sítě může existo
vat nekonečně mnoho lokálních minim. Nicméně, všechna tato minima, pocházející z ne
rozpoznatelnosti modelu, jsou ekvivalentní , co se týče hodnoty chybové funkce. Tudíž tato 
lokální minima nejsou zcela nekonvexním problémem. 

Lokální minima mohou předs tavovat problém, pokud hodnota chybové funkce v těchto 
bodech je vysoká v porovnán í s g lobálním minimem. Tato minima jsou p rob lémem pro 
optimalizaci pomocí g rad ien tn ího sestupu, obzvláště pokud jsou ve vě tš ím množstv í . 

N a druhou stranu, zůs t ává stále o tevřenou otázkou kolik doopravdy se takových minim 
ve většině sítí vyskytuje v praxi a zda-li na ně vůbec opt imal izační algoritmy narazí . Dlou
hou dobu se věřilo, že lokální minima jsou nej základnějš ím a nej častějším p rob lémem op
timalizace neuronových sítí, avšak poslední dobou se ukazuje, že tomu tak n u t n ě není [4]. 
Současná domněnka zní, že lokální minima, v dos ta tečně velkých neuronových sítích, maj í 
malou hodnotu chybové funkce. Navíc není t endenc í hledat opravdové globální minimum, 
ale spíš naj í t bod v prostoru p a r a m e t r ů s malou, ne n u t n ě minimální , hodnotou chybové 
funkce. 

Jednou z možnost í , jak přijít na to, jestli v naší síti lokální minima způsobuj í problémy, 
je vykreslit si p růběh normy gradientu. Pokud se norma nezmenší na nevýraznou velikost, 
po t é víme, že lokální minima p rob lémem nejsou. Toto ověření může však bý t poněkud 
obt ížné v prostorech vyšší dimenze [4]. 

Zaj ímavá studie na toto t é m a byla publ ikována v roce 2015 [15]. By lo zkoumáno 
rozložení hodnot chybové funkce pro model spinového skla a neuronové sítě např íč 1000 
experimenty. Pokud se zaměř íme na graf v obrázku 9, vidíme, že pro ma lý počet skrytých 
vrstev získáme lokální minima s re la t ivně vyšší z t r á tou , k t e rá jsou poněkud nekonzis tentní 
např íč experimenty. N a druhou stranu, pro sítě s vysokým p o č t e m skrytých vrstev vidíme 
velkou koncentraci lokálních min im kolem menší hodnoty z t rá tové funkce, neboli rozptyl 
z t rá t klesá s ros toucím p o č t e m skrytých vrstev. 

Toto zjištění naznačuje , že uv íznut í v lokálním minimu je opravdový prob lém pro malé 
sítě, k t e rý však s ros toucí velikosti sítě z t rác í na významnos t i . 
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Výše zmíněné výsledky znamenaj í , že spoč í taná řešení jsou s ros toucím p o č t e m skrytých 
vrstev t éměř ekvivalentní , co se týče t réninkové chyby. Zbývá otázka, jak se tento fakt 
p romí tne do testovací chyby? A b y to mohli posoudit, au toř i spočítali korelaci mezi t réno-
vací a testovací z t r á t o u pro každou velikost sítě, viz grafy na obrázku 10. Je pa t rné , že 
korelace těchto dvou chyb se zmenšuje s ros toucí velikostí sítě. J e d n á se tedy o další 
náznak, že nalezení přesného globálního minimuma m á jen omezený uži tek v souvislosti 
se schopnost í sítě zobecňovat . 

Počet 
skrytých 
vrstev 

25 
50 

| 1 0 0 
250 

( 5 0 0 

Obrázek 9 - Četnos t z t r á t v závislosti na poč tu skrytých vrstev [15] 

60-

Q.D8 O.Ós 0.10 

Ztráta 

a) ni =2 b) n\ = 5 c) ni = 10 d) n\ = 25 

0 085 0000 0.005 0.100 0 0.074 0.076 0.078 0.060 0.065 0.065 0 067 0.066 0.060 0 0615 0.0620 0.0625 O.065O 0.0665 
trénovaci dráta trénovací itráta trénovad ztráta trénovaci ztráta 

Obrázek 10 - Korelace mezi testovací a t rénovací chybou [15] 
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Sedla a j i n é p l o c h é oblasti 
Pro spoustu nekonvexních funkcí vyšších dimenzí , lokální minima (maxima) jsou pomer

ne vzácným úkazem ve srovnání s j i n ý m typem b o d ů s nulovým gradientem - sedlem. 
Některé body v okolí sedla maj í vyšší hodnotu chybové funkce, za t ímco j iné nižší. V tomto 
bodu m á Hessova matice k ladné i záporné vlas tn í čísla, body ležící podél vlastních vektorů 
odpovídajících k l a d n ý m v las tn ím číslům maj í větší hodnotu chybové funkce a naopak. 

U specifických funkcí můžeme pozorovat zvláš tní chování: v prostorech nižší dimenze 
se lokální minima vyskytuj í běžně, za t ímco ve vyšší dimenzi se častěji vyskytuj í sedlové 
body. Pro takovou funkci / : M n —> M , poměr poč tu sedlových b o d ů k poč tu lokálních 
minim roste exponenciálně s n. 

Pro tyto funkce dále plat í , že v las tn í čísla Hessovy matice budou pravděpodobněj i 
k ladná, když se dostaneme do oblasti s nízkou hodnotou chybové funkce. Z tohoto lze 
vyvodit , že lokální minima pravděpodobněj i budou mí t nižší hodnotu chybové funkce než 
vyšší. Pro sedlové body p la t í p řesný opak. 

Otázkou je, zda můžeme vidět podobné dění i v neuronových sítích? Několik s tudi í 
v posledních desí tkách let naznačuje , že ano [4]. By lo teoreticky i exper imentá lně zjištěno, 
že se v neuronových sítích vyskytuj í chybové funkce s velkým p o č t e m sedlových bodů . 
Proto nás zaj ímá, j aké implikace z tohoto plynou pro proces učení. Pro gradien tn í algo
ritmus je situace poněkud nejasná. Gradient může často nabýva t malých hodnot v okolí 
sedlových bodů . N a druhou stranu, empiricky se ukazuje, že ve většině p ř ípadů se algorit
mus dokáže z těchto b o d ů dostat pryč . Rovněž bylo ukázáno , že časově spoj i tý gradientn í 
sestup je dokonce analyticky odpuzován než p ř i t ahován okolním sedlovým bodem, avšak 
situace může bý t odl išná pro vyloženě prakt ické využit í . 

S r á z y a e x p l o d u j í c í gradienty 
Ve vícevrs tvých neuoronových sítích se často vyskytuj í ex t r émně příkré oblasti, po

dobné s rázům. Jsou výsledkem násobení několika vysokých váhových vektorů po sobě. Na 
t é t o s t ruk tu ře se krok gradientn ího algoritmu může „ k a t a p u l t o v a ť ' h o d n ě daleko, obvykle 
zcela mimo srázovou strukturu. 

Sráz může předs tavovat problém, ať už se k němu přiblížíme zhora, anebo zespodu. 
Naš těs t í se mu lze vyhnout pomocí j is té heuristiky. Grad ien tn í algoritmus neurčuje op
t imáln í velikost kroku, nýbrž jen jeho směr v infinitezimální oblasti. Pokud algoritmus 
chce provést až přilíš velký krok, zasáhneme s heuristikou, k t e r á omezí tuto velikost [4]. 
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2.4 Hyper parametry neuronových sítí 
Neuronové sítě, podobně jako spousta dalších a lgor i tmů s t rojového učení, vysoce závisí na 
konkré tn í počá tečn í inicializaci jejich tzv. h y p e r p a r a m e t r ů neboli specifických charakte
ris t ikách dané sítě, což je např ík lad konkré tn í architektura sítě, rychlost učení, akt ivační 
funkce, regulační parametry, opt imal izační algoritmus a j iné. Ve spous tě a lgor i tmů deep 
learningu počet h y p e r p a r a m e t r ů bez p rob lémů překročí číslo 10. Výběr hodnot těchto 
p a r a m e t r ů je ekvivalentní otázce výběru modelu, mám-l i množinu učících a lgor i tmů, jak 
vybrat ten nej vhodnější? 

Definujeme tedy hyperparametr učícího algoritmu jako p roměnnou , jejíž hodnotu na
s tavíme před aplikací s amotného algoritmu na zkoumané data, j edná se o p roměnnou , 
kterou nenastavuje v y b r a n ý algoritmus. Můžeme se na hyperparametry dívat jako na 
kontrolní o točný knoflík naší sítě. 

Učící algoritmy se skládaj í ze dvou prvků . P r v n í je model nebo t rénovací kr i tér ium, 
konkré tn í chybová funkce, kterou chceme následně minimalizovat a d ruhý je postup pro 
optimalizaci tohoto kri tér ia . A tedy hyperparametry rozlišujeme, zaprvé jako hyperpara
metry spojené s opt imal izací a zadruhé hyperparametry spojené se s a m o t n ý m modelem 
[16]. 

2.4.1 Hyperparametry s p o j e n é s modelem 

A k t i v a č n í funkce 
Než budou uvedeny samotné př ík lady akt ivačních funkcí, zaměř íme se na jejich vlastnosti. 
Úlohou akt ivační funkce je vnést do neuronové sí tě nelinearitu, a t í m p á d e m jí umožni t 
řešit složitější problémy. Nepochybně proto mus íme požadovat , aby tato funkce byla 
nelineární . Dalš ím požadavkem je spoj i tá diferencovatelnost, k t e rá zaručuje stabilnější 
p růběh j is tých opt imal izačních a lgor i tmů. Ze stejného důvodu rovněž vyb í ráme funkce, 
k teré jsou mono tónně neklesající. 

Dále je t ř e b a rozlišovat, zda danou akt ivační funkci je možno využí t ve skryté vrs tvě 
anebo ve výs tupn í vrs tvě . Funkce ve skryté vrs tvě větš inou nemaj í velká omezení , za t ímco 
ve výs tupn í vrs tvě ano. Pokud řešíme klasifikační p rob lém pomocí neuronových sítí, vy
pla t í se využívat funkce sigmoid a softmax, za t ímco u regresních p rob lémů nejčastěji 
využ íváme identitu [17]. 

Podívejme se na k r á t k ý výčet možných funkcí [18],[4]: 
• Sigmoid 

<p(x) = (6°) 1 + e x 

V minulosti se používal hlavně díky jasné interpretaci, kdy je daný neuron akt ivní či 
neakt ivní . Nicméně v dnešní době už se nevyužívá předevš ím ze dvou důvodů. Bez 
větších detai lů jen zmiňme, že díky svým vlastnostem v oblasti, kde funkční hod
noty nabývaj í t éměř 1 nebo 0, je nevhodný pro učení pomoc í tzv. backpropagation. 
Rovněž výs tupy t é t o funkce nemaj í s t řední hodnotu rovnu 0, což opět nega t ivně 
ovlivňuje proces učení. 
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H y p e r b o l i c k ý tangens 
(fi(x) = tanh(x) (61) 

Narozdíl od sigmoidu, v ý s t u p e m t é t o funkce jsou hodnoty v intervalu (-1,1). Nicméně 
se p o t ý k á s p o d o b n ý m prob lémem jako jeho předchůdce a tedy taky není ideálním 
kand idá t em pro stejný styl učení. 

R e L U 
(fi(x) = max(0,x) (62) 

Usměrněná l ineární funkce se v posledních letech těší velké popular i tě . N e p o t ý k á se 
s problémy jako dvě předchozí funkce a navíc je méně ná ročná na výpoče tn í sílu, 
neboť neobsahuje žádné exponenciální funkce. Jednou z nevýhod však je fakt, že 
při učení sítě s touto akt ivační funkcí mohou neurony „zemří t " - nebudou nikdy ak
tivovány, a tudíž nebudou přispívat k procesu učení. 

P r o p u s t n á R e L U 

- U ) = < 1 ? + 1 X > n ( 6 3 ) ax + 1, x > (J. 

Modifikací předchozí funkce dostaneme propustnou usměrněnou l ineární funkci, 
k te rá m á bý t řešením k problému usměrněné l ineární funkce. V j is tých př ípadech je 
efektivnější volbou než obyčejná R e L U , ale bohužel se nejedná vždy o konsis tentní 
výsledky. 

Softmax 

í/?(x) = softmax(x); = = — — (64) 

Softmax funkce se nejčastěji používá ve výs tupn í vrs tvě klasifikátorů s více než 
dvěmi t ř ídami . Předs tavuje distribuci p ravděpodobnos t i pro n různých t ř íd . Z hle
diska neurovědy poskytuje tato funkce zaj ímavý pohled. D á se to t iž o ní uvažovat 
jako o vytvoření urči té „soutěže"mezi neurony, neboť suma v ý s t u p u t é to funkce je 
vždy rovna 1 a tedy, pokud dojde ke zvýšení hodnoty u jednoho neuronu, n u t n ě 
musí dojít ke snížení hodnoty u j iného neuronu. 

Funkce identita 
(fi(x) = x (65) 

Ačkoliv na začá tku t é to sekce bylo uvedeno, že nás zaj ímaj í nel ineární funkce, 
tak i l ineární funkce maj í svůj v ý z n a m mezi akt ivačními funkcemi. Využi jeme j i 
především ve výs tupn í vrs tvě u regresních problémů, kdy požadujeme, aby celkový 
výs tup sítě dokázal aproximovat jakékoliv reálné číslo a nezaj ímaj í nás rozdělení 
p ravděpodobnos t i jako u předchozího př íkladu. 
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P o č e t s k r y t ý c h n e u r o n ů 
Každé vrs tvě v h luboké neuronové sítě můžeme určit l ibovolný počet skrytých neuronů . 
Nicméně, použi t í nedostatku skrytých neuronů povede k underfittingu, neboť tyto neu
rony nebudou schopny zachytit veškeré znaky v komplikované da tové sadě. V důsledku 
brzkého zas tavení učení (abychom předešli overfittingu) či j iných regularizačních technik 
(např . rozpad vah) je důležité zvolit tento počet dos ta tečně velký. Obecně , síť s větš ím 
než op t imá ln ím p o č t e m skrytých neu ronů nebude těžce postihnuta v rámci zobecňování , 
avšak prodlouží se výpoče tn í doba. Rovněž pokud j ich použijeme až příliš, tak dojde 
k overfittingu, neboť síti poskytneme až moc velkou kapacitu pro zpracování informací. 

Snažíme se naj í t kompromis mezi t ěmi to extrémy. Bohužel, neexistují j a sně d a n á pra
vidla, k t e r á by určovala p řesná čísla. Musíme se uchýlit k doporučeným konvencím [19]: 

• Počet skrytých neu ronů by se měl pohybovat mezi velikostí v s tupn í a výs tupn í 
vrstvy. 

• Počet skrytých neuronů by měl b ý t 2/3 velikosti v s tupn í vrstvy plus velikost výs tupn í 
vrstvy. 

• Počet skrytých neuronů by měl bý t menší než dvojnásobek velikosti v s tupn í vrstvy. 
A n i tato nepsaná pravidla ale nepla t í vždy, proto pro určení op t imáln í p o č t u skrytých 
neuronů je důležité pozorně prozkoumat naše data a zvážit obt ížnost problému, k terý 
chceme vyřešit . 

Za zmínku ješ tě stojí článek publ ikovaný v roce 2017 [20], k te rý zkoumal aproximační 
schopnosti h lubokých sítí s R e L u akt ivačními funkcemi. Zat ímco univerzální aproximační 
vě ta vyšla z výzkumu v l ivu šířky sítě bez pomoci hloubky, autoř i tohoto článku se zaměřili 
na o tázku, j a k á je min imáln í šířka skrytých vrstev sítě, s libovolnou hloubkou, p o t ř e b n á 
pro aproximaci libovolné funkce. V článku je dokázáno, že sítě s R e L u s šířkou skrytých 
vrstev d + 2 dokáží aproximovat spojitou funkci f s d p roměnnými libovolně přesně, 
předpokládame- l i neomezenou hloubku. Pro spoji té a konvexní funkce je počet skrytých 
vrstev jen d+ 1. 

Jako i pro o s t a tn í hyperparametry, m á m e možnos t urči t počet neu ronů pro každou 
vrstvu zvlášť. Ukazuje se, že síť se s te jným počem neuronů ve všech vrs tvách obecně 
p ředvád í lepší nebo stejné výkony jako sítě s ubývaj íc ím p o č t e m neuronů (pyramidovi tý 
tvar) nebo s ros touc ím p o č t e m neuronů (obrácená pyramida), n icméně vždy záleží na 
typu dat. 

Zaměřme se ješ tě na počet skrytých vrstev, do k te rých budeme neurony rozdělovat. 
P ř e d m ě t e m našeho zájmu bude především aproximace funkcí. Podle Vě ty 2.1 n á m k apro
ximaci libovolné funkce stačí dopředná neuronová síť s jedinou skrytou vrstvou. Pro 
některé typy funkcí je opravdu jedna vrstva dos ta tečná . Avšak v roce 2017 byla publi
kována studie porovnávající sítě s jednou a dvěma skry tými vrstvami [21]. Auto ř i č lánku 
ukázali , že pro 9 z 10 j im i vybraných data setů pro aproximaci funkce, síť se dvěmi 
skry tými vrstvami mírně předčila svým výkonem síť s jednou skrytou vrstvou. Zlepšení 
výkonu však bylo závislé na typu dat. 
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Rozpad vah 
J e d n á se o regular izační techniku zabraňuj íc í n á r ů s t u hodnot vah do nechtěně vysokých 

hodnot. V z p o m e ň m e si na rovnici (28), kterou přepíšeme jen pro váhy, neboť vychýlení 
nevyžaduj í regularizaci 

wt+l =wt- r]VoL(yW, x^,6) - Xwt, (66) 

kde A je rychlost rozpadu vah za jeden časový krok. Ukazuje se, že tento parametr je 
nejlepší ponechat kons t an tn í po celou dobu učení. Jelikož výkon sítě je na tomto parametru 
závislý, je ideální použí t tzv. mřížkové p roh ledáván í pro jeho určení , neboť rozdíly ve 
výkonu půjdou vidět brzy v p růběhu učení [22]. 

Hodnoty A obvykle volíme 10~ 3 ,10~ 4 ,10~ 5 nebo 0. Ukazuje se, že pro menší da tové 
sady a architektury je zapo t řeb í použí t větších hodnot, za t ímco pro větší neuronové sítě 
s tačí hodnoty menší . 

Je důležité mí t na pamět i , že regularizace sítě musí bý t vyvážená pro specifickou 
architekturu a data. Hodnota rozpadu vah je poměrně úzce propojena s rychlost í učení, 
o k teré bude řeč v další sekci. 

Naší snahou je tedy ideálně vyladit oba parametry co nej opt imálnej i . Čas to se tak 
děje najednou, čili zkoumáme testovací chybu naší sítě, za t ímco měn íme oba dva zmíněné 
parametry v urč i tých mezích, viz obrázek 11. Vidíme, že nejlepší volbou je fialová křivka, 
neboť zůs t ává s tabi lní pro největší rozsah rychlosti učení a zároveň si udržuje nejnižší 
testovací chybu [8]. 

CifarlO, 3 layer network, CLR=0.001-0.01, CM=0.98-0.8 

Obrázek 11 - Testovací chyba pro různé hodnoty rozpadu vah - W D [8] 
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2.4.2 Hyperparametry s p o j e n é s o p t i m a l i z a c í 

Rychlost u č e n í 
P ř i p o m e ň m e si rovnici pro s tochast ický grad ien tn í sestup 

O1+1 = Ot-riV0L{yW,xW,O), (67) 

kde 7] je rychlost učení. Určuje o kolik se změní hodnoty p a r a m e t r ů v p růběhu učení. 
Obvykle j i volíme jako malé k ladné číslo, nejčastěji v intervalu r\ G (0,1). 

Pomoc í tohoto hyperparametru kontrolujeme celkovou rychlost procesu učení. Obecně 
můžeme říct, že při zvolení vyšší hodnoty rychlosti učení se model bude učit rychleji, za 
cenu ne zcela op t imáln ího výsledku. Naopak nižší hodnota rychlosti učení umožní modelu 
nalézt opt imálnějš í řešení, avšak doba učení se může p r o t á h n o u t . 

Kdybychom však vybral i hodnoty až příliš vysoké, učení vůbec nemusí bý t úspěšné, 
neboť gradien tn í algoritmus nebude snižovat t rénovací chybu, ale zvyšovat j i . Pro hodnoty 
až příliš malé můžeme říct to stejné, pro tože algoritmus se může zaseknout s vysokou 
trénovací chybou a nebude schopen konvergence k op t imá ln ímu řešení [16]. 

Zjednodušeně je situace p o p s á n a na obrázku 12. Vidíme graf nějaké chybové funkce 
a chování algoritmu, k te rý se snaží naj í t její minimum. 

Obrázek 12 - Rychlost učení [23] 

Tedy, ideální volba rychlosti učení se p romí tne v p r u d k ý pokles hodnoty chybové funkce. 
Pro příliš malé rychlosti se z t r á t a bude snižovat jen velmi pomalu a pro příliš velké se 
může zcela odchýli t od minima. Vše je vidět na obrázku 13. 

Rychlost učení 

Obrázek 13 - Rychlost učení [24] 
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Očividně se j e d n á o nej důležitější hyperparametr celé neuronové sítě. Pokud bychom 
měli čas nebo výpoče tn í kapacitu pro úp ravu pouze jediného parametru, tak by to byl 
tento. Bohužel, nelze analyticky spočí ta t op t imáln í hodnotu rychlosti učení, nýbrž urči t 
j i metodou pokus omyl a sledovat jak se měn í výkon naší sítě. 

Al te rna t ivn í metodou nalezení nejvhodnější hodnoty parametru, je použí t p roh ledávání 
na mřížce. Díky t é t o m e t o d ě zjistíme řád velikosti vhodných hodnot a rovněž uvidíme 
vztah mezi výkonem sítě a t í m t o parametrem. Obvykle p roh ledáváme hodnoty na loga
ri tmické škále od 1 0 _ 1 do 10~ 6 . 

J inou možnost í , jak př is toupi t k rychlosti učení, je p růběžně j i měni t v p růběhu učení, 
namís to jediné fixně dané hodnoty. Nejjednodušeji tak provedeme l ineárním snižováním 
hodnoty parametru z jeho původně vyšší hodnoty. Díky tomuto postupu dojde ke zrychlení 
na začá tku učení, kdy si to můžeme dovolit. Naopak ke konci učení budeme pracovat 
s ma lými změnami u p a r a m e t r ů sítě, což n á m umožní precizní nalezení op t imáln ího řešení. 

Výše zmíněnou rychlost učení můžeme popsat např ík lad takto 

Tento vztah můžeme interpretovat tak, že rychlost učení zůs tane kons t an tn í pro prvních 
r časových kroků a nás ledně se zmenšovat [16]. 

Další možnos t í je použi t í tzv. adap t ivn í rychlosti učení. Některé učící algoritmy jsou 
schopny monitorovat výkon sí tě během učení a v závislosti na n ě m tento parametr upra
vovat. Obt ížnos t správné volby rychlosti učení před s a m o t n ý m počá tkem učení, je důvod, 
proč jsou adap t ivn í metody populá rn í . Dobrý adap t ivn í algoritmus mnohdy konverguje 
rychleji než obyčejný algoritmus s ne zcela vhodně nastavenou rychlostí učení [25]. 

Poslední možnost í je využí t tzv. cyklických rychlost í učení. U t é to metody mus íme 
určit min imáln í a max imá ln í meze rychlosti učení a velikost kroku. Tato velikost odpovídá 
nějakému p o č t u i terací . Jeden cyklus se pak skládá ze dvou takových kroků. V p rvn ím 
kroku se hyperparametr l ineárně zvětšuje z minima až po maximum a ve d r u h é m se 
l ineárně snižuje. Obvykle se nejdříve provede rozsahový test p řed s a m o t n ý m učením, 
tedy spus t íme algoritmus a l ineárně zvětšujeme rychlost učení. Tento test by n á m měl 
napovědět , jak dobře jsme schopni naši síť vyt rénovat na ně jakém rozsahu rychlosti učení 
a j aké je její maximum [8]. 

Velikost d á v k y 
Zlatou s t řední cestou mezi algoritmy gradientn ího sestupu a s tochast ického gradi-

entn ího sestupu je s tochast ický grad ien tn í sestup s mini-dávkou. Rovnici (28) uprav íme 
následovně 

kde B značí velikost dávky. 
Teoreticky vzato, volba tohoto hyperparametru ovlivňuje pouze výpoče tn í s t r ánku 

našeho algoritmu. Pokud pracujeme s vysokou hodnotou B, updaty jednot l ivých para
m e t r ů budou poč í tány efektivněji díky para le ln ím a rch i t ek tu rám. N a druhou stranu, při 
volbě malé hodnoty B jsme schopni těch to u p d a t ů spočí ta t více. Jak již bylo řečeno, B ne
ovlivňuje schopnost sítě zobecňovat a tedy můžeme j i optimalizovat odděleně od os ta tn ích 
hyperparametru [16] . 

(69) 

P =i 
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Velikost B nejčastěji volíme mezi jednou až několik stovek, záleží na velikosti da tové 
sady. Klasicky j i volíme jako násobky dvou, k te ré vyhovují paměťovým p o ž a d a v k ů m G P U 
nebo C P U , takže se se tkáme s hodnotami 32,64,128,256 a tak dále. Velmi obl íbenou 
volbou je předevš ím B = 32 [26]. 

Ideální volbu velikosti dávky pro naši síť nejčastěji určíme z grafu t rénovací chyby 
v závislosti na výpoče tn í době, jakmile byly určeny os t a tn í hyperparametry. 

P o č e t t r é n i n k o v ý c h i t e r a c í 
Tento hyperparametr je velmi snadno opt imal izovatelný, díky m e t o d ě dřívějšího za

stavení. Stačí n á m např ík lad sledovat t rénovací chybu v p růběhu učení a můžeme se roz
hodnout, kolik více i terací našemu algoritmu povolíme. J e d n á se o poměrně úč innou zb raň 
proti overfittingu, i v p ř ípadě , že o s t a tn í hyperparametru k tomu budou silně přispívat . 

N a druhou stranu, ne vždy chceme využí t dřívějšího zas tavení učení naší sítě. Pokud 
nás za j ímá vl iv jednot l ivých hyperparametru, je vhodnějš í tuto metodu vůbec nepoužívat , 
abychom mohli pozorovat jejich opravdové v l ivy na učení. 

V praxi potom výběr tohoto hyperparametru p rob íhá následovně. Necháme algorit
mus t rénovat déle než v y b r a n ý počet T t réninkových i terací (v tomto bodě by měla bý t 
hodnota chybové funkce validační sady nejmenší) , abychom se ujistili, že hodnota chybové 
funkce nebude dále klesat. Nadále byla zavedena heuristika tzv. parametr trpělivosti , což 
je min imáln í počet trénovacích př ík ladů po bodě T , k teré ješ tě algoritmu předložíme, před 
s a m o t n ý m zas tavením algoritmu. V p růběhu učení pak z ískáváme nové kand idá ty pro T, 
př ičemž zvyšujeme parametr trpěl ivost i pro každé nově zvolené T. Pokud najdeme nové 
minimum v t, uložíme momen tá lně nejlepší model, updatujeme T •<— t a zvýšíme parametr 
trpěl ivost i [16]. 

C h y b o v á funkce 
Chybová funkce je důleži tou součást í neuronových sítí, k t e rá měř í správnos t našich 

výsledků, jež značíme ý, s opravdovými výsledky y. Rovněž j i nazýváme z t r á tová funkce, 
tyto dva pojmy jsou pro naše účely zaměni te lné . Hodnoty t é to funkce pak můžeme nazývat 
z t r á tou nebo chybou. Chybovou funkci vyb í ráme dle úkolu, k t e rý naši neuronové síti 
zadáme. Následuje s t ručný výčet nejčastěji používaných chybových funkcí [27],[28]: 

• Mean squared error 

E = ^ í > ( í ) - y(í))2 (7°) 
~ i=i 

Nejčastěji tuto funkci využíváme pro regresní úlohy. Nicméně m á jeden hlavní ne
dostatek, a to tzv. outliery. Tyto body jsou pak těžce penal izovány kvadratickou 
odchylkou, a proto je t ř eba data nejdřív odfiltrovat od out l ierů a teprve potom 
použí t tuto chybovou funkci. 

• Mean squared logarithmic error 

E — — f > g ( 2 / W + 1) - l o g ( 0 W + l ) ) 2 (71) 
i = i 

Rozdíl od předchozího funkce je ve využi t í logar i tmů, díky k t e r ý m se změní měřený 
rozptyl. Tuto funkci využijeme, pokud nechceme penalizovat velké rozdíly mezi pre-
dikovanými a sku tečnými hodnotami, když jsou obě tyto hodnoty vysoké. 
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Mean absolute error 

E = -Yj\y{i) -y{i)\ (72) 
i=l 

M A E opět využijeme pro změření , jak blízko jsou naše predikce k opravdovým 
v ý s t u p ů m . Rozdíl mezi M S E a M A E je však ve složitosti výpoč tu gradientu. Gra
dient M S E není moc obt ížné spočí ta t , za t ímco pro M A E je t ř e b a využí t např . 
l ineárního programování . N a druhou stranu M A E je robustnějš í , co se týče p ř í tomnos t i 
outl ierů. 

Mean absolute percentage error 

E 
n E 

í = i 

y(i) _ yii) 
y (J) • 100 (73) 

J e d n á se o modifikaci předchozí funkce. Ačkoliv na prvn í pohled v y p a d á jednoduše , 
skrývá v sobě několik úskalí. Např ík lad , nelze použí t pokud požadovaná data obsa
hují nulové hodnoty. Navíc pro předpovědi příliš vysoké prakticky neexistuje horní 
hranice procen tuá ln í chyby. 

Kuhllback Leibler Divergence 

E = n Z> ( i ) • ^(y(i))) - J2(y(i) •
 1os(č(í))) (74) 

i=l i=l 
Rovněž z n á m á jako rela t ivní entropie, měř í jak se jedno rozdělení p ravděpodobnos t i 
liší od d ruhého očekávaného rozdělení. Hodnota nula naznačuje , že můžeme očekávat 
podobné , ne-li stejné, chování dvou různých distr ibucí , za t ímco hodnota jedna na
značuje, že tyto dvě distribuce se chovají zcela odlišně. 

Cross entropy 

n 

E = ~ ň ^ ' h g i y ( l ) ) + ( 1 " l 0 g ( 1 " y { l ) ) ^ ( 7 5 ) 

i = l 

Nejčastěji tuto funkci použ íváme pro b inárn í klasifikaci, čili pokud výs tupy maj í 
hodnoty nula nebo jedna. O b d o b n ě jako předchozí funkce měří podobnost dvou 
pravděpodobnos tn ích rozdělení. Pro malé hodnoty t é to funkce můžeme prohlási t , 
že dvě rozdělení jsou si p o d o b n á a naopak. 

Negative Logarithmic Likelihood 

£ = - - f > g ( y « ) (76) 
i=l 

Široce využívaná funkce v neuronových sítích, používá se pro měřen í přesnost i klasi
fikačních úloh. Je tedy zapot řeb í , aby výs tupy našeho modelu byly p ravděpodobnos t i 
pro jednot l ivé tř ídy. 
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2.4.3 Optimalizace h y p e r p a r a m e t r ů 

Mějme libovolný učící algoritmus A. Jeho úkolem je naj í t funkci / , k t e rá minimalizuje 
hodnotu chybové funkce E(x;f). Algoritmus A dospěje k funkci / díky optimalizaci 
zadaného t réninkového kr i tér ia vzhledem k množině p a r a m e t r ů 0. Nicméně, s amotný 
učící algoritmus m á rovněž své parametry, k teré nazýváme hyperparametry A a opravdový 
algoritmus obdrž íme až po určení A, což označíme A\ a / = „4 . A (cc( t r e m n k ) ) pro trénovací 
sadu dat x ( t r é n i n k ) . 

V praxi se snažíme nají t takové hodnoty A, k teré minimalizují chybu zobecnění 
E a .^g a j [£ ' ( íc ,^ .A(«c^ t r e m n k ^))]) kde Qx je n á m neznámé rozdělení x. Je zřejmé, že výpočet 
provedený algoritmem A sám o sobě obsahuje další opt imal izační p rob lém - optimalizace 
h y p e r p a r a m e t r ů A. Můžeme to zapsat jako 

A « = a r g m i n E ^ [E (x, A ( * ( t r é n i n k ) ) ) ] • (77) 
AeA 

Obecně však n e m á m e k dispozici takový algoritmus, k te rý by provedl výše naznačenou 
optimalizaci. Navíc nejsme schopni urči t ani s t řední hodnotu neznámého rozdělení. K další
mu postupu tedy musíme využít dalších nás t ro jů , konkré tně - křížovou validaci. Tato 
technika využívá p růměr tzv. val idační sady dat x^vahdace^ následovně 

A w ^ a r g m i n mean [E (x, Ax{x{trénink)))] (78) 
AeA a;ea;(validace) 

= a r g m i n Ý ( A ) (79) 
AeA 
a rgmin \ř(A) = A (80) 

Optimalizace h y p e r p a r a m e t r ů je minimalizace funkce ^Ž(A) přes A G A . Obecně o funkci 
\1/ nebo proh ledávaném prostoru A nevíme skoro nic, proto se čas to uchylujeme k volbě / 
zkušebních b o d ů { A ^ 1 * 1 , A ^ * 1 } , vyhodno t íme pro všechny \ř(A) a urč íme A ^ , k te ré mělo 
nejlepší výsledky jako A. Toto je popsáno poslední rovnicí z výše uvedené trojice. 

Rozhoduj íc ím krokem v optimalizaci h y p e r p a r a m e t r ů je volba množiny { A ^ 1 * 1 , A ® } . 
Existuje několik p o s t u p ů jak tuto množinu urči t , uveďme si ty nejpoužívanější . 

Nej přirozenější metoda se n á m bezpochyby jeví metoda pokus-omyl neboli ruční hledání . 
Vybereme hodnoty h y p e r p a r a m e t r ů A a sledujeme jejich dopad na výkon sítě a následovně 
je in tu i t ivně upravujeme dle potřeby. Ačkoliv tato metoda je nejméně efektivní, stále si 
nachází své up la tněn í , předevš ím ze dvou důvodů. P r v n í m důvodem je nená ročná imple
mentace, neboť se j e d n á o nej jednodušší možnou metodu. D r u h ý m důvodem použi t í je 
za účelem získání p rvo tn ího náh ledu na funkci Avšak je zcela jasné , proč se manuá ln í 
h ledání nepoužívá jako hlavní metoda pro určení h y p e r p a r a m e t r ů . Je prakticky nemožné 
nají t op t imáln í hodnoty pomoc í t é to metody. 

Manuá ln í vyh ledáván í se však často využívá s j inou, lehce komplikovanější metodou -
vyhledáván í na mřížce. Princip spočívá v určení množiny možných hodnot našich hyperpa
r a m e t r ů a následně nauči t síť se všemi možnými kombinacemi těch to hodnot. V ý h o d y opět 
spočívají v j ednoduché implementaci a možnost i paralelizovat výpočet . Hlavní nevýhoda 
pak spočívá v době výpoč tu pro velký počet h y p e r p a r a m e t r ů . Máme-l i např ík lad 10 hy
p e r p a r a m e t r ů , každý s 10 možnými hodnotami, tak obdrž íme 10 1 0 různých vyhodnocení , 
což může bý t časově náročné . 
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Proto se často uchylujeme k další m e t o d ě - n á h o d n é m u prohledávání . Srovnání těchto 
dvou metod je názorně ukázáno na obrázku 14. Vidíme, že při p roh ledáván í na mřížce 
m á m e rovnoměrné pokry t í původn ího prostoru, avšak při projekci na jednu či druhou 
osu dostaneme nedos ta tečné pokry t í daného podprostoru. Př i n á h o d n é m proh ledáván í je 
situace zcela opačná . Hlavní síla n á h o d n é h o proh ledáván í tkv í ve faktu, že ne všechny 
hyperparametry jsou při optimalizaci s tejně důležité. Naopak proh ledáván í na mřížce 
věnuje výpoče tn í sílu p roh ledáván í dimenzí , k teré nejsou tolik důleži té a p o t é z t rác í při 
p roh ledávání těch důležitějších [29]. 

Vyhledávání na mřížce Náhodné vyhledávání 

Důležitý parametr Důležitý parametr 

Obrázek 14 - Porovnán í n á h o d n é h o hledání s h ledán ím na mřížce [29] 

Poslední me todě , k teré se budeme věnovat je Bayesovská optimalizace. Mějme nějakou 
funkci f(x), kterou se snažíme minimalizovat na omezené množině X. Podle t é t o metody 
nejdříve sestavíme p ravděpodobnos tn í model pro tuto funkci, a po t é jej využijeme k roz
hodnut í , kde v X provedeme další vyhodnocen í funkce f(x). Hlavní myšlenkou je využí t 
veškerých dos tupných informací z předchozích vyhodnocen í f(x). 

Př i práci s Bayesovskou opt imal izací mus íme učinit dvě hlavní rozhodnut í . Zaprvé, 
vybrat p ravděpodobnos tn í rozdělení funkcí, k te ré budou znázorňovat p ředpok lady o op
t imalizované funkci. Obl íbenou volbou je např ík lad Gaussovský proces, což je n á h o d n ý 
proces, jehož všechna konečně rozměrná rozdělení jsou normální . Zadruhé , musíme vybrat 
vhodnou tzv. akviziční funkci, díky které získáme další bod na vyhodnocení . Opě t uve
deme jednu z nejpoužívanějších funkcí, a to očekávaného zlepšení [30]. Jednou z možnost í , 
jak j i zapsat je 

9TCÚTL(X) — max(0, í / m i n Vomin)-, (81) 

kde ymin je minimum pozorovaných hodnot y a Vomin je nejnižší možná hodnota z intervalu 
spolehlivosti daných x, k teré obdrž íme díky Gaussovským procesům [31]. 
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3 Termodynamika páry 
Hlavním cílem t é to kapitoly je s t ručně shrnout základní t e rmodynamické vlastnosti vodní 
pá ry a veličiny j imiž jsou popsány. Rovněž ukážeme, j a k ý m způsobem se tyto veličiny 
v současné době počítaj í . 

3.1 Základní popis par 
Než začneme s popisem pá ry jako takové, uveďme si nejdříve, co je to ideální plyn. Část ice 
tohoto plynu považujeme za dokonale elastické h m o t n é body, s nu lovým objemem, které 
na sebe nepůsobí př i taž l ivými ani odpud ivými silami a jsou v neus tá lém a n e u s p o ř á d a n é m 
pohybu. Jejich fyzikální vlastnosti jsou kons tan tn í . 

P á r a však není ideálním plynem, nýbrž reá lným. Vztahy mezi reá lnými s tavovými 
veličinami jsou složitější a jejich fyzikální vlastnosti se rovněž odlišují. 

Je známo, že ideální plyny jsou popsány stavovou rovnicí pro ideální p lyn 

pv = rT neboli ^— = 1, (82) 
r T 

kde p je tlak, v m ě r n ý objem, r p lynová konstanta a T t e r m o d y n a m i c k á teplota. Nicméně, 
tento vztah nepla t í pro reálné plyny, protože výše zmíněný zlomek může nabýva t hodnot 
buď větších či menších než jedna 

£ í 1- (83) 

Pro reálné plyny existuje stavových rovnic hned několik. Uveďme si tu nejznámější rovnici, 
Van der Waalsovu rovnici, k t e r á byla odvozena ze stavové rovnice ideálního plynu 

(p +^)(v-b) = rT, (84) 

kde -% představuje tzv. kohezní tlak, j e d n á se o korekci související s existencí př i tažl ivých 
sil mezi molekulami. Člen b značí korekci v las tn ího objemu molekul, nazýváme jej kovo-
lumen. Obě tyto konstanty závisí na d a n é m plynu a obvykle jsou určeny exper imentá lně . 

Stavy p á r y a závislost jejich stavových veličin zobrazujeme pomocí fázových d iagramů. 
Fázových d iag ramů je několik d ruhů , využívají se např ík lad p — v, p — T, T — s, h — s 
diagramy a další. N a konkré tn ím diagramu si popíšeme možné stavy páry. 

N a obrázku 16 je znázorněn T — s diagram vodní páry. Sledujme oranžovou kř ivku 
pojmenovanou pouze Izobara. Tato křivka znázorňuje ohřev vody za kons tan tn ího tlaku. 
V modré oblasti dochází k p o s t u p n é m u zvyšování teploty a měrné entropie vody. Jakmile 
teplota dosáhne hodnoty teploty varu (teplota odpovídaj ící bodu x') při d a n é m tlaku, 
tak se kapalina již dále neohřívá. O t é to kapalině hovoříme jako o syté kapalině. P ř i 
dalš ím ohřevu syté kapaliny však nedojde ke zvýšení teploty, dokud se veškerá kapalina 
nepřemění v sytou páru . V diagramu tento stav odpovídá bodu x". Mez i oběma sy tými 
stavy se nachází jejich směs, jež nazýváme m o k r á pá ra . P ř i pokračuj íc ím př ívodu tepla 
syté páře , teplota pá ry opět roste a dojde k p řechodu do p ř e h ř á t é pá ry [32]. 
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Obrázek 15 - p — T diagram [33] Obrázek 16 - T — s diagram [34] 

Věnujme ješ tě pozornost p — T diagramu na obrázku 15. Tento diagram byl v y d á n 
Mezinárodní asociací pro vlastnosti vody a vodní pá ry ( I A P W S ) . Pro každou z pět i ob
last í pak existují tzv. zák ladní rovnice, díky k t e r ý m je možno dopočí ta t t e rmodynamické 
veličiny jako měrnou entalpii, měrnou entropii, mě rný objem, atd. Oblast 1 předs tavuje 
pevnou lá tku, oblast 2 p ř eh řá tou páru , oblast 3 kapalinu, oblast 4 je sa tu račn í křivka 
a oblast 5 je plyn [33]. 

V následující podkapitole se zaměř íme j a k ý m způsobem se vlastnosti p á r y počí ta j í 
a uvedeme si zmíněné základní rovnice. 

3.2 Výpočet termodynamických veličin páry 
J e d n í m z hlavních cílů I A P W S je poskytnout mez inárodně uznávané formulace vlas tnos t í 
páry, vody a vybraných vodných roz toků pro vědecké a průmyslové aplikace. V roce 1997 
byla v y d á n a poslední a dodnes plat ící formulace I A P W S - I F 9 7 pro průmyslové aplikace. 
Formulace je p l a t n á v rozmezí 

273.157y" < T < 1073.157y", p < lOOMPa 

1073.157í < T < 2273.157í, p<50MPa. 

Formulací m á m e na mysli základní rovnice pro jednot l ivé oblasti. Veškeré t e rmodynamické 
vlastnosti pak z těchto rovnic můžeme odvodit jejich kombinacemi nebo derivacemi. Na 
obrázku 15 si rovněž můžeme vš imnout , že oblasti 1,2 a 5 popisuje fundamentá ln í rovnice 
pro měrnou Gibbsovu energii - g(p, T ) , za t ímco oblast 3 je p o p s á n a fundamentá ln í rovnicí 
pro měrnou Helmholtzovou energií f(p,T). 

Podívejme se na znění rovnic v jednot l ivých oblastech [33]: 

Oblast 1 
Tuto oblast můžeme popsat rovnicí 

9~^P- = 7( t , t ) = f > ( 7 . 1 - 7t)*(t - 1.222) \ (85) 
i=l 

kde Ti = £ , r = p* = 1 6 . 5 3 M P a , T* = 13867í, 7? = 0.462A;J kg~xK~x. Koeficienty m 
a exponenty 7j a Jj jsou uvedeny v příloze B . 
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K nás lednému určení t e rmodynamických veličin jako vn i t řn í energie, m ě r n á entalpie 
či m ě r n á entropie, je t ř e b a tuto rovnici upravit dle vz t ahů v tabulce 1. Pro přehlednost 
uvád ím jen vztahy pro tyto t ř i veličiny, zbytek vz t ahů je možno naj í t v [33]. U každé 
z dalších oblas t í budou rovněž uvedeny jen tyto t ř i výpočty. 

Tabulka 1 - Výpočet veličin pro oblast 1 

Veličina V z t a h pro výpočet 

u 

h h(n,T) _^ 
RT ~ T ^ T 

s R = T7r 7 

Oblast 2 
Oblast 2 je p o p s á n a rovnicí, k t e rá je rozdělena na dvě části , a to část pro ideální p lyn 70 

a reziduální část 7r, tedy 

RT 7 (TT , r ) = 7°(7r,r) +7r(7r,r), *6) 

kde v ý z n a m proměnných 7r,r je stejný jako v rovnici pro oblast 1. Čás t pro ideální p lyn 
je p o p s á n a rovnicí 

7° = hi7r + y^<r / s 

reziduální část je pak p o p s á n a rovnicí 

4 

Y = ̂ ny*(T- 0 . 5 ) J i , 

17) 

1;-! 

i=l 

kde 7T r 
T* 
T ' 

p* = IMPa, T* = 5A0K. Koefiecienty n°,rii a exponenty J°,Ji 
jsou uvedeny v příloze B . Veškeré dos tupné veličiny opět můžeme dopočí ta t pomocí 
následujících v z t a h ů v tabulce 2. 

Tabulka 2 - Výpočet veličin pro oblast 2 

Veličina 

u 

h 

V z t a h pro výpočet 

UW = T{I°+7;) - Ai:+ii) 
hW = r(l° + 7;) 
^ = r ( 7 r ° + 7;) - (7° + Y) 

' T L <9tT J T ' ' T L Ô T J 7T ' ' T L dlT i T ' ' T L <9r J 7T 
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Oblast 3 
Tato oblast je p o p s á n a fundamentá ln í rovnicí pro měrnou Helmholtzovu energii, tedy 

40 

J, r ) = m ln 8 + ni5hTJi, (89) 
f(P,T) 

RT 
i=2 

kde 8 = T = ^ s p* = pc = 322% m " 3 , T* = Tc = 647.096F. Koefiecienty rij 
a exponenty i j , Jj jsou uvedeny v příloze B . Termodynamické veličiny urč íme z tabulky 
3. 

Tabulka 3 - Výpočet veličin pro oblast 3 

Veličina V z t a h pro výpočet 

P 9 = **' 
h ^ = T(j)T + ôýdelta 

s 

4>s = 

Oblast 4 
Oblast 4 se vztahuje pouze na sa tu račn í křivku. Je p o p s á n a kvadratickou rovnicí, k te rá 
může b ý t p ř ímo vyřešena pro sa tu račn í tlak ps a sa tu račn í teplotu Ts 

(32ů2 + n ^ ů + n2(32 + n3(3ů2 + nA(3ů + n5(3 + n6ů2 + n7ů + n 8 = 0, (90) 

kde 

0 
Ps N 1 

d + 
« 9 

pro p* = I M p a a T* = l i í , koeficienty n j je možno nalézt v příloze B . Řešení t é t o rovnice 
pro sa tu račn í tlak je 

(91) 

p* 
2C 

(92) 
-B + (B2 -4ACy/\ 

kde p* = IMPa a 

A = ů2 + n1ů + n2) B = n3ů2 + nAů + n5, C = n6-ů2 + n7ů + n 8 , (93) 

kde ů m á stejný v ý z n a m jako v předchozí rovnici, podobně jako koeficienty n*. Uveďme 
ješ tě řešení pro sa tu račn í teplotu 

Ts_ _ nio + D- [(wip + D)2 - 4 (n 9 + n10D)]V'2 

kde T* = 1K a 

D 

2 

2G 

(94) 

- F - (F2 - AEG) 1/2' 

kde 
E = (32 + n 3 + n 6 , F = ni /3 2 + n 4 / 9 + n 7 , G = n2/32 + n5/3 + n 8 . 

(95) 

(96) 
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Oblast 5 
Poslední oblast je p o p s á n a rovnicí, k t e rá je opět rozdělena na 2 část i , s tejně jako rovnice 
pro oblast 2, tedy 

= 7(TT, r ) = 7 > , r ) + 7 > , r ) , (97) 

kde v ý z n a m proměnných ir, r je stejný jako pro oblast 2. Liší se až rovnice pro konkré tn í 
části , nejdříve rovnice pro ideální plyn 

6 

7° = hi7r + J ] < r J S (98) 

a rovnice pro reziduálni část 

í = i 

6 

Y = J^niTT1^, (99) 
i = l 

kde vr = r = ^ , p* = I M P a , T* = 1000K. Koefiecienty n°,n,t a exponenty J ť , J?, J ť 

jsou uvedeny v příloze B . Veškeré dos tupné veličiny opět můžeme dopočí ta t pomocí v z t a h ů 
uvedených v tabulce 2 pro oblast 2. 
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4 Implementace 
V té to kapitole se budeme zabývat stavbou samotné neuronové sítě. Jak jsme si mohli 
vš imnout , tak v kapitole 3 je uvedeno několik veličin, k teré se daj í vypoč í ta t z funda
mentá ln ích rovnic. Naš ím úkolem je doplnit výpočet měrného objemu pro jednot l ivé ob
lasti p rávě pomoc í neuronové sítě. Velkou pomoc í by pro nás měla bý t data z již exis
tujících rovnic pro os t a tn í veličiny. Celkovým v ý s t u p e m po té bude spus t i te lná aplikace, 
k te rá spočí tá hodnotu měrného objemu vodní pá ry pro zadaný tlak a teplotu. 

P ř e d samotnou tvorbou sítě se budeme věnovat k r á t k é m u popisu programovacího 
jazyka Python a knihovně Tensorflow, pomocí nichž budeme modely tvoři t . Dále ve 
s t ručnos t i popíšeme termodynamickou knihovnu pro M A T L A B - XSteam, k t e r á n á m po
slouží jako zdroj dat. 

4.1 Python, Tensorflow, XSteam 
Veškerý kód, pomocí něhož budeme budovat neuronové sítě, bude psán v Pythonu, konkré
t n ě verzi 3.6. Motivace k výběru tohoto programovacího jazyka byla předevš ím široká pod
pora různých knihoven, k te ré b u ď pomáha j í se s t ro jovým učením anebo usnadňuj í obecně 
práci s daty. J e d n á se zejména o knihovny NumPy, pandas, Keras, matplotlib, scikit-learn 
nebo Tensorflow. Poslední zmíněné knihovně se v následujícím odstavci budeme věnovat 
o něco podrobněj i , neboť tvoř í základní s tavební k á m e n celého kódu. K r o m podpory 
těchto knihoven je Python vhodnou volbou, protože nabízí j ednoduchý a přeh ledný syn
tax, možnost objektově or ientovaného p rogramován í či podporu všech větších operačních 
sys témů. 

Zaměřme se nyní na ne jpods ta tně jš í knihovnu, kterou budeme využívat , kterou je 
Tensorflow. J e d n á se o open source knihovnu, k t e rá byla vyvinuta Google Bra in t ý m e m 
v rámci výzkumu strojového učení a h lubokých neuronových sítí. D á se spustit t éměř na 
čemkoliv - G P U , C P U - včetně mobilních a vestavěných platforem, T P U , což je speciali
zované hardware pro tenzorovou matematiku. Tensorflow pracuje na principu vybudován í 
výpoče tn ího grafu a jeho nás ledném spuštění . Tento graf předs tavuje datovou strukturu, 
k te rá plně popisuje výpočet , k te rý se snažíme provést . Ty to grafy lze vizualizovat pomocí 
nás t ro je Tensorboard, což je sada webových aplikací sloužící k tomuto účelu [35]. 

Další knihovnu, kterou budeme využívat je XSteam. J e d n á se o implementaci rovnic 
uvedených v dokumentu I A P W S IF97 v M A T L A B u . XSteam obsahuje dos tupné výpočty 
pro t e rmodynamické veličiny v závislosti na jednom či dvou j iných veličinách. Tato kniho
vna n á m poslouží jako zdroj dat, pomoc í k te rých budeme neuronovou síť t rénovat , a po
zději n á m bude sloužit pro ověření správnost i našich výsledků. 
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4.2 Tvorba modelu 
Nyní se zaměř íme na stavbu neouronové sítě. V následujících odstavcích pod robně oko
mentujeme výběr architektury sítě, jejích h y p e r p a r a m e t r ů a p růběh učení. 

Nabízejí se n á m dvě možné cesty, k t e rými se můžeme vydat. Sestavit jednu velkou 
neuronovou síť pro všechny oblasti 1-5 (viz. kapitola 3) anebo sestavit několik menších 
sítí. Kdybychom se pokusili sestavit jednu neuronovou síť, tak můžeme mí t problémy se 
spoj i tos t í funce, kterou se snažíme aproximovat. Navíc velká neuronová síť nebude zcela 
tak přesná , jako několik menších sítí vy tvořených pro jednot l ivé oblasti. 

Začneme s neuronovou sítí pro jednu libovolnou oblast, na které si ukážeme veškeré op
t imal izační postupy a celkovou stavbu modelu samotného . P r v n ě v y b r a n á oblast n á m po
slouží jako i lustrační příklad. Jakmile budeme spokojeni s výsledkem té to sítě, p řesuneme 
se na tvorbu sítí pro další oblasti. P o d r o b n ý popis tvorby modelu bude rozebrán především 
pro p rvn í oblast, pro další oblasti se budeme snažit popis zes t ručni t nebo zcela omezit. 
Jak již bylo zmíněno, tak budeme modelovat závislost měrného objemu na t laku a teplotě , 
v = v(p, T). 

4.2.1 P ř í p r a v a dat 

Pro veškerou generaci dat, se kterou naše síť bude pracovat, budeme používat knihovnu 
XSteam. Pro j ednoduchý export těch to dat budeme používat distribuci t é t o knihovny 
upravené pro Microsoft Excel . Pro tvorbu našich dat budeme využívat implementované 
funkce h_pT() a v_ph(). 

Začneme s oblas t í číslo 1. Data budeme generovat v rozmezí 

0°C <T< 350°C, ps(T) <p< lOOMPa, (100) 

kde ps{T) značí hodnoty na sa tu račn í křivce. N a obrázku 17 je vykresleno pro p ředs t avu 
3500 různých b o d ů v p-v-T diagramu. 

Obrázek 17 - Vygenerovaná data 
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Díky knihovně XSteam nejsme omezeni p o č t e m dat, pokud budeme po t řebova t další 
data, není p rob lém si je vygenerovat. Předchozí obrázek slouží tedy pouze pro vizualizaci 
oblasti, kterou budeme aproximovat, nejedná se o veškerá d o s t u p n á data. 

Nyní se můžeme zaměř i t na transformaci dat. Jednu transformaci už jsme provedli a to 
konkré tně logaritmickou transformaci měrného objemu. Díky t é t o transformaci získáme 
lepší povědomí o oblasti, kterou modelujeme. By lo ukázáno , že p o d o b n é nel ineární trans
formace nemaj í negat ivní účinky na učení, spíše naopak [10]. 

Nadále je p o t ř e b a provést standardizaci dat. Pro naši síť zvolíme obyčejnou standardi
zaci pro nulovou s t řední hodnotu a jednotkový rozptyl. Jak již bylo uvedeno v kapitole 2, 
budeme standardizovat v s tupn í veličiny, tlak a teplotu, za t ímco měrný objem ponecháme 
beze změny. O d t é to úp ravy dat si slibujeme zrychlené učení díky lepší inicializace para
m e t r ů sítě. 

Dalš ím krokem je n á h o d n é promíchaní všech dat. Snažíme se omezit p ředk ládán í příliš 
podobných v s t u p ů za sebou v p růběhu učení. D ů v o d e m je opět zkval i tnění a zrychlení 
s amotného učení. 

Poslední úpravu , kterou mus íme provést je rozdělení celé da tové sady do t řech menších 
specifických skupin. J e d n á se o trénovací , validační a testovací skupiny dat. K a ž d á z těchto 
skupin m á svůj v las tn í účel: 

• Trénovací data - tato nejpočetnější skupina dat slouží k vy t rénování neboli naučení 
neuronové sítě 

• Validační data - výkon již naučené sí tě na val idační sadě dat n á m slouží k úpravě 
h y p e r p a r a m e t r ů a celkové modifikace neuronové sítě 

• Testovací data - slouží čistě ke zhodnocení celkového výkonu sítě, pomocí těch to dat 
neupravujeme žádné hyperparametry ani nezasahujeme do učícího algoritmu 

M á m e několik možnos t í v j a k é m p o m ě r u naše data do těchto skupin rozdělit . Obecně záleží 
na p o č t u h y p e r p a r a m e t r ů v našem modelu. Obecně plat í , že nejméně polovina, ideálně 
až 3/4 dat jsou vyhrazeny pro t rén ink a zbytek se rozdělí mezi validační a testovací sadu. 
Pro naše účely tento poměr zvolme např ík lad na 75% dat pro t rénink, 15% pro validaci 
a zbylých 10% využijeme k tes tování . 

Nyní už m á m e vše př ipraveno pro to, abychom mohli začít s konstrukcí s amotné neu
ronové sítě a nás ledně s jej ím učením. 

4.2.2 N e u r o n o v á síť 

V té to části se pokus íme sestavit samotnou neuronovou síť a budeme se snažit naj í t op
t imáln í hodnoty jejich h y p e r p a r a m e t r ů . Jak již bylo uvedeno v kapitole 2, neexistují žádné 
univerzální hodnoty těchto p a r a m e t r ů , neboť každá ú loha si vyžaduje individuální p ř í s tup . 
V našem př ípadě pro určení těchto hodnot využijeme převážně n á h o d n é h o proh ledávání 
a Bayesovské optimalizace. 

Než se však pus t íme do stavby sítě, mus íme si nejdřív urči t nějakou metriku, k te rá 
bude vyhodnocovat výkon sestavené sítě. Č a s t ý m zvykem je pozorovat z t r á t u a přesnost 
neuronové sítě. Z t r á tou rozumíme hodnotu z t rá tové (chybové) funkce. Obecně pla t í , že 
čím nižší z t r á t a , t í m kvalitnější model. V naš í síti budeme využívat mean squared error 
funkci, tedy 

kde n je počet vs tupních př ík ladů, y je vektor požadovaných v ý s t u p ů a ý je vektor v ý s t u p ů 
z sítě. 

(101) 
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Přesnos t n á m poslouží jako p o m o c n ý úda j ke z t rá tě . S metrikou pro přesnost je to 
trochu složitější, pro tože přesnost aproximace funkce není tak j ednoduše změř i te lná jako 
přesnost obyčejných klasifikačních úloh. Vhodnou volbou je např ík lad mean absolute per-
centage error, kterou drobně uprav íme 

(102) 

Nyní se dos t áváme ke konstrukci neuronové sítě. Nas t iňme si nejdříve, j a k ý m způsobem 
budeme postupovat. Budeme pracovat s několika hyperparametry, n icméně u některých 
se spokojíme s doporučovanými hodnotami a nebudeme je nadá le optimalizovat. Ješ tě 
zmiňme množs tv í dat, se k t e r ý m budou všechny následující výpoč ty p rob íha t . Konstrukci 
sítě zaháj íme s celkovým množs tv ím 5000 různých da tových b o d ů , čili 3750 pro t rénink, 
750 pro validaci a 500 pro tes tování . 

Ze všeho nejdříve zvolíme algoritmus učení. P r a v d ě p o d o b n ě nejlepší volbou bude je
den z modernějších adap t ivn ích a lgor i tmů. Pro definitivní výběr sestroj íme jednoduchou 
síť a budeme sledovat výkon t é t o zkušební sítě, za t ímco ponecháme os t a tn í hyperparame
try beze změny. Graf závislosti validační z t r á ty na p o č t u epoch na obrázku 18 zobrazuje 
srovnání některých a lgor i tmů uvedených v kapitole 2. Kř ivky vyjadřují p růměr přes deset 
různých běhů pro každý algoritmus. Všechny algoritmy byly spuš těny s doporučenými 
hodnotami inicializace. Po 500 iteracích lze pozorovat, že algoritmy S G D a R M S p r o p 
předváděj í velice rychlou konvergenci. Jejich dosažené minimum po ukončení učení je 
však 2-3krát vyšší než u adap t ivn ích a lgor i tmů A d a m a Adamax. Jelikož rozdíl v rych
losti konvergence není příliš výrazný, vybereme jeden z těchto dvou a lgor i tmů. Vezměme 
např ík lad algoritmus A d a m s hodnotami f3\ = 0,9, ,02=0,999 a e = 10~ 8 . 

Srovnání učících algoritmů 

počet epocti 

Obrázek 18 - Srovnání a lgor i tmů 

Volbou adap t ivn ího algoritmu učení jsme si rovněž ušetřil i práci s dalš ím hyperparamet-
rem - rychlosti učení. Námi zvolený algoritmus tot iž rychlost učení upravuje sám v každé 
iteraci, a proto s tačí jen nastavit počá tečn í hodnotu tohoto hyperparametru. 
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Než se dostaneme k samotné a rch i tek tuře sítě, p o d í v á m e se ješ tě na velikost dávky, 
neboť tento hyperparametr výrazně ovlivňuje dobu p růběhu učení. Opět budeme zkoušet 
doporučené hodnoty uvedené v teoret ické části . 

Trénink sítě budeme tedy již provádě t s algoritmem A dam. K výběru nej lepší možné 
velikosti dávky n á m opět poslouží graf závislosti validační z t r á ty na poč tu epoch. Obrázek 
19 zachycuje srovnání učení sítě s různými velikostmi dávky. Pro omezení v l ivu n á h o d y 
je na grafu vykreslen p r ů m ě r přes deset různých běhů pro každou hodnotu B . Vidíme, 
že rozdíly mezi jednot l ivými velikostmi nejsou až tak markan tn í , skoro všechny pokusy 
skončily se z t r á tou menší než 0.0001. 

Další aspekt, k te rý mus íme b r á t v potaz při výběru velikosti dávky, je celková doba 
učení. Ačkoliv B=16 vykazuje nejlepší výsledky, doba výpoč tu byla mnohonásobně vyšší 
než u os ta tn ích hodnot, a proto tuto hodnotu nadále uvažovat nebudeme. Rovněž vy
loučíme možnost B=256, neboť pro tuto hodnotu učení konverguje nejpomaleji. Mez i 
hodnotami B=32, B=64 a B=128 už m á m e volnější výběr . Nejlépe se jeví hodnota B=64, 
pokud vezmeme v úvahu její větší stabilitu ve srovnání s B=32 a rychlejší konvergenci ve 
srovnání s B=128. Nadále v práci budeme pracovat s velikostí dávky B=64. 

V následujících odstavcích se budeme věnovat s amotné a rch i tek tuře sítě, tedy bu
deme se snažit urči t počet skrytých vrstvev a neuronů v nich obsažených. Zde však na
razíme, pro tože neexistují doporučená nas taven í jako u předchozích dvou h y p e r p a r a m e t r ů . 
K určení architektury budeme muset využí t nějakou opt imal izační metodu pro h ledání 
h y p e r p a r a m e t r ů . 

Ze všeho nejdříve se však vypla t í věnovat pá r okamžiků obyčejné m e t o d ě pokus omyl. 
Rád i bychom pomoc í t é t o metody získali a lespoň hrubou p ředs tavu o tom, jak rozsáhlou 
síť v las tně budujeme. Zkusíme tedy sestavit několik zkušebních sítí s d iamet rá lně odl išnými 
velikostmi vrstev a neuronů . Následně po rovnáme jejich výkony. 
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N a obrázku 20 vidíme porovnán í několika n á h o d n ý c h architektur neuronové sítě. J e d n á 
se opět o grafy závislosti validační z t r á ty na p o č t u i terací. Všechny křivky byly vykres
leny jako p r ů m ě r přes deset různých běhů t rénovacího algoritmu. Zaměřme se nejdřív 
na obrázek 20a. Z tohoto obrázku můžeme vyčíst předevš ím nevhodné kand idá ty pro 
naši architekturu. Vš imněme si, že kř ivky hnědé a fialové barvy vykazují z n á m k y overfit-
tingu. Tyto dvě architektury jsou rovněž nekonzis tentní , co se týče jejich výkonu. Z to
hoto můžeme vyvodit , že pro naše účely n á m pos tač í méně rozsáhlá síť. Neměli bychom 
pot řebova t více než 10 skrytých vrstev. 

Nyní se věnujme obrázku 20b. J e d n á se o přiblížení grafu vlevo pro rozmezí 450 až 
500 epoch. Lze pozorovat, že nej stabilnější výkony p ředvád í sítě reprezentované modrou 
a ž lu tou křivkou. Rovněž červená křivka vykazuje poněkud uspokojivé výsledky. Chceme-li 
dosáhnou t co nej menší validační z t rá ty, musíme zvolit síť o n ízkém poč tu skrytých vrstev 
a vysokém p o č t u skrytých neuronů anebo naopak. 

počet epoch počet epoch 

(a) Výkony testovacích sítí (b) Výkony testovacích sítí - přiblíženo 

Obrázek 20 - Porovnán í vybraných architektur 

Manuá ln í p roh ledáván í n á m tedy poskytlo přibl ižnou p ředs t avu o a rchi tek tuře , n icméně 
pro její konkrétnějš í podobu budeme muset využí t j iných opt imal izačních metod. Uvažujme 
pro začá tek prostor architektur s max imá ln ím p o č t e m 10 skrytých vstev a max imá ln ím 
poč t em 100 skrytých neuronů . Zamysleme se nyní nad t ím, co by znamenalo využi t í pro
h ledávání na mřížce, konkrétněj i p roh ledáván í na mřížce s křížovou validací. Řekněme, že 
bychom rádi zmíněný prostor prohledali touto metodou. Pro 3-násobnou křížovou validaci 
se j e d n á celkem o 2673 různých vyhodnocen í učení sítě. Doba výpoč tu , řekněme pro 250 
i terací v každém učení, zabere několik d n ů na obyčejném 4-jádrovém procesoru. Vzhledem 
k tomu, že se nejedná o jedinou síť, kterou budeme budovat, je tento p ř í s tup neprakt ický. 

J ednodušš ím a efektivnějším p ř í s t u p e m bude např ík lad využi t í n á h o d n é h o prohledá
vání . Použi jeme tedy n á h o d n é p roh ledáván í s 3-násobnou křížovou validací. Algoritmus 
necháme pracovat po 200 iterací, což z n a m e n á 600 různých vyhodnocen í učení sítě. Cel
ková doba běhu prohledávacího algoritmu byla asi 20 hodin. Tabulka 4 ukazuje nejlepších 
10 výsledků. Hodnoty jsou seřazeny od nejmenší hodnoty z t r á t y na testovacích datech po 
největší po 500 epochách učícího algoritmu. Pro křížovou validaci byly použi ty trénovací 
a validační data, tedy dohromady 4500 dat. Bavíme-li se o testovacích datech v rámci 
křížové validace, m á m e na mysli j inou skupinu dat než původně odložených 500 dat pro 
závěrečné tes tování . 

48 



Je zřejmé, že nejvíce preferována architektura je s jednou skrytou vrstvou a vysokým 
poč tem skrytých neuronů . Rozdíly mezi všemi 10 hodnotami, co se týče p růměrné z t r á ty 
na testovacích datech, jsou t éměř zanedba te lné . Za zmínku ovšem stojí rozdílné výpoče tn í 
doby celého učení. Je logické, že s rostoucí velikostí sítě roste i doba p o t ř e b n á k jej ímu 
naučení . Nicméně, můžeme si vš imnout , že tomu tak vždy není . Dalš ím faktorem je 
rozdělení dat na t rénovací a testovací skupiny v rámci křížové validace. Proto lze např ík lad 
pozorovat skoro 4-krát k ra t š í dobu učení u sítě s 92 neurony než u sítě s 67 neurony. 

Tabulka 4 - Výsledky n á h o d n é h o proh ledávání 

Pořad í Prům. doba 
výpočtu (v sek.) 

Prům. ztráta 
test. dat Počet skryt, vrstev Počet skryt, neuronů 

1 272.59 3.46-10" 6 1 99 
2 119.36 5.69-10" 6 1 65 
3 269.08 6.89-10" 6 1 67 
4 182.80 6.98-10" 6 1 71 
5 32.73 6.99-10" 6 1 39 
6 68.39 7.08-10" 6 1 92 
7 92.14 7.32-10" 6 1 80 
8 210.64 7.48-10" 6 1 90 
9 195.98 7.51-10" 6 1 70 
10 60.64 9.84-10" 6 2 26 

N á h o d n é proh ledáván í n á m tedy poskytlo velmi slušné kand idá ty pro konečnou archi
tekturu sítě, ale stále věnovat skoro celý den k nalezení op t imáln í architektury se n á m 
může zdá t jako zbytečně d louhá doba. Proto se v následujících odstavcích budeme věnovat 
ješ tě Bayesovské optimalizaci. 

Bayesovský algoritmus jsme nastavili na stejné hodnoty jako n á h o d n é prohledávání , 
tedy 200 i terací algoritmu, 3-násobnou křížovou validaci, 500 epoch učení a prostor s ma
ximálně 10 vrstvami a 100 neurony. V tomto př ípadě jsme však ani zdaleka 200 iterací 
nepotřeboval i . Ukázalo se, že k naj i t í op t imáln í hodnoty n á m stačilo pouhých 12 ite
rací. Výsledky jsou zachyceny v tabulce 5. Po řad í v t é t o tabulce ukazuje prohledávané 
možnost i , jak šly za sebou. Vidíme, že n á m v p o d s t a t ě vyšla s te jná architektura, jako 
u n á h o d n é h o prohledávání . Avšak, rozdíl je v celkové době naj i t í tohoto optima. Zat ímco 
v předchozím př ípadě jsme museli čekat zhruba 20 hodin, nyní jsme ke s te jnému výsledku 
došli zhruba za 30 minut. Ukazuje se tedy, že se n á m vypla t í nadá le pracovat pouze 
s Bayesovskou opt imal izací h y p e r p a r a m e t r ů . 

U obou a lgor i tmů si lze vš imnout , že nej lepší výsledky poskytovaly sítě s m a l ý m 
poč t em skrytých vrstev a vysokým p o č t e m skrytých neuronů . Rozdílné hodnoty z t r á t 
u skoro stejných architektur si můžeme vysvětl i t r ů z n ý m rozdělením dat při křížové vali
daci. Hlavním bodem je však op t imáln í architektura, tedy architektura s absolu tně nejnižší 
z t rá tou . Očividně nejlepší volbou je síť s jednou skrytou vrstvou a 100 skry tými neurony. 

Nabízí se otázka, proč nezvolit více než 100 skrytých neuronů . Dosáhli jsme velmi 
nízké hodnoty z t r á t y v ř á d u 10~ 6 , je velice nepravděpodobné , že bychom dokázali tuto 
hodnotu snížit o další ř ád pouze volbou architektury. Jednalo by se spíše o marg iná ln í 
zlepšení, proto budeme nadále pracovat s touto konkré tn í architekturou. 
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Tabulka 5 - Výsledky Bayesovské optimalizace 

Pořad í Prům. doba 
výpočtu (v sek.) 

Prům. ztráta 
test. dat Počet skryt, vrstev Počet skryt, neuronů 

1 46.16 5.93-10" 4 5 67 
2 63.52 8.97-10" 4 9 51 
3 46.90 1.77-10"4 5 54 
4 43.75 2.61-10" 4 3 83 
5 33.93 3.26-10" 5 3 28 
6 37.40 1.50-10"4 4 24 
7 34.25 3.27-10" 5 3 12 
8 51.77 6.33-10" 5 5 51 
9 57.86 5.61-10" 5 7 34 
10 81.99 1.82-10"5 9 58 
11 132.26 1.88-10"4 10 100 
12 43.50 3.44-10" 6 1 100 

Momentá lně už m á m e skoro vše př ipraveno k tomu abychom mohli naši síť plnohod
no tně vyt rénovat . Poslední hyperparametr, o jehož zapojení se mus íme rozhodnout je 
rozpad vah, tedy obecněji o zapojení nějakých regularizačních technik. Avšak v p růběhu 
učení naší neuronové sítě jsme se nesetkali s overfittingem. Pro námi zvolenou architek
turu je skoro nemožné overfittingu dosáhnout , neboť není dos ta tečně komplexní . Pro tuto 
konkré tn í síť není zapo t řeb í využí t rozpadu vah, a proto jej nebudeme aplikovat. 

Pos ledním krokem je učení sítě. S učením t aké souvisí poslední hyperparametr, k terý 
musíme upravit, a to počet t réninkových iterací. Zde využijeme metodu dřívějšího zasta
vení. P rvo tně nas tav íme např ík lad 5000 t réninkových epoch, avšak d o d á m e ješ tě parame
try pro dřívější zastavení . Zadejme toto kr i t é r ium - zas tav íme učení, pokud se každých 50 
i terací validační z t r á t a nesníží a lespoň o 10~ 8 . 

N a obrázku 21 vidíme p růběh t réninkové a val idační z t r á ty a přesnost i . Pokus jsme 
nechali běžet 10-krát a vybral i nejlepší možný p růběh . Červená křivka značí iteraci, ve 
které jsme učení zastavili, v na šem př ípadě to bylo v iteraci číslo 459. Lze pozorovat, že 
učení pak probíhalo dalších 50 iterací, avšak během t é t o doby nedošlo k požadovanému 
zlepšení a tak algoritmus skončil. Podívejme se na jednot l ivé grafy detailněji . 

V grafu 21a vidíme očekávaný klesající p r ůběh obou křivek. Obě z t r á t y dosahují na 
konci učení hodnot v ř á d u 10~ 6 , konkrétněj i t rénovací z t r á t a dosáhla hodnoty 3.03 • 10~ 6 

a validační z t r á t a hodnoty 1.20 • 10~ 6 . Když se pod íváme na vedlejší graf, tak vidíme 
poněkud divokou oscilaci obou metrik okolo hodnoty 95%. N a konci učení byla t réninková 
přesnost rovna 98.04% a val idační 98.74%. To jsou ovšem data v p růběhu učení, nás spíše 
zaj ímají konečné přesnost i po naučen í sítě pro jednot l ivé sady. Pro t réninkovou sadu vyšla 
p r ů m ě r n á přesnost 99.92% a pro val idační sadu 99.91%. 

T í m t o je konstrukce neuronové sítě pro oblast 1 zcela komple tn í . M á m e nyní k dispozici 
vy t rénovanou síť, na kterou můžeme aplikovat dosud neviděná data. Naše síť by měla bý t 
schopná s poměrně velkou přesnost í v rá t i t požadované hodnoty. Naš ím dalš ím úkolem je 
vytvoř i t ješ tě sítě pro zbylé oblasti, jak bylo zmíněno na začá tku t é t o kapitoly. Nebudeme 
celý proces již p o d r o b n ě rozepisovat. Celkové shrnu t í je k dispozici v tabulce 6. 
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(a) Ztráty při učení (b) Přesnosti při učení 

Obrázek 21 - P r ů b ě h učení neuronové sítě 

K níže uvedenému shrnu t í ješ tě dop lňme, že všechny sítě měly k dispozice stejné 
množs tv í dat a poměr tréninkové:val idační: testovací data je rovněž pro všechny stejný. 
Pro všechny níže uvedené sítě jsme použili R e L U akt ivační funkci ve skrytých vrs tvách. 
D r u h ý a t ř e t í sloupec popisuje rozmezí hodnot, pro které je d a n á síť sestavena. Hodnota ps 

značí sa tu račn í tlak při dané tep lo tě a hodnota í 2 3 popisuje body na křivce mezi oblastmi 
2 a 3. Pro oblast 4 není možné sestavit neuronovou síť pouze na základě znalosti objemu 
a tlaku. 

Tabulka 6 - Shrnu t í pro jednot l ivé oblasti 

Oblast Tlak[MPa] Teplota [°C] Alg.učení Velikost dávky Počet skryt, 
vrstev 

Počet skryt, 
neuronů 

1 (Ps, 100) (0,350) A d a m 64 1 100 
2a (16.529,100) (350,800) A d a m 32 3 100 
2b (2.5, 16.529) (350,800) A d a m 32 2 100 
2c (0.01,2.5) (350,800) A d a m 32 3 100 
2d (1, 16.529) (180,350) A d a m 32 2 75 
2e (0.01,1) (180,350) A d a m 32 2 100 
3a (40,100) (350,t 2 3) Adamax 32 2 50 
3b (25,40) (350 , í 2 3 ) Adamax 16 3 50 
3c 
A 

(16.259,25) (350 , í 2 3 ) Adamax 32 5 50 

5a (10,50) (800,2000) A d a m 64 2 100 
5b (0.01,10) (800,2000) Adamax 16 2 50 
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5 Výsledky 
V té to kapitole budeme sledovat výkony námi sestavených sítí. Pro všechny oblasti jsme si 
vyhradil i speciální skupiny testovacích dat, k te ré jsme doposud síti nepředložili . Můžeme 
tedy pomocí nich zhodnotit, jak dobrý výkon naše sítě předváděj í . Celkovým výsledkem 
práce po t é bude spus t i te lná aplikace, k t e r á těch to sítí bude využívat a pomocí nich poč í ta t 
měrný objem na základě předloženého t laku a teploty. 

K sestavení konečné aplikace tedy budeme po t řebova t vytvořené modely pro jednot l ivé 
oblasti. Stejně tak si mus íme uložit s t řední hodnoty a rozptyly trénovacích dat. Tyto 
hodnoty jsou důležité, protože jsou nezbytné pro standardizaci testovacích dat. P ř i spojení 
všech sítí dohromady budeme muset mí t na pamět i , že data musíme standardizovat podle 
přís lušných oblast í . 

Výsledky jsou prezentovány v níže uvedených tabu lkách . Pro každou oblast bylo 
vyb ráno 10 n á h o d n ý c h bodů , u k te rých jsme uvedli konkré tn í hodnoty měrného objemu. 
Dále jsme zahrnuli s t ručné sh rnu t í na konci každé tabulky pro celkovou sadu 500 testo
vacích dat. Toto shrnu t í obsahuje některé popisné s ta t is t ické údaje . 

Oblast 1 

Tabulka 7 - Výsledky pro oblast 1 

Tlak[kPa] Teplota[°C] Měrný objem[m3kg 1] 
(software) 

Měrný objem[m3kg 1] 
(neuronová síť) 

Přesnost 
(MAPE) 

9060.45 283.67 0.00133761 0.00133677 99.937% 
2030.21 116.83 0.00105647 0.00105467 99.830% 

58878.11 201.47 0.00111027 0.00110942 99.923% 
5562.50 189.53 0.00113682 0.00113552 99.885% 
11087.55 185.81 0.00112684 0.00112517 99.852% 
8552.72 82.24 0.00102654 0.00102597 99.945% 
14492.79 203.76 0.00114958 0.00114914 99.961% 
41491.60 212.90 0.00113853 0.00113887 99.970% 
8358.39 52.57 0.00100967 0.00100984 99.983% 

42470.35 249.35 0.00119454 0.00119264 99.841% 

500 různých testovacích dat 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.918% 
99.517% 
99.999% 
0.073% 
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Oblast 2 

Tabulka 8 - Výsledky pro oblast 2 

Tlak[kPa] Teplota[°C] Měrný objem[m3kg 1] 
(software) 

Měrný objem[m3kg 1] 
(neuronová síť) 

Přesnost 
(MAPE) 

77830.91 
92158.64 
40910.06 
44998.88 
21447.46 
5021.20 
2965.95 
5374.99 
4878.98 
6900.03 

552.67 
737.89 
712.17 
606.07 
435.65 
516.13 
630.36 
453.66 
466.62 
372.41 

0.00287858 
0.0042024 

0.00988415 
0.00709861 
0.01084789 
0.06993691 
0.13890883 
0.05902437 
0.06678904 
0.03807707 

0.00286748 
0.00420166 
0.00979553 
0.00706776 
0.01076501 
0.0697668 

0.13895543 
0.05900836 
0.06665596 
0.03805941 

99.614% 
99.982% 
99.103% 
99.565% 
99.236% 
99.757% 
99.966% 
99.973% 
99.801% 
99.954% 

500 různých testovacích dat - oblast 2a 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.668% 
97.631% 
99.999% 
0.298% 

500 různých testovacích dat - oblast 2b 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.479% 
92.083% 
99.998% 
0.703% 

500 různých testovacích dat - oblast 2c 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.853% 
99.174% 
99.999% 
0.123% 

500 různých testovacích dat - oblast 2d 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.786% 
98.601% 
99.999% 
0.188% 

500 různých testovacích dat - oblast 2e 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.833% 
99.091% 
99.999% 
0.149% 
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Oblast 3 

Tabulka 9 - Výsledky pro oblast 3 

Tlak[kPa] Teplota[°C] Měrný objem[m3kg 1] 
(software) 

Měrný objem[m3kg 1] 
(neuronová síť) 

Přesnost 
(MAPE) 

82310.02 
87489.13 
64593.20 
47082.68 
72994.49 
36707.11 
39045.97 
35771.46 
37732.24 
36286.38 

485.75 
407.29 
464.85 
440.48 
520.59 
390.75 
427.75 
362.08 
385.24 
404.79 

0.00201351 
0.00151264 
0.00215552 
0.0024375 

0.00263985 
0.00185877 
0.00277089 
0.00158669 
0.00176673 
0.00216121 

0.002013 
0.00151157 
0.00215197 
0.00244213 
0.00264227 
0.00186631 
0.0027826 

0.00158369 
0.00176956 
0.00216718 

99.975% 
99.929% 
99.835% 
99.810% 
99.908% 
99.594% 
99.577% 
99.811% 
99.840% 
99.724% 

500 různých testovacích dat - oblast 3a 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.835% 
99.141% 
99.999% 
0.129% 

500 různých testovacích dat - oblast 3b 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.789% 
96.813% 
99.999% 
0.211% 

500 různých testovacích dat - oblast 3c 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.007% 
76.967% 
99.996% 
2.181% 
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Oblast 5 

Tabulka 10 - Výsledky pro oblast 5 

Tlak[kPa] Teplota[°C] Měrný objem[m3kg 1] 
(software) 

Měrný objem[m3kg 1] 
(neuronová síť) 

Přesnost 
(MAPE) 

46746.16 
15479.85 
19737.92 
49247.22 
22450.53 
9405.89 
412.24 
976.79 
598.46 
7570.75 

1637.29 
1952.99 
1489.15 
1741.09 
1610.02 
885.35 
1205.23 
1143.61 
1875.99 
1571.82 

0.01919820 
0.06682303 
0.04143572 
0.01926413 
0.03901937 
0.05620718 
1.65507655 
0.66927342 
1.65781179 
0.11274723 

0.01922638 
0.06677491 
0.04125315 
0.01924169 
0.03901334 
0.05590836 
1.6434947 
0.6671294 
1.6502323 

0.11237288 

99.853% 
99.928% 
99.559% 
99.884% 
99.985% 
99.468% 
99.300% 
99.680% 
99.543% 
99.668% 

500 různých testovacích dat - oblast 5a 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.875% 
99.118% 
99.999% 
0.114% 

500 různých testovacích dat - oblast 5b 

p růměr 
minimum 
maximum 

s m ě r o d a t n á odchylka 

99.650% 
96.078% 
99.998% 
0.452% 
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6 Závěr 
Tato diplomová práce se zabývala tvorbou neuronové sítě pro výpočet měrného ob
jemu vodní páry. Neuronové sítě a jejich vlastnosti jsme rozebrali důk ladně v kapitole 
2. Zabývali jsme se typem učení, jejich strukturou a hyperparametry. Těch to teoret ických 
p o z n a t k ů jsme později využili v implementačn í fázi. 

Následující 3. kapitola popisovala vodní p á r u z t e rmodynamického hlediska. Uvedli 
jsme její zák ladní vlastnosti a některé její veličiny, k teré se daj í vypoč í ta t pomocí funda
mentá ln ích rovnic. 

Ve 4. kapitole jsme popsali tvorbu neuronové sítě pro jednu konkré tn í oblast. Tento 
postup jsme zopakovali i pro další oblasti a celkem vytvořil i j edenác t různých neuronových 
sítí pro specifické oblasti v prostoru stavových veličin p, v, T. Zmíněné rozdělení jsme 
provedli kvůli nap lněn í p ředpok ladů pro tvorbu neuronových sítí a t aké kvůli celkovým 
přesnějším výs ledkům. 

V 5. kapitole byly s t ručně shrnuty výsledky v t abu lkách pro všechny námi vytvořené 
oblasti. 

Konečným v ý s t u p e m té to diplomové práce je spus t i te lná aplikace, k t e r á vypočí tá 
měrný objem vodní p á r y pro zadaný tlak a teplotu pomoc í neuronových sítí. Aplikace 
se skládá z několika neuronových sítí, k te ré jsou spojeny v jeden funkční celek. Její 
uživatelské rozhran í je zobrazeno na obrázku 22. Aplikace nabízí volbu jednotek t laku 
v kPa , M P a nebo barech. Teplotu je možno zadat ve s tupních Celsia nebo Kelvinech. 
Po zadán í obou hodnot s tačí stisknout „Spoč í t a t " a bude vypoč tena hodnota pro měrný 
objem. S t i sknut ím t lač í tka „Rese t "do jde k vymazán í všech hodnot. 

Určení měrného objemu pomocí NS 

Tlak 

Teplota 

Spočítat B Reset 

X 

kPa ~ 

Měrný objem m3/kg 

Obrázek 22 - Aplikace pro výpočet měrného objemu 

Aplikace je schopna poč í ta t hodnoty měrného objemu v rozmezí platnosti formulace 
I A P W S - I F 9 7 pro průmyslové aplikace, tedy 

273.15.rr < T < 1073.15.rr, p < lOOMPa 

1073.15.rr < T < 2273.15.ri, p<50MPa. 

Přesnos t výpoč tů záleží na zvolené oblasti. Obecně můžeme očekávat p r ů m ě r n o u 
přesnost uvedenou v kapitole 5, což u všech oblas t í byla hodnota přesahující 99% dle 
námi zvoleného kr i tér ia přesnost i . 

5 7 

http://273.15.rr
http://1073.15.rr
http://1073.15.rr
http://2273.15.ri


Lze konstatovat, že neuronové sítě dokázaly dos ta tečně dobře aproximovat vyb raný 
prostor stavových veličin, o čem vypovídaj í získané hodnoty přesnost i . Je t ř eba však být na 
pozoru, neboť pro některé hodnoty naše aplikace nebude dosahovat tak vysoké přesnost i . 
Přes tože formulace I A P W S - I F 9 7 je p l a t n á pro všechny hodnoty t laku pod lOOMPa, tak 
naše aplikace u hodnot t laku pod O.OIMPa bude méně přesná než pro vyšší hodnoty. 
Tato skutečnost je zapř íč iněna nedokonalou aproximací pro tyto velmi nízké hodnoty. 
Pro spolehlivé výsledky bychom doporučil i zadávat tlak vyšší než O. IMPa. 

Dalš ím nedostatkem je okolí bodu pro p = 16 .529MPa a t — 3 5 0 ° C V tomto bodě se 
n á m s t ře tnou hned čtyři neuronové sítě, a jelikož je u všech sítí okrajovou hodnotou, tak 
přesnost aproximace v okolí tohoto bodu může b ý t opět nižší. Je to cena, kterou p la t íme 
za rozdělení prostoru stavových veličin do tolika různých sítí. Avšak při menš ím dělení by 
p r ů m ě r n á přesnost jednot l ivých oblas t í byla nepochybně nižší. 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
w vektor synapt ických vah 
b vektor vychýlení 
tp akt ivační funkce 
z aktivace neuronu 
0 vektor p a r a m e t r ů neuronové sítě 
C kovariance 
i] rychlost učení 
E chybová funkce 
H Hessova matice 
B velikost dávky 
p tlak [kPa] 
ps s a tu račn í tlak [kPa] 
v mě rný objem[m 3 /cg _ 1 ] 
T t e r m o d y n a m i c k á teplota[K] 
R p lynová konstanta [J kg-1 • K-1] 
s m ě r n á entropie[J kg~1K~1] 
h m ě r n á entalpie[J kg-1] 
u m ě r n á vn i t řn í energie [ J kg-1] 
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A Hessova matice 
V té to příloze si p ř ipomeneme pojmy Jacobiho a Hessovy matice. Mějme vektorovou funkci 
/ : M.m —> IR™, pak Jacobiho matice J G R n x m funkce / je definována jako Ji:j = ^-f(x)i. 

K r o m prvních derivací nás rovněž zaj ímají d ruhé derivace, kterou v j edné dimenzi 
značíme f"(x) = Zajímají nás z toho důvodu , neboť n á m mohou říct, jestli 
gradientn í posun způsobí takové zlepšení, j aké očekáváme, pokud uvažujeme samotný 
gradient. Čas to se o d ruhé derivaci uvažuje jako o zakřivení. 

Pokud naše funkce m á vícedimenzionální vstup, tak počet všech možných druhých de
rivací může bý t značný. Ty to derivace můžeme přehledně zapsat pomocí Hessovy matice. 
Hessova matice H(f)(x) je definována jako 

H ( f ^ > = a l k / ^ - ( 1 0 3 ) 

P ř i p o m e ň m e také , že Hessova matice je symetr ická ve všech bodech, kde jsou d ruhé deri
vace funkce / spoji té , tedy Hitj = Hj^. Vě tš ina funkcí, se k te rými se se tkáme v kontextu 
neuronových sítí maj í symetr ické Hessovy matice skoro všude. 

P ro tože Hessova matice je reá lná a symetr ická, můžeme j i rozložit na množinu reálných 
vlastních čísel a or togonální bázi vlas tních vektorů. D r u h á derivace ve specifickém směru 
reprezentovaný j edno tkovým vektorem d je d á n a dTHd. Pokud je d v las tn í vektor matice 
H, d r u h á derivace v tomto směru je d á n a odpovídaj íc ím v las tn ím číslem. Největší v las tn í 
číslo určuje největší druhou derivaci a naopak. 

D r u h á (směrová) derivace n á m říká, jak dobrý posun můžeme očekávat pomoc í gradi-
entn ího sestupu. Můžeme využít aproximace pomocí Taylorova rozvoje funkce f(x) v okolí 
bodu cco 

f(x) « f(x0) + (x- x0)Tg + \(x- x0)TH(x - x0), (104) 

kde g je gradient a H je Hessova matice v XQ. Pokud použijeme rychlost učení 77, pak 
nový bod x bude dán x = XQ — r\g. Pokud to dosadíme do předchozí rovnice, obdrž íme 

f(x0 - rjg) « f(x0) - r/gTg + ^r]2gTHg. (105) 

V t é to rovnici v idíme t ř i různé členy - původn í hodnotu funkce, očekávané zlepšení díky 
trendu funkce a korekci, kterou musíme aplikovat kvůli zakřivení funkce. 

Pokud výraz gTHg je nula nebo záporné , tak aproximace podle Taylorova rozvoje 
naznačuje , že pokud budeme po řád zvětšovat r], tak díky tomu budeme po řád zmenšovat 
/ . Ve skutečnost i Taylorův rozvoj velice p ravděpodobně zůs tane stále přesný pro vysoké 
rj, t akže se v t akovém př ípadě musíme uchýlit k heur is t ickým volbám rj. 

Pokud výraz g1Hg je k ladné, pak řešení pro op t imáln í velikost kroku, k te rý zmenší 
Taylorovu aproximaci nejvíce je dáno 

= - f k ( 1 0 6 ) 

V nejhorším př ípadě se může s tá t , že g splývá s v las tn ím vektorem H, k te rý odpovídá 
nej vě tš ímu v las tn ímu číslu A m a z . Pak op t imáln í velikost kroku je d á n a j^—. 
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Další v ý z n a m Hessovy matice je v určování ex t rémů. V bodě , kde Vxf(x) = 0, 
můžeme na základně vlas tních čísel rozhodnout, zda se j e d n á o lokální minimum či ma
x imum nebo sedlo. Pokud tedy je Hessova matice pozi t ivně definitní, j e d n á se o lokální 
minimum. Pokud je Hessova matice negat ivní definitní, j e d n á se o lokální maximum. Dále 
pokud alespoň jedno vlas tn í číslo je k ladné a alespoň jedno v las tn í číslo je záporné , j edná 
se o sedlo. Pokud však všechny nenulové v las tn í čísla maj í stejné znaménko a zároveň ale
spoň jedno vlas tn í číslo je nulové, pak nedokážeme o vlastnosti tohoto bodu rozhodnout. 

Ve více dimenzích lze pro d a n ý bod urči t různé d ruhé derivace pro každý směr. Číslo 
podmíněnos t i Hessovy matice v tomto bodě měří , jak moc se jednot l ivé d ruhé derivace 
navzájem od sebe liší. Špa tně p o d m í n ě n á Hessova matice znamená , že i g rad ien tn í sestup 
bude fungovat hůře . Děje se tak proto, že v jednom směru se derivace zvětšuje rychleji, 
za t ímco v j i ném se zvětšuje jen pomalu. Grad ien tn í sestup tuto změnu v derivaci neza
znamená , a tud íž neví, že by se radši měl vydat ve směru, kde derivace zůs tane záporná 
po delší dobu. V takovém př ípadě je t aké obtížnější vybrat vhodnou velikost kroku [4]. 
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B Koeficienty a exponenty fundamentálních rovnic 
Oblast 1 

Tabulka 11 - Hodnoty pro oblast 1 

l U Ji Tli i H Ji Tli 

1 0 -2 0.146 329 712 131 67 18 2 3 -0.441 418 453 308 46 -10" 5 

2 0 -1 -0.845 481 871 691 14 19 2 17 -0.726 949 962 975 94 -10" 1 5 

3 0 0 -0.375 636 036 720 40 -101 20 3 -4 -0.316 796 448 450 54-10" 4 

4 0 1 0.338 551 691 683 85 -101 21 3 0 -0.282 707 979 853 12 -10" 5 

5 0 2 -0.957 919 633 878 72 22 3 6 -0.852 051 281 201 03 -10" 9 

6 0 3 0.157 720 385 132 28 23 4 -5 -0.224 252 819 080 00 -10" 5 

7 0 4 -0.166 164 171 995 01 - ÍO" 1 24 4 -2 -0.651 712 228 956 01 -10" 6 

8 0 5 0.812 146 299 835 68 - ÍO" 3 25 4 10 -0.143 417 299 379 24 -10" 1 2 

9 1 -9 0.283 190 801 238 04-10" 3 26 5 -8 -0.405 169 968 601 17 -10" 6 

10 1 -7 -0.607 063 015 658 74-10" 3 27 8 -11 -0.127 343 017 416 41-10" 8 

11 1 -1 -0.189 900 682 184 19 -10" 1 28 8 -6 -0.174 248 712 306 34 -10" 9 

12 1 0 -0.325 297 487 705 05-10" 1 29 21 -29 0.687 621 312 955 31-10" 1 8 

13 1 1 -0.218 417 171 754 14-10" 1 30 23 -31 0.144 783 078 285 21 -10" 1 9 

14 1 3 -0.528 383 579 699 30-10" 4 31 29 -38 0.263 357 816 627 95 -10" 2 2 

15 2 -3 -0.471 843 210 732 67-10" 3 32 30 -39 -0.119 476 226 400 71 -10" 2 2 

16 2 0 -0.300 017 807 930 26-10" 3 33 31 -40 0.182 280 945 814 04-10" 2 3 

17 2 1 0.476 613 939 069 87-10" 4 34 32 -41 -0.935 370 872 924 58-10" 2 5 
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Oblast 2 

Tabulka 12 - Hodnoty pro oblast 2 - část pro ideální p lyn 

1 0 -0.969 276 865 002 17-101 

2 1 0.100 866 559 680 18-102 

3 -5 -0.560 879 112 830 20 -10" 2 

4 -4 0.714 527 380 814 55-10" 1 

5 -3 -0.407 104 982 239 28 

6 -2 0.142 408 191 714 44-10 1 

7 -1 -0.438 395 113 194 50 -101 

8 2 -0.284 086 324 607 72 
9 3 0.212 684 637 533 07-10" 1 

Tabulka 13 - Hodnoty pro oblast 2 - reziduálni část 

l U Ji Tli i H Ji Tli 

1 1 0 -0.177 317 424 732 13 -10" 2 23 7 0 -0.590 595 643 242 70 -10" 1 7 

2 1 1 -0.178 348 622 923 58 -10" 1 24 7 11 -0.126 218 088 991 01-10" 5 

3 1 2 -0.459 960 136 963 65-10" 1 25 7 25 -0.389 468 424 357 39-10" 1 

4 1 3 -0.575 812 590 834 32-10" 1 26 8 8 0.112 562 113 604 59-10" 1 0 

5 1 6 -0.503 252 787 279 30-10" 1 27 8 36 -0.823 113 408 979 98 -101 

6 2 1 -0.330 326 416 702 03-10" 4 28 9 13 0.198 097 128 020 88-10" 7 

7 2 2 -0.189 489 875 163 15-10" 3 29 10 4 0.104 069 652 101 74-10" 1 8 

8 2 4 -0.393 927 772 433 55-10" 2 30 10 10 -0.102 347 470 959 29-10" 2 3 

9 2 7 -0.437 972 956 505 73-10" 1 31 10 14 -0.100 181 793 795 11-10" 8 

10 2 36 -0.266 745 479 140 87-10" 4 32 16 29 -0.808 829 086 469 85-10" 1 0 

11 3 0 0.204 817 376 923 09-10" 7 33 16 50 0.106 930 318 794 09 
12 3 1 0.438 706 672 844 35-10" 6 34 18 57 - 0.336 622 505 741 71 
13 3 3 -0.322 776 772 385 70-10" 4 35 20 20 0.891 858 453 554 21 - Í O " 2 4 

14 3 6 -0.150 339 245 421 48-10" 2 36 20 35 0.306 293 168 762 32-10" 1 2 

15 3 35 -0.406 682 535 626 49-10" 1 37 20 48 -0.420 024 676 982 08 -10" 5 

16 4 1 -0.788 473 095 593 67-10" 9 38 21 21 -0.590 560 296 856 39-10" 2 5 

17 4 2 0.127 907 178 522 85-10" 7 39 22 53 0.378 269 476 134 57 -10" 5 

18 4 3 0.482 253 727 185 07-10" 6 40 23 59 -0.127 686 089 346 81 -10" 1 4 

19 5 7 0.229 220 763 376 61-10" 5 41 24 26 0.730 876 105 950 61-10" 2 8 

20 6 3 -0.167 147 664 510 61-10" 1 0 42 24 40 0.554 147 153 507 78-10" 1 6 

21 6 16 -0.211 714 723 213 55-10" 2 43 24 58 -0.943 697 072 412 10-10" 6 

22 6 35 - 0.238 957 419 341 04-102 

72 



Oblast 3 

Tabulka 14 - Hodnoty pro oblast 3 

l h Ji rii i h Ji rii 

1 0.106 580 700 285 13-101 21 3 4 -0.201 899 150 235 70 -101 

2 0 0 -0.157 328 452 902 39-102 22 3 16 -0.821 476 371 739 63-10" 2 

3 0 1 0.209 443 969 743 07-102 23 3 26 -0.475 960 357 349 23 
4 0 2 -0.768 677 078 787 16 -101 24 4 0 0.439 840 744 735 00-101 

5 0 7 0.261 859 477 879 54 -10 1 25 4 2 -0.444 764 354 287 39 
6 0 10 -0.280 807 811 486 20 -101 26 4 4 0.905 720 707 197 33 
7 0 12 0.120 533 696 965 17-101 27 4 26 0.705 224 500 879 67 
8 0 23 -0.845 668 128 125 02-10" 2 28 5 1 0.107 705 126 263 32 
9 1 2 -0.126 543 154 777 14 -101 29 5 3 -0.329 136 232 589 54 
10 1 6 -0.115 244 078 066 81-101 30 5 26 -0.508 710 620 411 58 
11 1 15 0.885 210 439 843 18 31 6 0 -0.221 754 008 730 96 - ÍO" 1 

12 1 17 -0.642 077 651 816 07 32 6 2 0.942 607 516 650 92-10" 1 

13 2 0 0.384 934 601 866 71 33 6 26 0.164 362 784 479 61 
14 2 2 -0.852 147 088 242 06 34 7 2 -0.135 033 722 413 48 -10" 1 

15 2 6 0.489 722 815 418 77 -10 1 35 8 26 -0.148 343 453 524 72 -10" 1 

16 2 7 -0.305 026 172 569 65 -101 36 9 2 0.579 229 536 280 84-10" 3 

17 2 22 0.394 205 368 791 54-10" 1 37 9 26 0.323 089 047 037 11 -10" 2 

18 2 26 0.125 584 084 243 08 38 10 0 0.809 648 029 962 15-10" 4 

19 3 0 -0.279 993 296 987 10 39 10 1 -0.165 576 797 950 37 -10" 3 

20 3 2 0.138 997 995 694 60 -101 40 11 26 -0.449 238 990 618 15 -10" 4 

Oblast 4 

Tabulka 15 - Hodnoty pro oblast 4 

i 

1 0.116 705 214 527 67 -10 4 

2 -0.724 213 167 032 06-106 

3 -0.170 738 469 400 92-102 

4 0.120 208 247 024 70 -105 

5 -0.323 255 503 223 33 -10 7 

6 0.149 151 086 135 30 -10 2 

7 -0.482 326 573 615 91-10 4 

8 0.405 113 405 420 57 -10 6 

9 -0.238 555 575 678 49 
10 0.650 175 348 447 98-10 3 
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Oblast 5 

Tabulka 16 - Hodnoty pro oblast 5 - část pro ideální p lyn 

i° J? n? i° J? n? 

1 0 -0.131 799 836 742 01-102 

2 1 0.685 408 416 344 34-101 

3 -3 -0.248 051 489 334 66 - ÍO" 1 

4 -2 0.369 015 349 803 33 
5 -1 -0.311 613 182 139 25 -101 

6 2 -0.329 616 265 389 17 

Tabulka 17 - Hodnoty pro oblast 5 - reziduální část 

1 1 1 0.157 364 048 552 59 -10" 2 2 3 0 0.224 400 374 094 85 -10" 5 

2 1 2 0.901 537 616 739 44 - ÍO" 3 2 9 11 -0.411 632 754 534 71-10" 5 

3 1 3 -0.502 700 776 776 48-10" 2 3 7 25 0.379 194 548 229 55-10" 7 

7 4 


