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Uvod

Neexistuje jedina oblast matematiky, a to akokolvek abstraktna, ktord by

sa nedala aplikovat na javy redlného sveta.
N. I. Lobacevskij

V dnesnom svete sa kazdy ¢lovek snazi o ¢o najefektivnejsie zhodnotenie svojich
financif a investicia do komodit sa javi ako velmi dobry prostriedok. Spravny ob-
chodnik vsak neinvestuje neuvazene, ale najprv si preskiima minuly vyvoj ceny a
a7 na zaklade neho moze pristupit k investicidm do budticnosti. Kazdy investor sa
zameriava na iné podnety a skima komoditu z iného hladiska. Preto existuje aj
mnozstvo postupov - analyz, ktoré investorom poméhaji. Domnievame sa, Ze aj
pomocou matematickych postupov sa dé dosiahnut solidnych vysledkov a preto
jeden z nich vysktisame.

Cielom prace je vykonat statisticki analyzu ¢asového radu cien komodit na burze.
Predstavit si zdkladné vychodiskd, najmé tedriu casovych radov a regresni analy-
zu a pomocou nich zistit, ¢i model obsahuje skryté periodicity a rozanalyzo-
vat jednotlivé zlozky ¢asového radu. Pouzit regresny model a urcit predikcie
v ¢asovom rade aj s konfidenénymi intervalmi. Porovnat dosiahnuté vysledky so
skutoc¢nostou a celkovy vysledok zhodnotit.

Prica je rozdelend do troch ¢asti. Prva, ekonomickd c¢ast, sa zaobera burzou
a burzovymi obchodmi. Prva kapitola pojednava o histérii a sicastnosti burz,
druha je venovana komoditam a finanénym derivatom, ktoré sa k ich obchodova-
niu pouzivaju, a tretia kapitola sa zaoberd metédami odhadu ceny na burze, ako
je napriklad fundamentalna ¢i technicka analyza.

Druh4, matematickd ¢ast, vymedzuje zdkladné teoretické vychodiské pre riesenie
stanoveného problému - Statistickej analyzy. Obsahuje pit kapitol, ktoré sa po-
stupne venuju linedrnemu regresnému modelu a metéde najmensich Stvorcov,
casovym radom a ich jednotlivym zlozkdm, rozdeleniam pravdepodobnosti, ktoré
nasledne vyuzijeme pri testovani hypotéz a zostavovani intervalov spolahlivosti

a posledna kapitola je venovand konstrukcii bodovych predpovedi a konfidencénych
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intervalov.

Poslednd, praktickd ¢ast, je vyuzitim poznatkov z teoretickej ¢asti na konkrétnom
priklade statistickej analyzy ceny bavlny a kakaovych bobov od marca 1985 do de-
cembra 2009. Jednd sa o analyzu casového radu, jeho zloziek, zostavenie modelu

a predikciu na najblizsich 6 mesiacov.



1 Pouzité znacenie

R™ n-rozmerny redlny Euklidovsky priestor
Y vektor nahodnych velicin

X matica planu
s

4, vektory regresnych parametrov
4,3 odhady vektorov regresnych parametrov
e,e nahodny vektor

I, jednotkova matica rozmeru n x n
1, jednotkovy vektor dimenzie n
0 nulovy vektor alebo matica
o® jednotkova disperzia velic¢iny
i strednd hodnota veli¢iny
T transponovans matica alebo vektor
A~!  inverzna matica

« hladina vyznamnosti, riziko testu

Hy, Hi(H,) nulova hypotéza, alternativna hypotéza testu

$i(.) Cebysevov polyném
I(w) hodnoty periodogramu
w frekvencia
T peridda
Y ~ No(p, S n-rozmerny vektor mé normélne rozdelenie so strednou

) hodnotou p a kovarianénou maticou X
WN(0,0?) biely Sum (white noise)



Ekonomicka ¢ast
2 Vznik a vyvoj burz

Vznik a nésledny vyvoj burz tzko suvisi s vyvojom trzného obchodu. Trhy boli
spociatku nepravidelné verejné zhromazdenia kupujucich a predavajucich, ktoré
sa neskor stali pravidelnymi a viazali sa najméa na cirkevné slavnosti. Burzy ako
§pecidlne druhy trhu sa formuju, az ked sa na trhu za¢ina objavovat zastupitelny
tovar, ¢o boli v pociatkoch cenné papiere - zmenky.

V Eurépe zacali burzy vznikat v 12. az 13. storo¢i najmi v talianskych mestach
Janov, Benatky, Florencia a Lucca. Pojem burza sa vsak zacal pouzivat aZ v bel-
gickych Bruggach, kde sa schadzali kupci na obchodnych schodzkach nazyvanych
”de beurse”, podla domu rodiny Van de Beurse. Stéle sa vSak obchodovalo hlavne
s mincami a zmenkami. Neskor zacali vznikat nové burzy ako napriklad burza
v Lyone, Hamburgu ¢i Londyne a rozvinuli sa aj nové druhy cennych papierov -
akcie, obligacie atd ., az burzy ziskali dnesnii podobu.

Burzy na tovar, resp. komoditné burzy sa zacali rozvijat omnoho neskor ako burzy
cennych papierov. Jednym z hlavnych dovodov boli najmé technické problémy,
ktoré neumoziiovali rychle presuny velkych mnozstiev tovaru. V roku 1617 bola
zalozend jedna z prvych burz na tovar, obilna burza v Amsterdame. Obchodnici
s obilim sa tu stretavali dvakrat do tyzdna a obchodovanie prebiehalo na zaklade
vzorky. Po uzatvoreni obchodu sa kupujici &iel presvedéif do skladu, ze tovar
naozaj zodpoveda vzorke.

Na zaciatku sa obchodovalo iba so skutoénym tovarom, ktori bol okamzite k dis-
pozicii. Takéto obchody sa nazyvaju promptné, miestne obchody. Az koncom
19. storocia s nastupom rozvoja dopravy doslo aj k rozvoju obchodov dodacich,
teda obchodov, kde tovar nie je na mieste k dispozicii. Z tychto sa neskor vy-
vinuli terminové spekulacné obchody, ktoré vsak boli vacsinou zo strany statu
potlacované a zakazované. Najvacsi rozmach zaznamenili terminové obchody v
20. stor. a to hlavne na velkych medzindrodnych burzach v USA, Velkej Brit4nii
¢i v Kanade.[7]



2.1 NajznamejSie burzy sucastnosti

¢ CME Globex

CME Globex je najznamejSou svetovou burzou. Chicago Merkantile Ex-
change (CME) vznikla v roku 1898. V roku 2007 po kupe najstarsej burzy
na svete CBOT (Chicago Board of Trade) vznikla CME Group. V au-
guste 2008 sa pod tym istym nazvom spojila aj s newyorkskou burzou
NYMEX. Na tejto burze je mozné obchodovat prakticky cokolvek - futu-
res a opcie na zaklade urokovej sadzby, zahranicné meny, akciové indexy,
energie, polnohospoddrske komodity, kovy, ale aj alternativne investicné
produkty, ako je pocasie a nehnutelnosti. CME Globex platforma pontka
obchodovanie prakticky 24 hodin denne pocas celého obchodného tyzdna a
moznost obchodovat na CME maji obchodnici z viac nez 80 krajin sveta.

[19]

e NYSE Euronext Liffe

Pociatky New York Stock Exchange sa pripisuji roku 1792, kedy 24 New-
yorkski burzovi makléri a obchodnici podpisali Buttonwoodsku dohodu, ¢im
otriasli dovtedy stalymi zavizkami investorov a emitentov. V roku 2006 sa
NYSE spojila s Archipelago a vytvorili NYSE Group.

Burza Euronext vznikla v roku 2000 spojenim Amsterdam Exchange, Brus-
sels exchange a Paris Bourse. V roku 2002 prevzala londynsku LIFFE (Lon-
don International Financial Futures and Options Exchange). Koncom roka
2007 sa Euronext spojila s NYSE group a vznikla NYSE Euronext, ¢im
sa spojil Eurépsky a Americky trh. Oficidlne tustredie sa nachadza v New
Yorku, avsak eurépske operdcie si riadené z Pariza. Euronext pontka Siroké
spektrum produktov ako st napr. futures a opcie na kratkodobé trokové

sadzby, swapy, dlhopisy, akcie ¢i komodity. [20]



e ICE - InterContinental Exchange

InterContinental Exchange bola zalozena v m4ji 2000 akcionarmi reprezen-
tujucimi niektoré najvéacsie energetické spolocnosti a svetové banky, v At-
lante. Misiou ICE bolo transformovat OTC trh s energiou tym, Ze poskytne
otvoreny, dostupny a 24-hodinovy elektronicky trh s energiou ako alter-
nativu k doposial neprehladnému a roztriestenému trhu. Postupne, vdaka
cenovej transparentnosti, vyssej uc¢innosti, likvidite a niz$im nékladom op-
roti manualnemu obchodovaniu, ICE vyvinula dnes vedice elektronické tr-
hovisko energetickych komodit. V jini 2001 rozsirila svoju ¢innost aj na
terminovych trhoch a to prvou z mnohych akvizicii - International Petro-
leum exchange (IPE), ktord je momentédlne Eurépskou vedicou energetic-
kou burzou futures. V roku 2005 sa ICE Futures Europe stala prvou plne
elektronizovanou energetickou burzou, pricom po prvykrat v historii otvo-
rila tieto trhy obchodnikom z celého sveta. ICE postupom casu ziskala aj
d'alsie trhy a indexy ako napriklad NYBOT (futures kontrakty na mikké
komodity), Russell Investments, NGI a NGX, The Clearing Corporotion,
Climate Exchange plc a mnoho d’alsich. Dnes je platforma ICE jednou
z najflexibilnejsich, najefektivnejsich a najbezpecnejsich a sluzi zakaznikom

vo viac ako 70 krajindch sveta. [21]

10



3 Komodity a obchodovanie s nimi

Komodity su zakladnymi surovinami vsetkého, ¢o denne jeme a pouzivame.
St sticastou nagej dennej rutiny, od rannej kdvy alebo ¢aju, az po pohonné hmoty

do nasich dut. Mozeme ich rozdelit do réznych skupin napriklad :

e Obilniny - kukurica, pSenica, sdjové boby, ryza

Maéso - hovédzie, bravcové, hydina

Priemyselné kovy - zinok, hlinik, med

Drahé kovy - zlato, striebro, platina

Energie - ropa, zemny plyn, vykurovaci olej

Potraviny a vlakna - kakao, kava, bavlna, guma

Novym trendom v oblasti komodit je obchodovanie “exotickych® produktov ako
je napr. prenosova kapacita telekomunikac¢nych sieti, plynu a elektriny, derivaty
pocasia, derivaty emisii.

Obchodovanie komodit moze prebiehat bud priamo (promptné obchody), alebo

nepriamo (terminové obchody) prostrednictvom financnych derivatov. [8] [22]

3.1 Financ¢né derivaty

Finanéné derivaty si produkty, ktoré sa vztahuju k uréitému podkladovému
aktivu alebo finanénému nastroju a ich hodnota odvodend (derivovand) od hod-
noty tohto zakladného finanéného instrumentu. Podkladovym aktivom finanénych
derivatov mozu byt akcie, dlhopisy, meny, komodity, burzové indexy. Finanéné
derivaty su produkty, ktoré nam umoznuji v danom casovom okamihu zafixo-
vat cenu alebo kurz, za ktory sa k uré¢itému dopredu dohodnutému buddcemu
ddtumu moze dané aktivum kipit alebo predat. Tym padom ndm pomshaji sa

zaistif proti riziku nepriaznivej zmeny ceny. Ak vSak vyvoj nebude prebichat
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podla nasich odhadov, méZeme aj stratif nemaly obnos finanénych prostriedkov.
Ak napriklad obchodnik uzavrie futures kontrakt na nakup dlhopisov k urcitému
datumu v cene $10 a cena k ddtumu na promptnom trhu $5, bolo by pre ob-
chodnika vyhodnejsie nakipit na promptnom trhu. On vSak uzavrel futures kon-
trakt a tieto dlhopisy musi odkupit aj ked je to nevyhodné.

Finanéné derivaty moZzeme podla vzajomného postavenia ticastnikov terminového

obchodu delit na :

e peuné (nepodmienené) derivdty, ktoré predstavuju terminovy kontrakt, pri
ktorom ani jeden z partnerov nemé moznost volby, ¢i dany obchod uskutoén{

alebo nie. Obaja uc¢astnici si povinni ho uskutoénit k datumu splatnosti.

e opcné (podmienené) derivdty predstavuji terminovy obchod, pri ktorom mé
majitel opcie pravo od kontraktu odsttipit. Jeho rozhodnutie je podmienené
skutocnou cenou podkladového aktiva k datumu splatnosti. Za tito vyhodu
vSak musi pri uzatvarani terminového kontraktu ucastnik v aktivnom posta-
veni (s moznostou volby) zaplatit ucastnikovi v pasivnom postaveni opénii

prémiu.

Medzi najznamejsie financné derivaty patria forwardy, futures a opcie.

Forwardy

Forward je zmluva medzi dvoma stranami uzavretd v stcasnosti o povinnosti
predat alebo kiipif ur¢ité podkladové aktivum k stanovenému ¢asu v budticnosti
za cenu stanovenu v sucasnosti, pricom obchod sa uskuto¢nuje mimo burzy
(OTC - over the counter). Vsetky nélezitosti forwardového kontraktu, teda cena,
termin plnenia, objem obchodu, a.i. zavisia iba na dohode zmluvnych partne-
rov. Vyhodou takéhoto kontraktu je tiplna volnost pri rokovani, urc¢ovani pod-
mienok obchodu. Nevyhodou vsak, Ze nakolko forwardy nie sti obchodované na
burze, preddvajici musi sam néjst doveryhodného zdujemcu o poniknuté fi-
nancné aktivum alebo komoditu.

12



Futures

Futures je zavazna zmluva medzi dvoma stranami uzavretd v stcasnosti o povin-
nosti kipit alebo predat ur¢ité podkladové aktivum k stanovenému ¢asu v budic-
nosti za cenu stanovenu v sticasnosti, pricom obchod sa uskutocnuje v standardizo-
vanej forme na burze. Futures obchod je tzv. pevny obchod kde sa obe strany
podpisom zmluvy zavizuji kontrakt uskutocnit. MoZeme povedat, Ze futures je
standardizovany forward, teda forward obchodovany na burze, pricom tato na

seba prebera zaruku seriéznosti.

Opcie

Nézov opcia pochédza z anglického option, ¢ize volba. Vlastnik opcie si teda moze
zvolit, ¢i zjednany obchod zrealizuje alebo nie. Za toto pravo vsak musi zaplatit
opcnu prémiu. Napriklad ak obchodnik vlastni opciu na nakup akcii spolo¢nosti
KFC za $100 a spolo¢nost preddva svoje akcie za $120, musela by byt opénd
prémia rovnd aspon $20. Vtedy by obchodnik opciu nevyuzil a nakipil by akcie
radsej na volnom trhu.

Na trhu existuju dva zakladné druhy opcii a to call a put. Call opcia dava
vlastnikovi pravo kupif urcity tovar za zjednant cenu k urcitému datumu. Put
opcia naopak déva vlastnikovi prévo predat dohodnuty tovar k uréitému datumu.
Podla terminu plnenia rozozniavame dva typy opci. Eurépske opcie, ktoré su
splatné iba k ddtumu splatnosti a americké opcie, pri ktorych moze plnenie nas-
tat kedykolvek v dobe do ddtumu splatnosti.

V stcasnosti su najznamejsie opcie na akcie a dlhopisy, zahraniéné meny, akciové

indexi, futures kontrakty.

[11] [16]
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4 Metdédy odhadu ceny na burze

Kazdy obchodnik na burze by najradsej vedel presny vyvoj cien vsetkych ob-
chodovatelnych instrumentov. Vtedy by sa lahko rozhodol, ktoré instrumenty do
svojho portfélia zaradit, ktoré nie, na ako dlho a aky zisk m4 ocakdvat. Tieto
informécie vSak nema a preto vznikaji rozne metédy ako vyvoj cien predpo-
vedat. Medzi najzndmenjsie patria technickd analyza, fundamentdlna analyza,

psychologickd analyza, statisticka analyza.

4.1 Fundamentalna analyza

Fundamentdlna analyza je komplexny a velmi rozsiahly proces, pri ktorom ob-
chodnik sleduje a vyhladava faktory, ktoré ovplyviiuji nim obchodovany finanény
instrument. Zaber fundamentélnej analyzy je velmi siroky - od ceny instrumentu
az po globalne vplyvy, ktoré by mohli uréitym sposobom ovplyvnit vyvoj na da-
nom trhu.

Fundamentéalna analyza prebieha na troch trovnach:

1. Makroekonomicka (globdlna) fundamentdlna analyza

skima celkovii ekonomickt situdciu (irokové sadzby, inflicia, HDP)

2. Odvetvova (sektorova) analyza
skiima jednotlivé odvetvia a ich $pecifikd (fazobny, stavebny, potravinovy

sektor)

3. Analyza konkrétneho finanéného instrumentu

akcie, komodity, menového paru a podobne

[17] [23]
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4.2 Technicka analyza

Technicka analyza je proces studia trhov, ktory sa zameriava vyhradne na
grafy a r6zne pomocné indikatory, ktoré sa v grafoch daji identifikovat, za ticelom
predpovedania trendov budiceho vyvoja. Vychadza z troch zakladnych predpo-
kladov :

1. Ceny zohladinuji vsetko
Technick{ analytici veria, Ze vietko ¢o moze ovplyvnit cenu (fundamentélne,
psychologické, politické vplyvy), je uz v cene obsiahnuté. Nie je teda nutné
sledovat Ziadne iné informdcie, iba cenové pohyby. Vedia, Ze ak dopyt
prevysuje ponuku, ceny rasti a opacne, ale nezameriavaji sa na dovody,

preco tento stav nastava.

2. Ceny sa pohybuju v trendoch
Tento predpoklad je pre technicki analyzu klticovy. Ucelom studia grafov
je identifikdcia trendu v rannom stadiu, aby investor potom mohol obcho-
dovat v smere trendu a plati, Ze trend ostéva v platnosti az kym nedojde
k jeho obratu. Tento jav je nutné véas odhalif a tak sa neocitnit v strato-
vej pozicii. Na kazdom cenovom grafe je mozné néjst rozne druhy trendov
(kratkodobe, strednedobé, dlhodobé) a zavisi iba na investorovi, ktory trend

bude sledovat, podla toho, na aky dlhy ¢asovy okamih chce investovat.

3. Histéria sa opakuje
Téato skutocnost vychddza najméi z ludskej psychiky, ktord sa rokmi nemeni.
Na cenovych grafoch boli identifikované urcité vzory spravania a predpo-
klad4 sa, Ze ked tieto platili v minulosti, budi rovnako dobre platit aj
v budtcnosti. Klticom k predpovedaniu budicnosti je teda stidium minu-

losti a budicnost bude iba zopakovand minulost.

Velkou vyhodou je, nakolko sa technickd analyza d& aplikovat na kazdy trh —
akcie, dlhopisy, komoditné futures, meny a i., Ze si analytik moze vidy vybrat
a obchodovat trh, na ktorom sa prave nie¢o deje a nie je ako fundamentalista

viazany na jeden konkrétny.[15]
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4.3 Psychologicka analyza

Ako uz nazov napovedd, psychologicky analytici sa pri skiimanfi cien finanénych
inStrumentov zameriavaju na psychologické chovanie investorov. Vychadzaju z pre-
svedcenia, ze pohyb kurzu je iba néasledok spravania investorov, pricom zakladom
takéhoto chovania je Tudska psychika. Psychologicki analytici hladaji impulzy,
ktoré vedu investorov k masovejsim nakupom resp. predajom, ktoré nésledne
sposobuju pohyby kurzu smerom nahor alebo nadol.

Predmetom skimania psychologickej analyzy teda nie je finan¢ény inStrument,
ale clovek a impulzy na neho posobiace. Preto sa psychologickd analyza za-
obera napr. skimanim psycholégie davu, ktorti velmi precizne vysvetlil Gustave
Le Bon. Dalsie zndme investi¢né psychologické analytické koncepcie st napr.
pristupy André Kostolanyho, Johna Maynarda Keynesa, Georga Drasnara, Ci
tedria Spekulativnych bublin a iné, o ktorych je mozné sa blizsie docitat v [18]

str. 90 - 94. [18]

4.4 Statistickd analyza

Pri statistickej analyze vyvoja cien na burze sa vyuzivaju mnohé Statistické
postupy ako napr. exponencialne vyrovnavanie, tedria ¢asovych radov, Box - Jen-
kinsonova metodoldgia a iné. Tieto metédy st velmi rozsiahle preto si v nasle-
dujucich kapitoldch predstavime iba jednu - teériu ¢asovych radov (dekompoziény

, . ~ 7z ’ LY . z 4
pristup). Najprv sa vSak musime zoznamit s linedrnym regresnym modelom.
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Matematicka cast
5 Linearny regresny model

Predpokladajme, ze mame nahodné veliciny Y7,Y5, ..., Y, a maticu X = (z;;)
typu n x k, pricom k < n, takze mame viac pozorovani ako parametrov. Matica
X je matica konstént, nazyvajica sa tiez matica plénu. Dalej predpokladajme,

7e pre ndhodny vektor Y = (Y1,Y5, ..., ;)T plati
Y =X08+e,

pricom 3 = (31, o, ..., B)" je vektor neznamych parametrov a e = (ey, s, ..., €,)"
je ndhodny vektor, ktory spliiuje podmienkyEe = 0 a vare = o2I. Parameter
o2 > 0 je taktiez nezndmym parametrom.

Vektor X3 je nendhodny a plati EY = X8 a varY = o%I. Takyto model sa
nazyva regresny model, presnejsie linedrny regresny model, nakolko Y zdvis{ na
B linearne.

Pri konstrukcii modelu predpokladdme, Ze nebudeme zavidzat nadbytoéné vy-
svetlujice premenné z;; teda pozadujeme, aby matica X mala linedrne nezavislé
stipce. Nakolko predpokladéme k < n, dostdvame h(X) = k. Navyse z daného
predpokladu plati, Ze matica X7X je reguldrna.[3][13]

5.1 Metoéda najmensSich Stvorcov

Na odhad parametra B = (831, [, ..., )’ v linedrnom regresnom modely
pouzijeme najpouzivanejsiu metédu, metédu najmensich stvorcov. Pri tejto meto-
de minimalizujeme vyraz (Y —X3)7 (Y —Xg3) ako funkciu parametra 3. Vysledny

minimalny odhad ozna¢me 3 = (Bl, Bo, ..., Bk)T

Veta 5.1. Metodou najmensich stvorcov dostavame v linedrnom regresnom mo-
dely odhad
B=X"X)"' X"y
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Doékaz 5.1. Ako sme uz uviedli pri metode najmensich $tvorcov minimalizujeme
vyraz

(Y - XB)"(Y - XB).

Ndjdeme teda derivdciu daného vijrazu podla vektoru (3

oY —XB)T(Y -XB) aYTY -2Y"X3 + B"XTXP)

o8 B

= 2X"TY +2X"XB = 0
XT'XB =XTY/* (XTX)™!

Matica (XTX)™! ezistuje vd'aka predpokladu regularity. Odhad parametra 3 do-

staneme v tvare
B=X"X)"'XTY

Ststava linedrnych rovnic X7X3 = XY, z ktorej sa pocita vektor 3, sa

nazyva sustava normalnych rovnic. Vypocitany vektor
Y =X3 =X(X"X)"'X"Y

mozZeme povazovat za najlepsiu aproximdciu vektora Y aké sa d4 vytvorit linedr-

nou kombinaciou stlpcov matice X.

Veta 5.2. Plati EB = 3 a var 3 = o?(XTX)-1L.

Dokaz 5.2.
BB = EXTX)XTY = (XTX)"'XTEY = (XTX)"'X7X3 = 3
varB = (XTX)XT (varY)X(XTX) ! = (XTX) 1 XT (02D X (XTX) ! =

_ o2 (XTX)1

Z predchadzajicej vety vyplyva, ze odhad ,@ metddou najmensich stvorcov je

nestrannym odhadom vektoru parametrov 3. [3][13]
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6 Casové rady

Casovym radom rozumieme postupnost vecne a priestorovo zrovnatelnych
pozorovani, ktoré si z casového hladiska zoradené jednozna¢ne. Najjednoduchsi

sposob modelovania ¢asového radu je jednorozmerny model symbolicky zapisany

kde y; je teoretickd (modelovana) hodnota v ¢ase t a f(t) je modelujica funkcia.
Pri modelovani hodnot sa snazime o to, aby bol rozdiel y; — 7; redlnej a odhad-
nutej hodnoty oznacovany ¢; v sucte pre kazdé t ¢o najmensi.

Na casovy rad existuje mnoho pohladov a pristupov, my si vSak vysvetlime
iba klasicky (dekompozi¢ény) pristup. Tento vychadza z dekompozicie (rozkladu)
¢asového radu na styri zlozky a to trendovi oznacovanu Ty, sezénnu Sy, cyklickd

C; a ndhodnti ¢. Tento rozklad moze byt dvojakého tvaru:

e aditivny tvar

Yt:Tt—f—St—FCt—l—et, t:1,2,...,n

e multiplikativny tvar

Yt :TtStCtet, t= 1,2,...,n

Vyber tvaru je podmieneny skimanym casovym radom. Vyberieme ten, ktory

lepsie modeluje data. Teraz si blizsie rozoberme jednotlivé zlozky:

e trendovd zlozka nam urcuje dlhodobu tendenciu vyvoja sledovaného ¢asového
radu. Trend pozname rastici, klesajici alebo konstantny, ktory pozorujeme

ak hodnoty sledovaného ukazovatela kolisaju okolo urcitej hodnoty.

e sezonna zloZka je pravidelnd odchylka od trendovej zlozky. Tato odchylka
sa objavuje s periodicitou rovnou alebo mensou ako jeden rok. Pri¢iny to-
hoto kolisania si rozne, napr. striedanie ro¢nych obdobi, pracovnych dni a

vikendov.
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o cyklickd zloZka je podobna sezonnej zlozke ale ide o kolisanie okolo trendu
s dlzkou véesou ako jeden rok. Casto sa pri analyze ¢asovych radov cyklicks
a sezénna zlozka nazyva stuhrnne periodickd zloZka alebo sa cyklickd zlozka

analyzuje ako stcast trendovej zlozky.

e nahodna zloZka ostava v casovom rade po eliminacii trendovej, sezénnej a
cyklickej zlozky. Jej zdrojom by mali byt malé a nepostihnutelné priciny.
V tomto pripade je moZné ju $tatistiky vyjadrit ako biely sum WN (0, o?).

[5][6][10]

6.1 Trendova zlozka

Ako sme uz napisali, trend urcuje dlhodobu tendenciu vyvoja, smerovania
hodnoét sledovaného ukazovatela. Existuje mnoho funkcii modelujicich trendovii

zlozku a v nasledujicich podkapitolach si niektoré z nich uvedieme.[10][6]

6.1.1 Konstantny trend
Konstantny trend je trend charakterizovany predpisom
Tt:507 t:1,2,...,k.

Parameter (3 je nezndmy, ale lahko odhadnutelny pomocou metédy najmensich

stvorcov.

Bo = (141,) 1] T, = ZTt/k: T,

kde T; je priemer vsetkych hodnét ¢asového radu a k je dizka ¢asového radu,
1k = (1, 1, ey 1)T a Tt = (Tl, ...,Tk)T. [5}
6.1.2 Linearny trend

Linedrny trend moZeme charakterizovat rovnicou

T;f:BO_’_/Bltu t:1727'“7k
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pricom parameter ¢ je ¢asova premennd, 7; namerané hodnoty a hladanymi pa-
rametrami si absolutny clen 5y a f; nazyvany tiez smernica alebo prirastok za
casovu jednotku. Najlepsie nevychylené odhady parametrov By a (1 (oznacme
Bo a Bl) ziskame metédou najmensich §tvorcov, ktord moézeme pouzit nakolko je

uvedend funkcia linedrna vzhladom k parametrom. Oznacme

11
; 12

5_ ( Bo
=~ X=1|..
=(3) x|
1k

Potom pre 3 plati : 3 = (XTX)1X”T,. Po dopoéitani dostdvame odhady

Gy = YT -3ty é _ny th =3ty T
a2 DRSO

pricom ) = Z [5][10]

6.1.3 Kvadraticky trend

V ¢asovom rade je kvadraticky trend charakterizovany rovnicou
Ty = Bo+ it + Bot®, t=1,2,.... k.

Neznamymi parametrami su Sy, 81 a f2, parameter t je rovnaky ako v prechadzajicom

pripade. Matica X bude tentokrat rozmeru k x 3 a bude vyzerat

12 4
X —

1k K?
Parametre v modeli odhadneme rovnako ako v predchadzajicom pripade
metdédou najmensich stvorcov. Explicitné tvary tychto odhadov st uz dost zlozité
a je mozné ich néjst v [10] str. 103. [5][10]
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6.1.4 Polynomicka regresia

Pri uréovani trendovej funkcie by sme mohli postupovat d’alej podobne ako v

predchadzajucich pripadoch a to zvysovanim stupna polynému
ﬂ:50+/81t+ﬁ2t2++5ntn7 t:1727"'7k

a to az na polyném n-tého stupna. ZvySovanim stupna polynému sa zvysSuje aj

hodnost matice

11,..,1"
12,..,2"

X: ) )
1k, k"

a v tomto pripade m4a vektor B = (B, 51, ..., Bn)’ dimenziu n + 1.

Modelované hodnoty Y;,t = 1,2, ..., k mézeme potom maticovo vyjadrit ako
Y=XB+€e BecR"var(e) =%

Pre odhad parametra 3 napriklad najbeznejSou metodou, metédou najmensich

Stvorcov, je nutné vypocitat maticu (X7X7'X)™!, ¢o moze byt pri vicsich di-

menziach vektoru B nepohodlnad a taktiez numericky malo stabilné. Preto je

vhodné pouzit pri polynomickej regresii Cebysevovu metédu.

Definicia 6.1. Oznacme tq,ta, ..., t, experimentdlne body (body, v ktorijch sa re-
alizuje meranie) a kovariancénd matica vektoru Y, vektoru nameraniych hodndt,
nech md tvar var(Y) = L.

Cebysevovymi polyndmami nazveme taki n-ticu polyndmov

pre ktoré plati
> ilt)on(t;) =0,
j=1

prave vtedy ak i # k,i,k=0,1,...,n.
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Pri urcovani Cebysevovych polynémov ¢g(.), ¢1(.), atd. postupujeme nasle-
dovne:

do(t;) =1, t; R
$1(t;) = t; — c1000(t;),

kde ¢ (.) musi{ splitovat podmienku
D do(t)en(ty) =D tido(ty) —cro > d3(t;) = 0.
j=1 j=1 j=1

Z nej po dopocitani vyplyva, ze

1 n
Clo=——> t;= .
1,0 nj:1 J

Pre ¢y plati ¢o(t;) = ;% — ca161(t;) — caodo(t;) a tiez musi spiiat podmienky :

n n . Zt§¢0(tj)

D aalt)oo(ts) = D B60(ts) — ea0 D (1) =0 = enp = TG

S ()
j=1

. . . > ()
S eat)onlty) = Y Eon(t) — a1y Git) =0 = ooy = G
S (t))
7=1

Vseobecne mozeme pisat vztahy pre s-ty polyném :

Jj=1

Gs(tj) =1;° — Cso-10s-1(t;) — ... — Cs000(1;),
pricom

Z@(Q)%(Q) =0, k=0,1,...,s—1.
=1
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Nakolko

n

D Oalt)onlty) = Y tioulty) +can D Bilty)

j=1 7=1

potom zrejme

> t5ok(t)
j=1

Z O (L)

Csk = —

Model experimentu teraz moZeme zapisat maticovo :

do(t1) d1(t1) - Pm—i(ts) 01 €1

bo(t2) d1(t2) ... Pm—1(t2) 09 €2
Y = . S ) ) +1 . = X0 + €,
Potom

XX = =1

0 0 ) dna(ty)
j=1

a pre odhad parametra 6; dostévame vztah :

> yidina(ty)

j=1

Z @271(751')

A~

52‘ s i:1,2,...,m

24
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1/Z¢g(tj) 0 0

0 1/ ity . 0

j=1

Sy

var(d) = o

0 0 1) 6k ()
j=1

Dalsou velkou vyhodou pouzitia tejto metédy je nekorelovanost odhadov
51, 52, ey Om. Ak teda potrebujeme zvysit stupen polynému, nemusime prepocitavat

vietky koeficienty, ale iba dopoé¢itame priddvané. [12]

6.2 Periodicka zlozka
6.2.1 Periodogram

Ako sme uz spominali, vo vyvoji cien komodit na burze sa casto vysky-
tuje urcitd periodickost, trend vyvoja cien sa vicSinou s nejakym casovym od-
stupom opakuje. Aby sme mohli tiito vlastnost matematicky sledovat, pomdze
nam Statisticky postup hladania vyznamnych frekvencii/periéd nazyvany peri-
odogram, ktory blizsie popisal Jifi Andél v [1].

Takmer kazdy casovy rad moze byt vyjadreny ako sucet sinusovych (cosinusovych)
vin s roznou periédou (doba trvania jedného cyklu) a amplitidou (max/min hod-
noty pocas cyklu). A prave tento fakt mozeme vyuzit pri skimani periodického

(cyklického) spravania ¢asového radu.

Definicia 6.2. Uvazujme konecnii postupnost nahodniyjch velicin Yy, ..., Y, a fun-

keiu I(w) definovani vzorcom

2

I(w : —m<w<m, (1)

n
E Y;efitw
t=1

1
) =%

Funkcia I(w) sa potom nazyjva periodogramom postupnosti Yy, ..., Yy,.
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Znacenie:

peridéda T pocet ¢asovych jednotiek ¢ nutnych na dokoncenie jed-
ného sinusového (cosinusového) cyklu
frekvencia w = 27/T  podiel celého cyklu ukonceny za jednu ¢asovi jednotku

Predpokladajme teraz, ze

Y, —iake“w’“ + X, t=1,2,...,n (2)
k=1
kde a4, ..., a; s nenulové konstanty, wy, ..., w, si navzdjom rozne ¢isla z intervalu
(—m;7) a {X;} je postupnost nekorelovanych ndhodnych velié¢in s nulovou stred-
nou hodnotou a s rovnakym rozptylom o2 > 0. Periodickd zlozka > ape’™* je
teda prekrytd postupnostou ndhodnych velic¢in {X;}.

Za platnosti (2) mozeme po dosadeni a prendsobeni pisat :

n P n n
n=1/2 Z Yte—z‘tw — 12 Z ar Z eit(wr—w) + n-1/2 Z Xte—itw (3)
t=1 k=1 t=1 t=1

Veta 6.1. Ak je w rozne od vsetkych wi,...,w,, potom je prvy clen na pravej

strane vzorca (3) rovny

p

, e
n—1/2 Z akez(wk—w)

ei(wk —w) _ 1
k=1

in(wp—w) __ 1

Pren — oo tento clen konverguje k nule. Ak sa w = wj, potom je prvy clen rovny

1/2 —1/2 - i(wk—wj)ein(wk_wj) —1
n’'“a;+n kz ape i) — 1
=1

-
a pri n — oo narastda jeho absoliutna hodnota nad vsetky medze.
Dokaz 6.1. Vzorce dostaneme jednoduchym dosadenim do vzorca (3) pre w = w;

aw # wj, pre Vj. Ide totiz o sucet geometrickej postupnosti. V prvom pripade pre

w # wj;, Vi an — oo plati

12Ny il €T 1
: — (W —w _
Jim Z e 1 =0
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Pre w = wj, Yj mozeme prvy ¢len virazu pre n — oo vypocitat ako

lim n'/?

a; = 00,
n—o0

pre druhy clen plati podobny vztah ako v pripade w # w;, ¥j a jeho limita pre

n — 0o je rovnd nule, takZe limita celého vyrazu je rovnd oo.

Druhy ¢len na pravej strane vzorca (3) je ndhodna veli¢ina s nulovou strednou

hodnotou, ktora ma rozptyl

n

2
1 - —1tw 1 2
Eﬁ (;Xte ) :EZU(IT’Xt:O' )

t=1

Rozptyl na n nezavisi, moéZeme preto konstatovat, Ze za platnosti modelu (2) bude
mat pre velké n periodogram vyrazne velké hodnoty (rddu n) v bodoch wy, ..., w,.
Ostatné hodnoty budu relativne malé. Budi kolisat priblizne okolo 02 /27.

Pre jednoduchsie a lepSie vySetrovanie Statistickych vlastnosti periodogramu si

odvodime iny tvar vzorca (1).

Lemma 6.1. Polozme teraz

Alw) = (Z/n)l/ZZY}COSw), B(w) = (2/n)1/223/}sintw.

t=1 t=1

Potom plati

I(w) = —A? B?
(@) = - 42() + 1-B(w)
Dokaz 6.2.
_ —itw _ . . .
[(w)f% ;Y;ge =35 ;Kcostw—z;Y;smtw =

2 2
_ (s Vs R .
=5 (;Y;cos tw) + (;Ytsm tw) = - [A%(w) + B*(w)].
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Najkratsia zistitelnd periéda ma dizku T = 2. Odpoveda jej frekvencia w = 7,

ktord sa nazyva Nyquistova frekvencia. [1][5][9]

6.2.2 Test R. A. Fishera

Test R. A. Fishera pouzivame na zistovanie vyznamnosti najvyssich hodnot
periodogramu. Uvazujme postupnost nezavislych ndhodnych veli¢in Y, ...,Y,,.

Testovana hypotéza je:
Hy:Y,=¢ ¢ ~WN(0,0%)

Predpokladajme, ze pocet pozorovani n = 2m + 1, ¢ize n je neparne ¢islo. (Ak
by n bolo parne, obvykle sa vynecha prvy ¢len, takze clen ¢asovo najvzdialenejsi

od sucasnosti). Hodnoty periodogramu

v bodoch

zoradime podla velkosti

Vi>Vo>.. >V,

Polozme (tzv. Fisherova statistika)

Vi

W=
Vi+..+V,

tato nadobida hodnoty medzi 0 a 1. Ak by boli vSetky hodnoty skoro rovnaké,
bude hodnota W blizka ¢islu % Naopak, ak by velicina V; nadobudala vyrazne
vyssiu hodnotu v porovnani s ostatnymi velicinami V5, ..., V,,,, bude hodnota W
blizka ¢islu 1.

Je teda vidiet, Ze velké hodnoty, tj. také, ktoré st blizko 1, budu tvorit kriticky

obor testovanej hypotézy proti alternative :

Hy :Y; = (acostw + Bsintw) + ¢, e~ WN(0,0%)
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Fisher odvodil distibuénu funkciu statistiky W za platnosti hypotézy Hy (za

predpokladu uvazovania gaussovského bieleho sumu):

1 — Fyim,(z) = P(W > 2|Hp) = m(1l —z)" ' — (?) (1—2z)" 1.,

kde 0 < x < 1 a na pravej strane s¢itame tak dlho, kym su ¢leny (1 — kz) kladné.

Co sa dé taktiez stihrnne zapisat ako:

P(W >alHy)= ) (Z‘) [maz (0,1 — kz)|" ' = " (Z‘) (1 — k)™

k=1,2,...

Uz R. A. Fisher zistil, Ze pre m < 50 sta¢i pouzit aproximdciu prvym ¢lenom
na pravej strane rovnosti 4, teda pre k = 1. Tabulka ukazujica tito skutocnost
je uverejnend v [1] str. 82. Pri nizsich hladindch vyznamnosti ako 5% je dokonca

aproximacia este lepsia.

Hypotézu Hy na hladine vyznamnosti a zamietame ak:
1-— FW|H0(W) = P(W > W|H0) = Oéw|H0 S Q«,

kde w je skutoéna hodnota Fisherovej statistiky pri danych hodnotach skutoéného
casového radu a aw g, je tzv. p-value (p-hodnota testu).

Po otestovani prvej hodnoty V; a zisteni, Ze ide o signifikantni (vyznamni) peri-
odicitu, pri testovani dalsej periodicity hodnotu V; vynechdvame. Teda d’alej na

zéaklade veli¢in V5, ..., V,, polozime

Vs

w®@ = B
Vot ...+ V.,

a stanovime P(W® > w®) podla rovnakého vzorca, kde namiesto m dosadime
m — 1. Ak vyjde aj druhd hodnota vyznamnd, opat sa tdato hodnota vynechd

a m sa zmens{ o 1. Ked takto ziskame frekvencie wy, ..., w,, ziskame model so
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znamymi frekvenciami a nezname parametre odhadneme metédou najmensich

stvorcov.[1][9]

6.2.3 Metdda skrytych period

Hlavnym predpokladom pre pouzitie metody skrytych peridd je fakt, ze casovy

rad je o¢isteny od trendu. Takto o¢isteny ¢asovy rad mozeme symbolicky zapisat
Y=y -1, t=12..n

kde v, je ocisteny ¢asovy rad, y; je povodny casovy rad, ktory skimame a T, je
odhad trendovej funkcie.

Uvazujme ocistené casové rady, ktoré mozeme rozlozit na sucet harmonickych
frekvencii, pre ktoré sa diiky periéd daju vyjadrit ako podiel T}, = ¥, pricom n
je dizka ¢asového radu a plati 0 < £ < n.

V casovom rade k-tu frekvenciu vypocitame a oznacujeme
1 k
n
Fourierovu frekvenciu, resp. k-tu uhlovu frekvenciu
W = 27Tfk = 21—,
n

Najvacsia dizka periédy, ktord sme schopni urcit je rovnd poc¢tu pozorovani t.j.
Tree = m, odkial k& = 1 a minimdlna frekvencia ma podla predpisu velkost
Winin = 27 /1.

Najkratsia zistitelnd periéda ma dizku 2, Trin = 2. Tejto dizke potom odpoveda
frekvencia wyee = m. Z predchadzajicej ivahy vyplyva, Ze & moze nadobudat
hodnoty:

b 1,2,..,n/2 pre n parne
-1 1L,2,..,(n—1)/2 pre n neparne

Model ¢asovej rady potom mozeme zapisat

y;& - P7f+€ta
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kde
t  ekvidistantné casové okamziky merani t = t1,ty, ..., t, (pre jednoduchost
predpokladéame, Ze intervaly maju jednotkovi dizku t = 1,2,...,n)
n  je pocet nameranych hodnot, dizka €asového radu
& je biely sum ¢ ~ WN(0,0?),
P, je periodicka funkcia tvaru

p
Z(aj costw; + f3;sintw,) pre n neparne

Pt — ];1

Z(aj costw; + B sintw;) + an(=1)"  pre n parne

j=1

kde a;,8; € R' odhadujeme metédou najmensich stvorcov a p € N je pocet
peridd, ktoré Fisherov test oznaci ako vyznamné.

Predpis pre P, zdmerne rozdelujeme na dva pripady, a to pre n parne a pre n
neparne. Treba si uvedomit, Ze pre n parne moze byt medzi periédami aj periéda

diZky Trmin = 2 odpovedajica frekvencii wyq, = 7. Nakolko plati
sin(tr) =0 cos(tm) = (—1)",

zapisujeme koeficient prislichajuci tejto frekvencii oddelene.
Periédy, resp. frekvencie ktoré zahrnieme do modelu ziskame pomocou periodo-
gramu a Fisherovho testu, kde vyberieme iba tie peridédy, ktoré su vyznamné

z hladiska nasho casového radu. [1][6][9]

6.3 Kritéria posidenia vhodnosti modelu

Po odhadnuti vsetkych zloziek a zostaveni modelu nds zaujima nakolko je

dany model dobry, ako dobre kopiruje data. Na to sa pouzivaju rozne statistiky.

e Index determinacie
Méze nadobiidatf hodnoty z intervalu 0 az 1. Cim je hodnota indexu blizsia
¢islu 1, tym vicsia cast celkovej variability je modelom vysvetlend a tym je
model lepsi. Vzorec pre vypocet je tvaru

DYt O
Z?:l (Y;f o Y;‘/>2
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e Reziduilny sucet stvorcov - RSS
Pre RSS plati, ze ¢fm je jeho hodnota mensia, tym model lepsie kopiruje

data, tym st odchylky od skuto¢nosti mensie.

RSS =% (Yi—4)* =) ¢

t=1 t=1

[4][10]
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7 Rozdelenia pravdepodobnosti

7.1 Normalne rozdelenie

Definicia 7.1. Ndahodna velicina' Y md normdlne rozdelenie s parametrami p € R

a o >0, ak je jej hustota rovnd

) = — exp{—M}.

o2no 202

Zapisujeme Y ~ N(u,0?) a plati EY = pu a varY = o2,

Veta 7.1. Majme a,b - redlne ¢isla. Ak'Y ~ N(u,0?), potom a + bY ~ N(a +
b, b*c?).

Dokaz 7.1. vid [3] str. 65.

Definicia 7.2. Majme ndhodny vektor Y = (Y1,Ya, ..., Y,)T a dany vektor p =
(1, f2s ooy )T, symetrickid pozitivne semidefinitnd maticu 3 = (0;;) typun x n.
Vektor Y md n-rozmerné normdlne rozdelenie s parametrami (p, 3) ak pre lubo-
volny vektor ¢ € R™ plati ¢'Y ~ N(c'p,c"Xc).

Ak ma Y n-rozmerné normdlne rozdelenie s parametrami (p,X), znacime to

Y ~ N(p,X), alebo Y ~ N, (e, X)
Veta 7.2. AkY = (Y1,Ys,...,Y,) ~ N(w, %), potom EY = p a varY = X.
Dokaz 7.2. vid' [3] str. 64.

Veta 7.3. Nech Y = (Y1,Ys, ..., Y,)T ~ N(u,X). Potom X = a;x1 + Bpxn Y ~
N(a+ Bu, BEBT).

Dékaz 7.3. vid [3] str. 64.

Veta 7.4. Nech Y ~ N,(0,X) a nech matica A typu n X n je symetrickd a
pozitivne semidefinitnd. Ak je matica A nenulovd a idempotentnd, tak ndhodnd

velicina YT AY md x?-rozdelenie s poétom stupriov volnosti rovnym stope matice

A3
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Dokaz 7.4. vid [3] str. 69.

Veta 7.5. Nech Y ~ N(u,X) a nech A je matica typu n X n, pricom plati
A > 0. Nech B je takd matica typu m x n, Ze BEXA = 0. Potom pre lubovolnyj
vektor ¢ € R™ plati, Ze ndhodnd velic¢ina (Y — ¢)TA(Y — ¢) a ndhodny vektor

BY su nezduislé.

Dékaz 7.5. vid [3] str. 69.

Veta 7.6. Nech Y1,Ys, ..., Y, je viber z N(u,0?). Potom plati:
1. Y ~ N(u,0%/n)

(n—1)52

0_2 ~ X%L—l ) kd@

2. ak jen > 1 a zdroven o > 0, potom

n

§2=3 (V- V) /(n-1)

=1

3. pren > 1 su veliciny Y a S? nezdvislé.

Dokaz 7.6. 1. Ak oznacime p = (p, pt, ..., 1)7, potom Y = (Y1, Y5, ..., Y,) T ~
N(p,0?1). Na dokaz rovnosti pouzijeme vetu (7.3), kde a poloZime rovné 0
aB=(1/n,1/n,...,1/n). Odfial dostdvame EY =a+Bu = pu/n+ p/n+
ot pu/n=p avarY = BEBT = 0%/n% + 0% /n® + ... + 0% /n® = 0?2 /n.

2. Oznacme Y = (Y1,Ys,...Y,), kde Y; = (Y, —p)/o pre i = 1,2,....,mn a
;N ' _1)8?

Y = ZY;/TL = (Y — p)/o. Dostdvame Y ~ N(0,I) a u =

i=1

o2

n n n

TN -V =0 Y= = (V - ) = (06T

=1 =1 i=1

Predchddzajicu sumu méZeme este dalej rozpisat ako:



' (% Yij—%mZYjH?) ZYz——ZZYYJr

7j=1 k=1 j=1 i=1 j=1
1 2
RN TR 9 98
=1 j=1 i=1 j=1
Oznacme J maticu typu n X n taku, Ze vsetky jej prvky su rovné jednej.

Dalej oznacme A =1 — %J. Potom mézeme pisat

(n—1)8%/0* =) (Y, =Y =Y"JY (5)
i=1
Lahko sa overi, Ze matica A je symetrickd a idempotentnd a jej hodnost
je rovnd jej stope, teda n — 1. Pretoze Y ~ N(0,1), z vety 7.4 vyplyva
YTAY ~ X2 _,.

. Po vyjadreni S* zo vzorca 5 dostdvame

2

YTAY = —(Y - w)TA(Y - p)

S? =
n—1 n—1

Prvij a posledny clen rovnosti st si rovné aj v pripade o® = 0. Oznacéme
znova p= (p, ..., 1) a B=(1/n,1/n,...,1/n). Nakolko Y ~ N(u,c*I) a

Y = BY, mézeme pouzit vetu 7.5. Po dosadeni nakoniec dostdvame

B(o®I) (ni1> A=0

éim je nezdvislost Y a S? dokdzand.

7.2 Studentovo rozdelenie

Veta 7.7. Nech X a Y su nezdvislé nahodné velic¢iny, pricom X ~ N(0,1) a

Y ~ x2. Ndhodnd veli¢ina

X

VY/n

T —

(6)

md potom Studentovo t-rozdelenie s n stupriami volnosti (znacime t,).
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Poznamka 7.1. Kritickd hodnota t,(«) Studentovho t-rozdelenia je definovand

vztahom P{|T| > t,(a)} = a, kde T ~ t,,.

7.3 F-rozdelenie

Veta 7.8. Nech X ~x2 aY ~x2 a X aY si nezduvislé. Potom

_X/n

J = ~
Y/m

Fym.

Fom 0znacuge F-rozdelenie s n a m stupriami volnosti.

Poznamka 7.2. Kritickd hodnota F,, ,,,(«) rozdelenia F, ,, je definovand vztahom

P{Z > F,n(a)} =a, kde Z ~ F, ,,.

7.4 Rozdelenie kvadratickych foriem

Veta 7.9. Nech X1, Xs,..., X, su nezdvislé ndhodné wveliciny, kazdd s N(0,1)

rozdelenim. Potom ndhodnd velicina Y = X? + X3 + ...+ X2 md x2 rozdelenie.

Veta 7.10. Nech Z a W st nezdvislé ndhodné veliciny, pricom Z ~ x* a W ~ x2.
Potom pre sicet Z + W plati Z + W ~ x2,.,.
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8 Intervaly spolahlivosti a testovanie hypotéz

8.1 Intervaly spolahlivosti vektoru regresnych paramet-
rov

Veta 8.1. Majme linedrny regresny model Y = XB+¢€, pricom’Y ~ N, (u,0?I),
B je rozmeru m x 1. Ndhodnd veli¢ina (n—m)o?/o? md x? - rozdelenie s (n—m)
stupriami volnosti a ndhodnd veli¢ina (B—ﬂ)TXTX(B—,B)/a2 md x* - rozdelenie
s m stupriami volnosti. Podiel tijchto nezdvislijch ndhodnijch veli¢in, pricom kazdd
je podelend stupriami volnosti, md F - rozdelenie s m a (n—m) stupriami volnosti.

Pre hranice 100(1 — )% intervalu spolahlivosti potom plati
(B—B)"X"X(B ~ B) = m6*Fi_a(m,n —m), (7)

kde Fi_o(m,n —m) je 1 —a kvantil s m a (n —m) stupriami volnosti.

Matica XTX je reguldrna, preto predchédzajici vztah definuje hyperelip-
soid, ktorého osi st orientované v smeroch vlastnych vektorov matice (X7X)™!.
Jednotlivé poloosi maju dizku rovnu P/ Aj, pricom A; sd vlastné cisla matice

(XTX)'ap=+/mo2Fi_o(m,n —m).

Pri odhadovani vektoru parametrov B musime pamitat na to, Ze ide iba
o bodové odhady. Tieto maji v praxi omnoho mensi vyznam ako konfiden¢né in-
tervaly, nazyvané tiez oblasti alebo intervaly spolahlivosti. V tychto lezi skutoéna
hodnota parametra B3 s dopredu zvolenou pravdepodobnostou (1 — a). Pravde-
podobnost pokrytia sa nazyva hladina spolahlivosti a oby¢ajne sa voli 95% alebo
99%.
Castejsie ako zostrojovanie intervalov spolahlivosti pre cely vektor regresnych pa-
rametrov zostrojujeme intervaly pre jednotlivé zlozky. Tento postup je omnoho
prehladnejsi a tizko stvisi s testovanim vyznamnosti regresnych parametrov vy-
svetlenym v nasledujiicej podkapitole, nakolko ak interval spolahlivosti obsahuje

0, parameter povazujeme za nevyznamny a odmietne ho aj test vyznamnosti.
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Veta 8.2. Nech je koreldcia medzi odhadmi parametrov nulova. Potom 100(1— «)%
jednoduché intervaly spolahlivosti pre parameter 3; mézZeme odvodit zo 100(1— )%

intervalov pre celyj vektor B a budi mat tvar
(Bj = trappln = m)a 55 . B+ tiappln = m)o/i5 ) (8)
kde v;; su diagondlne proky matice (X7X)™ a Bj odhady zloziek parametra 3.
[13]

8.2 Testovanie vyznamnosti regresnych parametrov

Pri testovani hypotéz roznych parametrov vychadzame z predpokladu, ze nami
skimany parameter, napr. strednd hodnota p je rovna urcitej hodnote, napr. 0.
Nevieme vsak, ¢i je toto tvrdenie pravdivé, preto ho nazveme hypotézou. Pri
testovani sa tato hypotéza zvycajne nazyva nulova a oznacuje sa Hy. Proti hy-
potéze Hj stoji alternativna hypotéza H; alebo H,, ktora je akymsi doplnenim
nulovej hypotézy. Teda ide o hypotézu ktora plati prave vtedy, ak neplati nulova
hypotéza.

Chyba, ktorej sa mozeme dopustit ak nulovd hypotéza plati a my ju zamietneme
sa nazyva chyba prvého druhu. Pravdepodobnost tejto chyby je rovna dopredu
zvolenému «, ktoré sa nazyva aj hladina vyznamnosti testu. Testovanie hypotéz
lizko stvisi s konstrukciou intervalov spolahlivosti.

Pre vektor regresnych parametrov 3 testujeme najcastejsie nulovi hypotézu v
tvare Hy : B3 = B, proti alternativnej hypotéze H; : B # B,, kde 3, je vacsinou
rovné nulovému vektoru. Testovaciu statistiku lahko odvodime zo vzorca 7 a bude

v tvare

(B —By)TXTX(B — B,)

F= =
mo

a za platnosti nulovej hypotézy bude mat F — rozdelenie s m a n —m stupnami
volnosti, kde n je dizka ¢asového radu a m je pocet odhadovanych parametrov

modelu, resp. dimenzia vektoru 3.
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Nulovit hypotézu (Hy : B = 3,) zamietame ak pre testovaciu Statistiku F' plati :
|F| > Fon-m(l —a/2).
Ak by sme testovali jednotlivé zlozky BA]' parametra B, pri nulovej hypotéze H :

A~

B; = Bj,, testova Statistika by mala tvar:

A

T — 18 — Bjo

VGRS
ktora ma za platnosti nulovej hypotézy Studentovo rozdelenie s n — m stupnami

volnosti, v;; vo vzorci si diagondlne prvky matice (X*X)™'. Nulovii hypotézu

zamietame ak |T;| > t,_,,(1 — a/2).

[13] (3]

8.3 Jednovyberovy t-test

Nech X, Xy, ..., X,, je ndhodny vyber z N(u,c?) rozdelenia, pricom n > 2 a
0% > 0. Predpokladajme, Ze parametre p a o2 st nezname. Testujme hypotézu

Hy : pu = po proti alternative Hy : p # pp.

Veta 8.3. Ak je strednd hodnota normdlneho rozdelenia skutoéne rovnd p potom

ndhodnd velicina

M\/ﬁ ~tp1
ma t,—1 rozdelenie.

Nulovti hypotézu Hy zamietame ak plati | X — pg|lv/n/S > t,_1(a).

Dokaz 8.1. vid [2] str. 85
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9 Predikcie

Sktimanie casovych radov vacsinou vedie ku konstrukciam predpovedi a analy-
ze budiceho vyvoja. Analytici sa pomocou minulosti a stucastnosti snazia predi-
kovat budicnost a tak ziskavaji moznost sa na nu ¢o najlepsie pripravit. Ci
uz ide o oblast investovania alebo tplne ind, napr. vyrobu, pocasie, atd., stéle
je lepsie mat asponi ¢iastoéné informdcie, aby sme vedeli, ¢o pribliZzne mozeme
ocakavat.

V statistike existuji napriklad bodové predpovede, ktoré vsak nemusia byt tplne
presné a preto sa vyuzivaji skor predpovede intervalové, ktoré s urcitou pravde-

podobnostou pokryvaji skutoénd hodnotu.

9.1 Bodové predpovede

Definicia 9.1. Nech Y = X3 + € je linedrny regresnij model. Bodovd predpoved

Jo v nejakom budicom bode to = (tor, tez, ... tox)? je vyjadrend vztahom Gy = t1 3.

Bodové predpovede konstruujeme vicsinou iba pre prvych niekolko nasle-

dujucich casovych okamzikov ¢asového radu.

[14]

9.2 Intervalové predpovede

Konstrukeia intervalovych predpovedi, resp. intervalov spolahlivosti pre pred-
povede, predikénych intervalov je podobné konstrukcii intervalov spolahlivosti

pre parameter 3.

Veta 9.1. Nech Y = X3 + € je linedrny regresny model a 1y = tOTfi je bodova
predpoved zostrojend v bode tq. Interval spolahlivosti s hladinou spolahlivosti 1— o

pre yo md tvar

<t0TB bkl = 0/2)8/1+ 6T (XTX) Tt , 658+ tan(1 — a/2)5/1+ tOT(XTX)—1t0> .
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Dokaz 9.1. Podla vety (7.7) vznikd ndhodnd veli¢ina so studentovym rozdelenim
ako podiel nezdvislych ndhodnijch wvelicin s N(0,1) rozdelenim a odmocniny z
ndhodnej veliciny s x? - rozdelenim podelenej stupriami volnosti.

Ndhodnd velicina yo — o md N(0,0%(1 + t2(XTX)"1tg)) - rozdelenie, pretoze
plati:

E(yo — 9o) = E(yo) — E(4o) =0

var(yo — o) = var(yo) + var(yo) — 2cov(yo, o) = 02 + o2tTvar(B)te = o2(1 +
€(XTX) " t,)

a Yo vznikd ako predikcia normdlne rozdelenych velicin.

Aby sme ziskali N(0,1) — rozdelenie musime dani ndhodni veli¢inu znormovat:

Yo — Yo — E(yo — %o) _ ﬁo—toTB
var(yo — o) \/02(1 +t3 (XTX) 1)

~ N(0,1)

T Y/ 2
Veli¢ina 62 = (Y - XB)_ (Y — XB) ma U
n—=k n—

kxi_k rozdelenie, odkial
5°(n—k)/o* ~ X0y

Dosadenim tiychto dvoch nahodnych velicin do vzorca 6 ziskavame ndahodni velicinu

so Studentovym t-rozdelenim s n — k stupriami volnosti.

Yo — tE‘)FB/\/UQ(1 + t5 (XTX)~ty) _ Yo — toTB ~t

V&(n =)o n — k) oL+ G (XTX) Tt)

Odtial plati

Yo —t3 B

P —tn—k(l - a/2) < a.\/(l + tg(XTX>_1tO)

<tpk(1—a/2)| =1—-a.

Riesenim danej nerovnosti dostdvame hladané predikéné intervaly.

[14]
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Prakticka cast
10 Statistickd analyza

10.1 Casovy rad ceny bavlny na burze

V praktickej casti sa budeme venovat konkrétnym komoditdm a vyvoju ich
ceny na burze za poslednych priblizne 25 rokov. V predchadzajicich kapitolach
sme si uviedli teoretické vychodiska, ktoré teraz aplikujeme na konkrétne déta.
Vyvoj cien komodit na burze je pri prvom pohlade na cenovi krivku prislichajicu
urcitej komodite velmi chaoticky a nepravidelny. Napriek tomuto faktu sa budeme
snazit analyzovat vyvoj ceny bavlny od marca 1985 do decembra 2009. K dis-
pozicii mdme mesacné déta, teda celkovo 298 dit. Nasim cielom je zistit trend
vyvoja ceny, ¢i dany casovy rad obsahuje skryté periodicity a ak &no ¢o naj-
vernejsie popisat priebeh pomocou modelu skrytych periéd a predikovat budtici
vyvoj. Taktiez urcif konfidenéné intervaly, v ktorych sa nasa predikcia bude po-
hybovat a porovnat nas odhad s realitou. Dany postup potom vyskiSame aj na
casovom rade vyvoja ceny kakaovych bobov.

Cena bavlny na burze sa udéva v americkych centoch na libru (1 libra = 0,4536 kg).
Zdrojom dét je webové stranka http://www.indexmundi.com [26]. VSetky pouzité

data si uvedené v prilohe E.

Na obrazku 1 je graficky znazorneny vyvoj ceny bavlny od marca 1985 do
decembra 2009. Po prvom pohlade na déta je tazké s istotou urcit trend vyvoja.
V kapitole 6.1 sme si uviedli rozne druhy trendovych funkcii. Napriklad konstan-
tnu, linedarn, kvadraticku, ale aj druhy, vo vécsine pripadov vyhodnejsi postup
hladania trendovej funkeie - polynomicki regresiu pomocou Cebysevovej metédy.
Rozhodli sme sa preto tento postup vyskusat aj v nasom pripade.

Pomocou vzorcov uvedenych v kapitole 6.1.4 sme si vypocitali hodnoty polynémov
bo(t) az ¢4(t) pre kazdy casovy okamzik ¢ = 1,2, ...,298. Zostavili sme pét tren-

dovych modelov, pricom sme zakazdym zvysili stupen polynému o jeden.
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Obr. 1: Vyvoj ceny bavlny od marca 1985 do decembra 2009

Prvy model méa tvar

Tt :¢0(t)50, t= 1,2,...,298,
az posledny je tvaru
Ty = ¢o(t)do + P1()01 + do(t)de + P3(t)d3 + d4(t)ds, t=1,2,...,298.

Pre kazdy model sme si vypocitali pomocou metédy najmensich stvorcov uvede-
nej v kapitole 5.1 odhady parametrov ;. Postup si ukdzeme na poslednom modele
zahriiujicom polynémy ¢g aZ ¢4. Mozeme ho maticovo zapisat ako T; = X4, kde
stipce matice X st postupne vektory ¢, (t) az ¢, (t) a vektor 8 = (8y, 61, 62, 83, 04) 7.

Odhad vektora & oznacime 6 a vypocitame zo vztahu

6 = (XTX)"'XTy,,
kde y; je vektor povodného ¢asového radu.
Po vypoéitani odhadov parametrov &, mozeme odhadnit trendovi funkciu

Tt - XS

Tento postup sme aplikovali na vSetkych 5 zostavenych modelov a odhady tren-
dovych funkcii sme zakreslili do nasledujiceho grafu (obr. 2). Jednotlivé grafy
osobitne je mozné najst v prilohe A.
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Obr. 2: Trendové funkcie

Graficky najlepsie kopiruje data model s polynémami az do 4. stupna, ale
tiito svoju domnienku musime matematicky podporit. Najprv si vietkych 5 mo-

delov porovname na zaklade indexu determindcie a rezidualneho suctu Stvorcov

(tabulka 1).

Stupenn modelu | Index determindcie - R* | Rezidudlny sticet Stvorcov
0. 0 57782.22
1. 0.045202 55170.34
2. 0.07603 53389.04
3. 0.30039 40424.87
4. 0.30298 40275.41

Tabulka 1: Porovnanie modelov 0. az 4. stupiia

Aj podla indexu determinécie, aj podla rezidudlneho stctu Stvorcov sa stéle
najlepsie javi model 4. stupnia. Aby sme vSak tento model naozaj mohli oznagit
za najlepsi odhad nasej trendovej funkcie, musime este otestovat vyznamnost

parametrov §;. To urobime pre vsetkych pit modelov.
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Polozime nulovi hypotézu
Hy:0;,=0 i=0,1,2,3,4

proti alternative

Hy:6#0, i=0,1,23 4.

Testova statistika je tvaru
6 —0

o Vii

T

a ak |T| > tagg—m(1l — a/2), kde m je pocet odhadovanych parametrov modelu,
tak hypotézu H, zamietame, ¢ize parameter je vyznamny, v; = {(X7X)71},;.

V tabulke 2 si uvedieme odhady parametra 62 = (y, — Ty)” (y¢ — T4) /(298 — m)
pre jednotlivé modely, kde m je pocet odhadovanych parametrov, ¢ize postupne

m=1,2,...,5.

Stuperi modelu | 62

194.55
186.39
180.98
137.5
137.46

Sl B Rl R

Tabulka 2: Odhady parametra o? pre jednotlivé trenové funkcie

A teraz si uz mozeme vypocitat hodnoty jednotlivych testovacich statistik T

pre jednotlivé modely a parametre 9; (tab. 3).
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Hodnota testovacej Statistiky T
/ rozhodnutie o zamietnuti

Hodnoty Model Model Model Model Model
parametrov O.stupna | l.stupna | 2.stupna | 3.stupna | 4.stupna

5, 65.706 81.32 83.08 84.31 96.73 96.74

/zam. /zam. /zam. /zam. /zam.

- -3.74 -3.80 -4.36 -4.36

o 0034 /zam. /zam. /zam. /zam.

- -3.14 -3.60 -3.60

% | -0.000369 /zam. /zam. /zam.

83 | 1.319e-005 071 071

/zam. /zam.

0, | 1.886e-008 Lot
/nezam.

Tabulka 3: Hodnoty testovacej statistiky T

Z predchédzajicej tabulky vyplyva, ze sice model 4. stupnia mé najmensi RSS
a najvicsi index determinacie zo vsetkych skimanych modelov, jeho pouzitie nie
je nutné, nakolko odhad regresného parametra d, sa testom ukdzal ako nevyznam-

ny. Odhadom trenovej funkcie bude teda model 3. stupna

Ty = do(t)0o + ¢1(t)01 + ¢ (t)ds + P3(t)ds, t=1,2,...,298

T, = 65.706¢(t) — 0.03461 (£) — 0.000369¢5(t) -+ 0.00001319¢h5(¢)

graficky znazorneny na obr. 3.
KedZe sme nasli odhad trenovej funkcie, mozeme nas casovy rad ocistit od tren-

dovej zlozky a namiesto casového radu

Yy =T, + S+ Cy + &
dostavame casovy rad tvaru
P =S5 +C,

y{s:@/t—Tt:Pt‘FEta

graficky na obr. 4.
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Obr. 3: Odhad trendovej funkcie
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Obr. 4: Casovy rad po odpocitani trendovej zlozky

UZ na prvy pohlad pozorujeme urciti periodickost vyvoja ceny bavlny v ocis-
tenom casovom rade. Je vSak obtiazne presne odhadntit dIZky period. Preto, aby
sme odhalili aké peridédy sa v nasom casovom rade vyskytuji, pouzijeme postup
nazyvany periodogram blizsie vysvetleny v kapitole 6.2.1.

Na vypocet hodnot periodogramu sme pouzili vzorec, ktory je pre vypocety naj-
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jednoduchsi

Alw) = (2/n)1/2ZY}costw, B(w) = (2/n)1/2ZYtsintw

t=1 t=1

1) = =A%) + - BA(w),

kde v nasom pripade n = 289, w = 27 /298, pricom j = 1,2,...,149, Y, = v/ a
t = 1,2,...,298. Vypocitané hodnoty periodogramu I (w) prislichajice jednotli-
vym periédam sme zakreslili do grafu (obr.5 ). Vsetky ¢iselné hodnoty periodo-

gramu uvadzame v prilohe E.

Periodogram
700 T T T T T T T \ T T T T T

600 ____________________________________________________________________________________________ —
. i i iniin vvric K —

400 —‘ N l_.—AAOEAH i i e, L Atk It L

Hodnota periodogramu

300 }

.,_

200

| A

‘ A ‘I n'""-f 1
all AL NSNS ! ! | ! 1 ! 1 ! L 1
298 298 14,9 993 745 596 496 4,26 3725 33 298 2,1 248 229 213 2
Periody

Obr. 5: Periodogram

Ako vidime na grafe, najviicsie hodnoty dosahuje periodogram skor pre velké
periédy ako pre mensie. Hodnoty periodogramu si teraz otestujeme Fisherovym
testom, aby sme zistili, ktoré periédy su z hladiska nasho ¢asového radu vyznamné.
Najprv si musime vsetky hodnoty periodogramu I (w) zoradit zostupne. Ako prvi
budeme testovat najvacsiu hodnotu. T4 prislicha dizke periédy 298/3 a m4 hod-
notu 618.04 . Vypocitame si hodnotu Fisherovej statistiky

W Vi
Vi+ Vot .+ Vig
48
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A kritickt hodnotu z aproximovani podla vzorca
PW >z)=m(l —2)™ " =149(1 — )™ = 0.01.

Schvalne sme zvolili kriticki hodnotu 0.01 nakolko vieme, Ze tento test nie je
prilis silny.

Pre prvd najvyssiu hodnotu periodogramu je kritickd hodnota x = 0.062864.
Vidime, ze statistika W > x, preto hypotézu

Hy:Y,=¢, ¢~WN(0,0?

zamietame a periédu diZky 298/3 povazujeme za vyznamnu.
Rovnaky postup zopakujeme pre druht najvyssiu hodnotu, pricom prvi hodnotu

vynechdvame. Fisherovu Statistiku vypoéitame zo vztahu

Vs

= = 0.15258
Vot Vst ..+ Vig

a kriticku hodnotu
PW >z)=2m(l —2)™ " =148(1 — 2)™" = 0.01,

odkial x = 0.063235. Nulovi hypotézu opif zamietame a periédu prehlasujeme
za vyznamnu. V tabulke 4 uvadzame hodnoty Fisherovej statistiky a kritickej
hodnoty postupne pre vsetky (zostupne radené) hodnoty periodogramu az po

prvu, ktord test nezamietne. T4 je zvyraznena.
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Dlzka | Fisherova | Kriticka Dlzka | Fisherova | Kriticka
periody | Statistika | hodnota periédy | statistika | hodnota
99.33 0.19209 | 0.062864 | 12 | 42.57 0.13069 | 0.067214
74.5 0.15258 | 0.063235 | 13 | 11.92 0.13498 | 0.067641
49.67 0.15844 | 0.06361 | 14 | 9.93 0.10947 | 0.068075
149 0.13192 | 0.06399 | 15 | 10.64 0.10406 | 0.068513
37.25 0.12272 | 0.064375 | 16 | 13.55 0.0976 | 0.068958
29.8 0.12002 | 0.064765 | 17 | 11.46 0.10519 | 0.069409
22.92 0.12864 | 0.06516 | 18 | 19.87 0.10581 | 0.069867
59.6 0.14121 | 0.065561 | 19 | 17.53 0.1025 0.07033
24.83 0.15827 | 0.065966 | 20 | 18.63 0.09413 | 0.070801
27.09 0.18197 | 0.066377
33.11 0.13839 | 0.066793

= =
DSl o| o || of =

Tabulka 4: Testovanie vyznamnosti periéd

Z uvedeného vyplyva, Ze do modelu skrytych periéd by sme mali zahrnit
pvych 20 peridéd - periddy prislichajice prvym 20 najvacsim hodnotam peri-
odogramu. Periodickd zlozka charakterizovana modelom skrytych periéod bude

)
vyzerat
20

P, = 2(52171005

i=1

27t . 2wt
+ BziSZTL
Ti

T >+€t

kde

71 19933 || 7o | 745 | 13 | 49.67 | T4 | 149

75 13725 || 76 | 298 | 7 | 22.92 | % | 59.6
To | 24.83 || 710 | 27.09 | 741 | 33.11 || 7o | 42.57
Tig | 11.92 || 74 | 9.93 | 75 | 10.64 || 746 | 13.55
T17 11.46 718 19.87 T19 17.53 720 18.63

Tabulka 5: Hodnoty parametrov 7;

Odhad parametra 3 = (81, B2, ..., B20)7 v tomto modeli ziskame metédou naj-
mensich stvorcov.

B= (XTX1) "Xy,
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kde matica

B 27l .27l 27l .27l
COSg933 SWgg33 - COSTge3 SMiges
272 - 22 212 .22
COSg933 SWMgg3s - COSTggs Sigss

X1 ==
27298 . 27298 27298 . 27298
COS9g933 SWhg33 -+ COSTgE3 SN Tg43

a vektor y,/ je vektor hodnot ¢asového radu ceny bavlny ocisteny od trendovej
zlozky.

Pre odhad funkcie periodickej zlozky potom dostavame

pt - XIB

Bavina bez trendu
— Penodicka funkcia
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(=]
|
|
|
|
|
|
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Obr. 6: Odhad periodickej zlozky

Na obrazku 6 vidime odhad periodickej zlozky modelu aj to, Ze velmi dobre
kopiruje ddta. Musime sa vSak pozriet aj na to, ¢i ndhodou niektoré z paramet-
rov 31 az 4 nie su nevyznamné. Postup testu bude rovnaky ako pri testovani

vyznamnosti parametrov trendovej funkcie. Testujeme nulovi hypotézu

Hy:B8;,=0 proti Hy:(; #0
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Testova statistika je tvaru

Bi — 0

0\/Cii’

kde ¢;; sti diagondlne prvky matice (X;7X;) ' a 62 = (y/— )T (y/ — F,)/(258) =
9.4366. Testovi Statistiku porovnavame s kritickou hodnotou #;_¢5/2(258) =

to.075(258) = 1.9692. Ak |T| < 1.9692 hypotézu H, nezamietame, a parameter

T —

povazujeme za nevyznamny a mozeme ho z modelu vyliéit.

ot -24.0763 | zamietame o1 2.7248 zamietame
Bs 15.5996 | zamietame Baz -10.5137 | zamietame
03 7.6469 zamietame Ba3 -8.9916 | zamietame
Ba -21.6724 | zamietame Ba4 -3.8909 | zamietame
Bs -21.5020 | zamietame

i
Br 13.4976 | zamietame
G | -1LOTT5 | samictame
By 15.6386 | zamietame
Bio 4.2922 zamietame zamietame
b1 6.4878 zamietame zamietame
B2 13.5477 zamietame
P13 3.6653 zamietame zamietame
Bra 14.1201 zamietame Baa -5.2513 zamietame
Bis 13.6645 | zamietame B35 -5.9645 zamietame
Bis 4.1027 zamietame
G| 95401 | zamictame
Pis 9.9554 | zamictame
Bro 6.7257 zamietame B39
Bao 12.0159 | zamietame

Tabulka 6: Testovanie vyznamnosti parametrov modelu skrytych periéd

Z tabulky 6 vidiet, Ze v modeli mdme 8 nepotrebnych parametrov, ktoré
moézeme vypustit. Toto tvrdenie nam potvrdili aj intervaly spolahlivosti (obr. 7)

zostrojené podla vztahu

(Bi = ti—aje(n —m)o/cii , Bi + ti—aja(n —m)o/ci)
(viac kapitola 8.1).
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Obr. 7: Intervaly spolahlivosti pre odhady regresnych parametrov

Teraz znovu vypoéitame odhad periodickej zlozky podla rovnakého vzorca

ako predtym, avsak uz bez ¢lenov suvisiacich s nevyznamnymi parametrami.
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Obr. 8: Porovnanie modelu so vSetkymi parametrami a modelu bez zbytoénych
parametrov

Ako vidiet z grafu 8, modelové krivky sa lisia minimdlne, odobrané parametre
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boli naozaj nevyznamné, resp. nepotrebné.
Teraz mozeme od modelu

y' =P+ ¢
odpocitat dalsiu zlozku - periodickd P,. A ostdva ndm model

"
Yt = &

znazorneny na obr. 9.

T T T T T T T T
— Nahodna zlozka
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Obr. 9: Ndhodné zlozka

V tomto modeli musime otestovat, ¢ st vplyvy naozaj ndhodné a ¢ neob-
sahuje eSte nejaki dodatocni nezahrnuti periodickost. Preto aj na tieto data
aplikujeme periodogram (obr. 10).

Hodnoty periodogramu si op#t zoradime zostupne a otestuje prvi, najvicsiu
hodnotu Fisherovym testom vyznamnosti. Této prislicha peridde dfiky 15.684.
Fisherova statistika

Vi

= = 0.058835
Vi+Vo+ ...+ Vig

a pri hladine vyznamnosti o = 0.01 je kritickd hodnota x = 0.0629. Fisherova

Statistika je mensia ako kritickd hodnota, preto méZeme prehlasit, ze ndhodna
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Obr. 10: Periodogram nahodnej zlozky

zlozka je uz iba biely sum, WN (0, 0?).
Nulovost strednej hodnoty mozeme overit jednovyberovym t-testom (vid' kapitola

8.3) Budeme testovat nulovi hypotézu
Hy:p=0 protv Hy:p#0
pricom testova Statistika bude

_y;//_o
S

T V298 = —7.85¢ — 015,

pricom y,” je priemer vSetkych hodnot ¢asového radu ndhodnej zlozky. Testova
statistika 7" v absolitnej hodnote je mensia ako kvantil ¢997(0.05) = 1.65 preto nu-
lovii hypotézu nemozeme zamietnut za strednii hodnotu teda budeme povazovat
nulu.

Teraz, ked uz mame kazdi zlozku ¢asového radu izolovant a preskiimanti, mozeme

jednotlivé zlozky opét spojit a vytvorif model s predpisom
Gi=T,+ B
a porovnat ho s povodnym ¢asovym radom (obr. 11).
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Obr. 11: Grafické porovnanie povodnych a namodelovanych dat

Modelové funkcia sice velmi dobre popisuje déta (index determindcie = 0.9560,
rezidudlny sucet Stvorcov = 2543.22), avSak pokisime sa model este vylepsit.
Modelovu funkciu g, = T, + P, rozvinieme do Taylorovho rozvoja, kde derivacie
druhého a vyssieho radu zanedbame. Dostavame

) . o op,
A T 5/ P / _tA(S —tA
Ut 1(0p) + F2(By) + <a5 + ap 6) /5:5(),B=667

kde & = §a Bh = B st odhad parametrov ziskané uz skor v priebehu vypoctu a
Ad=6—0, AB=p—70.

Tento postup budeme opakovat, az kym zmena parametrov 6 a 3 bude zaned-
batelna. V tabulke 7 uvddzame hodnoty parametrov po prvej iterdcii pomocou
Taylorovho rozvoja ako aj hodnoty Ad a Ap.

Pri druhej iteracii pomocou Taylorovho rozvoja st hodnoty Ad a AS rddovo
okolo 1071%, takze ich mozeme zanedbat a za odhady parametrov § a 3 budeme
povazovat odhady ziskané po prvej iterdcii.

Po tejto dprave sa ndm index determinécie zv&csil na 0.9574 a rezidudly sucet

Stvorcov zmens§il na 2461.49.
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Cena baviny

90, Bo A 6, 8 %,6 | A 5, B
S | 65,706 |-3,95e-015| 65,706 | Big | 1,032 | -0,358 | 0,674
& | -0,034 -0,009 0,043 | Bi7 | 2,476 | 0,022 | 2,498
by | -3.69¢-004 | -4,02¢-005 | -4.09¢-004 | Bi5 | 2,506 | -0,153 | 2,353
5 | 1,32e-005 | -1,21e-006 | 1,20e-005 | B9 | 1,693 | 0,022 | 1,715
B | -6,059 0,058 6,001 | B | 3,024 | -0,167 | 2,857
By 3,926 -0,561 3,365 | a1 | 0,686 | 0,024 | 0,71
Bs 1,924 0,041 1,965 | B | -2,646 | -0,203 | -2,849
By | -5,454 -0,439 5,803 | fa3 | -2,263 | 0,027 | -2,236
Bs | 5,411 0,029 5,382 | s | -0,979 | -0,26 | -1,239
By 3,397 0,106 3,503 | Bag | 2,303 | -0,072 | 2,231
Bs | -3,014 -0,733 3,747 | Bas | 1,955 | -0,06 | 1,895
By 3,936 0,025 3,961 | By | 1,788 | -0,064 | 1,724
B1o 1,08 -0,228 0,852 | f31 | 1,591 | 0,020 | 1,611
B | 1,633 0,023 1,656 | B33 | -0,95 | 0,02 | -0,93
Bz | 3,409 -0,183 3,226 | fsa | -1,322 | -0,069 | -1,391
Bz | 0,922 0,022 0,944 | fBas | -1,501 | 0,021 | -1,48
Bia| 3,554 -0,141 3,413 | B3 | 1,434 | 0,021 | 1,455
G5 | 3,439 0,033 3472 | B | 1,29 | 0,021 | 1,311
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Tabulka 7: Taylorov rozvoj - hodnoty parametrov
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Vysledny model bude mat predpis :

G = doo(t) + 0161 (t) + b20(t) + 030h3(t) + Z (521— 3 Sin2: ) :

7

Maticovo

A A

g =X(8,0)".

Hodnoty parametrov 5} a Bk st uvedené v tabulke 7, tie ktoré tam uvedené nie
st, st rovné 0 a hodnoty 7; st uvedené v tabulke 5. Odhady vsetkych hodnot
st uvedené v prilohe E.
KedZze model uZz mame zostaveny, mozeme prejst k predpovedaniu budiceho
vyvoja. Najprv sa budeme zaoberat bodovymi predikciami na 6 mesiacov do-
predu. V definicii 9.1 uvadzame vzorec pre vypocet bodovych predpovedi.
Vektor B sme uz odhadli v predchadzajicich vypoctoch. Ostdva ndm urcit vek-
tor to. Ten bude rozmeru 36 x 1. Prvé styri zlozky prislichaji trendovej zlozke,
ktord je modelovand pomocou Cebysevovych polynémov. Hodnoty ¢o(t) az ¢s(t)
méame vypocitane iba pre t = 1,2, ..., 298. KedZe ideme urcovat hodnotu v ¢asoch

= 299, 300, ..., 304, musime si tieto hodnoty podla postupu uvedeného v kapitole
6.1.4 dopocitat.
Dalsich 32 zloziek dostaneme dosadenim do modelu skrytych periéd namiesto
t ¢as, v ktorom predpoved pocitame. Takto postupujeme pri vsetkych Siestich

bodovych predpovediach.

t Déatum Skuto¢énd hodnota | Bodova prredpoved
299 | januar 2010 77.40 81.713
300 | februar 2010 80.04 84.175
301 | marec 2010 85.79 84.347
302 | april 2010 88.09 82.16
303 | maj 2010 90.07 78.131
304 jun 2010 91.68 73.198

Tabulka 8: Bodové predpovede CR ceny bavlny na najblizsich 6 mesiacov

V tabulke 8 st uvedené bodové predpovede do jiila 2010 aj skutoéné ceny ba-

viny. Vidime, ze bodové predpovede tiplne nezodpovedaju skutocnym hodnotam,
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preto si uvedieme aj 95% intervaly spolahlivosti pre predikcie. Tie budd tvaru

<g0 — 1262(0.975)5/ (1 + o (XTX) 10} g + t62(0.975)61/ (1 + tOT(XTX)1t0)>

kde 1y su bodové predpovede zostrojené v budicom case t = 299, ..., 304.

i Datum Skutoénd hodnota | Interaval spolahlivosti
299 | januar 2010 77.40 < 74.956; 88.47 >
300 | februar 2010 80.04 < 77.228;91.123 >
301 | marec 2010 85.79 < 77.231;91.462 >
302 | april 2010 88.09 < 74.915;89.405 >
303 | maj 2010 90.07 < 70.774; 85.487 >
304 | jun 2010 91.68 < 65.723;80.673 >

Tabulka 9: Intervaly spolahlivosti CR ceny bavlny na najblizsich 6 mesiacov

Intervaly spolahlivosti zostrojené pre prvé styri predikéné céasové okamziky
pokryvaju skutoéni hodnotu (tab. 9, obr. 13). Pre prvé tri predikéné obdobia
dokonca plati, ze rastie cena balvny a rastie aj predikovana hodnota. Ak by sme
teda podla tohoto modelu investovali, mdme v prvych mesiacoch Sancu na zisk.
Na grafe ktory zndzornuje budici vyvoj ceny bavlny (obr. 13) vsak vidiet aj to, ze
sa cena v priebehu roka zvysila zo $75 na skoro $170. V priebehu 25 rokov pocas
ktorych sme tento ¢asovy rad sledovali sa cena pohybovala iba v rozmedzi $35 az

$120 dolarov. Preto je tento vyvoj velmi pozoruhodny a velmi fazko zachytitelny.
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Obr. 13: Predikcie na 6 mesiacov aj s intervalmi spolahlivosti

10.2 Casovy rad ceny kakaovych bdbov na burze

Rovnaky postup sme sa rozhodli vyskisat aj na éasovom rade ceny kakaovych
bobov. Cena tejto komodity je uvedend v americkych doldroch za tonu. Opét sme
si vzali rovnaky pocet udajov (298), taktiez od marca 1985 do decembra 2009
dostupné z [27]. Vsetky si uvedené v prilohe E a graficky zobrazené na obr. 14.
Trendovii funkciu si znovu uréime pomocou Cebysevovej metédy. Vytvorili sme
si 5 modelov rovnako ako v pripade hladania trendovej funkcie ceny baviny. Prvy
model tvaru

T, = ¢o(t)do, t=1,2,...,298

nazveme modelom nultého stupna, az piaty model
Ti = ¢o(t)do + ¢1()01 + Pa(t)da + B3(t)03 + da(t)ds, t=1,2,...,298

nazveme model stvrtého stupna.
Pri vSetkych tychto modeloch si porovname rezidudlny sucet Stvorcov, index de-

termindcie, odhad rozptylu 62 a taktiez otestujeme parametre §; testom vyznam-
nosti. Ziskané tidaje st uvedené v tabulkdch 10 a 11. Odhady vsetkych trendovych

funkcif su graficky znazornené v prilohe B.
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Obr. 14: Vyvoj ceny kakaovych bobov od marca 1985 do decembra 2009
Stupeit modelu | Index determ. - R? | Rezidudlny stcet Stvorcov | 62
0. 0 7.3238e+007 246593
1. 0.071 6.8036 e+007 229850
2. 0.619 2.7903 e+007 94587
3. 0.6205 2.7795 e4-007 94540
4. 0.7328 1.9569 e+007 66788

Tabulka 10: Porovnanie modelov

Z tabuliek 10 a 11 vyplyva, Ze na popis trendovej funkcie ndm staci pouzit

trendovii funkcie 2. stupna. Aj ked pri testovani vyznamnosti parametra o4 v

modely 4. stupna tento vysSiel vyznamny, nejednd sa uz o Statisticku ale skor o

technicki vyznamnost. Preto pre odhad T, bude platit

Ty = 1602.4¢0(t) + 1.536¢1 (1) + 0.055¢5(t), t=1,2,...,298.

Z obr. 15 vidime, ze zvolend funkcia spravne charakterizuje vyvoj ceny kakaovych
bobov.
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Hodnota testovacej Statistiky T
/ rozhodnutie o zamietnuti
Hodnoty Model Model Model Model Model
parametrov O.stupna | l.stupna | 2.stupna | 3.stupna | 4.stupna
o 55.7045 | 57.6975 | 89.9424 | 89.9648 | 107.0362
o 1602.4
/zam. /zam. Jzam. /zam. Jzam.
5. 15359 4.7574 7.4162 7.4180 8.8256
/zam. Jzam. /zam. Jzam.
5, | 0.055444 20.5984 | 20.6035 | 24.5132
/zam. /zam. /zam.
5, | 3.8147e-005 1.0710 1.2743
/nezam. | /nezam.
0y | 4.425¢-006 L0979
/ zam.

Tabulka 11: Hodnoty testovacej statistiky T

V d’alsom kroku od povodného ¢asového radu v, odpoéitame odhad trendovej

zlozky T, a dostavame casovy rad (obr. 16), ktory obsahuje uz iba periodicki a

nahodni zlozku, ktoré budeme d'alej skiimat.
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1500

1000

2000

2500 f———-

T T
Cena kakaowych bobov
Trendova funkcia

| |
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Datum (mesiac/rok)

Obr. 15: Odhad trendovej funkcie
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Obr. 16: Cena kakaovych bobov po odpocitani trendovej funkcie

Na sktimanie peridickej zlozky pouzijeme periodogram, kde uvidime, ¢i nas
casovy rad obsahuje skryté periodicity alebo nie. Pre vypocet pouzijeme vzorec
z lemmy 6.1 a vysledné hodnoty zakreslime do grafu (obr. 17) a uvadzame ich v
prilohe E.

Vidime, Ze periodogram obsahuje urcité vrcholy, ktoré su vyrazne vyssie ako
ostatné, ale nevieme, ktoré do nasho modelu este zahrnit a ktoré uz nie, preto
ich postupne otestujeme Fisherovym testom. Hodnoty periodogramu si zoradime
od najvécsej po najmensiu a za¢neme s testovanim najvacsej z nich. Vypocitame

si hodnotu Fisherovej statistiky

Vi

W=
> et Vi

= 0.2588

pre prvi, najvacsiu hodnotu periodogramu V; a tito porovname s aproximovanou
hodnotou kritickej hodnoty Fisherovho testu x = 0.0629. Hodnota Fisherovej
Statistiky je véacsia ako kritickd hodnota, preto peridodu prislichajicu najvyssej
hodnote periodogramu prijmame ako vyznamnu.

Rovnako otestujeme aj d’alsie hodnoty, az kym nenarazime na prvi nevyznamnu.
V tabulke v prilohe C uvddzame hodnoty Fisherovej statistiky a prislichajicej
kritickej hodnoty az po prvi hodnotu periodogramu, ktori zamietneme.

Fisherovym testom na hladine vyznamnosti 99% sa ukdzalo, ze nds c¢asovy rad
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obsahuje sedemnéast vyznamnych periéd s dizkami uvedenymi v tabulke 12.

Hodnota periodogramu

10 Periodogram
Eh T T T T T T T T T T
57 77777777777777777777777777777777777777777777777777777 —
Al ]
AH ) ]
2_ ___________________________________________________________________________________________ p—
/\". "ﬁ“ .’r A
ol AN Y NS A 1~ _L | | s | I ] | ! |
298 298 149 9,93 745 596 4,96 4,26 3725 in 298 2,1 248 2,29 213 2
Periody

Obr. 17: Periodogram casového radu ceny kakaovych bobov

71 | 149 To | 745 | 13 9933 || 74 | 99.60
T5 42.57 T6 49.67 T7 298 T8 29.80
T9 14.19 T10 16.56 T11 13.55 T12 27.09
Tis | 21.29 || 714 | 17.53 | 715 | 10.28 || 71 | 22.92
17 | 12.96

Tabulka 12: Hodnoty parametrov 7; CR ceny kakaovych bobov

Odhad modelu periodickej zlozky teraz mozeme zapisat

17

pt = 2(521‘—1008

i=1

27t A~ 2t
+ 62@8@77/
T; T;

) ={XhB3, t=1,2,..,298,

kde Bi,z' =1,2,...,34 su odhady ziskané metédou najmensich stvorcov.

Ostdva ndm este otestovat vyznamnost regresnych parametrov (i, ..., 33;. Bu-

deme testovat hypotézu

Hy:B;=0 proti Hy:B;#0
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pomocou testovacej Statistiky

Bi — 0

o\/Vii

kde v;; st diagonélne prvky matice (X7X)™' a 62 = (y,/ —Py) " (y// — P;) /(298 —
34) = 10707, y; je povodny casovy rad po odpocitani trendovej zlozky.

T —

Testovaciu statistiku 7" porovnévame s kritickou hodnotou tohto testu ¢ g75(264) =
1.969. Ak je T' mensie ako kritickd hodnota, nulovi hypotézu nezamietame a pa-
rameter 3;, pre ktory takato nerovnost plati povazujeme za nevyznamny a v

modely ho zanedbavame.

zamietame
By 5.4463 zamietame

B3 19.9704 | zamietame zamietame
o -5.7948 | zamietame
05 3.7767 zamietame Ba2 -6.1276 | zamietame
B 17.6808 | zamietame B3 5.7643 | zamietame
5 102559 | sanictoe |G ST e
Bs -11.8137 | zamietame Bas 5.1275 | zamietame
By 2.7632 | zamietame Bag 2.2551 | zamietame
Bro -12.5632 | zamietame Baz 3.7054 | zamietame
B -4.9471 zamietame Bas -3.9374 | zamietame
b2 8.4280 zamietame Bag 4.9294 | zamietame
P13 -7.8053 | zamietame

B 2.9261 | zamietame
Bis 4.3130 | zamietame Bs2 4.0924 | zamietame
Bie 5.5006 | zamietame B33 -2.4651 | zamietame

DB 58520 C/AMCIamo) Pz | -3.7597 | zamictame

Tabulka 13: Testovanie vyznamnosti parametrov modelu skrytych periéd

Z tabulky 13 vidime, Ze nds model obsahuje Sest nevyznamnych paramet-
rov, ktoré mozeme vynechat. To potvrdzuji aj intervaly spolahlivosti zostrojené
podla vzorca 8, ktoré si graficky zndzornené na obr. 18. Ak interval pre uréity pa-

rameter obsahuje nulu, tento parameter je nevyznamny. Po otestovani vSetkych

parametrov a vyliceni nevyznamnych mozeme koneéne napisat predpis pre odhad
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Obr. 18: Intervaly spolahlivosti pre parametre j3;

periodickej zlozky pomocou modelu skrytych periéd

7 27t 27t
b= 2(521—1005 + Boisin—), t=1,2,...,298,
i=1 Ti Ti

kde sme odhady Bl, BAQ, - 52),4 ziskali metédou najmensich Stvorcov a nevyznamné
parametre sme nahradili nulou, resp. z modelu vylucili a parametre 7 az 717 st
uvedené v tabulke 12 a vypocitali sme ich pomocou periodogramu a Fisherovho
testu. Graf charakterizujuci periodicku zlozku je znazorneny na obr. 19.

7 povodného modelu
y=T,+P +e, t=12,..208

méme odhadnutt trendovi aj periodicku zlozku, ostdva ndm teda uz iba preskiimat
ndhodnu zlozku €, zobrazenu na obr. 20.

V prvom rade sa pokusime otestovat, ¢i ndhodou ¢asovy rad charakterizujici
nahodnu zlozku neobsahuje este nejaki periodicitu. Na data popisujice nahodnt
zlozku aplikujeme periodogram vysvetleny v kapitole 6.2.1. Graficky je periodo-

gram nahodnej zlozky vykresleny na obr. 21.
Vidime, ze najvécsiu hodnotu dosahuje periodogram pre periédu deky 9.3125
a to okolo 15500, potom pre periédu diiky 8.054, 24.83, atd’. Ci st tieto hodnoty
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Obr. 19: Odhad periodickej funkcie ceny kakaovych bobov
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Obr. 20: Néhodn4 zlozka CR ceny kakaovych bobov
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Obr. 21: Periodogram nghodnej zlozky CR ceny kakaovych bébov

vyrazne vicsie ako ostatné véak musime otestovat Fisherovym testom (vid kapi-
tola 6.2.2). Hodnoty Fisherovej statistiky a kritickej hodnoty pre prvych niekolko
hodnét periodogramu, az po prvi, ktort test oznaci za nevyznamnt st uvedené

v tabulke 14 . Z tabulky vyplyva, Ze ¢asovy rad ndhodnej zlozky obsahuje este tri

1] 9.3125 0.065356 0.062864
2 | 8.0541 0.064838 0.063235
3| 24.833 0.068378 0.06361

Tabulka 14: Hodnoty fisherovej Statistiky a kritickej hodnoty pre prvé styri
najvicsie hodnoty periodogramu nahodnej zlozky CR kakaovych bobov

periodicity, ktoré musime zahrnit do periodickej zlozky. Jej odhad sa ndm teda

zmeni na
20 27t 27t
t ;:1 (Bai—1cos - + [a;sin = ) = {X}p3

kde prvych 17 parametrov 7; sme ziskali z periodogramu casovej rady ceny ka-

kaovych bobov ocistenej od trendu a posledné tri z periodogramu nahodnej zlozky.
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Parametre 3;,1 = 1,2, ..., 40 sme opit ziskali metédou najmensich stvorcov a otes-
tovali sme ich testom vyznamnosti (vid kapitola 8.2). Ako nevyznamny sa ndm
okrem parametrov, ktoré sa ukazali ako nevyznamné uz pri testovani periodickej
zlozky, ukazal aj parameter B;O, ktory sme taktiez z modelu vylacili.

Nédhodna zlozka nasho nového modelu uz neobsahuje skryté periodicity a jej hod-
noty sa pohybuji v okoli 0, pojde uz iba o biely sum W N (0, ¢2). Strednti hodnotu
si mozeme otestovat jednovyberovym t-testom (vid kapitola 8.3), kde testova
statistika 7' = 1.7713e — 016 a kritickd hodnota t297(0.05) = 1.65, takze hypotézu
Hy : = 0 nezamietame.

Potom ako sme odhadli vsetky zlozky modelu, mozeme vytvorit koneény odhad

¢asového radu ceny kakaovych bobov. Ten bude tvaru
g =T, + P,

Pouzili sme aditivny tvar nakolko lepsie kopiruje nami skiimané déta.
Vsetky parametre a premenné sme uz pocas vypoctu odhadli, pokisime sa vSak
celkovy model este vylepsit obdobne ako v pripade ¢asového radu ceny bavlny.

Odhadujicu funkciu si rozvinieme do Taylorovho rozvoja okolo priblizného bodu

S0 =0 pre odhad trendovej funkcie a 5y = B pre odhad periodickej funkcie.

g = Tt(50) + pt(ﬁo) + (%A(S + %—];Aﬁ> / )
6=30,8=bo

Nové parametre ziskame zo vztahov § = Ad + 6y a 8 = AS + fo.
Index determindcie povodného modelu je 0.96728 a rezidualny sucet Stvorcov
2.3962e+006. Po prvej aproximacii taylorovym rozvojom sa index determinacie
zmenil minimalne na 0.96734, ale RSS sa zmensil na 2.3913e+006 a teda tento mo-
del budeme povaZovat za lepsi. Po druhej aproximécii si odhady Ad a Af zaned-
batelne malé, preto predchddzajici model budeme povazovat za odhad povodnej
casovej rady. Graficky je odhad zobrazeny na obr. 22, vysledné hodnoty paramet-
rov su uvedené v prilohe D a vysledné ¢iselné namodelované hodnoty v prilohe
E.
Po zostaveni modelu moézeme prejst ku konstrukcii bodovych a intervalovych

predpovedi blizsie popisanych v kapitole 9. V tabulke 15 uvddzame hodnoty bo-

dovych aj intervalovych predpovedi na najblizsich 6 mesiacov.
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Obr. 22: Vysledny model charakterizujtici ¢asovy rad ceny kakaovych bobov
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Obr. 23: Predikcie na najblizsich 6 mesiacov pre ¢asovy rad ceny kakaovych bobov
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t Détum | Skutocnost | Bodova predpoved | Predikény interval
299 | jan 2010 3522.10 3060.36 < 2848.05; 3272.66 >
300 | feb 2010 3276.56 2921.50 < 2703.14; 3139.87 >
301 | mar 2010 3089.65 2806.84 < 2579.43;3034.24 >
302 | apr 2010 3221.23 2751.16 < 2511.86;2990.45 >
303 | maj 2010 3165.75 2765.02 < 2511.49; 3018.56 >
304 | jun 2010 3230.83 2831.95 < 2562.10;3101.79 >

Tabulka 15: Predikcie a predikéné intervaly od janudra 2010 do juina 2010

Z tabulky 15 a obr. 23 pre predikcie vidno, ze 95% intervaly spolahlivosti
nepokryvaju skutoéni hodnotu ani pre jeden predikovany casovy okamzik, avsak
graf v inej cenovej hladine pekne kopiruje skutocny vyvoj ceny, takze zachytava

jej zmenu. Niekedy aj tieto informacie investorovi stacia, aby sa spravne rozhodol.

Vsetky vypocty boli zrealizované v programe MATLAB. V prilohe E sa nachadzaju
dva sibory (jeden pre casovy rad ceny baviny - bavlna.m, druhy pre CR ceny ka-
kaovych bobov - kakao_boby .m), ktoré sme vytvorili a ktoré po spusteni vypocitaji
hodnoty pouzitych premennych a parametrov (vratane tych, ktoré v préci koli

rozsahu nie si uvedené) a taktiez vykreslia grafy pre nazornejsiu predstavu.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo statisticky preskimat vybrané ¢asové rady cien ko-
modit na burze, vytvorit model, ktory by tieto ¢asové rady ¢o najvernejsie popi-
soval a pomocou neho predikovat vyvoj na najblizsich 6 mesiacov.

Vybrali sme si dva ¢asové rady - CR ceny bavlny a CR ceny kakaovych bobov,
oba od marca 1985 do decembra 2009, pricom §lo o mesacné data. V ekonomickej
casti sme uviedli akysi ivod, ktory by mal ¢itatelovi pomoct pochopit obchodo-
vanie s komoditami.

Co sa tyka matematickej Casti, prvoradou podmienkou predtym ako sme k mo-
delovaniu mohli pristipit, bolo nastudovanie potrebnej tedrie. Jednalo sa najmi
o tedriu casovych radov a to klasicky dekompozi¢ny pristup a linedrnu regresiu.
Nésledne sme mohli v praktickej ¢asti nami ziskané teoretické poznatky apliko-
vat.

Pri oboch ¢asovych radoch sme si najprv uréili trend vyvoja, ktory bol pri CR
ceny bavlny charakterizovany polynémom 3. stupna, pri druhom ¢asovom rade
iba polynémom 2. stupna, oba zostavené pomocou polynomickej regresie.
Nasledne sme od povodného casového radu odpocitali odhad trendovej zlozky a
analyzovali sme zlozku periodicki. Pri oboch casovych radoch sme ocakavali, ze v
nich bude periodogramom a nasledne Fisherovym testom oznacend za vyznamnu
periéda dizky priblizne 12 mesiacov, nakolko ide o polnohospodarske produkty,
ktoré maju rocny vegetacny cyklus. Tento predpoklad sa nam potvrdil pri oboch
komoditdch, aj ked tdto periéda nebola oznacend za najvyznamnejsiu.

Po namodelovani periodickej zlozky sme aj tito od modelu od¢itali a ostala nam
zlozka ndhodna, kde sme skimali, ¢i nahodou neobsahuje este nejaki skrytu peri-
odicitu. T obsahovala iba nahodné zlozka ¢asového radu ceny kakaovych bobov.
Co sa tyka modelovania ¢asového radu v minulosti, dosiahli sme velmi dobrych
vysledkov. Pri modely CR ceny bavlny je rezidudlny sicet stvorcov RSS =
2461.49 a index determindcie 0.9574, ¢o je velmi blizko jednej, takZe model velmi
presne popisuje data a pri casovom rade ceny kakaovych bobov je index deter-
minacie dokonca 0.9673, ¢o je eSte lepsi vysledok a RSS = 2.3913e 4 006.

Po preskiimani minulého vyvoja sme zostavili predikcie aj s predikénymi inter-
valmi. V predpovedani budicnosti uz modely neboli prilis presné a pri CR ceny

bavlny nam 95% konfidencné intervaly pokryli iba prvé 4 skutoéné hodnoty, pri
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CR ceny kakaovych bobov dokonca ani jednu. Tento jav moze byt zapricineny
mnohymi nepredvidatelnymi vplyvmi, ktoré si takymto modelom tazko zachy-
titelné, napr. pri bavlne vyvoju ceny vyrazne napomohlo nepriaznivé pocasie a
slabsia troda v Azii a tak pocas roku 2010 bavlna zdvojnésobila svoju cenu, viac
[24], kakao zase v jili roku 2010 ldmalo rekordy potom ako isty Brit kupil 240
tisic ton kakaa v cene miliarda doldrov [25].

Lepsie predikcie a popis modelu by sme mozno ziskali zvolenim iného pristupu
k modelovaniu tychto casovych radov a to napriklad pouzitim Box-Jenkinsonovej
metodologie alebo metédy exponencidlneho vyrovnavania, ¢o vSak z dovodu roz-
sahu prace nebolo mozné vyskusat.

Drfame, Ze tdto diplomové préca splnila svoj ciel a objasnila modelovanie v ob-
lasti ¢asovych radov a rozsirili ¢itatelove obzory aj o oblast obchodovania ko-

modyit.
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Prilohy
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Obr. 24: Odhad trendovej funkcie mode-

lom 0. stupna

—— Cenabaury.
—— Trendova funkcia - model 2 stupna

im (mesiacirok)
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Obr. 26: Odhad trendovej funkcie mode-

lom 2. stupna

Datum (mesiac/rok)
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Obr. 28: Odhad trendovej funkcie mode-

lom 4. stupna
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Obr. 25: Odhad trendovej funkcie mode-
lom 1. stupna

—— Cenabaviny
—— Trendova funkcia - mocel 3 stupna
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Obr. 27: Odhad trendovej funkcie mode-
lom 3. stupna



B Trendové funkcie casového radu ceny kakaovych

bobov

—— Cena kaowch bobov.
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Obr. 29: Odhad trendovej funkcie CR ka-
kaovych bobov modelom 0. stupna
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Obr. 30: Odhad trendovej funkcie CR ka-
kaovych bobov modelom 1. stupna
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Obr. 31: Odhad trendovej funkcie CR ka-
kaovych bobov modelom 2. stupiia
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Obr. 33: Odhad trendovej funkcie CR ka-
kaovych bobov modelom 4. stupna

75

Cena kévovych bébov

5 | , | , \
TGS aniGET e 1880 e 1881 1087 jan1a65

L I | I | L
jor/1987 jan/i989  jan2001 [en2002 [an2005 jan2007 Gocr2009
Datum (mesiaciok)

Obr. 32: Odhad trendovej funkcie CR ka-
kaovych bobov modelom 3. stupna



C Fisherov test aplikovany na hodnoty periodo-

gramu ceny kakaovych bobov - hodnoty

Dlzka | Fisherova | Kriticka Dlzka | Fisherova | Kriticka
periody | Statistika | hodnota periody | statistika | hodnota

1| 149.00 0.2588 | 0.062864 || 10 | 16.56 0.0818 | 0.066377
2 | 74.50 0.2238 | 0.063235 || 11 | 13.55 0.0810 | 0.066792
31 99.33 0.2180 0.06361 || 12 | 27.09 0.0796 | 0.067214
41 59.60 0.2088 0.06399 || 13| 21.29 0.0791 | 0.067641
5| 4257 0.1784 | 0.064375 || 14 | 17.53 0.0800 | 0.068074
6 | 49.67 0.1253 | 0.064765 || 15 | 10.28 0.0791 | 0.068513
7 1 298.00 0.0946 0.06516 || 16 | 22.92 0.0818 | 0.068958
81 29.80 0.0810 | 0.065561 || 17 | 12.96 0.0711 | 0.069409
9 14.19 0.0791 | 0.065966 || 18 | 9.3125 0.0680 | 0.069867

Tabulka 16: Testovanie vyznamnosti periéd
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D Hodnoty parametrov 0;,j = 1,...,4 a 3,1 =
1,2,...,39 modelu popisujiceho vyvoj ceny ka-
kaovych bobov

S | 16024 [ Bio | 46.052
01 | 1.5898 || Bao | -29.225
do | 0.057699 || Bay | -51.724
B | 214.66 | (o3 | 48.643
Bs | 167.96 | Bas | 43.309
By | -47.898 || Bas | 19.463
Bs | 29.708 || Bar | 31.287
Be | 151.51 || Pag | -33.092
Br | -87.826 || Bay | 41.709
Bs | -99.164 | B3 | 24.632
Bo | 22.957 || B3 | 35.064
Bro | -105.8 || Bs3 | -20.987
Br1 | -42.551 || Bs4 | -31.661
Bra | 72257 || Bs5 | 28.592
Brg | -86.502 || Bsg | -21.502
G5 | 36.305 || B37 | 30.576
Bie | 47.115 || Bss | -15.919
big | -54.282 || (39 | -34.465

Tabulka 17: Vysledné hodnoty parametrov é;,¢ =1,...,4 a 3;,7 =1, ..., 39

Poznamka D.1. Hodnoty parametrov 3;, ktoré v tabulke nie si uvedené, si rovné

0.
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Prilozené CD

Obsah prilozeného CD

SkutoZné_a odhadnuté hodnoty CR_ceny bavlny.pdf

- obsahuje tabulku skuto¢nych a odhadnutych hodnét ceny bavlny pre
vSetky skimané casové okamihy a taktiez hodnotu rezidui pre kazdy casovy
okamih

Hodnoty peridogramu CR_ceny bavlny oZisteného_od trendu.pdf
- obsahuje tabulku s dlzkami periéd a prislichajicimi hodnotami periodo-
gramu casového radu ceny baviny ocisteného od trendu

SkutoZné_a odhadnuté hodnoty CR_ceny kakaovych bdbov.pdf

- obsahuje tabulku skutoénych a odhadnutych hodnot ceny kakaovych pre
vSetky skiimané casové okamihy a taktiez hodnotu rezidui pre kazdy casovy
okamih

Hodnoty _peridogramu CR_ceny kak bdbov_oZisteného od trendu.pdf
- obsahuje tabulku s dlZzkami periéd a prislichajicimi hodnotami periodo-
gramu casového radu ceny kakaovych bobov ocisteného od trendu

bavlna.m
- obsahuje zdrojovy kéd so vSetkymi vypoctami pouzitymi pri praci s casovym
radom ceny baviny

kakao_boby.m
- obsahuje zdrojovy kéd so vSetkymi vypoctami pouzitymi pri praci s ¢asovym
radom ceny kakaovych bobov

Statisticka analyza Zasového radu cien komodit na burze.pdf
- obsahuje celi pracu v elektronickej podobe
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