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Abstrakt 

Diplomová práce pojednává o problematice kapal inových těsnících spár a jejich v l ivu 
na dynamiku rotoru. V prvn í část i je uvedeno odvození základního analyt ického řešení. 
Následně je sestaven M K P model rotoru s vlivem těsnící spáry. Sestavený model je využi t 
pro ana lázu v l ivu spáry na dynamiku rotoru. Poslední část práce se věnuje koncepčnímu 
návrhu experimentu a jeho základní dynamické analýze. 

Klíčová slova 

Těsnící spára , dynamika rotoru, metoda konečných prvků, př ídavné účinky kapaliny, mo
dálni analýza 

Abstract 

The thesis deals wi th the problem of annular seals and their influence on rotor dynamics. 
In the first part the derivation of the basic analytical solution is presented. Subsequently, 
a F E M model of the rotor wi th the influence of annular seal is constructed. The model is 
used to analyze the effect of the seal on the rotor dynamics. The last part of the paper is 
devoted to the conceptual design of the experiment and its basic dynamic analysis. 
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Bibliografická citace 

K Ů R K O V Á , M . Vliv těsnící spáry na dynamiku rotoru. Brno: Vysoké učení technické v 
Brně , Fakulta s t rojního inženýrství , 2023. 60 s. Vedoucí doc. Ing. Vladimír Habán , P h . D . 

Prohlášení 

Prohlašuj i , že jsem diplomovou práci na t é m a Vliv těsnící spáry na dynamiku rotoru vypra
covala s amos t a tně pod vedením doc. Ing. Vlad imíra Habána , P h . D . s použ i t ím mate r iá lů 
uvedených v seznamu použi tých zdrojů. 

26. kvě tna 2023 Bc . Michaela Kůrková 



Poděkování 

N a tomto mís tě chci poděkovat vedoucímu práce doc. Ing. Vladimíru Habánovi , P h D . 
především za jeho ochotu a t rpěl ivost , se k te rými vedl tuto práci , dále t aké za jeho cenné 
rady z oblasti dynamiky. Poděkovaní p a t ř í vyučujícím na Odboru fluidního inženýrství 
V ik to ra Kaplana za veškeré poznatky, k teré mi předal i b ě h e m studia. V neposlední řadě 
děkuji svým bl ízkým za podporu b ě h e m nelehkých chvil. 

Bc . Michaela Kůrková 





Obsah 
Ú v o d 10 

1 R e š e r š n í studie t ě s n í c í c h s p á r 11 

2 A n a l y t i c k é ř e š e n í t e n k é s p á r y 16 
2.1 Odvození koeficientů 16 
2.2 Stanovení př ídavných úč inků na rotor 22 

3 M K P model rotoru 26 
3.1 Hřídelový prvek 26 
3.2 Tuhý kotouč 30 
3.3 Ložiskové vazby 31 
3.4 Sestavení celkového modelu rotoru 32 
3.5 Modá ln i analýza 33 
3.6 Us tá lená odezva sys tému na nevy váženost 35 
3.7 Mode l rotoru s vlivem tenké kapal inové spáry 37 
3.8 Implementace ma temat i ckého modelu 37 

4 Aplikace na p ř í k l a d u rotoru 39 
4.1 Testování M K P modelu 39 
4.2 Testování v ý p o č t u př ídavných účinků tenké kapalinové spáry 42 
4.3 V l i v tenké kapalinové spáry na dynamiku rotoru 44 

5 N á v r h experimentu 49 
5.1 Návrh geometrie 50 

5.2 Modá ln i analýza soustavy 52 

Z á v ě r 55 

Seznam p o u ž i t ý c h z d r o j ů 56 

Seznam p o u ž i t ý c h s y m b o l ů a zkratek 58 

Seznam p ř í l o h 60 

P ř í l o h y 60 

9 



Úvod 
Těsnící spára je důležitý konst rukční prvek z oblasti hydraul ických s t rojů a m á významný 
vl iv na dynamiku rotoru. Empir icky byly dokázány rozdíly mezi tzv. suchými a mokrýmy 
kri t ickými o táčkami rotoru, což vedlo na myšlenku analyzovat v l iv proudící tekutiny na 
rotující součást i . Obecně se j edná o př ídavné úč inky kapaliny na těleso, kdy nelze chování 
kapaliny a tělesa řešit jako dva oddělené sys tému, protože dochází k jejich vzá jemnému 
ovlivňování. 

V současné době existuje ř a d a p o s t u p ů ke s tanovení př ídavných účinků tenké kapali
nové spáry na rotor, avšak i základní ana lýza problému poskytuje dobrou p ředs t avu o tom, 
j a k ý m způsobem je dynamika rotoru ovl ivněna t í m t o zdánlivě m a l ý m prvkem. Př i v las tní 
konstrukci by měla p r o b ě h n o u t rozvaha, jak se těsnící spáry budou projevovat př i provozu 
stroje. Nežádoucí kmi t án í n a m á h á strojní součást i a t í m snižuje jejich životnost , p ř ípadně 
může být příčinou havárií . Tyto aspekty jsou motivací pro pochopení problematiky a její 
inženýrské uchopení pro technickou praxi. 

Úvodní část práce shrnuje poznatky související s problematikou těsnících spár , přičemž 
důraz byl kladen na aplikaci ve vodních strojích. S t ručně jsou popsány základní analyt ické 
př í s tupy a rozdíly mezi n imi a p ř í p a d n á omezení. Následně je uvedeno p o d r o b n é odvození 
analyt ického řešení dynamiky těsnící spáry, aby bylo j asné fyzikální a ma tema t i cké pozadí 
ukrývající se za zdánlivě j ednoduchými tvary výsledných vz tahů . 

Pro analýzu př ídavných účinků spáry na dynamiku rotoru je sestaven ma tema t i cký 
model rotoru založený na m e t o d ě konečných prvků . Výsledný model je validován pomocí 
komerčního softwaru A N S Y S a současně jsou diskutovány jeho limity. Následně je analy
zován vl iv těsnící spáry na dynamiku rotoru, k t e rý geometr i í odpovídá náv rhu geometrie 
z poslední části práce . 

Poslední kapitola obsahuje koncepční náv rh exper imentá ln ího měření . Návrh vychází 
z úvodní l i terární rešerše a možnost í hydraulické labora toře . V rámci konceptu jsou navr
ženy základní rozměry a je provedena modá ln i ana lýza sys tému, aby bylo možné odhad
nout jeho chování při měření . 
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1 Rešeršní studie těsnících spár 
Problematika rotorové dynamiky je velmi obsáhlá , proto je tato část zaměřena úzce na 
těsnící spáry a jejich vl iv na dynamiku rotoru. Jednomu z prakt ických p ř í s tupů řešení 
rotorové soustavy se věnuje kapitola 3. 

V inter iéru vodních s t rojů lze těsnící spáru nalézt na řadě typických míst [1], na obr. 1.1 
je znázorněn řez víces tupňových čerpadlem s vyznačenými lokacemi těsnících spár mezi 
rotorem a statorem. Šířka těsnících spár se pohybuje okolo 0,1 m m [ ]. P rouděn í v těchto 
úzkých pros torách je způsobeno rozdílnými t laky na vstupu a výs tupu a tyto oblasti jsou 
typ ickým zdrojem objemových z t r á t v čerpadlech. 

Těsnící spára mezi oběžnými koly 

Obrázek 1.1: Umís těn í těsnících spár na př ík ladu vícestupňového čerpadla . Upraveno 
a p řevza to z [1]. 

Z hlediska geometrie spáry lze rozlišit několik základních t y p ů těsnících spár [3], ně
které z nich jsou zobrazeny na obr. 1.2. Nej jednodušším př ík ladem je válcová spára , avšak 
v technických aplikacích jsou používané těsnící spáry s komplikovanější geometri í . Cílem 
těchto složitějších geometr i í je minimalizovat zpě tné průtoky, ale také nežádoucí dyna
mické účinky spáry na celý rotor. Další využívanou geometr i í jsou tzv. labyrintové těsnící 

Obrázek 1.2: Geometrie těsnících spár - a) válcová spára , b) kónická spára , c) spára 
s odsazením, d) spára s d rážkami , e) "Honeycomb". Upraveno a p řevza to z [3]. 
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spáry. Za j ímavým př ík ladem je pak geometrie inspirovaná včelími p lás tvemi označovaná 
jako "Honeycomb" (na obr. 1.2e). 

L o m a k i n ů v efekt 
V roce 1958 autor Lomakin publikoval práci zaměřenou na ana lýzu radiá lní síly působící 
v excentrické válcové spáře, k t e rá působí jako samovystředovací . Vycházel z ana lýzy tla
kového pole v prostoru spáry, graf t laku v závislosti na axiální vzdálenost i je na obr. 1.3. 
V jeho p ř í s tupu byl zanedbán vl iv rotace kapaliny. Zjist i l , že p rvn í v las tn í frekvence rotoru 
při provozu bez okolní kapaliny jsou nižší než v p ř ípadě provozu s kapalinou [3]. 

Obrázek 1.3: Distribuce t laku ve válcové těsnící spáře . Upraveno a p řevza to z [1] 

Bulk-Flow a n a l ý z a 

Autor Black v roce 1969 představi l model př ídavných účinků tenké těsnící spáry založený 
na v ý p o č t u koeficientů na základě daných p a r a m e t r ů spáry [ ]. J e d n á se o základní model 
př ídavných účinků a jeho matemat icko-fyzikálnímu popisuje věnován prostor v následující 
kapitole 2. Zák ladem analýzy je úp rava a řešení zákonů zachování pro danou geometrii 
a okrajové p o d m í n k y - zákon zachování hmotnosti (rovnice kontinuity) a zákon zachování 
hybnosti (Navierova-Stokesova rovnice). V př ípadě Blackova modelu lze postup označit 
za kvazi-analytický, protože v u rč i t ém kroku je n u t n é př i s toupi t k numer ickému řešení. 
Př ík lad v l ivu těsnící spáry na ampli tudo-frekvenční charakteristiku je zobrazen na obrázku 
1.4. P ř i uvažování př ídavných účinků kapaliny dochází pro danou geometrii ke zvýšení 
v las tn í frekvence, pro nulovou rotaci kapaliny je př ídavné t lumen í značně vyšší než s rotací 
kapaliny odpovídající polovině rotace hřídele. 

Autor Childs provedl dynamickou analýzu válcové těsnící spáry na základě řešení 
Hirsovy lubr ikační rovnice pomocí pe r tu rbačn í metody [5]. Jeho metodika na rozdíl od 
Blackova modelu umožňuje stanovit p ř ídavné účinky pro různé hodnoty rotace kapaliny 
v prostoru spáry, k t e r á je ovlivněna drsnost í povrchu rotoru a statoru, p ř ípadně rotací 
na vstupu. Dalš ím rozdílem je definice součinitele délkových z t r á t A, kdy Black využívá 
definici A podle Yamady [ ], odpov ídá vztahu (3.56). Zat ímco Childs v p ů v o d n í m článku 
definuje A j iným způsobem [5], nás ledně v publikaci [ ] adaptuje definici z t rá tového sou
činitele podle Blasiuse s úpravami pro geometrii spáry. O čistě analyt ický postup se j edná 
pouze v p ř ípadě k rá tké spáry. Tvar základního dynamického modelu je v obou př ípadech 
stejný a odpov ídá rovnici (2.57). 

z Vstup Výstup 
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Obrázek 1.4: Ampli tudo-frekvenční charakteristika rotoru buzeného nevyváženost í . Pa
rametr a charakterizuje geometrii spáry s vlivem součinitele délkových z t r á t , v tomto 
př ípadě byla variovaná pouze šířka spáry. Upraveno a p řevza to z [i]. 

Rada a u t o r ů se problematice dále věnovala a byly odvozeny komplikovanější modely, 
pro p ř ípad spáry s rovnoběžně umís těnými d rážkami je popsán postup v [ ], kdy autoř i 
vycházeli z Childsova modelu. Zde odvozený postup je použi te lný také pro hladkou spáru. 
Childs společně Dressmanem rozvinul svou metodu pro kónickou geometrii, kdy je t ř eba 
aplikovat kombinovaný analyt icko-numerický p ř í s tup [ ]. 

E x p e r i m e n t á l n í v ý z k u m 
Výše uvedené metody pro s tanovení př ídavných účinků zavádí b ě h e m v ý p o č t u ř a d u zjed
nodušení , proto i zde jako v j iných odvětvích hydromechaniky hraje v ý z n a m n o u roli ex
per imentá ln í výzkum. Ve všech níže zmíněných experimentech byla z k o u m a n ý m médiem 
voda. 

Nordmann a Massmann provedli měření těsnící spáry o šířce 0,35 m m v roce 1984. 
Měřena byla poloha rotoru a buzení probíhalo impulzn ím kladívkem, při s rovnání s Blac-
kovým modelem byla zjištěna shoda v axiální rychlosti, ale vysoké odchylky v predikci 
koeficientů [10]. 

Childs a Dressmann (1985) se svým experimentem zaměřili na kónickou spáru , kdy 
se její š ířka mění po délce [9]. Měření proběhlo pro několik kombinací hodnot t lakového 
spádu, geometrie spáry a otáček. V jejich p ř ípadě byl rotor buzen nevyváženost í a pou
žity byly opět snímače polohy. V rámci stejné publikace popisují t aké výpoče tn í s tanovení 
př ídavných účinků, se k te rými porovnávaj í výsledky experimentu, kde se ukazuje, že te
oreticky predikované hodnoty diagonální př ídavné tuhosti jsou vyšší než naměřené . 

Iwatsubo a kolektiv (1989) exper imentá lně zjišťovali s tat ické a dynamické charakteris
t iky těsnících spár [ ]. Jejich zjištěním je stabil izační efekt vs tupn í p ředro tace kapaliny 
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v opačném směru než jsou o táčky hřídele. Měřena byla výchylka a tlak, na jejichž základě 
byla dopoč í t ána radiá lní a tangenciá ln í síla, ze k terých pak byly určeny př ídavné účinky. 

Marscher (2008) provedl experiment a jeho srovnání s Blackovým modelem. Podobně 
jako Nordmann a Massmann byl rotor buzen impulsn ím kladívkem. Př i vyhodnocení 
výsledků byla snaha o minimalizaci v l ivu př i rozeného buzení (nehomogenita mate r i á lu 
apod.), proběhlo kumula t ivn í časové s t ředování měřené odezvy. 

Kohut se ve své diplomové práci věnoval exper imentá ln ímu s tanovení př ídavných 
účinků kapal inové těsnící spáry na základě měření radiá lní síly pomocí tenzometr ických 
sn ímačů [ ]. Z důvodu vysokého šumu v měřeném signálu nebylo možné př ídavné účinky 
stanovit. Buzení soustavy bylo provedeno ú d e r e m paličkou. Sestrojené zařízení je oproti 
výše zmíněným un iká tn í svou nesymetrickou konstrukcí a je zobrazeno na obrázku 1.5. 
Stejně tak je ojedinělé př ímé měření síly, větš ina exper imentá ln ích s tudi í využívá sn ímačů 
polohy, zrychlení, v novějších výzkumech je t aké využi to měření síly pomocí elektromag
netických ložisek [10]. 

Obrázek 1.5: Řez měřic ím zařízením použ i tým v práci Ing. Kohuta - tenzometr ické sní
mače byly umís těny na tělesech dvou radiálních ložisek. Upraveno a p řevza to z [ ]. 

N u m e r i c k é simulace 
V rámci neus tá lého pokroku výpoče tn í techniky se rozšiřují možnost i pro up la tněn í tzv. 
F l u i d Structure Interaction (FSI) simulací. V těchto typech simulací je provázán C F D 
(Computational F l u i d Dynamics) výpočet s interakcí s tělesy. Pro s tanovení př ídavných 
účinků je t ř e b a provést několik nes tac ionárních v ý p o č t ů pro různé o táčky rotoru. Z vý
sledků jsou metodou nejmenších čtverců stanoveny aproximační polynomy (funkce otáček) 
pro radiá lní a tangenciá ln í sílu, na základě nich jsou pak identifikovány př ídavné účinky. 
Uvedený postup ve své dizer tační práci prezentuje Havlásek [13]. Věnuje se několika ver
zím simulace, př ičemž poslední z nich je t r ans ien tn í výpočet pro komple tn í geometrii 
čerpadla . Rozsah geometrie a nutnost provést několik takových v ý p o č t ů vede na vysokou 
časovou náročnos t takových simulací. 
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S r o v n á n í t ě s n í c í c h s p á r a k l u z n ý c h l o ž i s e k 
Z pohledu geometrie se j e d n á o velice p o d o b n é prvky, ale jejich účinky na ro torový sys tém 
se značně liší. Těsnící spá ra m á typicky větší šířku než kluzné ložisko. Pro popis kluzných 
ložisek se t rad ičně používá laminárn í Reynoldsova rovnice, tedy i p ředpok lad charakteru 
proudění v úzkém prostoru je rozdílný. U kluzných ložisek m á na frekvenci v l iv rozložení 
teploty olejového filmu, avšak u těsnící spáry jsou tyto efekty zanedba te lné [1]. 

V rámci t é t o teoretické části práce byla snaha pokrý t základní poznatky z oblasti výzkumu 
těsnících spár. Výše uvedené poznatky jsou zaměřeny předevš ím na oblast čerpadel , ř ada 
výzkumů se zabývá spárami , kde je p roudíc ím méd iem plyn. N a základě studia analy
t ických p ř í s tupů k řešení těsnící spáry pak byl zvolen model podle Blacka, k te rý je dále 
pod robně popsán a analyzován. Poznatky z exper imentá lně zaměřených publ ikací byly 
využi ty při náv rhu experimentu. 
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2 Analytické řešení tenké spáry 
V té to kapitole je uvedeno základní analyt ické řešení tenké spáry, k teré je nás ledně v práci 
využi to pro s tanovení př ídavných účinků na dynamiku rotoru. Odvození koeficientů je 
provedeno na základě č lánku [ ]. 

2.1 Odvození koeficientů 
Pro s tanovení př ídavných účinků tenké kapalinové spáry jsou často využívány koeficienty, 
které jsou určeny na základě geometrie spáry, v las tnos t í kapaliny a t lakovém spádu. V té to 
části je popsán postup pro určení těch to koeficientů. Cílem je nas t ín i t fyzikální pozadí 
využívaných koeficientů, k te ré vychází ze základních rovnic hydromechaniky. 

b' 

P i 

O 
X 

4 • 
dx 

4 • 

P2 

•u-\ dx 
dx 

Obrázek 2.1: Geometrie kontrolního objemu tenké spáry. Upraveno a p řevza to z [i]. 

N a obrázku 2.1 je zobrazena geometrie tenké spáry s vyznačeným kont ro ln ím objemem 
kapaliny bdx, kde b = yo + y vyjadřuje šířku spáry se z a h r n u t í m malých výchylek - y0 je 
šířka spáry a y značí její malé výchylky. 

Pro daný kontrolní objem lze psá t rovnici kontinuity v následujícím tvaru (2.1). Úpra
vou rovnice a její integrací je pak získán vztah pro rychlost. 

Vztah pro rychlost je pak: 

,du • 
b—dx + bdx = 0 
dx 

u = U — -x 
b 

(2.1) 

(2.2) 

kde U je určeno na základě okrajových podmínek . Je uvažován nes tac ionární děj , po t é lze 
zrychlení kapaliny vyjádři t to tá ln í derivací rychlosti podle času. 

du du du 
dt dt dx 

(2.3) 

Př i úvaze výše uvedených vz t ahů a označení pro šířku spáry a její fluktuaci lze rovnici 
(2.3) přibližně přepsa t do následujícího tvaru. 
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dt 2/0 2/0 

Gradient t laku podél délky spáry L je vyjádřen následující rovnost í . Pro další úp ravy 
je zavedeno označení U = V + v, kde V je s t řední rychlost kapaliny při s tac ionárních 
podmínkách , tedy plat í , že výchylka šířky spáry y je nulová, a v je výchylka rychlosti. 

1 dp 
p dx 

du X 
-u (2.5) 

Člen rovnice (2.5) ^u2 vyjadřuje t lakové z t r á t y po délce spáry L. Vztah pro gradient t laku 
je t ř e b a upravit do podoby v závislosti na zavedeném označení rychlosti. K tomu je využi t 
výše odvozený vztah pro zrychlení kapaliny (2.4). 

du 
v-—(V + v) -X -V -X 

2/o i/o i/o i/o i/o 
(2.6) 

P r o m ě n n é v a y předs tavuj í výchylky, k teré jsou samy o sobě velmi malé , proto lze sou
čin vy považovat za nulový. Upravený vztah pro zrychlení kapaliny je pak dán následující 
rovností . 

du . y y 
— — v v X 

dt y0 y0 

Pro vyjádření t lakových z t r á t je zavedena p r o m ě n n á a, k t e r á charakterizuje geometrii 
spáry a zahrnuje z t r á tový součinitel A. 

(2.7) 

X-
i/o 

(2.8) 

Z výše uvedeného vztahu (2.8) je vyjádřen z t r á tový součinitel A, k te rý je využi t pro 
úp ravu p o m ě r u t, k te rý vystupuje ve členu vyjadřujícím tlakové z t r á t y ve vztahu pro 
gradient t laku (2.5). 

A = y0<T 1 _ y o - y = mo_ _ yp-y  
b L y0 + y y0-y L y0

2 -y2 
(2.9) 

Člen y2 je opě t velmi malý, proto jej lze považovat za nulový. Poměr je pak upraven do 
následujícího tvaru. 

A 

b 
a 
L 

1 - y_ 
i/o 

(2.10) 

Upravené vztahy (2.7) a (2.10) jsou následně dosazeny do vztahu pro gradient t laku 
(2-5). 

1 dp 
p x 

—v-\ v H x — — 
i/0 i/o 

1 - 2Vv - 2V—x 
2/o 

(2.11) 

Uvedený vztah je dále upravován a p řepsán do vhodné podoby. Provedené úpravy 
zahrnují zanedbán í velmi malých členů (vy, y y). Výsledný vztah pro gradient t laku je 
uveden níže. 

1 dp 
p dx 

y_ 
2/0 

X+IV + 2aV-x y . Vy 
— + a - 
2/o L y0 

V ' 
v + 2a—v 

v2 

a- (2.12) 
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Rovnice (2.12) je následně in tegrována podle dx od 0 do mís ta x, v místě x = 0 je 
hodnota t laku p = po-

P _ Po 
P P 

y x2 í Tx
2 \ y V2 y 

— — + [Vx + aV— — + a——x 
ž/o 2 \ L / y0 L y0 

• „ V ' 

v + 2a—v 
V2 

x-a—x (2.13) 
LJ 

V místě x = 0 je uvažována pouze vtoková z t r á t a £, po té lze vyjádři t po dosazením do 
rovnice (2.13). 

Po = Pi p(V + v)2 = P l 

: i + o p{V2 + 2Vv) (2.14) 

O b d o b n ý postup je aplikován v mís tě x = L, kde je hodnota t laku P2, dále je zde 
uvažováno s tac ionární proudění , proto jsou f luktuační složky rychlosti (v) i šířky spáry 
(y) nulové. Současně je do vztahu (2.13) dosazeno za p0, k teré bylo odvozeno výše. 

P2 = Pl ~ pV2 - apV2 (2.15) 

Uvedené úp ravy byly provedeny, aby bylo možné snadno vyjádři t rozdíl t laku p\ — p2, 
protože obecně při uvažování spáry je z n á m tlak před spárou a tlak za spárou, daná 
t laková diference je tedy j edn ím ze vs tupn ích p a r a m e t r ů pro výpočet dynamického v l ivu 
proudění kapaliny tenkou spárou. 

P = Pi-P2 = ~2pV2 [(1 + 0 +2a ] (2.16) 

Výsledný vztah pro tlak v mís tě x podél délky spáry je odvozen dosazením za po 
z rovnice (2.14) do vztahu pro rozložení t laku (2.13), jednot l ivé členy byly následně vhodně 
uspořádány. 

P _ Pi 
P P 

.r 
; i + 0 + 2<7-

V2- vx + 
X 

; i + o + 2 a - Vv + 

+ ž/o 2 \ L 
— + aV2- — 
V o Ly0 

(2.17) 

P r v n í dva členy výše uvedené rovnice (2.17) jsou s tacionární , pro tože v nich nevy
stupuj í žádné časové derivace ani f luktuační složky. Další ana lýza je zaměřena na vl iv 
výchylky y vůči s tac ionárn ímu stavu yo - dále jsou řešeny zbývající dva členy rovnice 
(2.17). Lze uvažovat , že se j e d n á o fluktuační složku t laku v mís tě x, tato složka je pro 
další výpoč ty označena Ap. 

Ap 

P y o 2 V L I y0 Ly0 

vx + 
X 

; i + o + 2 a z Vv (2.18) 

Pro sílu od kapaliny působící na s těnu po délce spáry L p la t í vztah. 

L 

f = Apdx (2.19) 
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Pro další úp ravy a integraci rovnice (2.19) je t ř e b a zavést diferenciální operá to r D . 

d 
D = 

D 2 = ^ 

dt 

dt2 

(2.20) 

Vztah (2.18) lze pomocí výše uvedeného diferenciálního ope rá to ru p řepsa t do následujícího 
tvaru. 

Ap 
//o 

X X 
-D +V \ x + a— D + (Jv y-p xD + 

X 
V v (2.21) 

Následně je provedena integ účelem vyjádření síly / , po úpravách je učena vztahem 
níže. 

f 1 L " 
6 yo 

9 V, 
D + - ( 3 + 2a)D + 3cr 

L2 D + [2(1 + 0 + 2a] 
V 

v (2.22) 

Ve výše uvedeném vztahu (2.22) figuruje fluktuační složka rychlosti v. Je zavedena 
substituce, aby bylo možné vyjádři t sílu / pouze pomocí p roměnné y. Substituce je odvo
zena ze vztahu (2.17), kde je dosazeno x = L. Vztah je upraven tak, aby se členy obsahující 
v vyskytovaly pouze na j edné s t raně rovnosti. 

V + [(1 + Z) + 2<T]JV = ^ 
- 2 V „ \— o V2-V+ -^-(1 + a)y + 2a—y (2.23) 

Obě strany rovnice (2.23) lze přepsa t pomocí diferenciálního ope rá to ru D , tento postup 
umožňuje nás ledné vyjádření fluktuační složky rychlosti v. 

D 2 + 2£( l + a )D + 2 g c r 

2y0 [D + [(1 + 0 + 2*]%] 
(2.24) 

Tento výraz je dosazen do rovnice pro sílu / (2.22) a celý vztah je upraven. Koeficienty 
jsou dále odvozeny pro konkré tn í hodnotu vtokové z t r á ty £ = 0 , 5. Tato hodnota již byla 
do výrazů dosazena a využ i ta pro algebraické úpravy, výsledkem je vztah pro sílu / 
v následující podobě . 

L 3 

2/o 

^ + l(3 + a ) ^ + (l+a + la2) g D + f a g 

D + ( l ,5 + 2 a ) f 
(2.25) 

Člen v h r a n a t é závorce lze označit za funkci K(D). Po té pro vztah pro sílu / ve 
z jednodušeném tvaru p la t í rovnost níže. 

/ = - p ^ K ( B ) y = -p^L2K(B)y 
yo A 

(2.26) 
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Stator 

Obrázek 2.2: Pozice rotoru a statoru.Upraveno a p řevza to z [i]. 

N a obr. 2.2 je naznačena geometrie umís těn í rotoru vůči statoru, pro tuto geometrii 
je u rčena síla ve směru y v důsledku působení kapaliny. 

Fy = -PL2RjK(D) J y cos 2 9 rJ9 = -irpL2RjK(D)y (2.27) 

o 

V dalších úpravách je dosazeno na funkci K(D) a celý vztah je vynásoben výrazem níže. 

v* 12 

12 
(2.28) 

Pro přehlednější zápis je t aké zavedeno označení p o m ě r u T — y, vzhledem k jed
n o t k á m se j e d n á p r o m ě n n o u s rozměrem času. Další z aplikovaných úp rav je vyjádření 
mocniny s t řední rychlosti V2 ze vztahu pro tlakovou diferenci (2.16). 

V 5 
2P 

p [(! + £) +2a] 
(2.29) 

Po té se j edná pouze o algebraické úp ravy vztahu pro sílu Fy (2.27), v h o d n ý m u spo řádán ím 
lze pak vztah přepsa t do následující podoby. 

F — —— 
v 6A l , 5 + 2rj 

RP 
T 3 D + 2(3 + 2 r j ) T 2 D 2 + (3 + 2 a ) 2 T D + 9a 

T D + (1,5 + 2a) 
V (2.30) 

Ve výše uvedeném vztahu (2.30) je výraz v d ruhé h r a n a t é závorce označen jako operá to r 
fc(D), po t é lze vztah přepsa t j ednoduše do následujícího tvaru. 

p — — 
v 6A 

a 
1,5 + 2(7 

RPk(D)y (2.31) 

V článku [1] autor pracuje s konkré tn í hodnotou £, aby v t é to práci byla zachována 
větší obecnost, budou další výpoč ty provedeny s obecnou hodnotou vtokové z t r á t y £. 
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V dalších krocích je rozpracována úprava operá to ru fc(D), z toho důvodu je níže uveden 
tvar v závislosti na £. 

fc(D) 

T 3 D 3 + 2(2(1 + S) + 2a)T2D2 + (6(1 + £) 
+ 8(7(1 + fl + 4q2)T£> + 6a( l + Q 

TD + (1 + e + 2cr) 
(2.32) 

Cílem dalších úprav je vyjádři t sílu Fy v následujícím tvaru, kde již vys tupuj í koe
ficienty fi0, iii a /x 2, k te ré se obvykle používají pro s tanovení př ídavných účinků tenké 
kapalinové spáry na rotor. 

TTRP 
[noy + i±\Ty + ^T2ý] (2.33) 

Př i porovnán í vz t ahů (2.30) a (2.31) je pa t rné , že je t ř eba některé výrazy zahrnout do 
operá to ru fc(D), aby bylo možné dosáhnou t požadovaného tvaru. Další důleži tou úvahou 
je zanedbán í členů T s vyšší mocninou než je dva. Tento krok je učiněn za předpokladu , 
že T je malé vzhledem k očekávané per iodě vibrací . 

Jmenovatele výrazu v závorce obsahující členy T D lze aproximovat binomickou řadou . 
Tato operace je uvedena níže, př ičemž bylo zavedeno označení X = T D , aby byl zápis 
dos ta tečně přehledný. Aproximace je provedena tak, aby max imáln í mocnina X, resp. T , 
byla opět dva, jak bylo zmíněno výše. 

X 
+ 

X2 

X + (l + e + 2cr) ( l + e + 2cr) (l + e + 2a ) 2 (l + e + 2cr) 
(2.34) 

Nyní lze upravit operá to r k(D) aproximací pomocí binomické řady, výsledný výraz je 
velmi dlouhý a nepřehledný, proto je uveden zápis jednot l ivých členů zvlášť. By lo také 
b ráno v úvahu zanedbán í členů s vyšší mocninou T (resp. X dle zavedeného označení) , 
tyto členy již nejsou dále uváděny. 

2cr(2(l + Q + 2g) 
6(l + e + 2a ) 2 

X2 + 
(6(l + 0 + 8cr(l + 0+4c r 2 ) c7 

6(1 + e + 2a) 2 
X + 6 a 2 ( l + Q 

6(l + e + 2a ) 2 

(6(l + 0 + 8a( l + Q + 4 a 2 ) a ^ 2 

6(l + e + 2a ) 3 

6 c r 2 ( l + 0 v 2 

6 a 2 ( l + Q 
6(l + e + 2a) 

:X 

;Xl 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 
6(l + e + 2cr)4" 

A b y bylo dosaženo požadovaného tvaru (2.33), byly sečteny odpovídající mocniny X°, 
X1, X2. Je pa t rné , že mocnina X° se ve výrazech vyskytuje pouze j edenkrá t , je tak velmi 
snadno odvozen prvn í h ledaný koeficient / X Q -

/'o (2.38) 

V př ípadě ni se nepodař i lo získat stejný tvar, k te rý je uváděn v l i te ra tuře . Níže je 
uveden postup, k te rý byl aplikován b ě h e m po t řebných algebraických úprav . Mocnina X1 
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se vyskytuje pouze ve výrazech (2.35) a (2.36). A b y mohly být dané výrazy sečteny, je 
t ř e b a je převést na společného jmenovatele. Další úp ravy jsou již pouze v čitatel i . 

(1 + 0 ( 1 + e + 2a)a + ^a2(l + 0 ( 1 + č + 2a) + j ^ 3 ( l + £ + 2a) - a2(l + 0 = 

= < T ( i + O 2 + A i + 0(1 + l o + ^ 3 y ( i + 0 + \ ° " = ( 2 - 3 9 ) 

= cr(l + O 2 + ^ 2 (1 + 0 ( 2 , 33 + 1, 3 3 0 + ^ 3 3 , 33(1 + 0 + 1, 33a 4 

Výsledný vztah pro koeficient /xi je uveden níže. Červeně zvýrazněná hodnota se liší 
od hodnoty, k t e r á je uváděná v l i te ra tuře [ ]. A le b ě h e m odvozování a nás ledné kontroly 
se nepodař i lo naleznout chybu v algebraických úpravách, k t e rá by vedla k rozdílu právě 
v tomto j ed iném čísle - v l i te ra tuře zde figuruje hodnota 2. 

_ a(l + Q 2 + a2(l + Q(2 , 33 + 1, 33Q + a 3 3 , 33(1 + Q + 1, 33a 4 

^ " (l + e + 2a)3 ( 2 - 4 0 ) 

V př ípadě koeficientu \ii je postup analogický, j e d n á se pouze o algebraické úpravy 
a jejich vhodné uspořádán í , aby bylo možné vyjádři t koeficient v požadované podobě . 
Bylo dosaženo shody s literaturou stejně tak, jak tomu bylo v p ř ípadě koeficientu Níže 
je uveden již výsledný vztah pro /x 2. 

0,33(1 + fl2(2£ - l ) a + (1 + Q ( l + 2 Q a 2 + 2(1 + Q q 3 + 1,33a 4 

^ " (l + e + 2a ) 4 ( 2 - 4 1 ) 

Jako koeficient /X3 je označován výraz vyskytující se ve vztahu pro sílu (2.33), v původní 
publikaci [ ] bylo použi to označení e. 

^ = e = — (2.42) 

Odvození výše uvedených koeficientů bylo založeno na řešení k rá tké kapal inové spáry. 
V článku [11] jsou koeficienty upraveny, aby zahrnovaly konečnou délku spáry L. 

fio = ^ 0 (2.43) 
l + 0 , 2 8 ( í ) 2 

1 + 0,23 
Mi = : - _ - , M 2 (2-44) 

fí2 = ^ 0 (2.45) 
l + 0 , 0 6 ( ^ ) 2 

2.2 Stanovení přídavných účinků na rotor 
Pomocí výše uvedených úp rav a úvah byly vyjádřeny koeficienty, k teré jsou využi ty pro 
s tanovení př ídavných účinků. Tato podkapitola se zabývá určen ím těchto př ídavných 
účinků na rotor. 

N a obrázku 2.3 je znázorněn rotor a stator, kvůli nás lednému řešení je uvažována 
jejich rotace tak, aby výsledná vzá jemná rychlost rotoru vůči statoru odpovída la rychlosti 
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Obrázek 2.3: Schéma uvažovaného pohybu rotoru a statoru s vyznačeným rotuj ícím sou
ř a d n ý m sys témem y'z'. Upraveno a p řevza to z [ ]. 

rotace OJ. Je tedy uvažována rychlost rotace kapaliny odpovídající polovině rychlosti rotace 
rotoru. V sou řadném sys tému y'z', k t e rý rotuje společně s hřídelí, pak lze napsat jednot l ivé 
složky sil. P ř i takto uvažovaném sys tému rotoru a statoru je p roudění čistě axiální , a proto 
lze využí t vztah pro sílu odvozený v kapitole 2.1. 

Fť = -/x 3(/xo + / x i T D + / z 2 T 2 D V 

Fz> = -ti3(jio + / x i T D + / z 2 T 2 D V 

Obrázek 2.4: Rotující souřadný systém. 

Jednot l ivé složky sil je nyní t ř e b a transformovat do souřadného sys tému pevně spo
jeného s rotorem. Nejdříve je uveden postup transformace souřadnic . N a obr. 2.4 jsou 
naznačeny dva souřadné sys témy se společným počá tkem. Pro souřadnice bodu v pevném 
souřadném sys tému y'z' p la t í následující vztahy. 

y = y cos (p — z sin p> 

z' = y sin ip + z cos <p 
(2.47) 

Tyto vztahy jsou následně derivovány podle času, po t é je provedena také d r u h á deri
vace podle času, k t e rá vystupuje ve vztahu pro sílu. 

y = ý cos (p — y(p sm p> — z sin p> — zip cos (p 

z = y sin (p + yip cos (p + z cos (p — zip sin ip 
(2.48) 
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y' — ý cos (p — y (p sin ip> — (ý(p + y(p) sin ip — ytp2 cos ip> 

—z sin ip — ž(p cos ip — (zip + zip) cos (p + zip2 sin ip 

z = y sin ip + yip cos 99 + (y<^ + yíp) cos 99 — yip2 sin 99 
+ ž cos ip — z(p sin 99 — (i<^> + z</?) sin ip — z<p2 cos 99 

(2.49) 

Úhel na točen í (p(ť) lze zapsat pomocí uhlové rychlosti rotace u jako (p = ut, úhlová 
rychlost uJ je uvažována jako kons tan tn í . Dále jsou rovnice zapsány pro čas t = 0, za 
tohoto p ředpok ladu se výše uvedené vztahy zjednoduší do podoby uvedené níže. 

y y 
z 

(2.50) 

y' 

(2.51) 

(2.52) 

ý' = ý-u)z 

z = z -\-uy 

- y — 2ué — oJ2y 

z = z + 2ujý — urz 

Souřadný systém, ve k t e r ém jsou zapsány vztahy pro složky síly Fy a Fz rotuje rychlostí 
\OJ, kde OJ je rychlost rotace hřídele. Potom plat í , že rychlost rotace souřadného systému, 
ve k t e r ém chceme síly vyjádř i t , u je také \OJ. Znovu je využi t diferenciální operá to r D , 
pomocí k te rého můžeme vztahy (2.51) a (2.52) vyjádři t následovně. 

D 2 / ' = v -

Dz' = i + -ojy 
(2.53) 

D V = y - u ž - -oj2y 

D V ž + ojý -OJ2 z 
(2.54) 

Identity (2.53) a (2.54) nyní mohou být dosazeny do vztahu pro složky sil (2.46), po 
úpravách jsou získány následující vztahy. 

-M3 /'-O '-a20J2T2 \ + / x i T D + / x 2 T 2 D 2 y + HsOJ 
1 
-/xiT + / x 2 T 2 D (2.55) 

Fz = —A*3 ^ - - / x 2 u ; ^ ) + HiTD + / x 2 T 2 D 2 "1 
Z - fl30J - /xxT + / x 2 T 2 D 2/ (2.56) 

Vztahy (2.55) a (2.56) jsou přepsány do mat icové podoby, kterou je možné naleznout 
v dos tupných zdrojích [16]. 

K k 
-k K + 

B b 
-b B + 

M 0 
0 M 

(2.57) 
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Porovnán ím odpovídajících si členů jsou tak odvozeny vztahy pro př ídavnou tuhost 
(K,k), p ř ídavné t lumen í (B,b) a p ř ídavnou hmotnost ( M ) . 

^3 [VO ~ \u2TJ (2.58) 

(2.59) 

B = HzHiT (2.60) 

b = Hz^uT2 (2.61) 

M = ii^2T2 (2.62) 

Tyto odvozené silové účinky tenké kapalinové spáry na rotor jsou dále v práci využi ty 
při analýze v l ivu kapal inové spáry na dynamiku rotoru. 
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3 M K P model rotoru 
V předchozí kapitole byl p o d r o b n ě popsán postup při zák ladn ím analyt ickém určení pří
davných účinků tenké kapal inové spáry na dynamiku rotoru. Tato kapitola se zabývá 
popisem sestavení modelu rotoru a řešením základních úloh rotorové dynamiky. 

Rotor je modelován metodou konečných p rvků ( M K P ) ve své nej jednodušší možné 
podobě . J e d n á se o p ř í s tup , k t e rý lze snadno algoritmizovat a provést řešení při současných 
výpoče tn ích možnostech. V dnešní době se na trhu vyskytuje ř a d a komerčních i volně 
dos tupných nás t ro jů založených na M K P . Z technického hlediska je urči tě vhodné rozumět 
zák ladům algori tmů, k teré stojí v pozadí těchto p rogramů, aby bylo možné se vyvarovat 
např . nevhodné interpretace dosažených výsledků. 

3.1 Hřídelový prvek 
Je uvažován hřídelový prvek se spoji tě rozloženou hmotnos t í . Zavedené označení je zob
razeno na následujícím obrázku 3.1. Prvek m á dva uzly a v každém uzlu čtyři deformační 
parametry (dva posuvy a dvě na točen í ) , dále je uvažovaný prvek pr izmat ický (kons tantn í 
průřez po délce prvku Ľ). Odvození prvku je provedeno na základě [7]. 

Y 

Obrázek 3.1: Hřídelový prvek a zavedené označení posuvů (modře) a na točen í (červeně). 
Upraveno a p řevza to z [ ]. 

Pro daný prvek jsou definovány tzv. bázové (označované t aké jako tvarové) funkce. 
Tyto funkce jsou odvozeny na základě daných okrajových podmínek , k te ré musí bý t spl
něny v uzlech elementu. Dané okrajové p o d m í n k y jsou p a t r n é z vykreslení bázových funkcí 
a jejich prvních derivací viz obr. 3.2. Pro funkce ipi a plat í , že v jednom uzlu mají mí t 
hodnotu rovnou jedné a ve d r u h é m nule. Pro zbývající dvě funkce ip2 a •í/;4 tato okra-
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jová p o d m í n k a p la t í pro p rvn í derivace daných funkcí. V př ípadě hřídelového prvku mají 
bázové funkce následující tvar [7]. 

e 2 g3 

^ i ( S ) = 1 - 3 - ^ + 2 -

s 2 

s 2 
(3.1) 

s 2 

Bázové funkce slouží k aproximaci posuvů a na točen í po délce prvku L. Pro mís to s na 
prvku pak pla t í níže uvedené vztahy pro vyjádření posuvů r a p. V daných vztazích je 
Ui = fit) a bázové funkce ipi = f(s). 

(3.2) 
r(s, t) = UXlj)\ + U^2 + «5^3 + «8^4 

p(s, t) = Ui^\ ~ U3ÍJ2 + UQÍJ3 - U7^)A 

Pro na točen í v mís tě s pak v p la t í následující vztahy odvozené z výše uvedených rovnost í . 

dr(s, ť) 

(3.3) 
y4 

(3(s,t) 

a(s, t) = 

ds 
dp(s, t) 

Os 
-U21p[ + U31p'2 - U61p'3 + «7^4 

Vztahy (3.2) a (3.3) lze vyjádři t v mat icovém tvaru, k te rý je výhodný pro další práci 
s nimi. 

r(s,t) 
p(s,t) 

* ( s ) w ( e ) ( í ) 

a(s, t) 
(3(s,t) 

T(s)u^(t) 

Tvary matic Ý a T lze snadno odvodit z rozepsaných rovnic (3.2) a (3.3). 

(3.4) 

(3.5) 

0 0 ^2 ^3 0 0 ^4 
0 ^1 0 0 ^3 0 

"ra" 0 w2 0 0 V>4 0 
0 0 w2 ^3 0 0 

(3.6) 

(3.7) 

Vektor deformačních p a r a m e t r ů u^e\t) je pak u s p o ř á d á n tak, že p rvn í čtyři prvky přísluší 
p rvn ímu uzlu a d r u h á čtveřice p rvků d r u h é m u uzlu. Vždy jsou nejdříve posuvy v uzlu 
a pak na točení , toto uspo řádán í respektuje zobrazení prvku a deformací na obrázku 3.1. 

Je uvažován prvek o jednotkové e lementárn í délce ds, lze napsat vztah pro kinetickou 
energii v následující podobě , kde m je hmotnost na jednotku délky, J je kvadra t ický 
moment p růřezu k př íčným osám a Jp je polárn í kvadra t ický moment průřezu. 

dEk 

rn J 
2 r+p2) + - (á2 - P2) + f (0 - 30a/?) (3.8) 
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V př ípadě kruhového průřezu o p r ů m ě r u d jsou konstanty m, J a Jp vyjádřeny rovnostmi 
níže. 

m = p— (3.9) 

£ (3.1D 

Vztah 3.8 je upraven dosazením za posuvy a na točen í z mat icových zápisů definovaných 
výše v (3.4) a (3.5). 

dEk = ^ů^T*T*ú^ + ^Ú^TTTTÚ^ - Jp^TTT

aTpů^ + (3.12) 

P r v n í člen ve vztahu (3.12) předs tavuje kinetickou energii danou t rans lačn ími posuvy, 
d ruhý člen je kinet ická energie d a n á rotací , t ř e t í člen předs tavuje v l iv gyroskopických 
účinků a poslední člen rotaci kolem osy. 

Celková kinet ická energie elementu je z ískána integrací e lementárn í energie dEk 
po délce elementu L, jednot l ivé členy jsou uspo řádány a označeny, aby bylo možné vztah 
zapsat v j e d n o d u c h é m mat icovém zápisu. 

Ek = UL^t (MT + MR) ii{e) - 4>u{e)TNÚ{e) + (3.13) 

Jednot l ivé matice odpovídaj í níže uvedeným vz t ahům. 

L 

MT = J m * T * d s (3.14) 

o 

L 

MR = J JTTTds (3.15) 

o 
L 

N = í JpTlTpds (3.16) 

O b d o b n ě je vy jádřena také potenciá lní energie prvku, nejdříve je zapsána ve své ele
men tá rn í podobě , potenciá ln í energie akumulovaná v prvku odpovídá energii napjatosti 
od ohybu, i? je Youngův modul pružnos t i a J je kvadra t ický moment průřezu. 

dEp = ^ ( r " 2 + p " 2 ) = ^-UW*"T*"u^ (3.17) 

Po integraci je získán vztah pro Ep, kde Ke je matice tuhosti hřídelového prvku. 

Ep = l-u^TKeu{e) (3.18) 
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EI^"2^"ds (3.19) 

Pohybové rovnice pro prvek v mat icovém tvaru jsou získány z Lagrangeových rovnic 
d ruhého druhu. Nevyskytuje se zde disipační energie, protože vl iv t lumen í bývá u dyna
mických v ý p o č t ů ro to rů běžně zanedbáván [7], [15]. Index e značí, že se j edná o matice 
příslušící prvku (elementu). Uhel na točen í <ft os xy kolem osy z (viz obr. 3.1) lze zapsat 
pomocí úhlové rychlosti u jako 0 = out, kde u je kons tan tn í . Nulová pravá strana rovnice 
znamená , že na prvek nepůsobí žádné vnější síly. 

Meú(e) - ooGeú(e) + Keu(e) = 0 (3.20) 

Matice hmotnosti je ME = M? + MR, GE = N — NT je matice gyroskopických účinků. 
Tvary výsledných matic jsou uvedeny podle [7]. 

M 7 

156 0 0 TIL 54 0 0 -13L 
0 156 - 2 2 L 0 0 54 13L 0 
0 - 2 2 L 4 L 2 0 0 - 1 3 L - 3 L 2 0 

mL 22L 0 0 4 L 2 13L 0 0 - 3 L 2 

420 54 0 0 13L 156 0 0 -22L 
0 54 - 1 3 L 0 0 156 22L 0 
0 13L -3L 2 0 0 22L 4 L 2 0 

- 1 3 L 0 0 - 3 L 2 --22L 0 0 4 L 2 

36 0 0 3L - 3 6 0 0 3L 
0 36 -3L 0 0 - 3 6 -3L 0 
0 - 3 L AL 2 0 0 3L —L2 0 

MR 

J 3L 0 0 4 L 2 -3L 0 0 —L2 

MR 

30L - 3 6 0 0 -3L 36 0 0 -3L 
0 - 3 6 31 0 0 36 3L 0 
0 - 3 L -L 2 0 0 3L AL2 0 

3L 0 0 —L2 -3L 0 0 3L 

0 36 --3L 0 0 - 3 6 -3L 0 
-36 0 0 -3L 36 0 0 -3L 
3L 0 0 AL2 -3L 0 0 —L2 

GP = 
Jp 0 3 L -- 4 L 2 0 0 -3L L2 0 

30L 0 - 3 6 3L 0 0 36 3L 0 
36 0 0 3L - 3 6 0 0 3L 
3L 0 0 —L2 -3L 0 0 AL2 

0 3L L2 0 0 -3L - 4 L 2 0 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 
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El 

12 0 0 6 L - 1 2 0 0 6L 
0 12 - 6 L 0 0 - 1 2 - 6 L 0 
0 - 6 L 4 L 2 0 0 6L 2 L 2 0 

6L 0 0 4 L 2 - 6 L 0 0 2 L 2 

- 1 2 0 0 - 6 L 12 0 0 - 6 L 
0 - 1 2 6L 0 0 12 6L 0 
0 - 6 L 2 L 2 0 0 6L 4 L 2 0 

6L 0 0 2 L 2 - 6 L 0 0 4 L 2 

(3.24) 

Matice hmotnosti M? a MR jsou symetrické, symetr ická je pak i výs ledná matice ME, 
matice tuhosti Ke je t aké symetr ická a matice gyroskopických účinků Ge je antisymet-
rická. 

0.4 0.6 
s/L [-] 

0.4 0.6 
s/L [-] 

Obrázek 3.2: P r ů b ě h bázových funkcí a jejich prvních derivací. 

3.2 Tuhý kotouč 
V předchozí kapitole byly odvozeny matice pro modelování podda jné hřídele. Tato část 
popisuje postup použi tý při modelování tuhých kotoučů, k teré v modelu mohou předs ta 
vovat např . oběžná kola čerpadla, turb ínové a kompresorové kolo turbodmychadla apod. 
Vztahy byly p řevza ty a upraveny pro značení zavedené výše podle [15]. 

Je uvažován kotouč o vnějším p r ů m ě r u D, vn i t řn ím p r ů m ě r u d a šířce h, kotouč je 
nasazen na hřídel v d a n é m uzlovém bodě , současně je p ředpok ládáno , že s t řed hmotnosti 
leží p ř ímo v uzlovém bodě . Dále jsou uvažovány čtyři s tupně volnosti v uzlu jak tomu 
bylo v p ř ípadě hřídelového prvku, j inak by výsledné matice nebyly konzis tentní , což by 
znemožňovalo sestavení celkového modelu rotoru. Níže jsou uvedeny parametry, k teré 
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vystupuj í ve výsledných maticích. J e d n á se o hmotnost kotouče m, moment setrvačnost i 
k ose rotace IQ a moment setrvačnost i k př íčným osám I. 

7T(D2 - d2) , 
m = p h 

I = p - T T ^ 4 - <ŕ)h 

I0 = P^{DA - dA)h 

(3.25) 

Diagonální matice hmotnosti t uhého disku m á pak následující tvar, index d značí , že 
se j e d n á o matici příslušící t u h é m u disku. 

m 0 0 0 
0 m 0 0 
0 0 J 0 
0 0 0 / 

(3.26) 

Matice gyroskopických účinků je stejně jako u hřídelového prvku a m á následující 
podobu. 

0 
0 
Io 
0 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 -h 

(3.27) 

Matice mají rozměr 4 x 4 , protože na rozdíl od hřídelového prvku přísluší pouze jednomu 
uzlu. V př ípadě hřídelového prvku (rozměr matic 8 x 8 ) prvková matice zahrnuje dva uzly, 
k t e rým je prvek definován. 

3.3 Ložiskové vazby 
Rotor je zpravidla uložen v ložiskách, ma tema t i cké modelování ložisek je samo o sobě 
komplikovanou disciplínou [ ]. Obecně jsou ložiskové vazby nel ineární , avšak v t é to práci 
bude využi to nej jednoduššího možného p ř í s tupu k zavedení ložiskových vazeb. 

V př ípadě kluzných ložisek vychází model z Reynoldsovy rovnice [7]. Hladké kluzné 
ložisko se od tenké kapalinové spáry řešené v kapitole 2 liší charakterem prouděn í v úzkém 
prostoru. U tenké kapal inové spáry v p ř ípadě nulové rotace není silové působení . Tato 
skutečnost je dobře p a t r n á z výsledných sil působících na rotor (2.57), k teré jsou závislé 
na výchylce. 

Valivá ložiska je možná modelovat pomocí nel ineárních modelů , jeden z modelů je 
popsán v [15]. Dalš ím typem používaných ložisek jsou ložiska e lekt romagnet ická . 

Cílem práce je analyzovat v l iv tenké kapalinové spáry, proto jsou ložiska modelována 
jako izotropní - p o p s á n a pouze tuhos t í k, v l iv t l umen í b je zanedbán . Ve své p o d s t a t ě se 
j edná o uložení na pruž inách o velmi vysoké tuhosti jak je naznačeno na obr. 3.3, aby byl 
jejich vl iv na vlas tn í frekvence soustavy co nejmenší . 
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Obrázek 3.3: Schématické vykreslení použi té ložiskové vazby. 

Pro matici tuhosti ložiska Ki pak p la t í následující vztah, jde vidět , že ložisko m á vl iv 
pouze na p rvn í dva deformační parametry v uzlu a to posuvy, zbývající prvky matice jsou 
nulové. 

/c 0 0 0 
0 /c 0 0 

1 ~ 0 0 0 0 
0 0 0 0 

3.4 Sestavení celkového modelu rotoru 
V předchozích kapi to lách práce byly uvedeny vztahy popisující chování jednot l ivých p rvků 
a vazeb při sestavení celkového modelu rotoru, j edná se vždy o matice příslušící konkrét 
n ímu uzlu modelu, v p ř ípadě hřídelového prvku pak dvěma uzlům. V dalš ím postupu při 
M K P modelování je t ř eba sestavit globální matice řešené soustavy. 

V p rvn ím krokuje t ř eba provést diskretizaci rotoru. Dlouhé části hřídelí je vhodné roz
dělit na několik úseků, aby bylo možné dobře zachytit ohybové tvary, dále změna p růřezu 
hřídele vede na umís těn í uzlů, protože je t ř eba , aby byly jednot l ivé prvky pr izmatické. 
Kotouče a ložiska jsou z hlediska modelování vždy umís těny v uzlu. Větš ina z těchto sku
tečnost í vede na př i rozenou tvorbu konečně prvkového modelu, avšak u komplikovanějších 
soustav tento krok může vyžadovat již jistou zkušenost z oblasti modelování ro torů . 

(3.28) 

Obrázek 3.4: Znázornění diskretizace rotoru. Červeně jsou označeny jednot l ivé uzly, kte
r ý m odpovídá červené číslování. Černé číslování odpovídá p rvkům. V i - tém uzlu rotoru je 
nasazen kotouč (znázorněn modře ) . 
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N a obr. 3.4 je znázornění rozdělení rotoru na jednot l ivé prvky, jejichž počet je n, počet 
uzlů je pak n + 1. Globální matice modelu jsou čtvercové o rozměru 4(n + 1). Schéma 
jednot l ivých př í spěvků do globální matice je na obr. 3.5. 

,u u (e) 

U (n+1) 

Obrázek 3.5: Př í spěvky od jednot l ivých e lementů resp. uzlů do globální matice systému. 
Upraveno a p řevza to z [ ]. 

P ř i algoritmizaci v ý p o č t u je nejdříve sestavena globální matice všech hřídelových 
prvků, po t é globální matice kotoučů, kdy jednot l ivé př íspěvky od daných kotoučů jsou 
vždy na pozici odpovídacího uzlu. Analogicky je pos tupováno v př ípadě ložisek. Výsledné 
globální matice modelovaného sys tému jsou pak získány souč tem odpovídajících si jednot
livě sestavených globálních matic (hmotnosti, tuhosti, t lumení , gyroskopických úč inků) . 

Dále je t ř e b a sestavit vektor všech deformačních p a r a m e t r ů . Uvedené sestavení globál
ních matic vede na vektor, kde jsou za sebou p o s t u p n ě posk ládány vektory jednot l ivých 
uzlů. Jestl iže je vektor deformačních p a r a m e t r ů z-tého uzlu označen jako u^%\ pak je 
sestaven vzhledem k rovnicím (3.2) a (3.3) následovně. 

u (i) 
U2 
U3 

U/L 

(3.29) 

Jednot l ivé složky vektoru (3.29) odpovídaj í p o s u v ů m a na točen ím, jak je naznačeno na 
obr. 3.1. Výsledný vektor je označen jako u a m á tvar uveden níže. 

u 

u,™ 

u (n+1) 

(3.30) 

Výsledný sestavený model sys tému je pak d á n následující maticovou rovnicí, kde je 
uvažována i matice t lumen í B, přestože ve výše uvedených prvcích nefiguruje. Je to z toho 
důvodu , že t lumen í se vyskytuje v modelu tenké kapalinové spáry. 

Mú + (B + uG)ú + Ku = 0 (3.31) 

3.5 Modálni analýza 
Jednou ze základních úloh dynamiky je s tanovení vlas tních frekvencí a j í m přísluší-
cích vlas tních tva rů kmi tů . Z technického hlediska mají v las tn í frekvence velký význam. 
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Jestl iže dochází k buzení soustavy na vlas tn í frekvenci, dochází k rezonanci, což je nežá
doucí a může mí t fatální následky. V té to části je popsán postup pro s tanovení vlas tních 
frekvencí v př ípadě sestaveného M K P modelu. Popis metodiky je založen na publikaci 

[15]-
Je uvažováno volné kmi t án í l ineární soustavy popsané rovnicí (3.31), j e d n á se o homo

genní diferenciální rovnici v mat icovém tvaru. Modáln i ana lýzu soustavy je vhodné řešit 
ve s tavovém prostoru, k te rý je definován s tavovým vektorem q. 

(3.32) 

Počet s t upňů volnosti je pak dvojnásobný, oproti původn í soustavě. Soustava (3.31) je 
rozšířena o identitu MÍL — Mú = 0. Výsledná soustava dvou mat icových rovnic je pak 
následující. 

MÍL - MÍL = 0 

Mu + (B + uG)ú + Ku = 0 ^ ' ' 

Soustavu (3.33) lze zapsat pomocí matic. 

0 M 
M B + uG + 

M 0 
0 K 

0 (3.34) 

Z výše uvedeného zápisu lze snadno odvodit tvar soustavy vyjádřený pomocí stavového 
vektoru q. 

Nq + Pq = 0 (3.35) 

Z rovnice (3.35) je pak vyjádřena časová derivace stavového vektoru q, aby byla sou
stava zapsána ve tvaru, k te rý vede na řešení p rob lému vlastních hodnot. 

q = - N l P q = Aq (3.36) 

V rovnici výše je A tzv. systémová matice, v níž E p ředs tavuje jednotkovou matici. 

-M-\B + uG) -M-]K 
E 0 

(3.37) 

Rovnici ve tvaru (3.36) odpovídá následující řešení. 

q(t) = qext 

q(t) = \qext 
(3.38) 

Dosazením řešení do původn í diferenciální rovnice (3.36) je získán vztah níže, k te rý od
povídá problému vlastních hodnot systémové matice A. 

(XE - A)q = 0 (3.39) 

Řešena je tedy následující charakter is t ická rovnice, kdy řešením jsou tzv. v las tn í čísla A^. 

det(\E - A) = 0 (3.40) 
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Vlas tn í čísla mohou být komplexně sdružená nebo reálná, kde av značí reálnou část a /3V 

imaginárn í část v las tn ího čísla. 
\ v cxv i i/3v (3 41) 

Xv — av 

Z hlediska analýzy dynamické soustavy je výhodné vlas tn í čísla vhodně uspořáda t . 
Nejdříve jsou seřazeny čísla komplexně sdružená podle velikosti imaginárn í části /3V. Po té 
až jsou uvedeny vlas tn í čísla reálná. 

\ v = av + i(3v pro v — 1,2,... ,m 

Xv = av — i(3v pro v — 1,2,... ,m (3.42) 

\ v = av pro v = 2m + 1,... ,2n 

Imaginárn í část komplexně sdružených vlastních čísel (3V p ředs tavuje v las tn í frekvenci sys
tému. Reá lná část v las tn ího čísla av vyjadřuje stabilitu systému. Jest l iže existuje k ladná 
reá lná čás t v las tn ího čísla av, pak je soustava v d a n é m m ó d u nestabi lní . 

3.6 Ustálená odezva systému na nevy váženost 
V předchozích částech byla pohybová rovnice uvažována jako homogenní , popisovala tedy 
volné kmi t án í vyšetřované soustavy. Nyní bude do modelu zaveden vl iv nevývahy, k te rý je 
u ro torů čas tým typem buzení . Uvedený postup je zpracován podle [15]. Je prakticky ne
možné dosáhnou t plně vyváženého rotoru např . z důvodů nehomogenity mate r i á lu a mon
táže . 

• y 
mrerco2 

Obrázek 3.6: Nevyváženost rotoru o hmotnosti mr ve vzdálenost i er od osy rotace z. 

N a obr. 3.6 je znázorněna nevyváženost rotoru spolu s působící ods t ředivou sílou, k te rá 
zde působí . Je uvažováno, že nevyváženost je umís t ěna v z-tém uzlu modelu rotoru, potom 
je vektor buzení f(t) následující. 

/(*) 

0 

mreru2 cos ut 
mreru2 sincut 

(3.43) 

35 



Nenulové prvky f (t) odpovídaj í umís těn í souřadnic a v$ uzlu i v rámci vektoru u. 
Toto umís těn í lze snadno určit na základě čísla uzlu i. 

11 

a. 

1 
(0 

4 i - 3 

4i - 2 
(3.44) 

Us tá lená odezva je odhadnuta v komplexním tvaru, kde ur je vektor komplexních ampli
tud výchylek. 

ú ( í ) = uré^ (3.45) 

Podobně je do komplexního tvaru p řepsán vztah pro harmonickou budící sílu (3.43). 

/(*) 

0 

mreru2 cos ut 
-imreru2 šinut 

0 

re hal (3.46) 

Celkový model soustavy v komplexním tvaru je pak následující. 

Mii + (B + w G ) ú + Kú = f (3.47) 

Je t ř e b a vyjádři t derivace odhadovaného řešení (3.45), po té lze dosadit do modelu výše 
a dále jej upravit. 

ú = iojureluJt 

(3.48) 

Po úpravách je získána rovnice (3.47) ve tvaru níže, kde matici v h r a n a t é závorce, lze 
označit jako Z(u) a j e d n á se o tzv. matici dynamické tuhosti. 

[-u2M + iu(B + uG) + K] ur = fr 

Z(u)ur = f r 
(3.49) 

Vektor komplexních amplitud ur je pak získán řešením rovnice (3.49). 

Ur = Z~X{uj)fr (3.50) 

Získaný vektor ur je dosazen do odhadovaného tvaru řešení (3.45), k teré může být 
pomocí vz t ahů p la tných pro komplexní čísla dále rozepsán. 

ú(t) = ureiuJt = (ufe + iul

r

m)(cosut + i šinut) 

ú(t) = (uf* cos ut - ur

msmut) + i ( u ^ e sin ut + ul

r

m cos ut) 
(3.51) 

Reá lná část výše uvedeného komplexního vektoru ú(t) pak odpov ídá řešení reá lnému u(t). 

u{t) = Re[ú( í ) ] = ufe cosut - ul

r

m šinut (3.52) 
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3.7 Model rotoru s vlivem tenké kapalinové spáry 
Kapi to la 2.2 byla věnována s tanovením silových účinků od tenké kapalinové spáry na 
rotor. Nyní budou tyto vztahy využi ty a implementovány do sestaveného matemat i ckého 
modelu. 

Je uvažováno, že t e n k á kapal inová spá ra působí v z-tém uzlu modelu rotoru. Pro lepší 
p ředs tavu jsou působící síly dané vztahem (2.57) p řepsány a přeznačeny, aby korespondo
valy se značením zavedeným podle obr. 3.1, k teré se vyskytuje v m a t e m a t i c k é m modelu. 

(0 
,(0 

K k 
-k K 

a 

u. + 
B b 
-b B ti + 

M 0 
0 M ..(i) (3.53) 

Tvar odvozených silových účinků kapalinové spáry je výhodný, protože je zde zřetelná 
podobnost s m a t e m a t i c k ý m modelem. Jednot l ivé matice odpovídaj ící p ř ídavné tuhosti, 
t l umen í a hmotnosti je však t ř eba rozšířit , aby respektovaly čtyři volné parametry v uzlu. 
Tento postup je naznačen pro matici př ídavné tuhosti KP, analogicky by se postup opa
koval u matic př ídavného t lumen í BP a p ř ídavné hmotnosti MP. 

K k 0 0 
-k K 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

(3.54) 

S takto upravenými maticemi lze nyní pracovat jako s j inými prvky zah rnu tými v mo
delu - je t ř e b a přičíst je na odpovídající pozice v globálních maticích, jak bylo popsáno 
v 3.4. Výsledný m a t e m a t i c k ý model m á pak stále stejnou podobu, jak popisuje vztah 
(3.31). Úlohy rotorové dynamiky (modáln i analýza, odezva na nevyváženost) popsané 
v předchozích kapi to lách jsou řešitelné popsanými postupy. 

V l i v kapal inové spáry se redukuje na silové účinky působící v jednom uzlu modelu, 
na tuto skutečnost i je dobré pamatovat př i tvorbě diskretizace a uzly rozmíst i t vhodně 
vzhledem k t é t o skutečnost i . 

3.8 Implementace matematického modelu 
Uvedený M K P model byl naprogramován v pros t ředí Mat lab ve verzi R2022b. Níže je 
uvedena s t ručná logika řešení a p ř í p a d n á omezení. Nebylo cílem sestavit model pro jeden 
konkré tn í rotor, ale j ednoduchý systém, k te rý uživateli poskytne volbu urči tých parame
t rů , p ř ípadně může být rozšířen o další prvky. 

Mat lab je vysokoúrovňový programovací jazyk vytvořen pro po t ř eby inženýrů a vědců, 
jejichž každodenn í práce vyžaduje nepřeberné množs tv í ma tema t i ckých operací . Lze jej 
využí t pro tvorbu jednoduchých skr ip tů , ale t aké pro vývoj rozsáhlejších aplikací. No
vější verze umožňují i objektově orientované programování , k te ré je vhodné při tvorbě 
komplexnějších p rogramů a je typické např ík lad pro programovací jazyk Python. 

N a obr. 3.7 je schémat icky naznačeno, jaké funkce byly vytvořeny a co jsou jejich 
vs tupn í parametry. Vstupy i jejich požadované jednotky jsou vždy uvedeny v komentář i 
k dané funkci v př i loženém kódu. V ý s t u p e m ze základních funkcí (světle modré označení) 
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Obrázek 3.7: Struktura programového řešení s popsanými vstupy do jednot l ivých funkcí. 

jsou pak vždy matice popisující daný prvek a p ř ípadně pozice (číslo uzlu), kde je prvek 
umís těn . 

Tyto jednot l ivé výs tupy jsou následně využi ty pro sestavení celkového modelu rotoru. 
V tomto kroku jsou v kódu sestaveny globální matice vyšet řovaného systému. Tyto glo
bální matice vs tupuj í do samotné analýzy, j e d n á se bud o s tanovení vlas tních frekvencí, 
nebo určení odezvy na nevyváženost rotoru. Logický postup přesně následuje dříve po
psaný m a t e m a t i c k ý model. 

V rámci v ý p o č t u koeficientů pro s tanovení př ídavných úč inků tenké kapalinové spáry 
(p0 až p3), je t ř e b a stanovit hodnotu s t řední rychlosti V, aby mohl být vypoč í t án sou
činitel délkových z t r á t A. Pro výpočet A byl využi t vztah uveden v [16], k t e rý vychází 
z tzv. axiálního (Rea) a obvodového (ReQ) Reynoldsova čísla. 

Rea 

Ren 

2pVy0 

pRum 
(3.55) 

Ve vztazích výše je u úhlová rychlost rotoru, R je poloměr rotoru, p dynamická viskozita 
kapalina, p hustota kapaliny a yo š ířka tenké spáry. Z t rá tový součinitel je pak definován 
následovně. 

2" 
A = 0, 079i?e-0,25 1 + 

7Rec 

8Rer, 

0,375 
(3.56) 

Postup pro s tanovení V je i terační a bylo využi to základních funkcí v Mat labu. Do 
vztahu pro tlakovou diferenci (2.16) je dosazeno za a pomocí výše uvedeného vztahu pro 
A, v takové rovnici je již j ed iná n e z n á m á a to právě s t řední rychlost V. Tato rychlost je 
dopoč í t ána a nás ledně může být stanovena hodnota z t rá tového součinitele A a po t é jsou 
dopoč í tány jednot l ivé koeficienty. 
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4 Aplikace na příkladu rotoru 
V té to kapitole jsou popsány výsledky získané sestavením ma tema t i ckého modelu rotoru 
a je analyzován vl iv tenké těsnící spáry na dynamiku rotoru. Nejdříve bylo provedeno 
tes tování ma tema t i ckého modelu, kdy byl referenční výpočet proveden v programu A N -
S Y S . Také vlas tn í výpočet př ídavných účinků tenké těsnící spáry byl nejdříve s rovnán 
s literaturou, aby byla ověřena jeho správnost . 

4.1 Testování M K P modelu 
Testovací př ík lad byl zpracován na rozměrech rotoru, k te ré vzešly z náv rhu experimentu. 
J e d n á se o symetr ický rotor, k te rý je zobrazen na obrázku 4.1. Červená kolečka značí ulo
žení na izotropních ložiskách, jednot l ivé rozměry a mater iá l rotoru je pak popsán v tabulce 
4.1. 

Tabulka 4.1: Parametry rotoru v tes tovacím př ík ladu 

L (mm) 1000 
d (mm) 20 
D (mm) 100 
h (mm) 55 
p k g / m 3 7800 
E (Pa) 2,1 • 10 

L/2 

0d 
0d, 0D 

k=10" N/rru ~ék=10HN/m 

h 

L 

Obrázek 4.1: Schéma rotoru využi tého pro tes tování sestaveného ma tema t i ckého modelu. 

Rotor byl rozdělen na dvacet stejných prvků, délka jednoho prvku tedy odpovídala 
Le =50 mm. Kotouč je umís těn upros t ř ed hřídele, čemuž odpovídá uzel č. 11 (programo
vací jazyk Mat lab indexuje od jedničky a ne od nuly, jak je běžné v j iných programovacích 
jazycích). Vykreslení diskretizace rotoru je součást í kódu a je k nah lédnu t í na obr. 4.2. 
Uvedené vykreslení n e m á nas tavené stejné měř í tko os. Červenými body je označeno umís
těn í ložisek, kotouč je pak naznačen černou barvou. 

Srovnávací výpočet byl proveden v programu A N S Y S ve verzi 2023R1. Pro modá ln i 
ana lýzu program obsahuje modul Modal. Geometrie byla vy tvořena v pros t ředí Design 
Modeler a nás ledně byl využi t síťovací nás t ro j Meshing pro vytvoření výpoče tn í sítě. Z 
hlediska ná roků na výpoče tn í síť pro základní modá ln i ana lýzu geometrie není n u t n é volit 
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Obrázek 4.2: Vykreslení diskretizace rotoru v programu Mat lab. 

příliš jemnou diskretizaci. Vytvořená síť m á celkem 8 598 uzlů, což odpovídá 1 608 p r v k ů m 
a je zobrazena na obr. 4.3. Mater iá lové vlastnosti byly použi ty stejné, jako jsou uvedeny 
v tabulce 4.1. Ložiska byla modelována pomocí funkce Bearing, k t e rá umožňuje zadat 
tuhosti a t lumen í v jednot l ivých směrech. V tomto p ř ípadě byla z a d á n a tuhost 10 1 1 N / m 
pro diagonální prvky, os t a tn í hodnoty byly ponechány nulové. 

Obrázek 4.3: Model rotoru, k t e rý byl vy tvořen v programu A N S Y S . 

Vlas tn í simulace byla provedena pro dvě hodnoty rychlosti rotace. V p r v n í m př ípadě 
byla rotace hřídele nulová, ve d r u h é m př ípadě byla nastavena na hodnotu 1000 o t . /min . 
Pro stejné hodnoty byla provedena také simulace v Mat labu , získané frekvence jsou uve
deny v následující tabulce. 

Z tabulky 4.2 je pa t rné , že dvojice frekvencí vždy přísluší j edno t l ivým s m ě r ů m kolmým 
na osu rotace. V rámci ma tema t i ckého modelu sestaveného v Mat labu jsou tyto frekvence 
shodné, což nepla t í pro výsledky získané simulací v programu A N S Y S . Tahle skutečnost 
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Tabulka 4.2: Vlas tn í frekvence získané v ý p o č t e m v Mat labu a pomocí programu A N S Y S . 

Matlab (Hz) A N S Y S (Hz) 
n (ot./min) 0 1000 0 1000 

21,3 21,3 22,6 22,6 
21,3 21,3 22,6 22,6 
157,5 156,4 155,4 154,3 
157,5 158,5 155,4 156,5 
275 275 298,7 298,7 
275 275 298,7 298,7 
557,4 552,1 546 542,3 
557,4 562,6 546,1 549,9 

je d á n a předevš ím nepravidelnou diskretizací modelu v řešiči, kdy jednot l ivé prvky nemusí 
být umís těny plně souměrně . 

Nejlepší shody bylo dosaženo u p rvn í v las tn í frekvence, kde je rozdíl 1,3 Hz. U druhého 
m ó d u je tento rozdíl v p ř ípadě bez rotace již 2,1 Hz a u vyšších frekvencí dále na růs tá , 
avšak z hlediska dynamické analýzy jsou pro nás nej významnějš í nízké frekvence, u kte
rých může nastat shoda s budící frekvencí působící na systém. Rozdíly ve vypoč í taných 
frekvencích vznikají t aké v p ř í s tupu k modelování kotouče, kdy v m a t e m a t i c k é m modelu 
je disk uvažován jako tuhý, za t ímco v programu A N S Y S jsou řešeny také jeho deformace. 

V tabulce 4.2 je t aké vidět v l iv rychlosti rotace na vlas tn í frekvence, ale protože 
se j e d n á o symetr ický rotor včetně symetr ického uložení, tak tento vl iv gyroskopických 
účinků není příliš výrazný. 

Obrázek 4.4 zachycuje p rvn í dva vlas tn í tvary daného rotoru. Vykreslení pomocí kódu 
v Mat labu vychází z vlas tních vektorů , k te ré přísluší v las tn ím číslům. J e d n á se o odhad 
vlas tn ího tvaru, př ičemž výchylka na svislé ose n e m á v ý z n a m reálné výchylky kmi tů . 
Podobně je to i v p ř ípadě řešení v programu A N S Y S , proto není zobrazena legenda, neboť 
hodnoty deformace jsou také pouze relat ivní . Numerický řešič M K P v programu A N S Y S 
je založen na řešení p rob lému vlastních hodnot, př ičemž algoritmy jsou opt imal izované 
a značně pokročilé oproti j ednoduchému p ř í s tupu prezentovanému v práci . 
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Obrázek 4.4: Vykreslení prvních dvou vlastních tva rů k m i t ů řešeného rotoru - a) první 
v las tn í tvar, b) d ruhý vlas tn í tvar. Nahoře vykreslení v programu Mat lab , dole vizualizace 
z programu A N S Y S . 

4.2 Testování výpočtu přídavných účinků tenké kapa
linové spáry 

Pro tes tování v ý p o č t u př ídavných účinků tenké kapalinové spáry byl použi t př ík lad do
s tupný v [16], p ro tože uvádí veškeré po t ř ebné parametry pro výpočet jednot l ivých p rvků 
matic. V t é t o část i je t aké analyzován vl iv rozdílu odvozeného tvaru koeficientu /xi , k te rý 
je popsán ve vztahu (2.40). 

Vs tupní parametry v ý p o č t u př ídavných úč inků tenké spáry shrnuje následující ta
bulka, k t e rá koresponduje s obr. 4.5. Poslední hodnota na obrázku Inlet Swirl Ratio 
(vs tupní rotace kapaliny) n e m á pro výpočet význam, protože v předloženém p ř í s tupu 
je rotace kapaliny d a n á a to polovina rychlosti rotace hřídele, pro kterou byly odvozeny 
vztahy v kapitole 2.2. 

Nejdříve byl proveden výpočet pro koeficienty uvedené v l i te ra tuře , po t é byl upraven 
koeficient /xi dle odvozeného vztahu a pro stejné vs tupn í hodnoty byly př ídavné účinky 
přepočí tány. V obou př ípadech byl zahrnut vl iv konečné délky spáry. Tyto výsledky shr
nuje tabulka 4.4, v l iv rozdílu jednoho čísla v či tatel i koeficientu /xi způsobuje minimální 
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Liquid Annular Seal - Dynamic Coefficients 

Units: I Metric • I Method: |Black & Jenssen (1970) V ] 

Seal Length: 

Shaft Diameter: 

50 

150 

mm 

mm 

Radial Clearance: |0.25 mm 

Speed (rpm): 11200 

Fluid Density: [979 

Dynamic Viscosity: [0.414 

Pressure Drop: 13.8 

CentiPoise 

bars 

Inlet Loss Factor: 01 

Flow Rate = |0.0033684 

K = Kxx = Kyy = I6.247E+006 

rrT3/s 

N/m 

Inlet Swirl Ratio: 0.5 

C = Cxx = Cyy = 129391 

k = Kxy = -Kyx = |l.8467E+006 N/m c = Cxy = -Cyx= |1104.G 

N-s/m 

N-s/m 

M = Mxx • Myy = 18.7899 N-s"2/m N-s"2/m 
Run Close 

Obrázek 4.5: Parametry a výs tupy testovacího př ík ladu na výpočet př ídavných účinků 
tenké kapalinové spáry [16]. 

Tabulka 4.3: Parametry tenké spáry. 

Vstup Z n a č e n í Hodnota 

Délka spáry L (mm) 50 
P r ů m ě r rotoru D (mm) 150 
Šířka spáry yo (mm) 0,25 
Otáčky n (ot./min) 1200 
Hustota kapaliny p (kg/m 3 ) 979 
Dynamická viskozita \x (Pa • s) 0,000414 
Tlakový spád P (Pa) 138 000 
Vtoková t laková z t r á ty e B 0,1 

rozdíly na výsledné př ídavné účinky. V př ípadě vz tahů p řebraných z literatury se podař i lo 
dosáhnou t přesné shody, zde bylo největší riziko ve sp rávném určení s t řední rychlosti V 
(resp. p r ů t o k u Q), kde muselo být využi to numerické řešení. 

Tabulka 4.4: Výsledné hodnoty př ídavných účinků a p r ů t o k u pro testovací př íklad těsnící 
spáry. 

Dle literatury Dle o d v o z e n í 

Q (m 3 /s) 0,003363 0,003363 
K (N/m) 6,247 • 10 6 6,247 • 10 6 

k (N/m) 1,8467 • 10 6 1,833 • 10 6 

B (N • s/m) 2,9391 • 10 4 2,9173 • 10 5 

b (N • s/m) 1,1046 • 10 3 1,1046 • 10 3 

M (kg) 8,7899 8,7898 
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4.3 Vliv tenké kapalinové spáry na dynamiku rotoru 
Tato část se zabývá s tanovením v l ivu těsnící spáry na dynamiku rotoru. Pokud není 
uvedeno jinak, geometrie zkoumaného rotoru a spáry vychází z náv rhu experimentu, k terý 
je obsahem kapitoly 5. Parametry rotoru byly již dříve uvedeny v tabulce 4.1. 

V př ípadě v ý p o č t u odezvy na nevyváženost rotoru byla stanovena hodnota nevyvá-
ženosti podle normy ISO 1940-1. Dle normy p a t ř í čerpadla a vodní t u rb íny do kategorie 
G 6,3, výpoče tn í koeficient fcjv rná hodnotu 6,3 mm/s . Vztah pro výpoče t povolené nevy
váženost i je uveden níže. 

mrer = 1000 ^ n 7 J I (g • m m ) (4.1) 
UJp 

Ve vztahu 4.1 up značí úhlovou rychlost odpovídající provozním o táčkám, pro výpočet 
byly provozní o táčky stanoveny 1000 o t . /min . Hodnota nevývažku dle vztahu nevychází 
v j edno tkách SI, na tuto skutečnost je t ř eba b rá t zřetel při výpoč tu . Ve všech dále po
psaných výpoč tech byla nevyváženost rotoru alokována v uzlu, k te rý odpov ídá umís tění 
kotouče. 

P ř í s t u p k m o d e l o v á n í t e n k é s p á r y 
V návrhu experimentu je t enká spá ra umí s t ěna dle následujícího obrázku 4.6. Z mate
mat ického modelu vyplývá, že vl iv t u h é h o kotouče se redukuje do jednoho uzlu modelu. 
Vznikají tak dvě možnost i , jak př i s toupi t k zah rnu t í v l ivu tenké spáry do modelu. P rvn í 
možnost í je sečíst délku spáry a mís to dvou samos ta tných spár modelovat jednu. D r u h á 
možnost je zahrnout do uzlu dvakrá t účinky spáry o délce 10 mm, př ičemž tato možnos t 
lépe odpovídá fyzikální p o d s t a t ě . 

Obrázek 4.6: Schéma geometrie spáry v řešené úloze. 

B y l proveden výpočet us tá lené odezvy na nevyváženost rotoru pro t ř i konfigurace, 
šířka spáry byla yo = 0,3 mm, t lakový spád, vtoková z t r á t a a fyzikální vlastnosti kapaliny 
jsou souhlasné s hodnotami v tab. 4.5. Vykreslená ampli tudo-frekvenční charakteristika 
je na obr. 4.7. V l i v e m tenké spáry dochází k posunu prvn í v las tn í frekvence k vyšším 
h o d n o t á m . Zásadní rozdíl mezi variantami zah rnu t í spáry do modelu je v ampl i tudě , kdy 
v p ř ípadě j edné spáry dochází k větš ímu ú t lumu . 
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Obrázek 4.7: Us tá lená odezva na buzení nevyváženost í . Významný je vl iv rozdílného t lu
mení spáry, posun vlas tn í frekvence není tak znatelný. 

V l i v g e o m e t r i c k ý c h p a r a m e t r ů s p á r y na v l a s t n í frekvenci 
Z kons t rukčního hlediska jsou nejlépe ovlivnitelnými parametry šířka spáry a její délka, 
proto bylo zkoumáno , j a k ý m způsobem tyto rozměry ovlivňují p rvn í v las tn í frekvenci 
sys tému při kons tan tn ích otáčkách. Rozsah hodnot a os t a tn í parametry, pro k te ré byl 
proveden výpočet , uvádí tabulka 4.5. 

Tabulka 4.5: Parametry pro výpočet tenké spáry. 

Parametr Hodnoty 

Šířka spáry 0,1-0,3 mm 
Délka spáry 2,5-10 m m 
Otáčky rotoru 1000 o t . /min 
Tlakový spád 70 k P a 
Vtokový z t r á tový součinitel 0,1 
Hustota kapaliny 1000 k g / m 3 

Dynamická viskozita kapaliny 0,00102 P a • s 

P ř i v ý p o č t u bylo uvažováno uspo řádán í dvou symetr ických spár, jak bylo zmíněno 
výše. N a obr. 4.8 je vykreslena prvn í v las tn í frekvence v závislosti na délce a šířce spáry, 
tyrkysová rovina značí p rvn í v las tn í frekvenci rotoru bez těsnící spáry při nulových o táč
kách. Z tvaru plochy je pa t rné , že s rostoucí délkou spáry dochází k navyšování vlas tní 
frekvence. Naopak u velmi krá tké spáry, k t e rá je poměrně široká, je rozdíl ve frekvencích 
minimální . 
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Obrázek 4.8: M a p a prvn í v las tn í frekvence jako funkce geometrických p a r a m e t r ů spáry 
pro př ípad dvou symetr ických spár . 

Obrázek 4.9: M a p a prvn í v las tn í frekvence jako funkce geometr ických p a r a m e t r ů spáry 
pro př ípad j edné spáry. 
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Druhý výpočet byl proveden tak, že byla opět uvažována jedna spára . N a obr. 4.9 je 
vidět , že nejdříve dochází k navyšování frekvence a následně k poklesu až pod hodnotu 
vlas tn í frekvence systému. 

V l i v na C a m p b e l l ů v diagram 
Pro tento p ř ípad byla upravena základní geometrie rotoru tak, aby nebyla symetr ická. 
Kotouč byl posunut do uzlu č. 5. Počet p rvků a další parametry zůsta ly beze změny. Bylo 
poč í t áno s p ř ídavnými účinky od jedné spáry délky 20 m m a šířky 0,3 m m (0,1 mm), 
k te rá byla umí s t ěna v uzlu č. 11. By lo t ř e b a při definici spáru upravit p růměr , na k te rém 
se nachází , v tomto př ípadě 20 mm. Další zde nezmíněné parametry jsou stejné jako 
v tabulce 4.5. Diskretizace rotoru je naznačena na obr. 4.10. 
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0.2 0.4 0.6 0.8 
Délka rotoru (m) 

Obrázek 4.10: Model nesymetr ického rotoru. Modrou kružnicí je znázorněna pozice tenké 
spáry. 

Pro tuto konfiguraci rotoru byl v ý p o č t e m v Mat labu a využ i t ím sestaveného modelu 
sestrojen Campbe l lův diagram (viz obr. 4.11 a obr. 4.12 ). Modrou barvou je v obou 
grafech rotor bez úč inků tenké spáry, červená barva značí vl iv tenké spáry. Z grafů je 
pa t rné , že tenčí spára výrazněji zvyšuje p rvn í v las tn í frekvenci. 

Provedené výpoč ty dokazují výrazný vl iv tenké spáry na dynamiku celého systému, a proto 
by měla být tato problematika b r á n a v potaz při analýze konstrukce. Během konst rukč
ního řešení jsou čas to p ř e d m ě t e m objemové z t r á ty vznikající v těsnících spárách, avšak 
i z hlediska dynamiky je to důležitý prvek. Predikce př ídavných účinků výše uvedenou 
metodou podle Blacka nedosahuje takové přesnost i jako v p ř ípadě komplikovanějších me
tod [7], ale dobře ilustruje trend, j a k ý m způsobem se těsnící spára podíl í na dynamice 
celého rotoru. 
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Obrázek 4.11: Campbe l lův diagram pro prvn í t ř i frekvence rotor pro spáru o délce 20 mm 
a šířce 0,3 m m - bez spáry modře , s vlivem spáry červeně. V pravé části je detail na 
první v las tn í frekvenci. 
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Obrázek 4.12: Campbe l lův diagram pro první t ř i frekvence rotor pro spá ru o délce 20 mm 
a šířce 0,1 m m - bez spáry modře , s vlivem spáry červeně. 
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5 Návrh experimentu 
Tato část práce předs tavuje koncepční náv rh experimentu pro měření př ídavných účinků 
tenké spáry na dynamiku rotoru. V rámci předchozího proběhlého zkoumání problematiky 
na Odboru fluidního inženýrství V ik to ra Kaplana ( O F I V K ) vznikla práce [ ], bohužel se 
nepodař i lo p ř ídavné účinky jednoznačně identifikovat. 

V rámci rešeršní části byl věnován prostor exper imentá ln ím v ý z k u m ů m př ídavných 
účinků, k te rých p roběh la celá ř a d a a komplexní shrnu t í nabízí publikace [ ]. V rámci 
koncepce měření , k teré m á ryze exper imentá ln í charakter, byly stanoveny urči té poža
davky na náv rh konstrukce, jsou j im i následující body. 

• Symetrie konstrukce 

• Možnost přejíždět p rvn í v las tn í frekvenci 

• Jednoduchost návrhu 

Požadavek na symetrii konstrukce se opírá o záznamy dříve provedených exper imentů , 
kde probíhalo měření v podobných rozsazích p a r a m e t r ů , j akých je možno dosáhnou t v hyd
raulické labora toř i O F I V K . Ukázky těchto konstrukčních řešení jsou na následujícím ob
rázku 5 .1. 

c) 

Snímač polohy „ , „ . , . ľ \ Smmac teploty 

Vstup B _ _ c 
' d SpárjN1 1 

B C 

Snímače polohy 

Ložisko 

Výstup 

Budiče 

Obrázek 5.1: Ukázky konstrukčních řešení p ř íp ravků pro měření př ídavných účinků těsnící 
spáry. Upraveno a p řevza to z a)[ ] b)[ ] ac ) [ ]. 
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V př ípadě provozu s t rojů je snaha se v las tn ím frekvencím vyhnout a zamezit buzení 
na frekvenci blízké vlastní . P ř i návrhu experimentu však byly rozměry př izpůsobeny tak, 
aby bylo možné vlas tn í frekvenci přejíždět v rámci frekvence rotace hřídele, jejíž p ředpo
k ládaná max imáln í hodnota je 3000 o t . /min . 

V neposlední ř adě byla snaha, aby navržená konstrukce byla j e d n o d u c h á a snadno 
sestavi telná. Ovšem při návrhu bylo t ř e b a učini t ř a d u kompromisů , k te ré jsou dále disku
továny. 

5.1 Návrh geometrie 
Geometrii exper imentá ln ího p ř íp ravku lze rozdělit na t ř i hlavní celky - stator, rotor a zá
klad, na němž je konstrukce uložena. Tato sekce s t ručně shrnuje geometrii jednot l ivých 
komponent a popisuje p ředpok ládané umís těn í snímačů. Zpracování 3D mode lů a výkre
sové dokumentace bylo provedeno v rámci programu Solidworks. J e d n á se o koncepční 
návrh , proto nejsou v sestavách zahrnuty některé normované prvky (např . š rouby) . 

Statorovou část tvoř í t ř i části , p ros t řední základní těleso a dvě víčka, k t e rá tvoř í v las tní 
prostor těsnící spáry viz obr. 5.2. Toto řešení statoru bylo zvoleno, pro tože snímače polohy 
vyžadují urč i tý prostor od kovových částí , aby byla zaj iš těna jejich správná funkcionalita. 
Dalš ím důvodem je s a m o t n á výroba statoru, kdy je j ednodušš í obrobení t ř í základních 
kusů než-li jednoho komplikovaného celku. N a zák ladn ím tělese se nachází otvory pro 
umís tění sn ímačů polohy pootočené o 90°. Symetricky jsou umís těny dva otvory pro př ívod 
t lakové vody. Poslední otvor nacházející se na horn í s t raně tělesa je pro p ř ípadné umís tění 
odbě ru snímače tlaku, p ř ípadně může být ucpán . 

Stator 

Víčka Snímače polohy 

Obrázek 5.2: Schéma s ta torové části . 
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Rotor 
Rotor se skládá z hřídele a kotouče (obr. 5.3). V př ípadě hřídele se j e d n á o pís tn í tyč 
o délce jeden metr. Rozměry kotouče byly př izpůsobeny r o z m ě r ů m s ta torové části , kdy 
na každé s t raně statoru byl ponechán prostor 5 mm, aby byl zmírněn rozstř ik kapaliny. 
Přesné obrobení válcové plochy disku p roběhne až po nasazení na pís tn í tyč. V př ípadě 
vzniklého požadavku na j inou délku rotoru lze pís tn í tyč zkrá t i t na požadovaný rozměr. 

Pístní tyč 
0 d = 20 mm 
L = 1000 mm 

Kotouč 
0 D = 100 mm 
h = 55 mm 

Obrázek 5.3: Schéma rotoru. 

Z á k l a d 
Uložení rotoru je v ložiskových domcích dos tupných v labora toř i O F I V K . Celý základ 
je složen z hliníkového profilového systému, př ičemž pro us tavení ložiskových d o m k ů jsou 
využi ty obrobené ocelové hranoly. Z hlediska celkového sestavení je problemat ické zajištění 
souososti rotorové a s ta torové části , kdy je p ředpok ládáno využi t í ustavovacích podložek. 

S h r n u t í 
Celkový pohled na sestavu je na obrázku 5.4. Fialově jsou naznačeny ustavovací hranoly 
a m o d ř e ložiskové domky. Konkré tn í rozměry s ta torových část í jsou uvedeny v přiložené 
výkresové dokumentaci. Hlavní rozměry jsou shrnuty v tabulce 5.1, max imá ln í navrhovaná 
šířka spáry je značně omezena technologií výroby a možnos tmi přesného us tavení sestavy. 
Je p lánováno sn ímání polohy kotouče pomocí sn ímačů polohy umís těnými v př ipravených 

Obrázek 5.4: Schématické znázornění navržené exper imentá ln í sestavy. 
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otvorech v základu statoru. Dále je uvažováno umís těn í sn ímačů zrychlení na ložiskových 
domcích a sn ímání t laku na př ívodu vody. Maximáln í hodnota t laku na vstupu bude 
přibližně 0,7 bar. V úvodu měření by nejdříve mělo být zjištěno vlas tn í na ladění celé 
soustavy bez př ídavných úč inků kapaliny, po té by měla p roběhnou t série měření pro různé 
hodnoty t laku a otáček rotoru. Riziko tvoří zachycení kapaliny vystupuj ící z rotorové části 
a její rozstř ik na v ý s t u p u vlivem její rotace. 

Tabulka 5.1: Návrhové rozměry exper imentá ln í sestavy. 

R o z m ě r Hodnota 

Délka rotoru 1000 m m 
P r ů m ě r kotouče 100 m m 
Šířka kotouče 55 mm 
P r ů m ě r hřídele 20 mm 
Maximáln í šířka spáry 0,3 m m 
Délka spáry 2 x 10 m m 

5.2 Modálni analýza soustavy 
V rámci návrhu experimentu byla zpracována modá ln i ana lýza z jednodušené konstrukce 
v programu A N S Y S , aby byla z ískána p ředs tava o celkové tuhosti (poddajnosti) navrže
ného sys tému. Ana lýza samotné rotorové části byla provedena v rámci tes tování sestave
ného modelu v kapitole 4.1. 

V rámci p ř íp ravy geometrie byly provedeny některé její d robné úpravy, aby bylo možné 
snadno vytvoř i t výpoče tn í síť. B y l y ods t r aněny otvory pro snímače na s ta to rovém základu, 
stejně tak bylo učiněno s d í rami pro šrouby. Hliníkové profily byly zjednodušeny, jak je 
zobrazeno na obr. 5.5. Ložiskové domky nebyly v modelu uvažovány kvůli své složité ge
ometrii, dále není p ředpok ládán jejich významný vl iv na vlas tn í frekvenci celé sestavy. 
Uložení rotoru bylo nastaveno pomocí funkce Bearing a p ředepsaná tuhost ložisek byla 
10 1 1 N / m . Pro hliníkové části byl jako mater iá l nastaven hliník, zbytek součást í by l si
mulován jako ocel, mater iá lové charakteristiky jsou uvedeny v následující tabulce 5.2. 

Tabulka 5.2: Vlastnosti ma te r i á lů použi tých při modá ln i analýze sestavy experimentu. 

M a t e r i á l o v á vlastnost Z n a č e n í Ocel H l i n í k 

Hustota p (kg/m 3 ) 7800 277Ô 
Youngův modul pružnos t i E (Pa) 2,1 • 10 1 1 7,1 • 10 1 0 

Poissonova konstanta p (-) 0,3 0,33 

Výpoče tn í síť tvořilo celkem 17 649 elementů, čemuž odpovídá 92 277 uzlů. Jednot l ivá 
tělesa k sobě byla př ipojena pomocí kontaktu typu Bonded, k t e rý zajišťuje pevné spojení 
daných těles. Použ i t á výpoče tn í síť je zobrazena na obr. 5.6, detail v oblasti profilu je na 
obr. 5.5. 
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b) 

Obrázek 5.5: Zjednodušená geometrie hliníkového profilu - a) detail profilu bez zaoblení 
a o tvorů , k te rý byl použi t pro modá ln i analýzu, b) originální profil s rozměry (převzato 
ze s t ránek výrobce [19]). 

Obrázek 5.6: Výpoče tn í síť, k t e rá byla použ i t a při modá ln i analýze sestavy experimentu. 
Šedou barvou jsou zobrazeny ocelové součást i , hnědou barvou hliníkové. 

V úvodn ím nas tavení simulace byl umožněn volný pohyb sestavy v prostoru, proto 
při vyhodnocení výsledků nebylo b ráno v potaz prvních šest vlas tních frekvencí, tyto 
m ó d y odpovídaj í t r ans lačn ímu a ro tačn ímu pohybu soustavy jako celku v prostoru. Ná
sledně byla provedena simulace, kde byla nastavena vazba typu Fixed Support na dolní 
plochy čtyř hliníkových profilů, j e d n á se o model s p e v n ý m ukotvením k zemi. P r v n í t ř i 
v las tn í frekvence sestavy pro obě analýzy jsou uvedeny v tabulce 5.3, na obr. 5.7 jsou pak 
zobrazeny prvn í t ř i m ó d y sys tému pro p ř ípad bez fixní vazby k zemi. 

Tabulka 5.3: Vlas tn í frekvence získané modá ln i analýzou sestavy experimentu. 

V l a s t n í frekvence č. V o l n ý pohyb v prostoru Vazba Fixed Support 

1 
2 
3 

203,7 Hz 
256,9 Hz 
273,4 Hz 

272,9 Hz 
276,4 Hz 
287,7 Hz 
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P r v n í v las tn í frekvence v obou analýzách jsou řádově vyšší než prvn í v las tn í frekvence 
samotného rotoru, nemělo by tak docházet k vý razným deformacím hliníkového základu. 
Pro kontrolu byl proveden výpočet sys tému, k te rý se skládal pouze z hliníkového základu, 
statoru a ustavovacích hranolů . P r v n í v las tn í frekvence takovéhoto sys tému byla 214,7 Hz 
v p ř ípadě bez použi t í vazby Fixed Support, rotor tedy celý sys tém činí poddajnějš ím. 

Obrázek 5.7: P r v n í t ř i v las tn í tvary soustavy pro p ř ípad neukotvení v prostoru. 
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Závěr 
V rámci diplomové práce byla provedena l i terární rešerše, k t e rá byla úzce zaměřena na 
problematiku těsnících spár. Výzkumy lze pomyslně rozdělit do t ř í větví, kdy část z nich 
je zaměřena na analytickou predikci př ídavných účinků, exper imentá ln í výzkum m á za 
cíl ověřit p ředpok ládané řešení, p ř ípadně přinést zjištění nová. Poslední část í jsou ryze 
numerické simulace, k teré jsou však stále časově a výpoče tně náročné . 

Dále v práci bylo provedeno odvození základního řešení dynamiky těsnící spáry a to 
podle Blacka s vlivem rotace kapaliny. Důlež i tým p ředpok ladem je právě rotace kapaliny, 
k te rá odpov ídá polovině rotace hřídele. Z prakt ického hlediska je však problemat ické 
skutečnou rotaci kapaliny urči t , protože na ni m á vl iv ř a d a faktorů jako je např . drsnost 
povrchů rotoru a statoru. V rámci t é to část i nebylo dosaženo plně uspokojivého výsledku, 
neboť v jednom z odvozených koeficientů je rozdíl oproti tvaru uvedenému v l i te ra tuře . 

Další kapitola je věnována M K P modelu rotoru a jeho analýze, k t e rá př ináší vhled do 
rotorové dynamiky a předs tavuje jednu z cest, jak rotor modelovat. Ačkoliv se j edná o jed
noduchý m a t e m a t i c k ý model, tak na tes tovacím v ý p o č t u provedeném v programu A N S Y S 
bylo ukázáno , že odhad prvn í v las tn í frekvence si velmi dobře odpovídá . Výhodou jedno
dušších mode lů je jejich snadná modifikace a zah rnu t í požadovaných vlivů dle konkré tn ího 
zadání . Využit í tohoto p ř í s tupu se jeví jako prakt ické předevš ím v počátečních fázích ná
vrhu konstrukce, kdy může být provedena ř a d a rychlých analýz, k te ré nevyžaduj í robus tn í 
výpoče tn í nás t ro j jako je A N S Y S . Do modelu byly zahrnuty př ídavné účinky odvozené 
v předcházející kapitole. Celý model byl nás ledně implementován v pros t řed í Mat lab a byl 
využi t pro s tanovení v l ivu těsnící spáry na dynamiku rotoru. 

Z hlediska metodiky se jeví jako vhodný postup vytipovat si možné konfigurace těsnící 
spáry, jaké mohou být využity, a pro ty nás ledně provést j ednoduchý výpočet př ídavných 
účinků. Zobecnění př ídavných účinků tenké spáry je komplikované, pro tože do v ý p o č t u 
vstupuje velké množs tv í p roměnných. Dále je t ř e b a získané výsledky vždy b r á t s rezer
vou a podrobit je kr i t ickému zhodnocení , protože zde prezentovaný model obsahuje ř a d u 
zjednodušení . Tato zjednodušení jsou na d ruhé s t raně i výhodou, pro tože umožňují větší 
vhled do problematiky bez studia pokroči lých ma tema t i ckých metod. Problematika těsní
cích spár je obsáhlá a složitá, ale doufám, že p růvodn í text práce č tenář i poskytne základní 
přehled. 

Poslední část popisuje koncepci exper imentá ln ího měření př ídavných účinků, kdy byla 
navržena sestava a její rozměry. Dále byla provedena modá ln i analýza systému, z jejího 
výsledku lze soudit, že navrhované uložení na hliníkových profilech by nemělo zásadně 
ovlivňovat kmi t án í rotoru, k te ré m á být h lavním p ř e d m ě t e m zájmu. 
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Seznam použitých symbolů a zkratek 
V práci se něk te rá označení opakují , byla snaha uvést odpovídající v ý z n a m v d a n é m 
kotextu v p růvodn ím komentář i . 

Symbol V ý z n a m 
a, (3 na točen í bodu na prvku 
av reá lná část v las tn ího čísla 
/3V imaginárn í část v las tn ího čísla 
A součinitel délkových z t r á t 
A vlas tn í číslo 
i(Xo_3 koeficienty pro výpočet př ídavných účinků těsnící spáry 
\x dynamická viskozita 
\i Poissonova konstanta 
£ součinitel mís tn í z t r á ty 
p hustota 
a p r o m ě n n á charakterizující geometrii spáry 

bázové funkce 
u úhlová frekvence 
A sys témová matice 
b š í řka spáry 
B matice t lumení 
Bp matice p ř ídavného t lumení 
D, d p růměr 
E j ednotková matice 
E Youngův modul pružnos t i 
Ek k inet ická energie 
Ep potenciá ln í energie 
er vzdálenost nevyváženost i od osy rotace 
/ síla od kapaliny působící na s těnu po délce spáry 
F síla 
/ ha rmonická budící síla v komplexním tvaru 
Gd matice gyroskopických účinků t u h é h o disku 
Ge matice gyroskopických účinků 
h šířka 
/ moment setrvačnost i k p ř íčným osám 
IQ moment setrvačnost i k ose rotace 
i imaginárn í jednotka 
J kvadra t ický moment průřezu k p ř íčným osám 
Jp po lárn í kvadra t ický moment 
k tuhost 
K matice tuhosti 
Ke matice tuhosti hřídelového prvku 
Ki matice tuhosti ložiska 
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Kp matice př ídavné tuhosti 
kN koeficient pro výpočet normovaného nevývažku 
Symbol V ý z n a m 
L délka 
rn hmotnost 
M matice hmotnosti 
MD matice hmotnosti t u h é h o disku 
ME matice hmotnosti hřídelového prvku 
MP matice př ídavné hmotnosti 
mr hmotnost nevyváženost i 
n otáčky 
p tlak 
Ap fluktuační složka t laku 
P t lakový spád 

Q stavový vektor 
Q prů tok 
r, p posuvy bodu na prvku 
Rea axiálni Reynoldsovo číslo 
Re0 obvodové Reynoldsovo číslo 
s bod na prvku 
T p r o m ě n n á značící L/V v Blackově modelu 
u rychlost kapaliny 
Ul-8 posuvy a na točen í hřídelového prvku 
U vektor deformačních p a r a m e t r ů elementu 
U, vektor komplexních amplitud 
ú us tá lená odezva v komplexním tvaru 
V s t řední rychlost kapaliny při s tacionárních p o d m í n k á c h 
v výchylka rychlosti 
yo šířka spáry 

y malá výchylka šířky spáry 
z matice dynamické tuhosti 

Zkratka 
C F D Computational F l u i d Dynamics 
M K P metoda konečných p rvků 
O F I V K Odbor fluidního inženýrství V ik to ra Kaplana 
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Seznam příloh 
P ř í l o h a 1 Mat lab kódy pro sestavený M K P model s testovacími př ík lady 
P ř í l o h a 2 Výkresová dokumentace s ta torové části 
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