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Uvod

Cilem této bakalaiské prace je priblizit problematiku exponencialnich funkci.
Pro porozuméni danému tématu je nejdiive nezbytné ¢tenarovi predstavit cislo e,
jednu z nejvyznamnéjsich matematickych konstant. Pro studenty je casto tato
konstanta velkou zahadou, jelikoz byvava v u¢ebnich materidlech pouze zminovana.
Moje bakalaiska préce se proto zaméruje na ¢islo e z Sirsi perspektivy.

Prvni kapitola se tedy zabyva ¢islem e (neboli Eulerovym ¢islem) ze zndmych
i méné znamych pohledu, poskytuje kratky pohled do historie této konstanty v
souvislosti s vyznamnymi matematiky, déle také predstavuje jeji odlisné podoby,
vlastnosti a aplikace.

V druhé kapitole je predstavena exponencidlni funkce, jedna ze zakladnich
elementarnich funkci. Zamérila jsem se predevsim na jeji podobu, zajimavé vlast-

nosti a aplikace.



Kapitola 1

Cislo e

Cislo e (neboli Eulerovo ¢islo & Napierova konstanta) je matematicka kon-
stanta, které je zdkladem ptirozeného logaritmu. Stejné jako Ludolfovo ¢islo ()
je cislo e iracionalni a transcendetni. V nésledujicim textu se dozvime mnohé
o objeveni této konstanty, dédle také o jejich vlastnostech a podobéch. Ptiblizna
hodnota ¢isla e ¢ini 2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247
093 699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547 594 571 382 178 525 166 427
427 466 391 932 003 059 921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595 630
738 132 328 627 943 490 763 233 829 880 753 195 251 019 011 573 834 187 930
702 154 089 149 934 884 167 509 244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853
742 345 442 437 107 539 077 744 992 069 551 702 761 838 606 261 331 384 583
000 752 044 933 826 - - -.

Britsky autor knih o védé David Darling napsal, ze ¢islo e je ,,pravdépodobné
nejdilezitéjsi ¢islo celé matematiky. Cislo 7 je sice mezi lidmi zndméjsi, e je

castejsi.” [4]

1.1. Historie cisla e

Historie ¢isla e je spojena s mnoha osobnostmi. Jako prvni by nas mohli napad-
nout svétoznami matematikové jako Jacob Bernoulli nebo Leonard P. Euler, kteti

sehrdli v historii ¢isla e velmi vyznamnou roli. Rozhodné vsak nebyli prvnimi,



Obréazek 1.1: John Napier.

kteri ¢islo e zkoumali. Na tuto problematiku narazil naprosto neocekavany ma-

tematik, a to témeér o celé stoleti drive.

1.1.1. John Napier

Byl to John Napier, skotsky matematik, fyzik a astronom, kterého si nejcastéji
pripominame jako objevitele logaritmu. Kdybychom ale nahlédli do Napierova
zivota pred matematickymi objevy, rozhodné by nas nenapadlo, ze pravé on stoji
na pocatcich objevu ¢isla e. John Napier se narodil na Merchistonském hradu v
roce 1550. V mladi se rozhodl ke studiu nabozenstvi, u kterého poté i setrval.
Jeho silné protestantské koreny podpotily nejen antipatie ke katolické cirkvi,
ba i k samotnému papezi. Napierovi patiilo veliké panstvi, proto se zajimal o
chod svého hospodaieni. V roce 1579 vytvoril tzv. hydraulicky Sroub k cerpani
vody z uhelnych jam. Dale se také zajimal o vojenstvi, inspirovan Archimedem,

navrhl tucet véleénych zbrani, jejichz sestrojeni vSak nebylo nikdy potvrzeno.



Prelom 16. a 17. stoleti prinesl spolecnosti mnohé védecké objevy. Mluvime o
dobé Johanese Keplera a Galilea Galileiho, tedy rozkvétu fyziky, astronomie,
matematiky a celkové zmény vnimani svéta. Znacné védecké pokroky vsak byly
limitovany rostoucim poc¢tem nashromazdénych dat. Badatelé tak byli nuceni
travit dlouhé hodiny numerickymi vypocty. V tuto dobu se do historie zapsal i
John Napier. Diky svym znalostem v oblasti trigonometrie navazal na predchozi
studie a pokusil se matematikum uleh¢it jejich vypocty na zakladé vseobecné

znamych vyrazu:

cos(a — ) — cos(a + B) |,

DN | —

sina - sin § =

podobné i pro cos A - cos B, sin A - cos B, které zname jako Prosthaphaeretic ru-
les, prelozeno jako ,,Scitani a odéitani“. Soucin dvou trigonometrickych vyrazu,
jako je sin A - sin B muze byt vypoc¢itan na zakladé souctu a rozdilu cos(A — B) a
cos(A+ B). Napier tak prisel s myslenkou sestrojeni tabulek, které priradi ke zvo-
lenému zakladu piislusného mocnitele. Déle tedy bude jednodussi se¢ist mocniny

o stejném zakladu, nez je nasobit. Zakladni myslenkou je tedy vztah:

a”:gxax---xa.

J/

TV
n krat

Napieruv vyzkum trval necelych dvacet let, poté v roce 1614 publikoval dilo
Marifici logaritmorum canonis descriptio, ve kterém popsal pravidla pro kon-
strukci s logaritmy. Posmrtné, roku 1619, byla zvefejnéna jeho prace Murifici lo-
garithmorum canonis constructio, ve které je vysvétleno, jak s logaritmy pocitat.
Nejsou to vsak logaritmy, které pouzivame. Ty do dnesni podoby upravil L. P.
Euler. Ve své praci se vSsak Napier nepatrné priblizil k objevu ¢isla e jakozto
zékladu pro prirozené logaritmy. [1]

Na Napierovu praci navazalo mnoho vyznamnych matematikt jako byl napiiklad
anglican Henry Briggs, profesor geometrie na Gresham College a pozdéji i na Ox-
ford University. Briggs byl natolik ohromen Napierovou praci, Ze se s nim rozhod-

nul setkat a prodiskutovat urcita vylepseni Napierova logaritmu. Napier s nim v
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Obrézek 1.2: Jacob Bernoulli.

mnoha ohledech souhlasil, avsak setrval ve své ¢innosti a dokonéil svou dlouhole-
tou préaci sam. Briggs tedy v roce 1624 publikoval dilo Arithmetica Logarithmica,
ve kterém zdokonalil logaritmické tabulky pomoci definovani dekadickych loga-

ritmu.
1.1.2. Jacob Bernoulli

Zédnému z dosud zminénych matematiki vsak nebyla pripsdna zésluha za
objev cisla e. Tento titul byl udélen svycarskému matematikovi a fyzikovi Jacobu
Bernoullimu. I ptes vyhrady svého otce studoval matematiku a odstartoval tak
éru védeu rodu Bernoulli. Se svym bratrem Johannem, ktery byl také vyznamnym
védcem, vedl ¢asto matematické spory. Déle jsme také mohli slySet o zakladateli
hydrodynamiky Danielu Bernoullim, synu Johanna Bernoulliho.

Jacob Bernoulli zédsadné ptispél do historie matematiky. Nejen ze jako prvni

11



1 n
n (1+—>
n

1| 2,00Ke
12| 2,61 Ké
360| 2,71 Ké

Tabulka 1.1: Zkracovani délky turokovacich obdobi.

pouzil slovo integrdl, ale také se zajimal o mocninné fady a dokazovani pomoci
matematické indukce. Velmi vyznamné také ptispél do teorie pravdépodobnosti,
ve které predstavil kombinace, permutace a variace. Pracoval také se zakonitostmi
kiivek (problém visiciho fetézu ,Fetézovka“), podle kterych nastinil chovani para-
boly. Ve svém dile Ars conjectandi, publikovaném posmrtné v roce 1713, predstavil

prvni verzi Zakona velkijch cisel.

Co je cislo e

Nyni se zamérime na Bernoulliho souvislost s ¢islem e. Byl to pravé on, kdo si

v roce 1683 polozil velmi jednoduchou otazku ohledné slozeného tiroceni. Snazil

(e3)
1+=)
n

ktera odpovida situaci slozeného polhutniho turoceni 1 K¢ s pripisovanim urokiu

se totiz najit limitu vyrazu

n-krét roéné s nominélni roéni tirokovou mirou 100%. Tedy pro n = 1 (trok 1x

rocné)

1
1Ké-(1+%> =1Ké 2=2Ke,

nebo pro n = 12 (mési¢ni roceni a pripisovani iroku)

1\ 12 1 1\
1Ke-[1+— =1Kée - |1+— | -(14+—] =261Kc
¢ ( + 12) C ( + 12) ( + 12) ,0 ¢,

kde 1 K¢ - (1 + %) je ¢astka na konci prvniho mésice. Pokud dale zkracujeme

délku tdrokovacich obdobi a tim zvySujeme jejich pocet (viz tabulku 1.1), mé

12



Obréazek 1.3: Leonhard Paul Euler.

smysl uvazovat limitu

1 n
lim (1 + —) .
n—00 n

Jak uvidime v nésledujicim textu, tato limita existuje a historicky byla oznacena
jako Eulerovo ¢islo.

Bernoulli pomoci binomické véty dokézal, ze hledany vyraz bude mit limitu
v intervalu [2;3]. Ucinil tak prvni odhad éisla e. Zaroven tak poprvé v historii

vyjadril ¢islo jako limitu posloupnosti.

1.1.3. Leonhard Paul Euler

Leonhard Paul Euler je povazovan za nejvyznamnéjsiho matematika 18. sto-
leti. Narodil se ve svycarské Basileji roku 1707 a jiz od svého détstvi byl velmi
nadanym studentem. Kromé studia teologie a filozofie studoval i matematiku

a fyziku. Zanedlouho si jeho potencidlu vsimnul Johannes Bernoulli, bratr jiz

13



zminéného Jacoba Bernoulliho, ten se stal Eulerovym ucitelem. Leonhard P. Eu-
ler nékolikrat vyhral prvni misto soutéze francouzské akademie véd.

Zapal pro védu ho pftivedl do ruského Petrohradu, kde mu bylo nabidnuto
misto na matematické katedre. Taméjsi univerzita byla stédie dotovana vladou a
vytvarela pro védce velmi dobré zazemi. Témeér polovina FEulerovych praci byla
sepsana praveé tam. Zanedlouho bylo Eulerovi nabidnuto misto v ¢ele matematické
katedry. Kvuli politické situaci byl vsak Euler nucen opustit Petrohrad a usadit
se v Berling, kde se vénoval diferencidlnimu poctu.

Znamym meznikem v Eulerové zivoté bylo také doucovani princezny z Anhalt-
Dessau, netete Fridricha II. Velikého, kterou naucil mnoho nejen z filozofie a
nabozenstvi, ale i z matematiky. Po témér tiiceti letech se vratil do Ruska, kde
roku 1783 zemfel.

L. P. Euler napsal za svuj zivot témér 900 praci. Kromé velkého vlivu v ma-
tematice, ve které se vénoval témér vsem oblastem od geometrie az po numeriku,
se také angazoval v mechanice, optice a astronomii. Je zndmo, ze v oblastech
matematické analyzy vdécime mnoha objevium pravé L. P. Eulerovi, nebot za-
vedl mnoho pojmu, které pouzivame dodnes, napt. pojem dvojrozmérny integral,
konvergence nekonecéné fady, imaginarni ¢islo, a dokonce v roce 1735 oznaceni
funkce f(x). Zavedl také mnoho matematickych symboli, napiiklad symbol >
pro soucet, pismeno i pro v/—1 a koneéné i pismeno e jako zdklad piirozeného
logaritmu.

Obecné je povazovan za zakladatele teorie grafii; v roce 1736 vyvratil fesitelnost
ulohy o sedmi mostech z pruského Konigsbergu (tedy, Ze je mozné projit pres
kazdy z mostu pravé jednou, a pfitom se vratit na vychozi misto). Pii této
prilezitosti definoval pojem Eulerovsky graf.

Vénoval se také problematice variace konstant pro feseni diferencialnich rov-
nic. V roce 1768 publikoval Eulerovu metodu numerického feseni obycejnych di-
ferencialnich rovnic. Podle Eulera jsou pojmenované dvé matematické konstanty;
Eulerovo ¢islo (e) a Eulerova konstanta (nebo téz Eulerova-Mascheroniho kon-

stanta).

14



L. P. Euler dokazal, ze Bernoulliho vzorec pro uroceni vede ke stejnému ¢islu,

jako nasledujici nekonecéna rada:

[e.9]

1 11 1
e = =l+=++5+
nZ:O n! 20 3!
tedy k ¢islu, které nasledovné oznacil pismenem e jako zédklad prirozeného lo-
garitmu. Podafilo se mu jej vycislit na nékolik desetinnych mist, dokonce byl i
blizko dikazu, Ze je e iraciondlni (nelze jej vyjadrit jako podil dvou celych ¢isel).
Exponencialni funkci e” vyjadiil pomoci mocninné fady
Z =l4+z+=+=+-
=0

" [L’2 1.3
n! 91 31

Také dokézal vztah (pomoci imagindrni jednotky) mezi goniometrickymi funk-

cemi a komplexni exponencialni fuknci e** :
xi « .
€ = Ccosx +1sInx.

Jako prvni také odvodil fetézovy zlomek pro ¢islo e:

1
e=2+

1+

2+

1+

1+
4+

1+
1+

6_|_...

¢imz nevédomky dokézal iracionalitu cisla e.
Pro vice informaci muzeme nahlédnout do knihy [1] od E. Maora, ve které
autor velmi dopodrobna popisuje vyvoj této konstanty. Nalezneme v ni i dalsi

jména, na ktera v této praci nezbylo misto.

15



1.2. Definice cisla e

Cislo e muzeme definovat jako limitu posloupnosti (jak jsme si jiz uvedli vyse),

nebo jako soucet ciselné rady:

1 n
1. e= lim (1—1——) ,
n—oo n

=1
2. e ::jg: %T'
k=0

Nyni ovéfme opodstatnénost obou tvrzeni, tedy ze ona limita a soucet rady

existuji a navzajem se rovnaji.

1.2.1. Cislo e jako limita posloupnosti
Dokéazeme, ze limita
. l n
Jam (153)

existuje. Prvky zkoumané posloupnosti si oznac¢ime:

1 n
an:(l—i——) , neN.
n

Déle definujeme pomocnou posloupnost (b,,):

1 n+1
bn:(1+—) , neN.
n

V nésledujicich krocich ukézeme, ze posloupnost (a,,) je rostouci a shora omezena

(pomoci posloupnosti (b,)), a tudiz konvergentni.

Krok 1: Posloupnost (a,) je rostouci.

Dokazeme, ze (ay,) je rostouci posloupnost, tedy ze a,4+1 > a, pro kazdé n € N.

Jelikoz ma posloupnost pouze kladné ¢leny, muzeme to také zapsat nerovnostmi
41
G,

>1,neN.

16



n Antl s 1wz ’ ST /
Podil nejdiive upravime (pro kazné prirozené n):
an

(Y (- (22 ()
(G )=o) G
() () - (1 ) ().

Vysledny vyraz, respektive nejprve jeho cast <1 — (71-1-;1)2> , zdola odhadneme

pomoci Bernoulliho nerovnosti
(14+x)">1+nz, neN, z¢c(-1,00),

. . , 1 o
do které za x dosadime vyraz x = —————. Je zfejmé, ze -1 < —

(n+1) (n+1)°

a tak je splnén predpoklad, ze takto zvolené x € (—1, 00). Dostavame nerovnost

< 0,

1 " —1
(1——2) >1+n———, neN,
(n+1) (n+1)
Vynéasobime-li ji kladnym vyrazem (Z—ﬁ), dostaneme na levé strané odhadovany

tvar podilu 2+,
an

(52 ) () (50) - () (7)o e

Po dpravé pravé strany dostavame vztah

Ap+1
14—
an, i (n+1)3

17
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QAnt1
an

ktery primo vede k dokazovanym nerovnostem > 1,n € N, posloupnost (a,)

je tedy rostouci.

Mame tedy n € N, tak plati:
A < Qg < - <y <---.
Podobné lze dokazat, ze je posloupnost (b,,) klesajici, tedy plati:
by >by>--->b,>---.

Poznamka 1.1. Vztah, ktery nazyvame Bernoulliho nerovnost, poprvé zveiejnil
Jacob Bernoulli v jednom ze svych pojednani pfi svém pobytu v Basileji roku

1689.

Krok 2: Posloupnost (a,) je omezenda shora.

S pomoci (b,) dokdzeme, ze (a,) je omezend shora.
Nejprve si pripomenme, Ze kazda rostouci posloupnost je omezena zdola svym

prvnim ¢lenem. Posloupnost (a,) je tedy zdola omezena:

2=a1 <Ay < <Ay <

Jelikoz je kazdé klesajici posloupnost omezena shora opét svym prvnim clenem,

je posloupnost (b,,) je shora omezené:
bi=4>by>--->b, > .
Porovname-li n-té ¢leny obou posloupnosti, dostaneme

1\ 1\" 1 1
bn—(1+—) -(H_) (H_)—an(H_)m.
n n n n

——

>1
Spolecné s predchozimi nerovnostmi dostavame

2<a, <b, <4, n € N.

18



Obeé posloupnosti jsou tedy omezené.
Jestlize jsou obé posloupnosti monoténni a omezené, museji konvergovat. Nyni

dokazeme, ze maji stejnou limitu.

n—oo

1 n
Z definice lim (1 + —) = e, potom
n

lim b, = lim an(l—l—%):[e.l]:

n—oo n—o0

Obé posloupnosti tedy maji stejnou limitu e, ke které se a,, blizi zdola a b,, shora.

Pro kazdé n € N je interval (ay,, b,),
1 1
1+ —)"<e< (1+ =)
I+ )" <e<(l+)",

intervalovym odhadem ¢isla e. Cim vyssi n, tim presnéjsi odhad. Napifklad pro
n = 5 dostaneme

2,48832 < e < 2,985984.

Pro n = 10 potom
2,5937424601 < e < 2,85311670611.

Pozndmka 1.2. Vidime, ze se odhad zlepsil, ale stale neni piilis presny (e = 2,718...).
Ukazuje se, ze rychlejsi konvergenci vykazuje odhad ¢isla e pomoci ¢astecného

souctu ciselné rady. Tomu se budeme vénovat v nasledujicim textu.

1.2.2. Cislo e jako souéet Fady

Dokéazeme, ze ¢islo e je rovno souctu rady

i L 1—|— + ! + -+ !
Kl 2! Ko
k=0
tedy ze tato fada konverguje a jeji soucet s = lim,, _, s, = e, kde
1 1 1 1
snzzk!—1+1+2,+ S+

19



Pouzijeme srovnédvaci kritérium, kde k nasi rade >/, % najdeme konvergentni

majoranttni fadu:

i1—1+1+1 1+1+ L + L +--.<
kzok;!_ 2 2.3 2.3.4 2.-3.4-5 2.-3-4-5-6 -

11 1 1 1 1
<1414+ -4—F—d b=l f——=1+2=3
Sltltgtgtmgtaty T +1_% -

Rada Y77 & je tedy konvergentni.

Rovnost lim,,_. s, = € dokdzeme ve dvou krocich
1. lim,,_, s, > €,
2. lim, 00 s, < €.

Krok 1

Pomoci binomické véty upravime kazdy ¢len souctu podle vztahu

k)nk  kl(n—k) nk nk k!
- n n—1 n—k+1 1
n n n k!

20



Posloupnost a,, tedy bude

(0 O (3 02

nn—1)1 nn—1...m—n-+1)1
TR VB (1) )1
2 21 nm n!
1 1 —1\ 1
S} S R ) I (. -2 -
21 n n n!
<141 ! ! L _
+ +§+a+ +ﬁ—8n
"1
P
k=0

Dokazali jsme, ze plati a, < s,, n € N, a tedy i

lim a, < lim s,,
n—oo n—oo

odkud jiz

e < lim s,.
n—o0

Krok 2

Oznacme soucet prvnich £ clent binomického rozvoje a,, pro k < n symbolem

an - Bude tedy platit

1\ 1 1 kE—1\ 1
wr=1d+1+ (1) =dr (1) (1= iy
ik ++< n>2!+ +< n) ( n)k!

Jelikoz jsou vSechny cleny a, a a, kladné, plati vztah

n i < ap, n €N, k< n.

Odtud
1

. 1 1
Jggoamk:leIijJr'”*H:Sk-

21



3

e=2,71828 & o . o o

2,5

15

0,5

Obrazek 1.4: Limita posloupnosti ¢astecnych souctu.

Tudiz pro vSechna k € N plati
sp = lim a,; <e.
n—0o0

Proto také

lim s, <e.
n—oo

Tim jsme dokéazali, ze plati po¢atecni tvrzeni, tedy
e = lim s,,
n—oo

coz znamena, ze ¢islo e lze vyjadiit pomoci souctu rady

oo
| 1 |
prm— _:1 —_ _— ... —_— ...
¢ kz;k! ittt

Tento fakt si muzeme dokreslit na obrazku 1.4, na kterém pozorujeme, zZe se
posloupnost ¢astecnych souc¢tu limitné blizi k hodnoté cisla e.
Podpotme si tento vztah vypoctem. Samoziejmé opét plati; ¢im vyssi n, tim
presnéjsi odhad. Naptiklad pro n=>5 dostaneme
e = 2,71666.
22



Pro n=10 potom

e = 2,718281801.

Pozndmka 1.3. Srovname-li odhady ¢isla e pomoci limity posloupnosti a pomoci
¢iselné tady, zjistime, Zze rychlejsi konvergenci zajistuje odhad éfsla e pomoci
castecného souctu ciselné rady. Postup je vsak, oproti vypoctu limity posloup-

nosti, mnohem zdlouhavéjsi, jelikoz musime pric¢itat stale dalsi ¢leny rady.

1.3. Iracionalita cisla e

V predchozim textu jsme si fekli, ze ¢islo e je iracionalni. Iracionalni ¢islo je
takové redlné cislo, které nelze napsat ve zlomku, jako podil dvou celych éisel.
Jeho desetinny rozvoj je nekonec¢ny a neperiodicky.

1.3.1. Dikaz pomoci rady

Jiz vime, ze ¢islo e muzeme zapsat jako soucet nekonecné tady

Posloupnosti ¢astecnych souctu oznac¢ime kone¢nou rfadu

1 1 1 1

k=0

Iracionalitu cisla e dokazeme sporem.

Krok 1
oo
Je ztejmé, ze rozdil tady e = Z o a n-tého c¢astecného soustu s, bude
k=0

kladny. Potom pro kazdé n € N:
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1 1 1

0<e—s, = + + +--
(n+1)! (n+2)!  (n+3)
= ! -1 + ! + = + ]
S (n+ )L (n+2) (n+2)(n+3)
SRR PR . S }
m+D!' [ (n+1) (n+1)2 ’
kde v hranaté zavorce je soucet geometrické fady s parametry a = 1,q = ey
n
a souctem i
Tl

Mame tedy odhad

_ 1 ( 1 ) 1 <n+1> 1
e — Sy — | = = —.
(n+D!\1- 5 (n+1)! n nln

Z toho vyplyva, ze pro kazdé n € N plati:

1
O<e—s, < —

' ?
nmn

1
0<nlle—s,) < —.
nl(e — s,) -

Krok 2
Predpokladejme, ze cislo e je kladné raciondlni cislo, tedy ze se da vyjadrit

jako podil dvou celych ¢isel e = P pro néjaka p,q € N.
q

1
Vybereme-li z mnoziny piirozenych ¢isel jakékoli n > ¢, bude platit — < 1.
n

V takovém pripadé n!(e — s,) nebude celociselné, jelikoz plati:
1
0<nlle—s,) <—<1.
n

24



Dosadime-li vsak do této nerovnice racionalni ¢islo e, dostaneme:

n!
0<nl(e—s,) =n! (E—5n> :nlg—n!sn:—p—n!sn
q q q

n! 1 1 1]
= —p—n! 1+1+—+—+'--+—'
q n! |

21 3l
n! | | n! nl n!
=—p—Inl+nl4+—+—+... 4 —
P L TR TR
v N ~ -
eN eN

. n!
Cislo —p je ptirozené, jelikoz je n > q. Hodnota zavorky je také ptrirozené cislo,
4q

jelikoz n > 1 a zaroven n € N.
Vime tedy, ze vyraz nl(e — s,) je celoéiselny. Tady vsak dochézi ke sporu s

tim, Ze je n!(e — s,) neceloéiselny. Cislo e tedy musi byt iracionalni.
1.3.2. Geometricky diikaz

Tento dukaz provedeme také sporem. 7 definice:

<1 1 1 1
— e N P
¢ ;k! Tyttt

Ptripomenme si nerovnost

1
0<e—s, <—.

nln

Jelikoz — < —, muzeme ji upravit na
nln = n!

1
O<e—s, <—,

n!

a dale na

1
sn<e<sn—|——', n € N.
n:
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Takto muzeme definovat posloupnost intervalu (intervalovych odhadu ¢isla e):

1
Ik:[Sk;8k+E:|7 k € N.
Jelikoz s, muzeme vyjadrit jako %, kde a je néjaké prirozené ¢islo, lze I, zapsat
jako:
a a+1
VR

Napriklad pro k = 2 méame

I 4 d ppip Lty >0
2 2721 g T TR T TRY ol 21|’

tedy a = 5. Prvnich pét intervalu vyjadiime pro lepsi srovnani se stejnym jme-

novatelem 120:

2 37  [240 360]
L= |50 = | S
11711 [1207 120
5 67  [300 360]
L= 5o | = | 5o oo
21721~ [1207 120
16 177 [320 340]
L= |05 = | 5o o0
131731 (1207120
, [65 667 [325 330]
PTlar 4] T [1207 120
(326 327 _
I = |22 220 = [2.716: 2.725] .
° 7 1207120 [2:716; 2,725]

Paty intervalovy odhad (e € I5) nam tedy k4, ze
2,7166 < e < 2,7833.

Déle se zda, ze I C I, k € N. Dokazeme to. Ptirozené

1
Sk4+1 = Sk—Fm > Sk.
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Pro dukaz
1 1
Iiv1 = | Sks1; Sk41 + m C | Sk; Sk + ol p

jesté tedy potiebujeme porovnat pravé koncové body intervalu

1 1
8k+1+—(k—|—1)! < Sk—i-H,
T
s Sp + —
PR (kD) TR RD
2 1
<_7
(k+1)! = K
|
2k! <1
(k+1)! —
2
— < 1.
kE+1—

Posledni nerovnost je splnéna pro vSechna k € N, a tak skutecné
[kJrl C Ik, k € N.

Soucasné se délky intervalu [ limitné blizi k 0 (pro k — oo). Maji takto jedno-

bodovy prunik, kterym je ¢islo e:
k=1

Cislo e se nachézi v kazdém z intervalu I, k € N, a tak pii jeho vyjadieni e = i

jeb € (a,a+1), atak b ¢ N. Toto plati pro vSechna k € N, a tak e nelze vyjadrit
jako
prirozené ¢islo
k! ’
pro zadné k € N. Pokud by e € Q, tak

—1)! —1)!
ezgzzgg—lil :p(qq' ) ,  pronejakd p, g € N.
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Tady vsak vznikd spor, nebot ¢itatel zlomku

Cislo e tedy musf byt iraciondlni.

1.4. Cislo e v realném zivoté

Cislo e se vyuziva v rozmanitych oblastech, napiiklad ve vzorci pro fetézovku,
coz je tvar provazu ¢i fetizku zavéseného na obou koncich. Na obrazku 1.5 vidime
Monument Gateway Arch v americkém mésté St. Louis, Missouri, ktery zde byl
postaven jako symbol rozdélujici Spojené staty americké na vychodni a zapadni

¢ést. [1] Tento oblouk mé tvar obrécené fetézovky, ktery definuje vzorec
= —_ ea e a .
Y=\

Jak jsme si jiz uvedli, ¢islo e se také vyuziva pii vypoctech slozeného troku.

28



Kapitola 2

Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce je jednou ze zékladnich elementarnich funkci. Expo-
nencidlni funkce vyjadiuje tzv. zdkon prirozeného rustu (odtud pojem expo-
nencidlni rust), ktery se vyuziva pii modelovéni jevu z ruznych oblasti lidského
zkoumani. Naptiklad v biologii se s exponencidlnim rustem muzeme setkat pii po-
zorovani poctu narustu bakterii v optimalnim prostiedi. Exponencidlni funkce
vyuzivame v modelu ekonomického rustu, nebo v bankovnictvi pfi spojitém
uroceni. Vice informaci se muzeme dozvédét ve skritpech [2] od P. Koutilové
a M. Pavlackové.

Exponencialni funkce je kazda funkce vyjadiena vztahem
f(z) =a" z €R,

kde a € RT, a # 1. Jelikoz se jednd o funkci, jejiz proménnd se nachézi v expo-
nentu mocniny, nazyvame tuto funkci exponencialni.

Defini¢nim oborem exponencialni funkce je celd mnozina R, oborem hodnot je
mnozina R*. Funkce a” je vzdy monoténni. Jestlize je a > 1, potom je funkce ros-
touci. Jestlize a < 1, potom je funkce klesajici (viz také obrazek 2.1). Obé varianty
vSak prochézi bodem [0;1]. Exponencidlni funkce je (na celém svém defini¢nim

oboru) prostd, tudiz k ni existuje inverzi funkce, kterd se nazyva logaritmicka.

Poznamka 2.1. e Cislo a se nazyva zakladem exponencidlni funkce a muzeme
za néj dosadit jakékoli kladné realné cislo, které se ovsem nerovna 1. Duvod

je prosty, pokud bychom za a = 1, dostali bychom funkeci f(x) = 1, coz je
29



e— ] a<l

Obrazek 2.1: Graf exponencialni funkce.

konstantni funkce.

e Definice také tikd, Zze a musi byt kladné cislo. Tato skuteénost méa opét

jednoduché vysvétleni. Pokud bychom za x :%, dostali bychom funkci
flx) = a2, coz je totéz jako f(z) = /a. Zaporné &slo viak (v oboru

redlnych ¢isel) odmocnit nelze.

Vime, ze zékladem exponencidlni funkce muze byt jakékoli kladné ¢islo ruzné

od 1. Pro hodnoty zakladu a > 1 je funkce rostouci a ¢im je koeficient vétsi, tim

funkce roste rychleji (viz také obrazek 2.2). Opacné plati i pro klesajici expone-

nicaln{ funkci, kde a < 1. Cifm je koeficient mensi, tim f(z) = a® klesd rychleji.

Poznamka 2.2. Muzeme se také setkat se specidlnimi exponencialnimi funkcemi:

e Tzv. prirozend exponencidlni funkce f(z) = €%, jejiz zdkladem je ¢islo e.

e Dekadicka exponencidlni funke f(x) = 107.
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Obrazek 2.2: Nartust exponencidlni funkce vlivem zvysovani zakladu a.

Vztahy mezi exponencialnimi funkcemi o stejném zakladu

1. " =a" - aY,

Poznamka 2.3. Exponencidlni funkce se casto vyuziva i ve statistice, a to pfi
modelovani exponencidlniho trendu. Naptiklad se s takovym modelem muzeme

setkat pti uvedeni nového produktu na trh.

2.0.1. Prirozena exponencialni funkce

Jiz jsme si fekli, exponencidlni funkce, jejiz zéklad je roven ¢islu e, se nazyva
prirozena exponencialni funkce. Vime, ze pfibliznd hodnota ¢isla e je 2,71828,
proto nés také neptekvapi, ze jeji grafické zobrazeni lezi mezi funkcemi 2% a 3”

(viz obrazek 2.3).
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Obrazek 2.3: Prirozend exponencidlni funkce.

Maclaurintiv rozvoj funkce

Z matematické analyzy zname Tayloruv rozvoj jako specidlni postup, kterym
1ze fukci nahradit nekoneénou mocninnou fadou. Tento postup lze uplatnit pouze
tehdy, kdyz ma funkce v bodé xq derivace vSech radu. Jestlize zo = 0, mluvime

o Maclaurinové fadé ve tvaru

S0,

n!
n=0

F(0)

n!

jejiz n-ty koeficient a, =
Pomoci Maclaurinova rozvoje lze f(x) = €* zapsat jako

o0 n

e“:Z%, Vr € R.

n=0
Vime, ze pro funkei e” existuji derivace vSech tadu a jsou rovny e”. Hodnoty vsech

derivaci v bodé g = 0 jsou rovny 1. Pro n-ty ¢len bude tedy platit




Dosadime-li n-ty clen do Maclaurinovy tady, dostaneme

— f0) , "
nzg ol :;%H'

Ovérme, ze fada e” konverguje pro vSechna x € R, tedy ze polomér konver-

gence 1 = oQ.
1. Jak jsme si jiz tekli, stfed mocninné fady xg = 0.

2. Abychom mohli ur¢it polomér konvergence, musime nejiive vypocitat hod-
notu A, jelikoz plati

r= %, pro A € (0;00),

r=0 pro\= o0,

r =00 pro A = 0.

1

(n+1)!
1

n!

n!
(n+1)!

Ap+1
G,

3. A= lim

n—o0

= lim

n—oo

= lim
n—oo

n—o0

1
n+1

4. Pro polomér konvergence tedy plati r = oco. Interval absolutni konvergence

0o 2" 3
mocninné fady E — je (-00, o). Rada tedy konverguje pro vsechna z € R.
n!
n=0

Derivace exponencialni fuknce

Jednou z nejpopulérnéjsich vlastnosti exponencidlni funkce je skutec¢nost, ze

se jeji podoba derivaci neméni, tedy

T

= f(2).

n

n!

~
B
I
N
hE
S| %
~
I
]
B
bLs
:i —
I
s



Exponencialni funkce neni racionalni

Dalsi z vlastnosti exponencidlni funkce je iracionalita, kterou dokdzeme spo-
rem. Ptredpokladejme, Ze je exponencidlni funkce raciondlni funkci, tedy ze je

definovana jako podil dvou polynomu A a B stupnu a a b, které lze zapsat:

Nyni zderivujeme:

(e"B(x)) = A'(x)
e"B'(z) + e"B(z) = A'(x),

e"B'(z) + A(x) = A'(z),

A(z) :
\B(a:)B (j) +A($)J_ATE/?.

Zde vsak dochazi ke sporu, jelikoz na levé strané dostavame polynom stupné a,
zatimco na pravé strané polynom stupné nejvyse a — 1. Funkce tedy nemuze byt

raciondlni.
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Zaver

Tato bakalarska prace ukazala, jakymi zpusoby lze na ¢islo e nahlizet. Za po-
moci pouzité literatury jsem priblizila jeho roli v historii matematiky, zamérila
jsem se predevsim na Johna Napiera, Jacoba Bernoulliho a Leonharda P. Eulera.
Vyjadrila jsem také ¢islo e pomoci limity a souctu fady. Ukazala jsem nékolik
zpusobu, kterymi lze ukazat, ze je ¢islo e iraciondalni.

V nasledujici kapitole jsem popsala exponencialni funkci, kterou se vétsina
ucebnich materialu zabyva pouze okrajové. Zamérila jsem se na jeji vlastnosti a
podobu.

Doufam, ze moje bakalaiska prace priblizi ¢tenarovi problematiku exponencialnich
funkei a ujisti ho, ze Eulerova konstanta zaujima velmi dulezitou roli nejen v ob-

lastech ekonomie.
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