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Vypracoval(a): Hana Laštovicová
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1.2 Definice č́ısla e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Úvod

Ćılem této bakalářské práce je přibĺıžit problematiku exponenciálńıch funkćı.

Pro porozuměńı danému tématu je nejdř́ıve nezbytné čtenářovi představit č́ıslo e,

jednu z nejvýznamněǰśıch matematických konstant. Pro studenty je často tato

konstanta velkou záhadou, jelikož bývává v učebńıch materiálech pouze zmiňována.

Moje bakalářská práce se proto zaměřuje na č́ıslo e z širš́ı perspektivy.

Prvńı kapitola se tedy zabývá č́ıslem e (neboli Eulerovým č́ıslem) ze známých

i méně známých pohled̊u, poskytuje krátký pohled do historie této konstanty v

souvislosti s významnými matematiky, dále také představuje jej́ı odlǐsné podoby,

vlastnosti a aplikace.

V druhé kapitole je představena exponenciálńı funkce, jedna ze základńıch

elementárńıch funkćı. Zaměřila jsem se předevš́ım na jej́ı podobu, zaj́ımavé vlast-

nosti a aplikace.
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Kapitola 1

Č́ıslo e

Č́ıslo e (neboli Eulerovo č́ıslo či Napierova konstanta) je matematická kon-

stanta, které je základem přirozeného logaritmu. Stejně jako Ludolfovo č́ıslo (π)

je č́ıslo e iracionálńı a transcendetńı. V následuj́ıćım textu se dozv́ıme mnohé

o objeveńı této konstanty, dále také o jej́ıch vlastnostech a podobách. Přibližná

hodnota č́ısla e čińı 2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247

093 699 959 574 966 967 627 724 076 630 353 547 594 571 382 178 525 166 427

427 466 391 932 003 059 921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595 630

738 132 328 627 943 490 763 233 829 880 753 195 251 019 011 573 834 187 930

702 154 089 149 934 884 167 509 244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853

742 345 442 437 107 539 077 744 992 069 551 702 761 838 606 261 331 384 583

000 752 044 933 826 · · · .

Britský autor knih o vědě David Darling napsal, že č́ıslo e je ,,pravděpodobně

nejd̊uležitěǰśı č́ıslo celé matematiky. Č́ıslo π je sice mezi lidmi známěǰśı, e je

však na vyšš́ıch úrovńıch této discipĺıny mnohem d̊uležitěǰśı a také mnohem

častěǰśı.”[4]

1.1. Historie č́ısla e

Historie č́ısla e je spojena s mnoha osobnostmi. Jako prvńı by nás mohli napad-

nout světoznámı́ matematikové jako Jacob Bernoulli nebo Leonard P. Euler, kteř́ı

sehráli v historii č́ısla e velmi významnou roli. Rozhodně však nebyli prvńımi,
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Obrázek 1.1: John Napier.

kteř́ı č́ıslo e zkoumali. Na tuto problematiku narazil naprosto neočekáváný ma-

tematik, a to téměř o celé stolet́ı dř́ıve.

1.1.1. John Napier

Byl to John Napier, skotský matematik, fyzik a astronom, kterého si nejčastěji

připomı́náme jako objevitele logaritmu. Kdybychom ale nahlédli do Napierova

života před matematickými objevy, rozhodně by nás nenapadlo, že právě on stoj́ı

na počátćıch objevu č́ısla e. John Napier se narodil na Merchistonském hradu v

roce 1550. V mlád́ı se rozhodl ke studiu náboženstv́ı, u kterého poté i setrval.

Jeho silné protestantské kořeny podpořily nejen antipatie ke katolické ćırkvi,

ba i k samotnému papeži. Napierovi patřilo veliké panstv́ı, proto se zaj́ımal o

chod svého hospodařeńı. V roce 1579 vytvořil tzv. hydraulický šroub k čerpáńı

vody z uhelných jam. Dále se také zaj́ımal o vojenstv́ı, inspirován Archimedem,

navrhl tucet válečných zbrańı, jejichž sestrojeńı však nebylo nikdy potvrzeno.
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Přelom 16. a 17. stolet́ı přinesl společnosti mnohé vědecké objevy. Mluv́ıme o

době Johanese Keplera a Galilea Galileiho, tedy rozkvětu fyziky, astronomie,

matematiky a celkové změny vńımáńı světa. Značné vědecké pokroky však byly

limitovány rostoućım počtem nashromážděných dat. Badatelé tak byli nuceni

trávit dlouhé hodiny numerickými výpočty. V tuto dobu se do historie zapsal i

John Napier. Dı́ky svým znalostem v oblasti trigonometrie navázal na předchoźı

studie a pokusil se matematik̊um ulehčit jejich výpočty na základě všeobecně

známých výraz̊u:

sinα · sin β =
1

2

[
cos(α− β)− cos(α + β)

]
,

podobně i pro cosA · cosB, sinA · cosB, které známe jako Prosthaphaeretic ru-

les, přeloženo jako
”
Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı“. Součin dvou trigonometrických výraz̊u,

jako je sinA · sinB může být vypoč́ıtán na základě součtu a rozd́ılu cos(A−B) a

cos(A+B). Napier tak přǐsel s myšlenkou sestrojeńı tabulek, které přǐrad́ı ke zvo-

lenému základu př́ıslušného mocnitele. Dále tedy bude jednodušš́ı seč́ıst mocniny

o stejném základu, než je násobit. Základńı myšlenkou je tedy vztah:

an = a× a× · · · × a.︸ ︷︷ ︸
n krát

Napier̊uv výzkum trval necelých dvacet let, poté v roce 1614 publikoval d́ılo

Mirifici logaritmorum canonis descriptio, ve kterém popsal pravidla pro kon-

strukci s logaritmy. Posmrtně, roku 1619, byla zveřejněna jeho práce Mirifici lo-

garithmorum canonis constructio, ve které je vysvětleno, jak s logaritmy poč́ıtat.

Nejsou to však logaritmy, které použ́ıváme. Ty do dnešńı podoby upravil L. P.

Euler. Ve své práci se však Napier nepatrně přibĺıžil k objevu č́ısla e jakožto

základu pro přirozené logaritmy. [1]

Na Napierovu práci navázalo mnoho významných matematik̊u jako byl např́ıklad

angličan Henry Briggs, profesor geometrie na Gresham College a později i na Ox-

ford University. Briggs byl natolik ohromen Napierovou praćı, že se s ńım rozhod-

nul setkat a prodiskutovat určitá vylepšeńı Napierova logaritmu. Napier s ńım v
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Obrázek 1.2: Jacob Bernoulli.

mnoha ohledech souhlasil, avšak setrval ve své činnosti a dokončil svou dlouhole-

tou práci sám. Briggs tedy v roce 1624 publikoval d́ılo Arithmetica Logarithmica,

ve kterém zdokonalil logaritmické tabulky pomoćı definováńı dekadických loga-

ritmů.

1.1.2. Jacob Bernoulli

Žádnému z dosud zmı́něných matematik̊u však nebyla připsána zásluha za

objev č́ısla e. Tento titul byl udělen švýcarskému matematikovi a fyzikovi Jacobu

Bernoullimu. I přes výhrady svého otce studoval matematiku a odstartoval tak

éru vědc̊u rodu Bernoulli. Se svým bratrem Johannem, který byl také významným

vědcem, vedl často matematické spory. Dále jsme také mohli slyšet o zakladateli

hydrodynamiky Danielu Bernoullim, synu Johanna Bernoulliho.

Jacob Bernoulli zásadně přispěl do historie matematiky. Nejen že jako prvńı
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n

(
1 +

1

n

)n
1 2,00 Kč

12 2,61 Kč

360 2,71 Kč

Tabulka 1.1: Zkracováńı délky úrokovaćıch obdob́ı.

použil slovo integrál, ale také se zaj́ımal o mocninné řady a dokazováńı pomoćı

matematické indukce. Velmi významně také přispěl do teorie pravděpodobnosti,

ve které představil kombinace, permutace a variace. Pracoval také se zákonitostmi

křivek (problém viśıćıho řetězu
”
řetězovka“), podle kterých nast́ınil chováńı para-

boly. Ve svém d́ıle Ars conjectandi, publikovaném posmrtně v roce 1713, představil

prvńı verzi Zákona velkých č́ısel.

Co je č́ıslo e

Nyńı se zaměř́ıme na Bernoulliho souvislost s č́ıslem e. Byl to právě on, kdo si

v roce 1683 položil velmi jednoduchou otázku ohledně složeného úročeńı. Snažil

se totiž naj́ıt limitu výrazu (
1 +

1

n

)n
,

která odpov́ıdá situaci složeného polh̊utńıho úročeńı 1 Kč s připisováńım úrok̊u

n-krát ročně s nominálńı ročńı úrokovou mı́rou 100%. Tedy pro n = 1 (úrok 1x

ročně)

1 Kč ·
(

1 +
1

1

)1

= 1 Kč · 2 = 2 Kč,

nebo pro n = 12 (měśıčńı úročeńı a připisováńı úrok̊u)

1 Kč ·
(

1 +
1

12

)12

= 1 Kč ·
(

1 +
1

12

)
·
(

1 +
1

12

)11

= 2,61 Kč,

kde 1 Kč ·
(
1 + 1

12

)
je částka na konci prvńıho měśıce. Pokud dále zkracujeme

délku úrokovaćıch obdob́ı a t́ım zvyšujeme jejich počet (viz tabulku 1.1), má
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Obrázek 1.3: Leonhard Paul Euler.

smysl uvažovat limitu

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
.

Jak uvid́ıme v následuj́ıćım textu, tato limita existuje a historicky byla označena

jako Eulerovo č́ıslo.

Bernoulli pomoćı binomické věty dokázal, že hledaný výraz bude mı́t limitu

v intervalu [2; 3]. Učinil tak prvńı odhad č́ısla e. Zároveň tak poprvé v historii

vyjádřil č́ıslo jako limitu posloupnosti.

1.1.3. Leonhard Paul Euler

Leonhard Paul Euler je považován za nejvýznamněǰśıho matematika 18. sto-

let́ı. Narodil se ve švýcarské Basileji roku 1707 a již od svého dětstv́ı byl velmi

nadaným studentem. Kromě studia teologie a filozofie studoval i matematiku

a fyziku. Zanedlouho si jeho potenciálu všimnul Johannes Bernoulli, bratr již
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zmı́něného Jacoba Bernoulliho, ten se stal Eulerovým učitelem. Leonhard P. Eu-

ler několikrát vyhrál prvńı mı́sto soutěže francouzské akademie věd.

Zápal pro vědu ho přivedl do ruského Petrohradu, kde mu bylo nab́ıdnuto

mı́sto na matematické katedře. Taměǰśı univerzita byla štědře dotována vládou a

vytvářela pro vědce velmi dobré zázemı́. Téměř polovina Eulerových praćı byla

sepsána právě tam. Zanedlouho bylo Eulerovi nab́ıdnuto mı́sto v čele matematické

katedry. Kv̊uli politické situaci byl však Euler nucen opustit Petrohrad a usadit

se v Berĺıně, kde se věnoval diferenciálńımu počtu.

Známým mezńıkem v Eulerově životě bylo také doučováńı princezny z Anhalt-

Dessau, neteře Fridricha II. Velikého, kterou naučil mnoho nejen z filozofie a

náboženstv́ı, ale i z matematiky. Po téměř třiceti letech se vrátil do Ruska, kde

roku 1783 zemřel.

L. P. Euler napsal za sv̊uj život téměř 900 praćı. Kromě velkého vlivu v ma-

tematice, ve které se věnoval téměř všem oblastem od geometrie až po numeriku,

se také angažoval v mechanice, optice a astronomii. Je známo, že v oblastech

matematické analýzy vděč́ıme mnoha objev̊um právě L. P. Eulerovi, nebot’ za-

vedl mnoho pojmů, které použ́ıváme dodnes, např. pojem dvojrozměrný integrál,

konvergence nekonečné řady, imaginárńı č́ıslo, a dokonce v roce 1735 označeńı

funkce f(x). Zavedl také mnoho matematických symbol̊u, např́ıklad symbol
∑

pro součet, ṕısmeno i pro
√
−1 a konečně i ṕısmeno e jako základ přirozeného

logaritmu.

Obecně je považován za zakladatele teorie graf̊u; v roce 1736 vyvrátil řešitelnost

úlohy o sedmi mostech z pruského Königsbergu (tedy, že je možné proj́ıt přes

každý z most̊u právě jednou, a přitom se vrátit na výchoźı mı́sto). Při této

př́ıležitosti definoval pojem Eulerovský graf.

Věnoval se také problematice variace konstant pro řešeńı diferenciálńıch rov-

nic. V roce 1768 publikoval Eulerovu metodu numerického řešeńı obyčejných di-

ferenciálńıch rovnic. Podle Eulera jsou pojmenované dvě matematické konstanty;

Eulerovo č́ıslo (e) a Eulerova konstanta (nebo též Eulerova–Mascheroniho kon-

stanta).
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L. P. Euler dokázal, že Bernoulliho vzorec pro úročeńı vede ke stejnému č́ıslu,

jako následuj́ıćı nekonečná řada:

e =
∞∑
n=0

1

n!
= 1 +

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · ,

tedy k č́ıslu, které následovně označil ṕısmenem e jako základ přirozeného lo-

garitmu. Podařilo se mu jej vyč́ıslit na několik desetinných mı́st, dokonce byl i

bĺızko d̊ukazu, že je e iracionálńı (nelze jej vyjádřit jako pod́ıl dvou celých č́ısel).

Exponenciálńı funkci ex vyjádřil pomoćı mocninné řady

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · · .

Také dokázal vztah (pomoćı imaginárńı jednotky) mezi goniometrickými funk-

cemi a komplexńı exponenciálńı fuknćı exi :

exi = cosx+ i sinx.

Jako prvńı také odvodil řetězový zlomek pro č́ıslo e:

e = 2 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

4 +
1

1 +
1

1 +
1

6 + · · ·

č́ımž nevědomky dokázal iracionalitu č́ısla e.

Pro v́ıce informaćı můžeme nahlédnout do knihy [1] od E. Maora, ve které

autor velmi dopodrobna popisuje vývoj této konstanty. Nalezneme v ńı i daľśı

jména, na která v této práci nezbylo mı́sto.
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1.2. Definice č́ısla e

Č́ıslo e můžeme definovat jako limitu posloupnosti (jak jsme si již uvedli výše),

nebo jako součet č́ıselné řady:

1. e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
,

2. e =
∞∑
k=0

1

k!
.

Nyńı ověřme opodstatněnost obou tvrzeńı, tedy že ona limita a součet řady

existuj́ı a navzájem se rovnaj́ı.

1.2.1. Č́ıslo e jako limita posloupnosti

Dokážeme, že limita

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
existuje. Prvky zkoumané posloupnosti si označ́ıme:

an =

(
1 +

1

n

)n
, n ∈ N.

Dále definujeme pomocnou posloupnost (bn):

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n ∈ N.

V následuj́ıćıch kroćıch ukážeme, že posloupnost (an) je rostoućı a shora omezená

(pomoćı posloupnosti (bn)), a tud́ıž konvergentńı.

Krok 1: Posloupnost (an) je rostoućı.

Dokážeme, že (an) je rostoućı posloupnost, tedy že an+1 > an pro každé n ∈ N.

Jelikož má posloupnost pouze kladné členy, můžeme to také zapsat nerovnostmi
an+1

an
> 1, n ∈ N.
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Pod́ıl
an+1

an
nejdř́ıve uprav́ıme (pro kažné přirozené n):

an+1

an
=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =

(
n+2
n+1

)n+1(
n+1
n

)n =

(
n+2
n+1

)n (n+2
n+1

)(
n+1
n

)n
=

(
n+2
n+1
n+1
n

)n(
n+ 2

n+ 1

)
=

(
n+ 2

n+ 1
· n

n+ 1

)n(
n+ 2

n+ 1

)

=

(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)n(
n+ 2

n+ 1

)
=

(
n2 + 2n+ 1− 1

(n+ 1)2

)n(
n+ 2

n+ 1

)

=

(
(n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2

)n(
n+ 2

n+ 1

)
=

(
1− 1

(n+ 1)2

)n(
n+ 2

n+ 1

)
.

Výsledný výraz, respektive nejprve jeho část
(

1− 1
(n+1)2

)n
, zdola odhadneme

pomoćı Bernoulliho nerovnosti

(1 + x)n > 1 + nx, n ∈ N, x ∈ (−1,∞),

do které za x dosad́ıme výraz x = − 1

(n+ 1)2 . Je zřejmé, že -1 < − 1

(n+ 1)2 < 0,

a tak je splněn předpoklad, že takto zvolené x ∈ (−1,∞). Dostáváme nerovnost(
1− 1

(n+ 1)2

)n
> 1 + n

−1

(n+ 1)2 , n ∈ N.

Vynásob́ıme-li ji kladným výrazem
(
n+2
n+1

)
, dostaneme na levé straně odhadovaný

tvar pod́ılu an+1

an
.

(
an+1

an
=

)(
1− 1

(n+ 1)2

)n(
n+ 2

n+ 1

)
>

(
1− n

(n+ 1)2

)(
n+ 2

n+ 1

)
, n ∈ N.

Po úpravě pravé strany dostáváme vztah

an+1

an
> 1 +

1

(n+ 1)3
, n ∈ N,

17



který př́ımo vede k dokazovaným nerovnostem an+1

an
> 1, n ∈ N, posloupnost (an)

je tedy rostoućı.

Máme tedy n ∈ N, tak plat́ı:

a1 < a2 < · · · < an < · · · .

Podobně lze dokázat, že je posloupnost (bn) klesaj́ıćı, tedy plat́ı:

b1 > b2 > · · · > bn > · · · .

Poznámka 1.1. Vztah, který nazýváme Bernoulliho nerovnost, poprvé zveřejnil

Jacob Bernoulli v jednom ze svých pojednáńı při svém pobytu v Basileji roku

1689.

Krok 2: Posloupnost (an) je omezená shora.

S pomoćı (bn) dokážeme, že (an) je omezená shora.

Nejprve si připomeňme, že každá rostoućı posloupnost je omezená zdola svým

prvńım členem. Posloupnost (an) je tedy zdola omezená:

2 = a1 < a2 < · · · < an < · · · .

Jelikož je každá klesaj́ıćı posloupnost omezená shora opět svým prvńım členem,

je posloupnost (bn) je shora omezená:

b1 = 4 > b2 > · · · > bn > · · · .

Porovnáme-li n-té členy obou posloupnost́ı, dostaneme

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

=

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
= an

(
1 +

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

>1

> an.

Společně s předchoźımi nerovnostmi dostáváme

2 ≤ an < bn ≤ 4, n ∈ N.

18



Obě posloupnosti jsou tedy omezené.

Jestliže jsou obě posloupnosti monotónńı a omezené, musej́ı konvergovat. Nyńı

dokážeme, že maj́ı stejnou limitu.

Z definice lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e, potom

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an

(
1 +

1

n

)
=
[
e · 1

]
= e.

Obě posloupnosti tedy maj́ı stejnou limitu e, ke které se an bĺıž́ı zdola a bn shora.

Pro každé n ∈ N je interval (an, bn),

(1 +
1

n
)n < e < (1 +

1

n
)n+1,

intervalovým odhadem č́ısla e. Č́ım vyšš́ı n, t́ım přesněǰśı odhad. Např́ıklad pro

n = 5 dostaneme

2,48832 < e < 2,985984.

Pro n = 10 potom

2,5937424601 < e < 2,85311670611.

Poznámka 1.2. Vid́ıme, že se odhad zlepšil, ale stále neńı př́ılǐs přesný (e = 2,718. . . ).

Ukazuje se, že rychleǰśı konvergenci vykazuje odhad č́ısla e pomoćı částečného

součtu č́ıselné řady. Tomu se budeme věnovat v následuj́ıćım textu.

1.2.2. Č́ıslo e jako součet řady

Dokážeme, že č́ıslo e je rovno součtu řady

e =
∞∑
k=0

1

k!
= 1 +

1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

k!
· · · ,

tedy že tato řada konverguje a jej́ı součet s = limn→∞ sn = e, kde

sn =
n∑
k=0

1

k!
= 1 +

1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
.
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Použijeme srovnávaćı kritérium, kde k naš́ı řadě
∑∞

k=0
1
k!

najdeme konvergentńı

majoranttńı řadu:

∞∑
k=0

1

k!
= 1 + 1 +

1

2
+

1

2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+

1

2 · 3 · 4 · 5
+

1

2 · 3 · 4 · 5 · 6
+ · · · ≤

≤ 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+

1

25
+ · · · = 1 +

1

1− 1
2

= 1 + 2 = 3.

Řada
∑∞

k=0
1
k!

je tedy konvergentńı.

Rovnost limn→∞ sn = e dokážeme ve dvou kroćıch

1. limn→∞ sn ≥ e,

2. limn→∞ sn ≤ e.

Krok 1

Pomoćı binomické věty uprav́ıme každý člen součtu podle vztahu

(
n

k

)
1

nk
=

n!

k!(n− k)!
· 1

nk
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk
· 1

k!

=
n

n
· n− 1

n
· · · · · n− k + 1

n
· 1

k!

= 1 ·
(

1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
· 1

k!
.
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Posloupnost an tedy bude

an =

(
1 +

1

n

)n
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ · · ·+

(
n

n

)
1

nn

= 1 + 1 +
n(n− 1)

n2

1

2!
+ · · ·+ n(n− 1) . . . (n− n+ 1)

nn
1

n!

= 1 + 1 +

(
1− 1

n

)
1

2!
+ · · ·+

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
1

n!

≤ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!︸ ︷︷ ︸
n∑
k=0

1

k!

= sn

Dokázali jsme, že plat́ı an ≤ sn, n ∈ N, a tedy i

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

sn,

odkud již

e ≤ lim
n→∞

sn.

Krok 2

Označme součet prvńıch k člen̊u binomického rozvoje an pro k ≤ n symbolem

an,k. Bude tedy platit

an,k = 1 + 1 +

(
1− 1

n

)
1

2!
+ · · ·+

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
1

k!
.

Jelikož jsou všechny členy an a an,k kladné, plat́ı vztah

an,k ≤ an, n ∈ N, k ≤ n.

Odtud

lim
n→∞

an,k = 1 +
1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

k!
= sk.
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Obrázek 1.4: Limita posloupnosti částečných součt̊u.

Tud́ıž pro všechna k ∈ N plat́ı

sk = lim
n→∞

an,k ≤ e.

Proto také

lim
n→∞

sn ≤ e.

T́ım jsme dokázali, že plat́ı počátečńı tvrzeńı, tedy

e = lim
n→∞

sn,

což znamená, že č́ıslo e lze vyjádřit pomoćı součtu řady

e =
∞∑
k=0

1

k!
= 1 +

1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

k!
+ · · · .

Tento fakt si můžeme dokreslit na obrázku 1.4, na kterém pozorujeme, že se

posloupnost částečných součt̊u limitně bĺıž́ı k hodnotě č́ısla e.

Podpořme si tento vztah výpočtem. Samozřejmě opět plat́ı; č́ım vyšš́ı n, t́ım

přesněǰśı odhad. Např́ıklad pro n=5 dostaneme

e
.
= 2,71666.
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Pro n=10 potom

e
.
= 2,718281801.

Poznámka 1.3. Srovnáme-li odhady č́ısla e pomoćı limity posloupnosti a pomoćı

č́ıselné řady, zjist́ıme, že rychleǰśı konvergenci zajǐst’uje odhad č́ısla e pomoćı

částečného součtu č́ıselné řady. Postup je však, oproti výpočtu limity posloup-

nosti, mnohem zdlouhavěǰśı, jelikož muśıme přič́ıtat stále daľśı členy řady.

1.3. Iracionalita č́ısla e

V předchoźım textu jsme si řekli, že č́ıslo e je iracionálńı. Iracionálńı č́ıslo je

takové reálné č́ıslo, které nelze napsat ve zlomku, jako pod́ıl dvou celých č́ısel.

Jeho desetinný rozvoj je nekonečný a neperiodický.

1.3.1. Důkaz pomoćı řady

Již v́ıme, že č́ıslo e můžeme zapsat jako součet nekonečné řady

e =
∞∑
k=0

1

k!
= 1 +

1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

k!
+ · · · .

Posloupnost́ı částečných součt̊u označ́ıme konečnou řadu

sn =
n∑
k=0

1

k!
= +

1

1
+

1

n
+ · · ·+ 1

n!
.

Iracionalitu č́ısla e dokážeme sporem.

Krok 1

Je zřejmé, že rozd́ıl řady e =
∞∑
k=0

1

k!
a n-tého částečného souštu sn bude

kladný. Potom pro každé n ∈ N:
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0 < e− sn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ · · ·

=
1

(n+ 1)!

[
1 +

1

(n+ 2)
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·

]

<
1

(n+ 1)!

[
1 +

1

(n+ 1)
+

1

(n+ 1)2
+ · · ·

]
,

kde v hranaté závorce je součet geometrické řady s parametry a = 1, q =
1

n+ 1
,

a součtem
1

1− 1
n+1

.

Máme tedy odhad

e− sn <
1

(n+ 1)!

(
1

1− 1
n+1

)
=

1

(n+ 1)!

(
n+ 1

n

)
=

1

n!n
.

Z toho vyplývá, že pro každé n ∈ N plat́ı:

0 < e− sn <
1

n!n
,

0 < n!(e− sn) <
1

n
.

Krok 2

Předpokládejme, že č́ıslo e je kladné racionálńı č́ıslo, tedy že se dá vyjádřit

jako pod́ıl dvou celých č́ısel e =
p

q
pro nějaká p, q ∈ N.

Vybereme-li z množiny přirozených č́ısel jakékoli n > q, bude platit
1

n
< 1.

V takovém př́ıpadě n!(e− sn) nebude celoč́ıselné, jelikož plat́ı:

0 < n!(e− sn) <
1

n
< 1.
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Dosad́ıme-li však do této nerovnice racionálńı č́ıslo e, dostaneme:

0 < n! (e− sn) = n!

(
p

q
− sn

)
= n!

p

q
− n! sn =

n!

q
p− n! sn

=
n!

q
p− n!

[
1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!

]

=
n!

q
p︸︷︷︸

∈N

−
[
n! + n! +

n!

2!
+
n!

3!
+ · · ·+ n!

n!

]
︸ ︷︷ ︸

∈N

.

Č́ıslo
n!

q
p je přirozené, jelikož je n > q. Hodnota závorky je také přirozené č́ıslo,

jelikož n > 1 a zároveň n ∈ N.

Vı́me tedy, že výraz n!(e− sn) je celoč́ıselný. Tady však docháźı ke sporu s

t́ım, že je n!(e− sn) neceloč́ıselný. Č́ıslo e tedy muśı být iracionálńı.

1.3.2. Geometrický d̊ukaz

Tento d̊ukaz provedeme také sporem. Z definice:

e =
∞∑
k=0

1

k!
= 1 +

1

1
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .

Připomeňme si nerovnost

0 < e− sn <
1

n!n
.

Jelikož
1

n!n
≤ 1

n!
, můžeme ji upravit na

0 < e− sn <
1

n!
,

a dále na

sn < e < sn +
1

n!
, n ∈ N.
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Takto můžeme definovat posloupnost interval̊u (intervalových odhad̊u č́ısla e):

Ik =

[
sk; sk +

1

k!

]
, k ∈ N.

Jelikož sk můžeme vyjádřit jako
a

k!
, kde a je nějaké přirozené č́ıslo, lze Ik zapsat

jako: [
a

k!
,
a+ 1

k!

]
.

Např́ıklad pro k = 2 máme

I2 =

[
s2; s2 +

1

2!

]
=

[
1 +

1

1
+

1

2!
; 1 +

1

1
+

1

2!
+

1

2!

]
=

[
5

2!
;

6

2!

]
,

tedy a = 5. Prvńıch pět interval̊u vyjádř́ıme pro lepš́ı srovnáńı se stejným jme-

novatelem 120:

I1 =

[
2

1!
,

3

1!

]
=

[
240

120
;
360

120

]

I2 =

[
5

2!
,

6

2!

]
=

[
300

120
;
360

120

]

I3 =

[
16

3!
,
17

3!

]
=

[
320

120
;
340

120

]

I4 =

[
65

4!
,
66

4!

]
=

[
325

120
;
330

120

]

I5 =

[
326

120
,
327

120

]
=
[
2,716; 2,725

]
.

Pátý intervalový odhad (e ∈ I5) nám tedy ř́ıká, že

2,7166 < e < 2,7833.

Dále se zdá, že Ik+1 ⊂ Ik, k ∈ N. Dokážeme to. Přirozeně

sk+1 = sk +
1

(k + 1)!
> sk.
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Pro d̊ukaz

Ik+1 =

[
sk+1; sk+1 +

1

(k + 1)!

]
⊂
[
sk; sk +

1

k!

]
= Ik

ještě tedy potřebujeme porovnat pravé koncové body interval̊u

sk+1 +
1

(k + 1)!
≤ sk +

1

k!
,

sk +
1

(k + 1)!
+

1

(k + 1)!
≤ sk +

1

k!
,

2

(k + 1)!
≤ 1

k!
,

2k!

(k + 1)!
≤ 1,

2

k + 1
≤ 1.

Posledńı nerovnost je splněna pro všechna k ∈ N, a tak skutečně

Ik+1 ⊂ Ik, k ∈ N.

Současně se délky interval̊u Ik limitně bĺıž́ı k 0 (pro k → ∞). Maj́ı takto jedno-

bodový pr̊unik, kterým je č́ıslo e:

∞⋂
k=1

Ik =
{

e
}
.

Č́ıslo e se nacháźı v každém z interval̊u Ik, k ∈ N, a tak při jeho vyjádřeńı e =
b

k!

je b ∈ (a, a+1), a tak b /∈ N. Toto plat́ı pro všechna k ∈ N, a tak e nelze vyjádřit

jako

přirozené č́ıslo

k!
,

pro žádné k ∈ N. Pokud by e ∈ Q, tak

e =
p

q
=
p(q − 1)!

q(q − 1)!
=
p(q − 1)!

q!
, pro nějaká p, q ∈ N.
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Obrázek 1.5: Monument Gateway Arch (St. Louis, Missouri).

Tady však vzniká spor, nebot’ čitatel zlomku
p(q − 1)!

q!
= e je zde celoč́ıselný.

Č́ıslo e tedy muśı být iracionálńı.

1.4. Č́ıslo e v reálném životě

Č́ıslo e se využ́ıvá v rozmanitých oblastech, např́ıklad ve vzorci pro řetězovku,

což je tvar provazu či řet́ızku zavěšeného na obou konćıch. Na obrázku 1.5 vid́ıme

Monument Gateway Arch v americkém městě St. Louis, Missouri, který zde byl

postaven jako symbol rozděluj́ıćı Spojené státy americké na východńı a západńı

část. [4] Tento oblouk má tvar obrácené řetězovky, který definuje vzorec

y =
(a

2

)(
e

x
a + e

−x
a

)
.

Jak jsme si již uvedli, č́ıslo e se také využivá př́ı výpočtech složeného úroku.
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Kapitola 2

Exponenciálńı funkce

Exponenciálńı funkce je jednou ze základńıch elementárńıch funkćı. Expo-

nenciálńı funkce vyjadřuje tzv. zákon přirozeného r̊ustu (odtud pojem expo-

nenciálńı r̊ust), který se využ́ıvá při modelováńı jev̊u z r̊uzných oblast́ı lidského

zkoumáńı. Např́ıklad v biologii se s exponenciálńım r̊ustem můžeme setkat při po-

zorováńı počtu nár̊ustu bakteríı v optimálńım prostřed́ı. Exponenciálńı funkce

využ́ıváme v modelu ekonomického r̊ustu, nebo v bankovnictv́ı při spojitém

úročeńı. Vı́ce informaćı se můžeme dozvědět ve skritpech [2] od P. Kouřilové

a M. Pavlačkové.

Exponenciálńı funkce je každá funkce vyjádřená vztahem

f(x) = ax, x ∈ R,

kde a ∈ R+, a 6= 1. Jelikož se jedná o funkci, jej́ıž proměnná se nacháźı v expo-

nentu mocniny, nazýváme tuto funkci exponenciálńı.

Definičńım oborem exponenciálńı funkce je celá množina R, oborem hodnot je

množina R+. Funkce ax je vždy monotónńı. Jestliže je a > 1, potom je funkce ros-

toućı. Jestliže a < 1, potom je funkce klesaj́ıćı (viz také obrázek 2.1). Obě varianty

však procháźı bodem [0; 1]. Exponenciálńı funkce je (na celém svém definičńım

oboru) prostá, tud́ıž k ńı existuje inverźı funkce, která se nazývá logaritmická.

Poznámka 2.1. • Č́ıslo a se nazývá základem exponenciálńı funkce a můžeme

za něj dosadit jakékoli kladné reálné č́ıslo, které se ovšem nerovná 1. Důvod

je prostý, pokud bychom za a = 1, dostali bychom funkci f(x) = 1, což je
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Obrázek 2.1: Graf exponenciálńı funkce.

konstantńı funkce.

• Definice také ř́ıká, že a muśı být kladné č́ıslo. Tato skutečnost má opět

jednoduché vysvětleńı. Pokud bychom za x =1
2
, dostali bychom funkci

f(x) = a
1
2 , což je totéž jako f(x) =

√
a. Záporné č́ıslo však (v oboru

reálných č́ısel) odmocnit nelze.

Vı́me, že základem exponenciálńı funkce může být jakékoli kladné č́ıslo r̊uzné

od 1. Pro hodnoty základu a > 1 je funkce rostoućı a č́ım je koeficient větš́ı, t́ım

funkce roste rychleji (viz také obrázek 2.2). Opačně plat́ı i pro klesaj́ıćı expone-

nicálńı funkci, kde a < 1. Č́ım je koeficient menš́ı, t́ım f(x) = ax klesá rychleji.

Poznámka 2.2. Můžeme se také setkat se speciálńımi exponenciálńımi funkcemi:

• Tzv. přirozená exponenciálńı funkce f(x) = ex, jej́ıž základem je č́ıslo e.

• Dekadická exponenciálńı funke f(x) = 10x.
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Obrázek 2.2: Nár̊ust exponenciálńı funkce vlivem zvyšováńı základu a.

Vztahy mezi exponenciálńımi funkcemi o stejném základu

1. ax+y = ax · ay,

2. ax−y =
ax

ay
,

3. (ax)y = ax·y,

4. ax · a−x = 1.

Poznámka 2.3. Exponenciálńı funkce se často využ́ıvá i ve statistice, a to při

modelováńı exponenciálńıho trendu. Např́ıklad se s takovým modelem můžeme

setkat při uvedeńı nového produktu na trh.

2.0.1. Přirozená exponenciálńı funkce

Již jsme si řekli, exponenciálńı funkce, jej́ıž základ je roven č́ıslu e, se nazývá

přirozená exponenciálńı funkce. Vı́me, že přibližná hodnota č́ısla e je 2,71828,

proto nás také nepřekvaṕı, že jej́ı grafické zobrazeńı lež́ı mezi funkcemi 2x a 3x

(viz obrázek 2.3).

31



Obrázek 2.3: Přirozená exponenciálńı funkce.

Maclaurin̊uv rozvoj funkce

Z matematické analýzy známe Taylor̊uv rozvoj jako speciálńı postup, kterým

lze fukci nahradit nekonečnou mocninnou řadou. Tento postup lze uplatnit pouze

tehdy, když má funkce v bodě x0 derivace všech řád̊u. Jestliže x0 = 0, mluv́ıme

o Maclaurinově řadě ve tvaru

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn,

jej́ıž n-tý koeficient an =
f (n)(0)

n!
.

Pomoćı Maclaurinova rozvoje lze f(x) = ex zapsat jako

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R.

Vı́me, že pro funkci ex existuj́ı derivace všech řád̊u a jsou rovny ex. Hodnoty všech

derivaćı v bodě x0 = 0 jsou rovny 1. Pro n-tý člen bude tedy platit

an =
f (n)(0)

n!
=

1

n!
.
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Dosad́ıme-li n-tý člen do Maclaurinovy řady, dostaneme

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Ověřme, že řada ex konverguje pro všechna x ∈ R, tedy že poloměr konver-

gence r =∞.

1. Jak jsme si již řekli, střed mocninné řady x0 = 0.

2. Abychom mohli určit poloměr konvergence, muśıme neǰŕıve vypoč́ıtat hod-

notu λ, jelikož plat́ı

r = 1
λ
, pro λ ∈ (0;∞),

r = 0 pro λ =∞,
r =∞ pro λ = 0.

3. λ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
1

(n+1)!

1
n!

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n!

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

n+ 1

∣∣∣∣ = 0.

4. Pro poloměr konvergence tedy plat́ı r = ∞. Interval absolutńı konvergence

mocninné řady
∞∑
n=0

xn

n!
je (-∞,∞). Řada tedy konverguje pro všechna x ∈ R.

Derivace exponenciálńı fuknce

Jednou z nejpopulárněǰśıch vlastnost́ı exponenciálńı funkce je skutečnost, že

se jej́ı podoba derivaćı neměńı, tedy

f(x) = ex = f ′(x).

Tento vztah lze dokázat pomoćı derivace mocninné řady

f ′(x) =

(
∞∑
n=0

xn

n!

)′
=
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
=
∞∑
n=0

xn

n!
= f(x).
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Exponenciálńı funkce neńı racionálńı

Daľśı z vlastnost́ı exponenciálńı funkce je iracionalita, kterou dokážeme spo-

rem. Předpokládejme, že je exponenciálńı funkce racionálńı funkćı, tedy že je

definována jako pod́ıl dvou polynomů A a B stupň̊u a a b, které lze zapsat:

ex =
A(x)

B(x)
.

Vynásobeńım obou stran polynomen B(x) dostáváme:

exB(x) = A(x).

Nyńı zderivujeme:

(exB(x))′ = A′(x)

exB′(x) + exB(x) = A′(x),

exB′(x) + A(x) = A′(x),

A(x)

B(x)
B′(x) + A(x)︸ ︷︷ ︸

a

= A′(x)︸ ︷︷ ︸
a−1

.

Zde však docháźı ke sporu, jelikož na levé straně dostáváme polynom stupně a,

zat́ımco na pravé straně polynom stupně nejvýše a− 1. Funkce tedy nemůže být

racionálńı.
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Závěr

Tato bakalářská práce ukázala, jakými zp̊usoby lze na č́ıslo e nahĺıžet. Za po-

moci použité literatury jsem přibĺıžila jeho roli v historii matematiky, zaměřila

jsem se předevš́ım na Johna Napiera, Jacoba Bernoulliho a Leonharda P. Eulera.

Vyjádřila jsem také č́ıslo e pomoćı limity a součtu řady. Ukázala jsem několik

zp̊usob̊u, kterými lze ukázat, že je č́ıslo e iracionálńı.

V následuj́ıćı kapitole jsem popsala exponenciálńı funkci, kterou se většina

učebńıch materiál̊u zabývá pouze okrajově. Zaměřila jsem se na jej́ı vlastnosti a

podobu.

Doufám, že moje bakalářská práce přibĺıž́ı čtenářovi problematiku exponenciálńıch

funkćı a ujist́ı ho, že Eulerova konstanta zauj́ımá velmi d̊uležitou roli nejen v ob-

lastech ekonomie.
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