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Uvod

Mnoho c¢innosti, procesi ¢i déja se kterymi se setkdvame v kazdodenni
praxi probiha deterministicky — tzn. wurcity soubor podminek vede
k jednoznacnému vysledku. Jako priklad mohou poslouzit zakony klasické
fyziky nebo tieba zptisob vypocétu prispévku na zdravotni pojisténi.

Naproti tomu je casto nemozné vzit v ivahu nebo ovlivnit vSechny
podminky do vSech detaili. Moznych vysledki urcitého déje je pak vice a
nelze s wurcitosti predpoveédét, ktery znich nastane. Souhrn ne zcela
zjistitelnych ¢i vibec nezjistitelnych okolnosti zasahujicich do d¢je zpravidla
nazyvame nadhodou. O dgjich, jgichz vysledky jsou nahodou ovlivnény, proto
mluvime jako o ndhodnych pokusech. Vysledky nahodnych pokusi jsou
nahodné jevy.

Teorie pravdépodobnosti  zkouma zakonitosti, jimiz se fidi
tzv. hromadné ndhodné jevy, které jsou vysledky opakovaného provadeni
téhoz néhodného pokusu. Zprvu byly stiedem pozornosti predevsim nadhodné
pokusy spojené shazardnimi hrami (hody kostkou, rozdavani karet).
Nahodnymi pokusy jsou vSak i opakovana meteni vramci pozorovani a
experimentt, sériova vyroba stejnych vyrobki, provoz téchto vyrobki, rizné
ekonomickeé a sociologicke dgje. ..

Ve své bakalarskeé praci jsem se zameiil na vytvoreni pomicky pro
studenty strednich skol v oboru pravdépodobnost pomoci internetu. Internet
jsem zvolil pro motivaci studentt a ziskani zajimavych prikladu.

Praci jsem rozdélil do tii kapitol. V prvni kapitole se budu zabyvat
zavedenim pojmi v pravdépodobnosti. DalSi kapitola se bude soustredit na
vyklad pomoci teSenych prikladi. Posledni kapitola bude sbirka priklada
Kk procviceni.

Cilem této préce je pomoci ieSenych prikladi vysvétlit teorii
pravdépodobnosti, seznamit studenty se zakonitostmi a postupy pri pocitani.

Dalsim cilem je vyuziti této préce pii vyuce matematiky pro ucitele

k vytvareni priprav na hodinu.
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V zavéru préce uvadim seznam internetovych stranek, ktery mize

poslouzit ¢tenari pri dalSim studiu tohoto tématu.
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Pravdépodobnost na inter netu

Teorie pravdépodobnosti neni
v podstaté nic jiného nez vyjadreni
obecného povédomi pocitanim.
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1. Nahodny jev

Tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o kterém lze jednoznacné (po
uskutecnéni pokusu) rozhodnout, zda je pravdivé ¢i nepravdivé, budeme
nazyvat nahodnym jevem. Jako piiklad néhodného jevu mizeme uvest ( pocet
telefonnich impulsiz na Ust/ednu za jednu hodinu bude roven 60, pri
kontrolnim vylovu z rybnika uvizne v siti alespor 50 kusi ryb, pri prichodu na
zastavku bude cestujici ¢ekat na tramvaj déle nez 10 minut atd.)

Vysledek ndhodného pokusu nelze s jistotou predpovédeét. Nektere
vysledky vSak nastavaji castéji, nékteré mené casto, nekteré velmi ziidka. Pri
velkych sériich opakovani vsak i tyto nahodné pokusy (resp. jegjich vysledky)
vykazuji urcité zakonitosti a pravidelnosti.

Cilem teorie pravdépodobnosti je pravé studium téchto zakonitosti,
jejich popsani a vytvoreni pravidel pro uréeni mér pocetnosti vyskytu téchto
jevi. S témito zakonitostmi se bézné ctendr setkava, aniz by s to mnohdy
uvédomoval. Napt. kazdy vi ¢i intuitivné tusi, ze pti hodu minci ma stejnou
Sanci rub i lic a ze tudiz pri velkém poctu pokust budou nejspis padat stejné
¢asto. Z matrik ¢i statistickych rocenek |ze snadno zjistit, ze podil chlapct
narozenych v jednotlivych letech vzhledem k celkovému poctu narozenych
déti se pohybuje okolo 51,5%. Prestoze v jednotlivych pripadech nelze pohlavi
ditéte predpoveédét, mizeme pomerné presné odhadnout, kolik se narodi
chlapci z celkového poctu 10 000 narozenych déti.

Nahodnym jevem je tedy jev, ktery pii opakovaném pokusu za stejnych
podminek vykazuje stabilitu relativnich cetnosti. Jevy budeme znagit velkymi
pismeny ze zacétku abecedy (A,B,C,...).
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1.1. Typy nahodnych jevi

Jev jisty

Jevem jistym budeme nazyvat jev, ktery nastane nutné pri kazdé

realizaci nahodného pokusu. Budeme jg zn&tit S.

Jevem jistym je napr. pii hézeni kostkou jev padne jedno z cisel
1,2,3,4,5,6 (samoziggmé pokud hézime béznou hraci kostkou s obvyklym
znacenim stran).

Sednocenim vSech elementérnich jevi dostaneme jev jisty.

Jev nemozny

Nemoznym jevem budeme nazyvat jev, ktery nemuze v daném pokusu

nikdy nastat. Budeme jg znacit A

Nemoznym jevem je napt. pii hazeni kostkou padne cislo délitelné
deviti nebo padne ¢islo sedm.

Zakladni vlastnosti pravdépodobnosti.

§ Pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A nabyva hodnot mezi nulou a
jednickou O£ P(A) £1

§ V pripadé, ze A je jisty jev (jev A nastava vzdycky),
je pravdépodobnost P(A) =1

§ V pripadé, ze A je nemozny jev (jev A nikdy nenastane),
je pravdépodobnost . P(A) =0
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Elementarni jev aslozeny jev

Jev A budeme nazyvat elementarni jev, jestlize neexistuji jevy E a F
raizné od A takove, ze A = E E F, tj. jestlize jev A nelze vyjé&diit jako
gednoceni dvou jinych jeva riznych od A (gednoceni dvou jevi bude jesté
déle vysvétleno). Elementarni jev je tedy "nejjednodussi” vysledek ndhodného

pokusu, ktery uz nelze dale rozlozit.

Elementarnim jevem je pii hazeni kostkou jev padne cislo 3. Naproti
tomu jev padne sudé ciglo je tzv. jevem slozenym. Tento jev se totiz sklada z

elementérnich jevt padne ¢islo 2, padne ¢islo 4 a padne cislo 6.

Prostor elementarnich jevia

Prostorem elementarnich jewit budeme rozumét mnozinu vsech
elementéarnich jevi , které mohou nastat jako vysledek daného nahodného
pokusu. Libovolny nahodny jev je pak podmnozinou prostoru elementérnich

jevi. Prostor e ementarnich jevi budeme znacit pismenem U.

10
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1.2. Jevy avzaemnévztahy:

Predpoklademe Zze provadime néhodny pokus, ktery miazeme
libovoln¢krét opakovat. Vysledkem kazdého opakovani bude nektery prvek
zmnoziny Q vSech moznych vysledkd tohoto pokusu. Néhodné jevy
(budeme je oznacovat velkymi pismeny latinské abecedy) jsou
podmnozinami mnoziny Q. Jsou-li uvazovane nahodné jevy vysledky téhoz
nahodného pokusu, existuji mezi nimi tyto vztahy:

Prinik jevi

Dva jevy se castecn¢ prekryvaji. Maji tedy néjaky neprazdny pranik. To
znamend, ze nekteré vysledky jsou spole¢né pro oba jevy. Cést, ve které se
dvajevy prekryvaji, se nazyva prianik jevit A N B (¢teme A prinik B nebo
A aB - nastavatotiz jak jev A tak i jev B soucasng).

o B2 Zustaneme u hazeni kostkou: jev A necht
B znaii padne &islo 2 nebo 3 nebo 4, ajev B

s L padne sudé ¢idlo. Je zigimé, Ze oba jevy magji

dvavysledky spolecné - padne ¢islo 2 nebo 4.

Stegin¢ jako v piedchozim pripadé a’ jev C znaci pocet podniku, které

vykézi v letosnim roce zisk mensi nez 100 000 K¢, jev D je pocet podniki,

které vykazi zisk vétSi nez 50 000 a mensi nez 200 000 K¢. Je vidét, ze
podniky se ziskem v rozmezi 50000 K¢ -100000 K¢ "patii do jevu Ci D".

Sjednoceni jevi

O gednoceni jeviz A a B hovorime tehdy, jestlize nastava jev A nebo
jev B. Slavko "nebo” znamena, ze miZe nastat pouze jeden z téchto jevi,

ale mohou nastat i oba jevy zaroven. Jinymi slovy, nastane alespon jeden z

téchto jevi. Sednoceni jevi zapisujeme A E B.

11
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Sednocenim jevi A a B muze byt nadsledyjici

|
P o priklad: jev A - zaméstnanci v lesnictvi, jegjichz
plat je mensi nez 3000 K¢, jev B - zaméstnanci v

fn

:_:.- \.- o
f»:f;_c:g: 23
A

e

lesnictvi, jgichz plat je vétsSi nez 2750 K.

Sednocenim téchto dvou jeva je viastné jev jisty

(vSichni zaméstnanci v lesnictvi).

Digunktni jevy

Dva jevy nemagji spolu zadny mozny spolecny vysledek. Takovéto jevy
budeme nazyvat jevy digunktni (nékdy téz neslucitelné). Digunkci
jevit A aB budeme zapisovat A C B = /.

Napt. pri hézeni kostkou definujme jev

A - padne sudé ¢islo, ajev B - padne liché

Q
i—\ /’\ ¢ido. Tyto jevy opravdu nemagji zadny
\\J | ‘\B_// mozny spolesny vysiedek. Jestlize nastane

jev A, nemize zaroven nastat i jev B a

naopak.

Dal& mozny priklad: jev C - néhodné vybrany student VSE je mladsi
nez devatenact let, jev D - ndhodné vybrany student VSE je starsi nez
devatenact let nebo je mu presné devatenact. Je opét zigimé, Ze tyto dva
jevy nemohou nastat soucasné.

Predpokl &dejme napi., Ze zaméstnanci V SE berou plat v rozmezi 2000 -
10000 K¢ mesicné. Dade definujme jev A - zaméstnanci berouci mzdu
25000 K¢ mesicneé. Takovyto jev je prazdny, nebot zadny zaméstnanec
nebere mzdu 25000 K¢ mesicné.

12
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Rovnost jevi

Dva jevy A a B jsou s rovny, jestlize A je ¢asti B a zaroven B je casti

A. Rovnost jevt zapisujeme A = B. Jinymi slovy, nastoupeni jevu A ma za

nasledek nastoupeni jevu B a naopak nastoupeni jevu B ma za nasledek

nastoupeni jevu A.

Prikladem dvou totoznych jevii mohou byt
nasledujici jevy: A - pii hodu kostkou padne
sudeé ¢idlo, jev B - pii hodu kostkou padne ¢islo

dglitelné dvéma.

Jeden jev je zcela obsazen v druhém jevu

To znameng, ze vSechny mozné vysledky jednoho jevu jsou i moznymi

vysledky jevu druhého. Rikame potom, Ze jev A je podjevem jevu B (jev A

je casti jevu B) aznagime Al B.

Priklad takovych jevi mize byt néasledyjici:
pii hodu kostkou at’ znaci jev A - padne ¢islo 2,
jev B - padne sudé ¢islo. Jev A je pak podjevem
jevu B.

Déde napt. at’ jev C je pocet podniku, které

vykézi v letosnim roce zisk mensi nez 100 000 K¢, jev D je pocet

podnikt, které vykazi zisk mensi nez 200 000 K¢. Podniky "zarazen€" do

w o

C jsou samozigme

obsazeny" i v D.

13
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Opacny jev

Opacnym jevem (doplrsikovym) k jevu A budeme rozumét jev, ktery

nastane, kdyZ nenastane jev A. Jev opacny budeme znagit A.

Opatnym jevem k jevu A - nahodné

s gﬁg;amji vybrany student VSE je studentem 1. ro¢niku,
je jev A néhodné vybrany student VSE neni

studentem 1. rocniku, coz je totéz jako

AN,

nahodné vybrany student VSE je studentem 2.

O

nebo vysSiho roc¢niku.

Rozdil jevi

Rozdilem jevit A a B budeme chapat jev, ktery nastava pravé tehdy,

nastane-li jev A a nenastane-li jev B.

Zustaneme-li u hazeni kostkou, nabizi se
nasledujici priklad: jev A - padne ¢islo vétsi
nez dve, jev B - padne sudeé cislo. Rozdil jeva
A aB jepak jev A - B - padne ¢ido tfi nebo

v

pét.

14
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2. Pravidla pro pocitani s pravdépodobnostmi

Klasicka definice pravdépodobnosti predpoklada , Zze mnozina
elementarnich jevi Q obsahuje konecny pocet n prvki, a ze nastoupeni
kazdého z nich je steginé mozneé. Je-li sledovany ndhodny jev gednocenim m

elementérnich jevi z mnoziny Q je pravdépodobnost jevu A

P(A) :%

Klasicka definice vlastné z matematického hlediska neni definici-nedava
odpovéd” na otéazku co je pravdépodobnost, dava pouze navod jak ji
v n¢kterych pripadech vypocitat. To plati i o dvou nasledujicich ,,definicich®

Geometricka definice pravdépodobnosti se pouziva v pripadech, kdy
mnozina elementarnich jevii Q obsahuje nekonecny pocet prvka, které
vytvareji omezenou a uzavienou oblast. Mirou této oblasti je konecné kladné
¢ido m(W). Je-li ndhodny jev A podmnozinou mnoziny Q kde jsou vSechny

jevy stegin¢ pravdépodobné a je-li jeho mira r(A), je pravdépodobnost jevu A

nm(A)
mW)
Klasicka i geometricka definice predpokladaji vlastnosti prvki mnoziny

P(A) =

elementarnich  jevi a snazi se urcit pravdépodobnost jeich logickym
rozborem, aniz by bylo nutné provadét néhodny pokus.

Odhad pravdépodobnosti pomoci statistického odhadu. Nam dava navod jak
urcit pravdépodobnost na zékladé vysdedki mnohonasobného opakovani
nadhodného pokusu: Opakujeme-li n-krét nezavisle urcity nahodny pokus (tzn.
Vysledky jednotlivych opakovani pokusu se navzaem neovliviuji) a nastane-
li v téchto pokusech jev A m-krat, pak relativnié ¢etnost nastoupeni jevu A je

m .y o . . - ;. .
rovha — . Jestlize pri rostoucim poctu opakovani pokusu kolisa relativni
n

15
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W m 4 M s s 2T P4 w7z o M w7z
detnost — ve stdle uzSich mezich kolem urcitého ¢isla, mazeme toto ¢iso
n

povazovat za pravdépodobnost jevu A.

V praxi vétsinou nesledujeme vyskyt jednoho nédhodného jevu, ae
zajimame se ovice jevi soucasné a o jgich vzgemné interakce. Vzgemné
vztahy mezi nahodnymi jevy jsou vyjadieny v nasledujicich symbolech.
Néhodny jev C = (AB) nastava v piipadé, ze nastanou oba jevy A a B
soucasné. Nahodny jev D = (A nebo B) nastava v pripade, Ze nastane alespon
jeden z jevi AaB, tj. bud’ jev A, nebo jev B, ¢i obajevy A aB soucasné (ij. jev
C). Pravdépodobnost jevu D = (A nebo B) dovedeme vyjadiit pomoci
pravdépodobnosti jevi A, BaC = (AB) jako

P{A nebo B) = P(4) + P(B) - P(4, B).

Priklad 2.1 V ndhodn¢ vybrané skupin¢ 140 muzi ve veku 40-50 let
ohrozenych ateridni hypertenzi se wvyskytl rizikovy faktor "zvySeny
cholesterol” (jev A) ve 37 pripadech a rizikovy faktor "koureni" (jev B) v 96
pripadech. Ve 31 pripadech jsme zjistili souc¢asny vyskyt obou rizikovych
faktora. Odhadnéte pomoci relativnich c¢etnosti pravdépodobnosti  vyskytu
jeva A, B, C=(A,B) aD = (A nebo B).

ReSeni: Pravdépodobnost vyskytu faktoru "zvyZeny cholesterol” je
odhadnuta jako P(A) = 37/140 = 0,2643 a faktoru "koureni" jako P(B) =
98/140 = 0,7000. Odhad pravdépodobnosti soucasného vyskytu obou faktori
je P(A,B) = 31/140 = 0,2214. Odhad pravdépodobnosti vyskytu "zvySeneho
cholesterolu” nebo "koureni” je P(A nebo B) = 0,2643 +0,7 — 0,2214 = 0,7429

16
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3. Znazor néni pomoci Vennovych diagrami

Casto ndm pro objasnéni  vzgemnych souvidosti  mezi
pravdépodobnostmi  ndhodnych jevi pomaha jejich grafické znazornéni
pomoci Vennovych diagrami. Na obrézcich 3.1 ,3.2, 3.3 je zndzornéno, ze
uvnitt  obdélniku lezi vsechny mozne vysledky nahodnych pokusi i
pozorovani. Kruh soznatenim A reprezentuje jen takoveé vysledky, které
vytvargi jev A, podobné kruh soznacenim B reprezentuje vysledky, které
vytvargi jev B.

Obrazek 3.1: Neslugéitelné jevy

Dva jevy A a B jsou neslucitelné, jestlize nemohou nastat oba soucasné
(viz obrazek 3.1). Soucasny vyskyt jevii A a B je vyjadien jevem C = (A,B).
Pro neducitelné jevy A aB jejev C = (A,B) nemozny ajeho pravdépodobnost
jerovna P(A,B) =0 nule, tj. . Proto pravdépodobnost vyskytu alespon jednoho

ze dvou neslucitelnych jevii A a B se rovna souctu jgjich pravdépodobnosti

P{A nebo B} = P(A)+ P(B)

Tento vztah se nazyva pravidlem o s¢itani pravdépodobnosti.

17
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Specidnim pripadem dvou neslucitelnych jeva jsou jevy opacne, napr.
"narozeni chlapce" a "narozeni divky". Pii ur¢ovani pohlavi novorozence jev
"narozeni chlapce" nastava vzdy, kdyz nenastane jev "narozeni divky".
Obecné¢ rozumime opacnym (dopliikovym) jevem kjevu A takovy jev
(znime ho -4), ktery nastava pravé tehdy, kdyz jev A
nenastava. P(AnebodA) =1 Tedy a zpravidla o <titani pravdépodobnosti

dostaneme P(QA) =1- P(A).

Priklad 3.2 Jestlize pravdépodobnost jevu A "narozeni chlapce” je
P{4)= 1,51 rovna, spoctéte pravdépodobnost jevu ~A"narozeni divky".

ReSeni: Jev ~A"narozeni divky" je opatnym jevem k jevu A "narozeni
chlapce". Proto P(@A) =1- P(A) =1- 0,51=0,49 .

Pravidlo o scitani pravdépodobnosti |ze snadno rozsitit na libovolny

A Az de | Oznagimeli D vyskyt

pocet vzgemné neslucitelnych jevi
aspon jednoho D = (4 nebo Az nebo ... nebo 4i) Ztéchtojevi, ).,
potom pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti ma tvar

P(D) = P(A)) + P(Aa) + -+ P(A) = iP(ﬁl_,-j.

=1

Obrazek 3.2: Sucitelné jevy
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Na obrazku 3.2 jsou zndzornény dva jevy A a B, které se mohou vyskytovat
soucasné. Tyto jevy tedy nejsou neslucitelné (tj. jsou slu¢itelné), a proto pro
vypocet P (A nebo B) nelze pouzit pravidlo o stitani pravdépodobnosti, ale

obecngjsi vzorec .

Obrazek 3.3: Podminéna pravdépodobnost jevu A k jevu B

P(A|B) =1

V nékterych situacich se zagjimame o vyskyt jevu A jen v pripadeé, ze
nastal urcity jev B, ktery ma kladnou pravdépodobnost (tj. mize opravdu
nastat). Vime-li ze nastal jev B, mize se tim zmeénit i pravdépodobnost
vyskytu jevu A. VSechny jevy neslucitelné sB se stanou nemoznymi a jevy
deterministicky urcené B se stanou jistymi (viz obr. 3.3, kde jev A nastava
vzdy, kdyz nastane jev B). Ostatni jevy se mohou vyskytnout
s pravdépodobnostmi,  které mohou byt odlisné od pavodnich.
Pravdépodobnosti jevi, zjisténé za podminky vyskytu jevu B, se nazyvaji
podminéné  pravdépodobnosti  vzhledem kjevu B. Podminéna

pravdépodobnost jevu A vzhledem k jevu B je definovana jako

P(4,B)

O

19

PDF vytvofeno zkuSebni verzi pdfFactory www.fineprint.cz


http://www.fineprint.cz
http://www.fineprint.cz

Tudiz pravdépodobnost soucasného vyskytu dvou jeva A a B lze

. P(4,B)=P(4|B)P(B)
vyjadrit jako :

Priklad 3.3 Odhadnéte podminénou pravdépodobnost vyskytu faktoru
"zvySeny cholesterol” (jev A) za podminky vyskytu faktoru "koureni” (jev B)
Z Udaji uvedenych v prikladu 3.1..

ReSeni: Odhad podmingné pravdgpodobnosti P({4|B)  spocteme,
jestlize za pravdépodobnosti jevi A a B dosadime jegiich odhady pomoci
relativnich ¢etnosti. Dostaneme

0,2214
0,7

P(AB) = = 0,3163

Steiny vysledek musime dostat, jestlize z celkového poctu 98 piipadi,
ve kterych nastal jev B, stanovime pocet pripadi, ve kterych zaroven nastal jev
A. Téchto pripadu je 31. Odhad podminéné pravdépodobnosti je tedy

P(AB) = % = 0,3163

avyjadiuje relativni ¢etnost jevu A mezi pripady, kdy nastal jev B.

Dvajevy A a B jsou nezavislé, jestlize vyskyt jednoho jevu neovliviuje
vyskyt druhého jevu. Matematické vyjadieni tohoto faktu zapiSeme pomoci
podminéné pravdépodobnosti jako P(AB) = P(A) nebo

obdobn¢ P(B|A) = P(B) . Vidime tedy, Ze pro nezévisiéjevy A, B plati

P{4,B) = P{A)P(B)

Tento vztah se nazyva pravidlem o nasobeni pravdépodobnosti.
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Priklad 3.4 Zjistéte, zda faktory A a B uvedené v prikladu 3.1 se
vyskytuji nezavisle, jestlize vypoctené relativni cetnosti povazujeme za
skutecné pravdépodobnosti.

ReSeni: V piipadé nezévislosti faktoris A a B plati P(N B) =P(A). Z dat
prikladu 3.1dostéavéame P(AB)=03163, coZ se liSi od pravdépodobnosti
P(A)=0,2643. Jevy A aB tedy nejsou nezavisle.

Priklad 3.5 Oznacme A jev, Ze "prvni novorozenec narozeny v pristim
kalendainim roce v CR je chlapec" a B jev, Ze "druhy novorozenec narozeny
v pii&im kalendétnim roce v CR je chlapec". Vylougime-li vicesetné porody,
spoctéte pravdépodobnost jevu C, Ze "oba novorozenci jsou chlapci" za
piedpokladu, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,51.

ReSeni: Vyskyt jevu A neovliviiuje vyskyt jevu B, tudiz jevy A aB jsou
nezavislé. Pravdépodobnost jevu C = (A,B), Ze oba novorozenci jsou chlapci,
je tedy rovna

P(C) = P(A)P(B) = 0,51°0,51 = 0,2601

Priklad 3.6 Pravdépodobnost jevu A "osoba méa pravé oko modre" je
rovna 0,3 a pravdépodobnost jevu B "osoba ma levé oko modré" je také rovna
0,3. Jestlize pravdépodobnost, ze "osoba ma pravé oko modré" za podminky,
Ze nastal jev "osoba ma levé oko modré" je rovna 1, spoctéte pravdépodobnost
jevu C "osoba ma obé o¢i modré".

ReSeni: Jevy A a B nejsou nezdvislé, nebot' P(A)=0,3 a P(AB)=1 .
Proto pravdépodobnost jevu C = (A, B) spocteme jako
P(C) = P(AB)P(B) =1>0,3=0,3

Pravdépodobnost, Ze "osoba ma ob¢ o¢i modré" je tedy rovnéz 0,3.

Pravidlo o nasobeni pravdépodobnosti Ize rozsitit na libovolny pocet

nezavisych jevi A4i, 4a,...,4x . Oznximeli C jev, ktery spociva
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v soucasném vyskytu téchto jevt, tj. C=(A,A,....,A), potom pravidlo

0 nasobeni pravdépodobnosti ma tvar

P(C) = P{As, Az, ..., A} = P{A1P(4a) - - P Ax).

Priklad 3.7 Za predpokladu, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je
0,51, spoctéte, jaka je pravdépodobnost, ze v sérii ¢tyt po sobé narozenych
déti (vicecetné porody vyloucime), bude prave jeden chlapec.

ReSeni: Oznacte C jev, Ze mezi &tyfmi novorozenci je pravé jeden
chlapec. Konkrétni moznosti, které vytvéregi jev C, jsou dany jevy Cy, C,, Cz a
Ci=(4,-4,-4,-4) C4 kde je jev, kdy chlapec se narodi jako prvni, a
Ca=(4,4,74,~4) Ca=(~4,-4,4,-4) C¢ =(~4,-4,~4,4)  podobne
zbyvgjici jevy vyjadiuji, v jakém poradi se chlapec narodi. Jevy C,, C,, Cz a
Cs jsou vzgemné neducitelné. Z pravidla o scitani pravdépodobnosti
dostaneme

P{C) = P[C1 nebe &3 nebo & nebo &) =
= P{C1)+ P(Ca) + P[Ca) + P Ca).

Pravdépodobnosti jevi C;, C,, C3 a C4 jsou vSechny stginé a jsou vypocteny

pomoci pravidla o nadsobeni pravdépodobnosti. Naptiklad

P(C,) = P(A)P(@A) P(@A)P(TA) = 0,510,490,49>0,49 = 0,06

Tedy P(C) = 4.0,06=0,24 je pravdépodobnost jevu, Ze mezi ctyimi

novorozenci bude pravé jeden chlapec.
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4. Bayesiiv vzorec

Predpokladejme, Ze ndhodné jevy B;, kde '= 123k jsou vzgemns
neslucitelné av kazdém pokusu nastava pravé jeden z nich, takze musi platit

I
P(B; nebo By nebo ... nebo By = EP(B,-] = 1.

1=1
Zname-li podminéné pravdépodobnosti P(AB,)jevu A za podminky vyskytu

jevu B proi =1,2,...k , potom pravdépodobnost jevu A |ze vyjadrit vztahem

& &

F(A)=> P[4, Bi) =) P(A|B)P(E),

=1 =1

nazyvanym pravidlo o Uplné pravdépodobnosti.

Priklad 4.1 Predpokladegme, ze pravdépodobnost "Urazu" (jev A)
u"ditéte" (jev By je P(AB,) =02, pravdépodobnost Grazu u "osoby
v reprodukénim veku" (jev By) je P(AB,)=01la pravdépodobnost Urazu
u"osoby v postreprodukénim  veku"  (jev  Bs) je  P(AB;)=04.
Pravdépodobnosti, ze osoba bude patfit do nekteré ztéchto skupin, jsou
P(B,) =025, P(B,)=060a P(B,)=015. Spoctéte pravdépodobnost Urazu
v dané populaci.

ReSeni: Jevy By, B, a B; jsou vzgiemné neslucitelné a v kazdém piipads
nastava pravé jeden znich. Ze znaosti podminénych pravdépodobnosti

vyskytu Urazu v jednotlivych vékovych kategoriich obyvatelstva a ze znal osti
pravdépodobnosti  téchto kategorii  spocteme  pravdépodobnost  Urazu

v populaci j&ko  P(A) = P(AB,)P(B)) + P(AB,)P(B,) + P(AB;)P(B;) =
0,20>025+0,10>0,60+0,40>0,15=0,17

Pravdépodobnost Urazu v populaci je tedy 17 %.
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Bayesiiv vzorec udava, jakym zpiisobem vypocitame pravdépodobnosti P E 4]
jevu B; za podminky, Ze nastal jev A, jestlize zname apriorni P{E)
pravdépodobnosti a podminéné pravdépodobnosti P(AB;) pro vSechny jevy B;,

I =1,2,...k. Bayesiv vzorec matvar

P':A|BJ']|P|[BJ':| .

P(B,4) =

=

S P{A|BJP(B)

1
-

Odvozeni Bayesova vzorce provedeme snadno pomoci vztahi

P(BJ"! AI' = P(,él, BJ":' = P'IMBJ":'P'IBR'J:
P(BJ':AJ P(A|BI'IIP|{BJ"]|
P(4) ~  P{4

Z F(4,B) = Z: P(A|Bi\P(Bi).

W
[
h
aw]

=
]

Priklad 4.2 Pravdépodobnost, ze "osoba je kuiak" (jev A) ve skupiné
"osob s chronickou bronchitidou" (jev By) je P(AB,) = 0,75a pravdépodobnost,
Ze "osoba je kuiak" ve skupiné "osob bez chronicke bronchitidy" (jev By) je
P(AB,) =050. Pravdépodobnost "vyskytu osoby s chronickou bronchitidou”
v populaci budiz P(B))=040a pravdépodobnost "vyskytu osoby bez
chronické bronchitidy" v populaci P(B,)=0,60. Spoctéte pravdépodobnost
vyskytu chronicke bronchitidy u kuiaka.

ReSeni: Pomoci Bayesova vzorce dostaneme, Ze pravdépodobnost
vyskytu chronické bronchitidy u kuidka je

P(AB,)P(B,) _ 0,75>0,40

P(B,|A) = = =
(B\A P(qu)P(Bl)-FP(&BZ)P(BZ) 0,75>0,40 + 0,50 0,60

0,50
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Priklad 4.3 Student jde na zkousku, ale nevi, ktery ze tii moznych
predmétia (RPZ,PV,PG) se zkousi. Vi, ze neumi 40% otézek z RPZ, 15% z PV
a20% z PG.

a. Jakaje pravdépodobnost, ze bude vyhozen?

b. Jakaje pravdépodobnost, Ze bude vyhozen z RPZ?

c. Bude-li vyhozen, jaka je pravdépodobnost toho, Ze to bude z RPZ?

ReZeni
Pravdépodobnosti zkousky z jednotlivych piredméti jsou si rovny.
P(RPZ) = P(PG) = P(PV) = %
Podminéné pravdépodobnosti vyhozeni jsou
_ 1 =3 _1

P(v|[RPZ) = 1,JF‘{»t;rlJF'Ir’} = 2]D,JF'{'t:rIJF'G,‘p =z

a. Pravdépodobnost vyhozeni

P(v) = P(|RPZ)P(RPZ) + P(u| PV)P(FV) + P(s|PG)P(PG) = ¢

b. Pravdépodobnost, ze bude vyhozen z RPZ.

P(vN RPZ) = P(s|RPZ)P(RPZ) = 12_5

c. Z Bayesovavzorce plyne

P(v) Rt

P(RPZ]v) = P(v|RPZ)P(RPZ) _ 23 _ 8
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5. RESENE PRIKLADY

Klasicka definice pravdépodobnosti
Priklad 1

Sjakou pravdépodobnosti padne na dvou kostkach soucet
a) Sest

b) mensi nez 7

Redeni:
ad a) Sestka padne v nésledujicich piipadech:

1l kostka 152 4 3
2.kostka 514 2 3

Tzn. 5 moznosti, m=5

L
Poget vdech moZnosti: 1

ad b)
Z piedchoziho vyplyva, Zze je 5 moznosti pro soucet Sest. Ostatni moznosti:

soucet 5 soucet 4 soucet 3 soucet 2

lkostka 1 423 | |1lkostka 1 3 2 @ |lkostka |l 2| 1kostka 1
2.kostka 4 1 32| |2kostka 3|12 | 2kostka 21 | 2kostka |1

Takzem=5+4+3+2+1=15
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Priklad 2

Mame 230 vyrobkid mezi nimiz je 20 nekvalitnich. Vybereme 15 vyrobkii,
piicemz vybrané vyrobky nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi
15-ti vybranymi bude 10 dobrych?

ReSeni:
Z 230 vyrobkd vybirame 15, pricemz nezalezi na poradi a vyrobky se
nemohou opakovat (vyrobky nevracime zpét). Takze pocet vsech moznosti:

a2300
m= =
15 4

Mezi vybranymi 15-ti vyrobky jich ma byt 10 kvalitnich a 5 nekvalitnich.
Musime tedy z 210-ti kvalitnich vybrat 10 a soucasné z 20-ti nekvalitnich 5:
_ 2106 a206

"E105%s55
[21101;:( ESDJ
)

= 0,004

P (A) =

Priklad 3

Na jedné poli¢ce je nahodné¢ rozestaveno deset knih. Urcete pravdépodobnost
toho, Ze urcité tii knihy jsou postaveny vedle sebe.

Regeni:

Pocet moznosti, jak usporadat 10 knih odpovida poctu permutaci z 10 prvka:
n=10!, m=8.3!.7! - existuje 8 zpusobi umisténi dane trojice knih (na
pozicich 123, 234, 345, ..., 8910), 3! zptsobi jak danou trojici usporadat a 7!
zpusobu, jak usporédat zbyvajici knihy.

(4) - 83071 ¢ 0g
10!
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Priklad 4

Méjme pét vstupenek po 100 K¢, tii vstupenky po 300 K¢ a dvé vstupenky po
500 K¢. Vyberme nahodné tii vstupenky. Urcéete pravdépodobnost toho, ze:
a) alespon dve z téchto vstupenek maji stejnou hodnotu

b) vSechny tii vstupenky stoji dohromady 700 K¢

Reseni:
ad a)
Budeme feSit pomoci opacného jevu. Opacny jev k "alespon dvé maji stejnou

hodnotu” je "kazda majinou hodnotu":

)

Dohromady za 700 K¢, tzn. jedna za 100 K¢ a dvé za 300 K¢ nebo dve za 100
K¢ ajedna za 500 K¢:

JEEE

P (8] = -

<)

PiAY=1- =0,75

Priklad 5

Pri hodu kostkou urcete pravdépodobnost jevi:
a) jev A: "padne ¢islo 5"

b) jev B: "padne ¢idlo < 2"

Reseni:
ad a) P(A)=%
2 1
P(B)=—==—
ad b) |P(B) ===
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Priklad 6

Rozhodnéte, zda v nasledujicich pripadech je stejna mira vyskytu
elementérnich jevu:

a) hod navrtanou kostkou

b) hod minci

c) vystiel do terce

Regeni:

ad a) E; - padne 1, E, - padne 2, ..., Es - padne 6, neni stejna mira vyskytu
ad b) E; - padne rub, E; - padne lic, je stejna mira vyskytu

ad ¢) E; - zasah, E; - mimo, u vétsiny stielci neni stejna mira vyskytu

Priklad 7
Stanovte pravdépodobnost jevu, Ze z 10 nahodné vytazenych bridZzovych karet
budou 3 esa (bridzové karty: 52 karet celkem, z toho 4 esa).

Reent:

Priklad 9
Stanovte pravdépodobnost jevu, Ze z 10 nahodné vytazenych bridZzovych karet

budou 3 esa. (bridzové karty: 52 karet celkem, z toho 4 esa).

Reent:
[4][48]
21| 7
FlAl=
(4) =
10
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Priklad 8
H&zeme dvéma mincemi. Jaka je pravdépodobnost:
a) jevu A: "padnou dvalice

b) jevu B: "padne jednou rub a jednou lic

Moznosti, které mohou nastat:
RUB RUB
RUB LiC
LIiC RUB
LiC Lic

Tzn.:

ada) | P(A :%‘\

ad b) P(B)

Il
NN
Il

N
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Geometricka pravdépodobnost

Priklad 1
Jaka je pravdépodobnost toho, Ze soucet dvou ndhodné zvolenych kladnych
¢isal, z nichz zadné neni vétsSi nez jedna, bude nejvySe roven jedné a jejich

v anr v 2
soucin nebude vétsi nez .

Reseni:
Situace je patrna z obrazku:
Yi

-
=
Il

ok

rt+w

0

Ll b

1
3

Jeziggme, zeS =1
Obsah oblasti A miizeme spocitat napr. tak, ze secteme obsahy v intervalech (DJ %)

a <§ 1), tady je vysledek jasny: % a k tomu ptipocteme obsah v intervalu

2
3
|N:}+‘2 X }+gln2:0,487
3 3 9
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Priklad 2 (Buffonova uloha)

V roviné jsou narysovany rovnobeézky, jeichz vzddenost je d. Urcete
pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vrzena jehla délky | (I < d) protne
libovolnou primku.

Redeni:

Situace je vystizena na obrazku:

I | jehla
2 : ismq:u
: 2 jedna z rovnob ek
oy 1)
i 8 o . stfed jehly

Kazdou polohu jehly mtizeme tedy popsat dvémi souradnicemi: vzdalenosti y
jegjiho stiredu S od ngjblizsi z primek auhlem j  jehly s danym systémem
primek.

Plati: O£ y£%,0£j £p
Jehla protne nejblize polozenou piimku, jestlize:
%sin i *y (vymezeni oblasti A)

V Sem moznym poloham jehly odpovida pravouhel nik

el
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viz. obr.
}? s

B3| R,

Z predchoziho vyplyva, Ze:

Priklad 3
Jak je pravdépodobné, Ze meteorit padne na pevninu, vime-li, Ze pevninama
rozlohu 149 milion& km* a more 361 miliona km®.

Redeni

(4) 145

=——=10,2592
143 +361
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Priklad 4

Dva znami se domluvi, Ze se sejdou na ur¢itém misté mezi 15. a 16. hodinou,

pii¢emz doba ¢ekani je 20 minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze se pii této
dohod¢ setkgji?

Redeni:

X ... doba po 15.hodin¢ v

niz piijde prvni, x € {0.60)

y ... doba po 15.hodin¢ v

niz prijde druhy, x & (%60)

jev A . .. oblast vymezena

étvercem a nerovnici
X-y|<20

|| = 60.60 = 3600
Z obrézku je patrné, Ze kdyZ spojim dva nevySrafované trojuhel niky, tak
dostanu ¢teverec o stran¢ délky 40, tedy:
|A| = 3600 - 40.40 = 2000
Takze:

FlA)= 2000 _ 0 _ 0,56
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Podminéna pravdépodobnost

Priklad 1
Z celkové produkce zavodu jsou 4% zmetka a z dobrych je 75% standardnich.

Urcete pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany vyrobek je standardni.

Regeni:

jev A...vybrany vyrobek neni zmetek

jev B ...vybrany vyrobek je standardni

Vime, ze: P(A) =1- 0,04 =0,96; P(B/A) = 0,75
Hledana pravdépodobnost:

IP(A B) = P(A): P(B/ A) = 0,96:0,75 = 0,72

Priklad 2

Z vyrobkua ur¢itého druhu dosahuje 95% piedepsanou kvalitu. V urc¢itém
zavode, ktery vyrabi 80% celkové produkce vsak predepsanou kvalitu ma 98%
vyrobkid. Méme ndhodné vybrany vyrobek predepsané kvality. Jaka je

pravdépodobnost, Ze byl vyroben ve vySe uvedeném zavodé?

Reseni:
jev A...vyrobek je vyroben ve zminovaném zavode
jev B...vyrobek je predepsané kvality

P{A~E8) 0,580,985

o(as8) = P (8] 0,05

= 0,825
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Priklad 3

Menza VSB zakoupila 12 chladni¢ek z 1.z&vodu, 20 z 2.z&vodu a 18 z
3.zavodu. Pravdépodobnost, Ze chladnicka je vyborné jakosti, pochazi-li z
1.zavodu je 0,9, z 2.zavodu 0,6 a z 3.zavodu 0,9. Jaka je pravdépodobnost, Ze
nahodné vybrana chladnic¢ka bude vyborné jakosti?

Reeni:

jev A...ndhodn¢ vybrana chladnic¢ka bude vyborné jakosti

jev B;... nahodn¢ vybrana chladni¢ka pochézi z i-tého zavodu
Chladnicek je dohromady 50.

A=[AnB)w(AnB)u(Ans,)
P(AY=P[AnB)+P(AnB,)+P (A nE,)

P(A) = P(B,).P(A/B,) + P(B,).P(A/B,) + P(B3).P(A/Bs)

P(A) = 12 00+2% 0,64+2% ngon,7s
50 50 50
Priklad 4

Ve spolecnosti je 45% muzi a 55% Zen. Vysokych nad 190cm je 5% muza
a 1% Zen. Néhodn¢ vybrana osoba je vysSi nez 190cm. Jaka je

pravdépodobnost, Ze je to Zena?

Regeni:

jev A...vybrany ¢lovek je vySSi nez 190cm
jev By...vybrany ¢loveék je muz

jev B,...vybrany ¢lovek je zena

P(A1=P[AnB)+P[A~B,)=0,450,05+0,550,01=0,028

P (8, /4) - FlAnB,) _0,ss.0,01_ o,
: £ A) 0,028 ‘
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Priklad 5

Sada, kterou tvori 100 soucastek je podrobena vybérové kontrole. Sada se
nepiijme, jestlize mezi péti kontrolovanymi soucéstkami je alespon jedna
vadna. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze se sada nepiijme, jestlize obsahuje
5% vadnych soucastek?

Regeni:

Budeme feSit pomoci opacného jevu. Ten spocivav tom, Ze sada bude prijata.
Tento jev je pranikem péti jeviA = A Az Az A4 As, kde A znamend, ze k-ta

kontrolovana soucéastka je kvalitni.

: 95
Pravdgpodobnost jevu A;:  # (4] = 1o
(200 soucéastek z nichz je 95 kvalitnich)
Kdyz nastane jev A, ziistane 99 soucastek, mezi nimiz je 94 kvalitnich, takze:
94
(A2) = 29

Pravdépodobnost zbyvgjicich jevii odvodime obdobnym zpisobem, tzn.

p(,ﬁj=ﬂ &E%E:D,??

P(A) =1- P(A)=1- 0,77 =0,23

Priklad 6 @
AP ®) —
Hazime dvéma mincemi. - @ (@

Jev A: padne lic arub ~
Jev B: naprvni minci padne lic

Urcete pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B.

ReSent:

Moznosti, které mohou nastat:

RUB RUB

RUB LiC

LIC RUB

LiCc Lic
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a) pomoci klasicke definice: evidentn¢ P(A/B) = 0,5

b) pomoci vzorce na podminénou pravdépodobnost:

1
p[ﬂ;g):m:%:%
¥

Priklad 7

Mame krabici se ttemi bilymi a dvémi cernymi koulemi. Vytahneme postupné
dv¢ koule (prvni nevracime zpét). Urcete pravdépodobnost toho, Ze v druhém
tahu vytahneme bilou kouli za predpokladu, Ze v prvnim tahu byla vytazena

éerna koule.

Regeni:

jev A: ve druhém tahu vytazena bila
jev B: v prvnim tahu vytazena cerna
Moznosti:

1tah 2.tah celkem
Z tabulky je ztggmé, ze:

dernad ¢erna
6
P(ANB) = —
0 1 2 (ANB) 20
1 1
P@B) =2
cernd |bila 20
2 2 6 To znamena: P[ﬂ;ﬂ) - M =0,75
1 P(E}
pocet < V<>

moznosti bila |¢ernd

(. 1.

bila bila

(. 1.
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Statisticky odhad pravdépodobnosti

Priklad 1
Pti hazeni minci byly zjistény tyto vysedky:

pocet hoda pocet padnuti lice relativni ¢etnost

n fo Ju

#
4000 2032 0,5080
12000 6019 0,5016
24000 12012 0,5005
30000 15010 0,5003
Resen:

Z tabulky je ztejmé, ze pravdépodobnost odpovida hodnote 0,5.
Z hodnot v tabulce mizeme oc¢ekavat, ze ¢im vice pokusi provedeme tim

lepSi odhad pravdépodobnosti dostaneme.
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Zavisle pokusy

Priklad 1

Mezi 15 vyrobky je 5 zmetki. Vybereme 3 vyrobky. Jaka je pravdépodobnost,
Ze jeden z nich je vadny, jestlize:

a. vybereme vSechny 3 ngjednou

b. vybirdme po jednom bez vraceni

. U

b. MozZnosti: (V-vadny, D-dobry)

510 9 15
VDD ... & 1514713 91
1005 9 15
DVD... * 151413 31
1005 9 15

DDV ... ® 151413 91

To jsou vSechny mozné zpusoby vybéru:

45
P=P, +Py+Py= 2
1 2 3 o1

Poznamka: nezalezi tedy natom, vybereme-li vyrobky najednou nebo
postupné bez vraceni.
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Priklad 2

V osudi jsou 2 bilé a 3 ¢erné koule. Vypoctéte pravdépodobnost toho, Ze :

a. vytdhneme 3 koule a budou 2 ¢erné a1 bila
b. vytahneme bez vraceni jako prvni ¢ernou kouli, pak bilou a nakonec

c¢ernoul.

Reent:

RS
b. CBC... @ @ @ e

(dal & moznéa poradi: CCB, BCC - obé se stegjnou pravddpodobnosti
jako CBC, vSechny dohromady tedy davaji pripad ad a)

Priklad 3
Dva stielci vystieli po jedné rané. Pravdépodobnosti zasahu cile jsou po fedé
0,5a0,9. Urcete pravdépodobnost toho, Ze alespon jeden stielec zasahne cil.
Regeni:

jev A: alespon jeden zasahne cil

jev B: cil zasahne prvni stielec

jev C: cil zasdhne druhy stielec

P(A) = P(B.C + B.C+B.C) =P(B.C) + P(B.C) + P(B.C) = P(B).P(C) +
P(B).P(C) + P(B).P(C)=0,5.0,1 + 0,5.0,9 + 0,5.0,9= 0,95

nebo:
P(A)=1-P(B.C)=1-P(B).P(C)=1-0,5.0,1=0,95
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Priklad 3

Ve dvou krabicich jsou koule, které se lisi barvou. V prvni je 6 bilych, 10
modrych a 9 ¢ervenych; ve druhé pak 11 bilych, 7 modrych a7 ¢ervenych. Z
obou se nahodné vytahne po jedné kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze ob¢

koule mgji stejnou barvu?

Regeni:

jev A: vytahnu 2 bilé

jev B: vytahnu 2 modré
jev C: vytahnu 2 ¢ervené

P=PA+B+C)=
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Uplna pravdépodobnost

Priklad 1
V obchodg jsou tti pokladny na nichz dojde k chyb¢ v Uctovani s
pravdépodobnosti: 0,1; 0,2 a0,3. Jaka je pravdépodobnost, Ze osoba

opoustéjici obchod ma chybny Ucet?

Regeni:

jev A: doslo k chybé v uctovani

jev H;: odbaveni i-tou pokladnou

jev A je mozno vyjadfit:

A=H;.A+H,. A+H3. A, takze:

P(A)=P(H.A+H.A+H3.A)= P(H1.A)+P(Hy.A)+P(H3.A)=
P(H1).P(A/H)+P(H,).P(A/H)+P(H3).P(A/H3)= 1/3.0,1+1/3.0,2+1/3.0,3=0,2

Priklad 2
Zadani je stgjné jako v predchozim prikladé. Otazka: Jaka je pravdépodobnost,

Ze jsme byli u druhé pokladny, mame-li chybny Gcet?

Reent:

1
FlH, 1 4)= = - 5
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Nezavisé pokusy

Priklad 1

Héazime pétkrét kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze Sestka padne dvakrat?
Regeni:

jev A: padne 6 (pri jednom pokusu)

1
P(A)=p==
(W =p= ¢
pocet pokusii: n =5, jev nastoupi dvakrat: k = 2.
Tedy:
Y sy .5

= = =1 =] =10.—==016&
) =)= )(3) (3] -5
Priklad 2

Pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany student bude znét ucivo je 0,005. Jaka

je pravdépodobnost, Ze mezi dvaceti vybranymi studenty bude:

a. prave 5 znalych studentu

b. negjvyse 2 znali studenti

c. aespon jeden znaly student

d. jaky je ngpravdépodobnéjsi pocet znalych studentt

Reent:

a FPlA )= [20].0,0055.0,995”

20 20 20
b. p= pl4)+Pa)+P4)= ( ) J.D,Dﬂﬁn.ﬂ,%ﬁm +( ; J.U,Dﬂﬁl.ﬂ,%ﬁm +( , }0,005?0,9951

P=FA )+ P4+ +PlA,)=1- P4, )= 1—[200}0,005”.0,9952”
C.
pa+h-l=k=pint+l)

000521-1=k=0,00521
- 0885 =k =0]105

d. Takze ngpravdépodobnéjsi pocet znalych studentt je k =0
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6. Sbirka priklada k procviéeni

Priklad 1

Zakaznik si chce koupit sacek mléka a konzervu. V obchodé je 30 s&cka
miéka, ztoho 5 z minulého dne a 20 konzerv snecitelnym datem vyroby,
ztoho 1 sprodlou zaruéni dobou. Jaka je pravdépodobnost, Ze si zakaznik
koupi dnesni mléko a konzervu v zaruce?

Resent:

P(A) = 2522 — 0792
30 20

Priklad 2

Hézime 2 hracimi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet cisel na
kostkéch bude vétsi nez 3?

Resent:

P(A) =2 =0 017
36

Priklad 3

V antikvaridu maji knihy, znichz 10% ma vytrzenou stranu, 30% je
popsano poznamkami a 65% knih je bez zavad. Jaka je pravdépodobnost,
Ze kniha , kterou s koupite, je sice popsana poznamkami, ale ma vsechny
strany?

Regeni:

VS...kniha mavytrzenou stranu

PP...kniha je popsana poznamkami

BZ...knihaje bez zavad

Z...kniha ma zavady

P(VS) =0,1 P(PP) =0,3 P(BZ) =0,65 P(Z)=1-0,65=0,35
P(VS) + P(PP) - P(VSC PP)=0,35b 01+0,3- P(VSC PP)

P(VSC PP)=0,4- 0,35=0,05

Hledana pravdépodobnost je tedy: | P(PP) - P(PP CVS) =0,3- 0,05=0,25
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Priklad 4

Na vyrobé televizi zn.Tesda se podilgii 4 dodavatelé soucéastek. Prvni
dodava 25% soucéstek a ma 2%-ni zmetkovost, druhy dodava také 25%
soucéstek a ma 1%-ni zmetkovodt, treti dodava 35% soucastek a ma 3-ni
zmetkovost,ctvrty  dodava 15% soucastek a ma 1%-ni  zmetkovost.

Koupime-li si televizi zn. Tedla, jaka je pravdépodobnost, ze

a) bude bez zavad
b) bude vadna?

Resent:

a) |P(A) =0,25>0,98+0,25>0,99+0,35>0,97 +0,15>0,99 = 0,9805

b) | P(B=1- / P(A) =0,0195

Priklad 5

Ve firmé 40% zamestnanci umi anglicky, 35% zaméstnanca umi némecky a
15%hovori obémajazyky. Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany
Zaméstnanec: a) umi anglicky nebo némecky

b) neumi zadny z téchto jazyka

¢) umi némecky, ale neumi anglicky?

Resent:

a) |P(A)=04+0,35-0,1=0,6

b) |P(B)=1-0,6=04

¢ |P(C)=035-0,15=0,2
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Priklad 6

V prvnim koS je 9 cervenych jablek a 2 jablka zelend, ve druhéem koS je 8
jablek cervenych a 1 jablko zelené. Z prvniho koSe bylo nahodné vybrano
jedno jablko a prefazeno do druhého koSe. Z druhého koSe bylo potom
vybrano jedno jablko.Jaka je pravdépodobnost, Ze je toto jablko zelené?

9 1 2 2
3 ezoni- |P(A) = = x— + = x~ =0118
Regeni: | P(A) 1110 11 10
Priklad 7

Statistiky uvadéji, ze 5% mladeze do 18 let je aergicka na leky, 2% na pyl a
0,8% na léky i na pyl. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodn¢ vybrany mlady

¢lovek
a) bude alergicky zaroven napyl i naléky
b) bude alergicky pouze naléky
¢) bude alergicky na pyl nebo naléky
d) nebude alergicky na pyl
€) nebude alergicky naléky
f) nebude alergicky ani naléky ani napyl?
Regeni:

a) |P(A) = 0,008

b) |P(B) = 0,042

) |P(C) =0,062|

d) [P0) =099

e |P(E)=0,95

f) IP(F) = 0,939
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Priklad 8

Mame moznost si vybrat dvé ze ¢tyt krabic, z nichz 1 je prazdna a ve tiech je
Sunkova pizza.S jakou pravdépodobnosti ukazeme na krabici s pizzou?

=05

Alw
w o

Regeni: |P(A) =

Priklad 9

Druzstvo kryje svou potiebu ovocnych stromkt od dvou dodavatelt. Od
prvniho dodavatele kupuje 70%, pravdépodobnost, Ze se stromky ujmou je
0,9. Od druhého dodavatele kupuje 30%, pravdépodobnost , Ze se stromky
ujmou je 0,8.Jaka je pravdépodobnost, Ze se ndhodn¢ vybrany stromek po
zasazeni ujme?

Reeni: |P(A) =0,7:09+0,3:08=0,87

Priklad 10

Na mysliveckém plese byla tombola.Prodalo se 420 listki, z nichz 30 je
vyhernich.Jaka je pravdépodobnost, Ze :

a) koupime-li s jediny listek, vyhrajeme

b) koupime-li si 3 listky, na vsechny vyhrgeme

¢) koupime-li si 10 listki, nevyhragjeme nic?

Reseni:
30
P(A) = =0,0714
3 [PA=750
b) |P(B) = 30 29 28 =0,000331
420 419 418
E@%g xga@OQ
10 5 &0
PC)=8"8€"9%_(472
o) [P 28200
€105
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Priklad 11

Ocelové odlitky jsou kontrolované rentgenem, ktery odhali chybu s 98%-ni

spolehlivosti a kvalitni odlitky ozna¢i za vadny s pravdépodobnosti 0,001. Je

znamo, Ze vada se vyskytuje u 0,3% odlitka. Jaka je pravdépodobnost, Ze

odlitek oznaceny pristrojem za vadny je opravdu vadny?

Regeni:

Tv ....vyrobek je oznaten rentgenem jako vadny (uvédomte si, zejev Tv lze

rozlozit na dva digunktni jevy:

a) jev vyrobek je skute¢n¢ vadny aje oznacen zavadny V C Tv

b) na jev vyrobek je kvalitni a presto je oznaten rentgenem za vadny
KCTv

K.... vyrobek je kvalitni
V ....vyrobek je vadny

Vime, Ze
P(TWV) = 0,98; P(TVK) =0,001; P(V) =1- P(K) =0,003; tedy P(K) =0,997
PVITY) = PVGCTY) _ P(TWV) xP(V) _ 0,980,003 07467
P(Tv) P(TVV) xP(V) + P(TK) xP(K)  0,98>0,003+0,001>0,997

Hledana pravdépodobnost je 0,7467.

Priklad 12

Student ma sirky i zapalova¢. Pravdépodobnost, Ze pouzije zapalovac je 0,58.
Z8roven ma posledni tii cigarety. Jaka je pravdépodobnost, Ze dvé z nich s
zapali zapalovacem?

Resent:

P(A) = (0,5850,58>0,42) 33 = 0,424
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Pitiklad 13

Zemedelec skladuje 32 pytlt brambor, mezi nimiz jsou 3 pytle s namrzlymi
bramborami. Brambory proda osmi odbératelium, kazdému po 4 pytlich. Jaka
je pravdépodobnost, Zze n¢ktery z odbératelti koupi alespon 2 pytle namrzlych
brambor?

Reeni:

Pravdépodobnost, Ze jeden odbératel dostane 2 pytle namrzlych brambor je

286 229

P(A) = 26 €20_ 0338700
2820 ’

845

Pravdépodobnost, Ze jeden odbératel dostane 3 pytle namrzlych brambor, je

80 )EQQQ
05&15
——-— =0,000806
a820
45

P(A) =

Pravdépodobnost, ze ne¢ktery z osmi odbérateld dostane 2 pytle namrzlé

brambory je P(2) =8>0,0038709 = 0,271

Pravdépodobnost, ze ne¢ktery z osmi odbérateli dostane 3 pytle namrzlé

brambory je P(3) =8:0,000806 = 0,00645

Hledan& pravdépodobnost |P(V) = 0,271 + 0,006 =0,277,
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Priklad 14

Podnikatel ma 2 auta: sbenzinovym motorem a s naftovym motorem.
Pravdépodobnost Ze pii teplot¢ —20°C do 5 minut nenastartuje auto
sbenzinovym motorem je 0,3, pravdépodobnost, Ze nenastartuje auto
s naftovym motorem je 0,6. Pravdépodobnost, Ze nenastartuje ani jeden
z nich je 0,18. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

a) adespon jedno auto nastartuje

b) Zadné auto nenastartuje?

Resent:

a)|P(A) =1- 03:0,6=082|

b) | P(B) =0,3:0,6 = 0,18|

Priklad 15

Student dostane test, ktery ma 10 otazek a ke kazde z nich jsou mozné 3
odpoveédi. Jaka je pravdépodobnost, Ze student odpovi spravné aspon na
polovinu otézek, voli-li odpoveédi nahodné?

Resent:

1 . 2
= — ]_— =
2 ; (1-p) ;

Pl4)=p"+10p° ['l—p_]+[lf]p3f1—pf+[lf]p?fl—p_ﬂ

- [1 f] Pli-p)+ [lﬂn]pﬁ (1-pV

P(A)=0,213128

51

PDF vytvoreno zkuSebni verzi pdfFactory www.fineprint.cz



http://www.fineprint.cz
http://www.fineprint.cz

Priklad 16

Jaka je pravdépodobnost, Ze pii dvacetinasobném hodu minci padne lic
a) nejvic 4x
b) aspon 5x

Resent:

a)P{A‘]=fn,5‘f”—[1+ zn{zn}[zn}r[m]]:
4)=1(0,5, ) ; 4

=0,0059

b) P(B)=1-P(B)=0,9%41

Priklad 17

V bedné je 10 soucéastek, 3 z nich jsou vadne. Nahodné vybereme 4 soucastky.
Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi nimi jsou:

a) 0 vadnych

b) pravé jednavadna

C) prave dve vadné

d) prave 4 vadné

ReSeni:
. 10
P42 Pz=[ J=2m
oA 4
¢y
N _
a) m = pla)=P 1838 45
4 ) Tn 10987 =
¢y
(7 . 105 1
by = —10s pla)=lo 2oy,
SO Tw Tz =
¢y
N7 .
¢} m= [}53 4= g
2)\2 T2 =
d) P(4)=0
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Priklad 18

Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, Zze nahodné vybrané ¢islo ze ¢tyicifernych
cisdl sestavenych z  ¢idic 156,89 je délitelné  ¢tyimi:
a) cidlice se nesmgji opakovat
b) ¢islice se mohou opakovat

Resent:

a)

. 51
n=V(4,5)=1=5432=120

kond: 16,56,68,96
m=4¥(2,3)=432=24
pla=Z-02
I=— =5
b}
n=V'(4,5)=5" =625
kondi:16,56,96,68,33
m=5¥25)=55=125

play)=2_02
’ P2

]

Priklad 19

Jaka je pravdépodobnost, Ze siti projde proud, jestlize spolehlivost kazdé ze
Zarovek jep =0,9?

Resent: j:lq' @ @
— 4 —
P(4)=081 B e
FiEI=0"5
PlAoB | =PI A+ PIBI-FlAnEB|=
=0,81+0,7-0,81.0,9=0,981
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Zajimavost na zavér

Jaka je matematicka pravdépodobnost, Ze Buh existuje?

Jeden védec vypocital, ze je 67 procentni pravdépodobnost, Ze existuje Biih.

Dr. Stephen Unwin pouzil dvé st¢ let staré formule a pokusil se jgim
prostrednictvim vypocitat pravdépodobnost existence vSemocné bytosti.
Bayesova teorie se obycené pouziva k vypoctaim pravdépodobnosti udal osti,
jako je selhani jaderné elektrarny tim, ze se hodnoti ruzné faktory, které by
mohly situaci ovlivnit.

Tento absolvent Manchester University, ktery nyni pracuje jako odhadce rizik
v Chicagu, konstatoval, Ze jeho teorie vychazi z predpokladu, ze je
pravdépodobnost 50-50, ze Buh existuje. Pak do teorie zapracoval faktory a
dukazy pro existenci vyssi bytosti i faktory a dukazy proti tomu.

Mezi faktory, které byly zahrnuty, je napriklad existence dobra, coz podle dr.
Unwina zpusobuje, Zze je pravdépodobnost bozi existence vétsi. Proti tomu
stoji existence prirozeného zla - véetné zemétireseni a rakoviny.

Podrobnosti, jak celou véc vykakuloval, vyjdou tento mésic v jeho nove
knize, takze si to bude moci kazdy prepocitat. Jmenuje se The Probability of
God: A simple calculation that proves the ultimate thruth (Pravdeépodobnost
bozi existence: Prosty vypocet, ktery dokazuje konecnou pravdu).

Dr. Unwin uvedl, Zze ho zaimala snaha piekrocit hranici mezi védou a
nabozenstvim. Argumentuje, ze bozi existence neni teologickou otézkou, ale
prostou veci statistiky.

Britska sazkarska spolecnost William Hill vSak konstatovala, ze urcovani
pravdépodobnosti bozi existence ma podstatné technické problémy.
Problémem je, jak bozi existenci potvrdi. Kdyby védci potvrdili existenci
lochneské prisery, pozadali bychom je, aby nam uhradili penize pro vyplacené
sazky, kdyby se ukazalo, Ze neexistuje. Kdo ale potvrdi existenci Boha?

Firma William Hill prijima sdzky na to, zda se bude konat soudny den.
Pravdépodobnost je 1000:1.
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Zavér

Ve své bakalarske praci jsem se zaméiil na vyklad a teSeni Uloh
z pravdépodobnosti  svyuzitim internetu. V této préaci jsem se snazil co
nejvice vyuzivat dostupné internetové stranky, knihy o pravdépodobnosti a
zkuSenosti ze sve praxe. Dané téma podavam hlavné pomoci prikladt, které
pomohou studentim danou |atku co nejvice priblizit.

Bakalarska prace, mize poslouzit uciteli matematiky jako pomucka pri
vyuce, a ke zpestieni amotivaci studenti.
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Anotace

Ve své bakalarskeé praci jsem se zameéiil na vytvoreni pomicky pro
studenty stirednich Skol v oboru pravdépodobnost pomoci internetu.

Praci jsem rozdélil do tii kapitol. V prvni kapitole se budu zabyvat
zavedenim pojmi v pravdépodobnosti. DalSi kapitola se bude soustredit na
vyklad pomoci teSenych prikladi. Posledni kapitola bude sbirka priklada
Kk procviceni.

Cilem této préce je pomoci ifeSenych prikladu vysvétlit teorii
pravdépodobnosti, seznamit studenty se zakonitostmi a postupy pri pocitani.

Dalsim cilem je vyuziti této préce pii vyuce matematiky pro ucitele
k vytvareni priprav na hodinu.

V zavéru préce uvadim seznam internetovych stranek, ktery mize

poslouzit ¢tenari pri dalSim studiu tohoto tématu.

Annotation

In my dissertation paper for Bachelor’'s Degree. | focus on the creation
of teaching aids on the subject , Probability” with the help the of the internet
for students of the secondary school.

| divided the work into tree chapters. In the first chapter, it deals with
the introduction of the concept of , Probability“. The next chapter will
concentrate on the explanation by means of problems and solutions. The last
chapter will be a collection of problems for practise.

The goa of this work is to explain the ,Theory of Probability* by
means of problems and solution, make the students get acquainted with
familiarize with the regularity and procedure when counting.

The next aim is the utilization or use of this work by teachers with
respect to the preparation for the lesson and during the lessons in
Mathematics.

In conclusion to the work, | will set up a menu on the website which

can serve the readers on this subject during their further study.
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