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Pouzité znaceni

R mnozina vSech realnych cisel

R mnozina vSech nezapornych realnych ¢isel

R” prostor n-tic realnych cisel

(x,y) dvojice hodnot nebo také otevieny interval v R
[z, y] uzavieny interval v R

oF , e 1 .

%(x, y) nebo F.(x,y) prvni parcidlni derivace dle proménné x

O*F , e 1 .

) (x,y) nebo Fy(r,y) druhd parcidlni derivace dle proménné x

O*F , e 1 .

92y (x,y) nebo F,,(x,y) druha parcidlni derivace dle proménné z a y
HF(x,y) Hessova matice funkce F

det(A) determinant matice A

2(t) = f(z(t)), © = f(x) autonomni diferencidlni rovnice prvniho fadu
rovina (c, ) prostor R? s kartézskymi soufadnicemi ¢ a x
prostor (¢, d, x) prostor R? s kartézskymi soufadnicemi ¢, d a
fecn funkce je spojita a jeji derivace (popiipadé vSechny

parciélni derivace) jsou spojité az do fadu n



Uvod

Cilem této diplomové prace je nastudovat problematiku elementarnich bi-
furkaci dynamickych systémt, uvést prehled teorie potfebné k vysetfovani jed-
noduchych modelt majicich tvar dynamickych systémt a praci doplnit priklady.
K pochopeni teorie elementarnich bifurkaci je potfeba, aby ¢tenar znal jiz né€které
pojmy, proto byla zafazena pripravna kapitola. Ta obsahuje zékladni pojmy ty-
kajici se dynamickych systémii. Jsou definovany dynamicky systém, Cauchyho
pocatecni loha, kriticky bod, orbita, fazovy portrét a dalsi klicové pojmy.

Poté se jiz budeme vénovat teorii elementéarnich bifurkaci. Nejprve nadefinu-
jeme skalarni diferencialni rovnici s jednim redlnym parametrem, kterou budeme
dale vySetfovat. Ctenaf bude sezndmen s nejéastéjsimi typy lokalnich bifurkaci,
tj. sedlovou, transkritickou, vidlovou a hysterezni. Kazdy typ lokalni bifurkace
bude demonstrovan na vlastnich prikladech.

Dale bude definovana skalarni diferencidlni rovnice se dvéma realnymi para-
metry a nastinén zpusob jejiho vysetfovani z hlediska elementarnich bifurkaci.

V posledni kapitole se budu vénovat realnému modelu simulace pohybu hyd-
roplanu. Bude uvedena diferencialni rovnice pro rychlost hydropldnu a bude ukéa-
zano, jak se hydroplan chovéa pro urcité hodnoty tahu motoru. Nakonec bude
urcen typ lokalni bifurkace, kterd zde nastava.

V této praci jsou pro oznaceni konce piikladt resp. diikazti pouzity symboly

& resp. [.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole jsou uvedeny pojmy, jejichz znalost je potfebnéd pro pocho-
peni dalsiho textu. Definuji zde dynamicky systém, kriticky bod hyperbolicky a
nehyperbolicky, orbity, fazovy portrét a dalsi. Také uvadim vlastnost stability a
uvadim zde i Vétu o implicitni funkci, nebot bude dale pouzivdna pii vySetfovani
elementarnich bifurkaci dynamickych systému.

Vétsina definic a vét bude urcena pro prostor R, nebot budu dale vySetfovat

elementarni bifurkace v prostoru R.

1.1 Skalarni dynamické systémy

Néasledujici definice dynamického systému je pro uplnost uvedena obecné pro
prostor R™. Pro nas déle bude platit n = 1, v tomto pripadé se dynamicky systém

nazyvéa skalarni.

Definice 1.1. Necht G C R*, J C R, p € C(J x R"), ¢ : J x R* — R". Déle

necht ¢(¢, ) mé nésledujici vlastnosti:

i) ©(0,2°) =2 pro (0,2°) e Jx @G

it) ot +s,2°) = ¢(t, o(s,2°) pro Vt,s e J V2 € G, pro néz jsou ohé

strany definovany.

i7i) Pro kazdé ¢ € J existuje k zobrazeni ¢(t,-) zobrazen{ inverzni ¢(—t, ).

Zobrazeni ¢ : J X G — G nazveme tok.

Pro kazdé ¢ € J nazveme zobrazeni ¢(t,-) : G — G dynamicky systém.
Dynamicky systém nazveme spojitym dynamickym systémem, jestlize je J
interval. Pokud je J diskrétni mnozZina, nazveme dynamicky systém diskrétnim

dynamickym systémem.

My se budeme zabyvat pouze spojitymi dynamickymi systémy, tudiz J pro
nas bude interval a ¢asto budeme brat moznost J = R, tj. J je celd realna osa.
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Spojité skaldrni dynamické systémy jsou generovany autonomnimi diferenci-

alnimi rovnicemi 1. fadu, tj. budou generovany nasledujici rovnici
2(t)= f(z(t)), kde teJCR a f:GCR—-R (1)

Definice 1.2. ReSenim rovnice (1) na intervalu .J rozumime funkei z(¢) tako-

vou, Ze x € C(J) a spliwuje rovnici (1) pro kazdé ¢ € J.

K rovnici (1) pfidévame jesté Cauchyho pocateéni podminku v bodé ¢ = 0,
nebot FeSeni se u autonomni diferencidlni rovnice poté lisi pouze o posunuti,

pokud zvolime bod jiny. Cauchyho pocdatecéni podminka mé nasledujici tvar
2(0) = 2°. (2)

Bod z° je pocatecni bod Feseni, z néhoz vychazi feSeni diferencialni rovnice (1)
v bodé t = 0. Uloha (1), (2) se nazjva Cauchyho pocateéni tiloha. Refenim

tedy bude funkce, kterou oznacime ¢(t, z°), jez Fesi rovnici (1) a spliiuje (2) tj.

¢'(t,2°%) = f(e(t,2%)), pro VteJ,
©(0,2°) = 2°.

Je znamo docela hodné vét tykajicich se existence feseni. Nam postaci pro

nas ucel nasledujici. Jedna se o zakladni vétu o existenci a jednoznacnosti.

Véta 1.1. Necht G C R, f € CYG) a 2° € G. Potom dloha (1), (2) mad jediné
resent o(t,2°) definované na mazimdlnim intervalu I,o = (a0, byo) obsahugicim

nulu. Navic plati o € C*.

Dukaz: Viz [1], strana 6.

V dalsim textu budeme pfedpokladat, ze prava strana tj. funkce f vzdy spliiuje
fecHaq).
Nésledujici véta vysvétli, jak je vlastné generovan dynamicky systém pomoci

autonomni diferencidlni rovnice.



Vé&ta 1.2. Necht ¢(t,2°) je vesenim dlohy (1), (2) na intervalu J. Pokud bereme
funkci (t,2°) jako funkci dvou proménnych tj. t a 2°, pak je funkce ¢ tokem.

Pro kazdé pevné t je zobrazeni ¢(t,-) : G — G dynamickym systémem.

Dukaz: Stac¢i dokdzat, Ze TeSeni ¢ splituje vlastnosti i), i) a 4ii) definice 1.1.
1) Funkce (¢, 2°) spliiuje (0, 2°) = 29, tj. vlastnost ¢) definice 1.1.
2) Zvolime pevné s € J a polozime ¥(t) = ¢(t + s,2°) a 21 = (s, 29). UkdZeme,

ze 1(t) je také TeSeni rovnice (1). Zavedeme tedy substituci 7 = ¢+ s a dostavame

di(t)  de(t+s,2°)  dp(r,2%) dr  do(T,2°)
dt dt dr dt dr

= f(p(r,2%)) = fe(t +5.2°) = f(&(1)),

tj. ¥'(t) = f(¥(t)), a tedy ¥ je TeSeni (1).
Pfitom plati ¢(0) = ¢(s,2°) = a'. Lze tudiz zapsat ¢ ve tvaru ¢(t) = ¢(t,2'),
protoZe ¢(t, ') je jedingm FeSenim rovnice (1) s poéatedni podminkou z(0) = 2.
Odtud

p(t+s,2%) = 9(t) = p(t,2") = p(t, ¢(s,2°)),
tj. je splnéna vlastnost ii) z definice 1.1.
3) Zvolime pevné ¢ € J. Z véty 1.1 plyne, Ze zobrazeni ¢(t,-) : 2° — ¢(t,2°) je
prosté a existuje k nému inverzni zobrazeni. Ukazeme, Ze toto inverzni zobrazeni
mé tvar o(—t,-).

Polozme y° = ¢(t, 2°). Dle vlastnosti 7) plati

90(_t7 yO) = 90(_t7 go(t,{lio)) = 90(_t + t7$0) = 90(07370) = a°.

Tedy plati i vlastnost éii) z definice 1.1.
Timto je dikaz hotov. O

Déle si definujme fazovy portrét dynamického systému, nebot znalost fazového
portrétu je dilezita k pochopeni chovani daného dynamického systému pro riizné

pocateéni podminky. K definici fazového portrétu potfebujeme znat nasledujici

pojmy.



Definice 1.3. Graf FesSeni ¢(t,2°) je mnozina {(t, o(t,2°)) : t € I,0)} C R%
Jedna se o kiivku tiidy C? v R? s parametrickymi rovnicemi:
t=t,
v = x(l), (3)
kde t € Lo, o(t,2°) = z(t).
Definice 1.4. Orbita feSeni (¢, 2°) je mnozina bodt {¢(t,2°), t € o} C R
Jednd se o k¥ivku tifdy C? v R s rovnici:
x=2(t), kde t € I0. (4)
Orbita je projekei grafu reseni ¢(t,2°) do mnoziny G' C R*.
Definice 1.5. Kriticky bod diferencialni rovnice (1) je bod T € G C R!
spliujici rovnici
f(@) =0. (5)
Kriticky bod T se nazyva hyperbolicky kriticky bod, jestlize plati f'(Z) # 0.
JestliZe plati f/(T) = 0, nazveme kriticky bod T nehyperbolickym kritickym
bodem.

Kriticky bod se casto nazyva také ekvilibrium nebo rovnovazny stav. Je
ziejmé, Ze p(t,T) = T je konstantni FeSeni diferencidlni rovnice (1), nebot T’ = 0,
f(@) =0, atedy T' = f(T). Déle nds bude zajimat stabilita kritickych bod.
Definice 1.6. Kriticky bod T € G diferenciélni rovnice 2/(t) = f(z(t)) nazveme
stabilni, jestlize plati:

Ve>030>0Va" cG: |2 -7 <= |p(t,a°) —2°| <e pro Vt>0. (6)

Kriticky bod T € G diferencialni rovnice 2/(t) = f(z(¢)) nazveme asymptoticky

stabilni, jestlize je stabilni a plati:
Ir>0 Ve e |x0—f|<7“:>flim lo(t,2°) — | = 0. (7)

Kriticky bod T € G diferencilni rovnice 2/(t) = f(x(t)) je nestabilni, jestlize

neni stabilni.



Definice 1.7. Fazovy portrét diferencialni rovnice (1) je mnoZina vSech
orbit diferencidlni rovnice (1) se Sipkami na orbitach, které vyzna¢uji pohyb bodu

¢(t, 2°) na orbité pro rostouci ¢.

Je dilezité védét, ze nekreslime vSechny orbity, ale pouze ty typické. Pro nas
pripad dynamického systému v R orbity budou body, omezené oteviené intervaly

a neomezené intervaly.

Véta 1.3. Necht bod T je kritickym bodem diferencidlni rovnice ' = f(x), .
f(@) = 0. Pak je-li f'(T) <0, je dany kriticky bod T asymptoticky stabilni. Je-li
naopak f'(T) > 0, je dany kriticky bod T nestabilni.

Dukaz: Viz [1], strana 19.

V nasledujicim piikladu bude nalezen fazovy portrét zadané diferencialni rov-
nice. Metoda urceni fazového portrétu, kterou si v ném ukazeme, nepocita reseni
dané diferenciélni rovnice, ale k jeho nalezeni vyuziva tvaru pravé strany, tj. f(x),

neboft FeSeni dané rovnice v praxi ¢asto nezname.

Priklad 1.1. Necht je ddna diferencidlni rovnice
' = wsin(x) . (8)

Naleznéte kritické body dané diferencialni rovnice a urcéete fazovy portrét pomoci
tvaru pravé strany diferenciélni rovnice f(x). Omezte se na interval x € [—3x, 37|,
nebot na zbylych éastech redlné osy by bylo feSeni velmi podobné a pro ilustraci

tento interval postaci.

Nejprve vykreslime graf pravé strany f(xz) = wsin(x) a uréime priseéiky s osou
x, coZ budou kritické body, nebot pro né plati f(z) = 0. Vypoctem xsin(z) = 0
je mozné si ovérit, ze funkce f(x) mé kritické body {km, k € Z}. Intervaly mezi
kritickymi body a kritické body jsou orbity. Sipky na orbitdch pak uréime dle

znaménka funkce f(z). Dostdvame tedy nasledujici graf.
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Obrazek 1

Nyni vykreslime fazovy portrét.

znaménka f(x)
+ - + + - +

°
A
3
Y
b

-l » Py »
g - P » 2 »

-3n -2n - 0 T 21 3an

Obrazek 2

Fazovy portrét se skladd z orbit {—3x}, (—3w, —27), {—2x}, (=27, —7), {—7}
(—=,0), {0}, (0,7), {r}, (7, 27), {27}, (27,37) a {3x}. Pritom plati, Ze Sipka
na orbité smétuje doprava, jestlize plati f(z) > 0 pro = nélezejici dané orbité, tj.
f(z) = 2/ > 0 a TeSeni x(t) roste na této orbité. Naopak Sipka sméfuje doleva,
jestlize f(x) < 0 pro x néleZejici orbité, tj. f(x) = 2’ < 0 a TeSeni x(t) klesd na
této orbité. Stabilita danych kritickych bodt je zfejma z fazového portrétu. Pokud
sipky na sousedicich orbitach sméruji ke kritickému bodu, je tento kriticky bod
asymptoticky stabilni. Jakakoliv jind kombinace smért Sipek ukazuje nestabilitu
kritického hodu.

K urceni stability, pokud neméame k dispozici fazovy portrét, slouzi véta 1.3.

Pouziti spociva ve vypoctu derivace pravé strany diferencidlni rovnice f'(x), tj.
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f'(x) = sin(x) + xcos(x) a dosazeni kritického bodu. Napiiklad pro = 7 do-
stavame f'(7) = —7w < 0, a tedy kriticky bod x = 7 je asymptoticky stabilni.
Pokud nam vyjde derivace rovna nule, nelze o stabilité dle véty 1.3 rozhodnout.
To nastava pro bod x = 0, kde f/(0) = 0. Ale protoZe méme jiZz zjisténu podobu
fazového portrétu, mizeme z néj jasné vycist, ze bod x = 0 je nestabilni, nebot

sipky na sousednich orbitédch nesméruji k nému. &

1.2 Véta o implicitni funkci

V této podkapitole uvadim Vétu o implicitni funkci, ktera neni v obecném
tvaru pro funkci vice proménnych, ale pouze pro funkci dvou proménnych, nebot

tato verze nam v dalSim textu postaci.

Véta 1.4. : Véta o implicitni funkci
Nechf je ddna funkce F : D C R* — R takovd, 2e ' € C™(D), m > 1, ddle necht

D je oteviend mnozina v R? a (a,b) C D. Ddle nechf plati

F(a,b) =0, %(a, b) # 0. 9)

Pak existuje okoli U(a) bodu a a okoli U(D) bodu b, kde U(a) x U(b) C D a prdvé
jedna funkce g : U(a) — U(b) takovd, Ze g(a) =b, g € C™ a plati F(x,g(x)) =0
pro kazdé x € U(a), tj. y = g(x) pro (x,y) € U(a) x U(D).

Pritom plati, Ze
x
gdx)=—-8L—— Vrel(a). (10)

Dukaz: Viz [4], strana 95.
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2 Elementarni bifurkace skalarnich dynamickych
systému

V této kapitole uvedu teorii k elementarnim bifurkacim skaldrnich dynamic-
kych systémtl. Nejprve budu uvazovat, Ze na pravé strané dané diferencialni rov-
nice je funkce zéavisla na jednom redlném parametru, poté budu uvazovat funkci
zavislou na dvou realnych parametrech. Pro obé moznosti uvedu typy bifurkaci.

jejich vlastnosti a priklady.

2.1 Skalarni diferencialni rovnice s jednim realnym para-
metrem

Budeme uvazovat diferencidlni rovnici zévislou na redlném parametru c, tj.
/
2! = Fle,a), (11)

kde FF € C*(R?), k > 2. Pfedpokladejme, Ze pro ¢ = 0 ma (11) kriticky bod
x =0, tj. F(0,0) =0. Pokud diferencialni rovnice (11) nema kriticky bod x =0
pro ¢ = 0, ale ma kriticky bod * = T # 0 pro ¢ = ¢ # 0, lze pomoci substituce
y = x —T aa = c— ¢ nalézt takovou rovnici 4/ = G(a,y), pro kterou plati
¥ =y =F(a+¢y+7) =G(a,y)aG(0,0)=0.

Definice 2.1. Jestlize pro malé ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) se fazovy portrét diferencidlni
rovnice (11) v okoli bodu 0 zmén{ (tj. zméni se podet kritickych bodi resp. jejich
stabilita) fikdme, Ze diferencialni rovnice (11) je v bodé (c,z) = (0,0) v bi-
furkaci a hodnota parametru ¢ = 0 se nazyva bifurkaéni hodnota. Bifurkaci

nazyvame lokalni bifurkaci.

Poznamka 2.1. Ménime-li ¢, pak pfislusné kritické body jsou feSenim rovnice
F(c,z) = 0. Pro pevné ¢ mize existovat vice feSeni x nebo zddné. Diferencialni
rovnice (11) miZe mit tedy pro pevné ¢ vice kritickych bod nebo zZadny.

Véta 2.1. Nutnou podminkou pro existenci lokdlnt bifurkace je, aby kriticky bod
0 byl nehyperbolickym kritickym bodem diferencidlni rovnice (11), tj. aby platilo

F(0,0) =0, g—i(o, 0) =0. (12)
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Dukaz: Dtkaz provedeme sporem. Necht tedy je kriticky bod 0 hyperbolickym

kritickym bodem diferencidlni rovnice (11) pro ¢ = 0, tj.

oF
F(0,0) =0, —(0,0 0.
0.0)=0. 0.0)#
Toto jsou predpoklady Véty o implicitni funkei 1.4. Tedy dle této véty existuje
lokalné jediné spojité feseni x = g(c) ti{dy C* rovnice F(c,z) = 0 v okoli bodu
(0,0). Tedy plati F(¢,g(¢)) = 0 pro kazdé ¢ z okoli 0. Déle z existence x =
g(c) je ziejmé, ze kazdému ¢ z okoli 0 odpovidd jediny bod T = ¢(¢) z okoli 0.

Pritom z rovnice F(¢,g(¢)) = 0 plyne, Ze T je kriticky bod pro hodnotu ¢ = ¢.

Stabilita tohoto bodu je dana dle véty 1.3 znaménkem derivace a—(E, 7). Protoze
x

F
F € C'(R?), bude znaménko 85)—
x

F
(¢, ) stejné jako znaménko g—(O, 0) pro (¢,T)
x
dostate¢né blizko (0, 0).
Tedy v okoli hyperbolického kritického bodu se fazovy portrét pro malé od-

chylky ¢ od 0 neméni. Tedy lokalni bifurkace nemiize nastat. O

Dilezitym pojmem, ktery se vaze k bifurkaci, je bifurkac¢ni diagram.
Bifurka¢ni diagram zobrazuje kritické body = v zavislosti na parametru c. Dia-
gram nas tedy informuje o poc¢tu kritickych bodi pro danou hodnotu parametru ¢
a také dava informaci o stabilité danych bodil. Stabilni kritické body jsou vykres-
leny plnou ¢arou a nestabilni kritické body pferusované. Tuto stabilitu urc¢ujeme
dle hodnoty F,(c,x) v daném bodé dle nasledujici véty 2.2. Tato véta je vlastné
jen obmeénou véty 1.3 s tim rozdilem, Ze na pravé stran¢ diferencialni rovnice se

nevyskytuje funkce f(x), ale funkce zavisld na parametru c, tj. F(c,z).

Véta 2.2. Necht bod T je kritickym bodem diferencidlni rovnice ' = F(c,x) pro
c=¢ ty. F(¢,T) =0. Pak je-li F,(¢,7) <0, je dany kriticky bod T asymptoticky
stabilni. Je-li naopak F,(¢,T) > 0, je dany kriticky bod T nestabilni.

Dukaz: Dosadime do véty 1.3 za f(x) funkei F(¢,z), kde T je kriticky bod pro
¢ = ¢. Tedy dosazenim dostdvame predpoklad véty 1.3, tj. f(Z) = F(¢,T) = 0.
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Pak jen v tvrzeni dosadime f/(T) = F,(¢,T) a tim je véta dokdzéna. O

2.1.1 Sedlova bifurkace

Je to nejcastéjsi typ bifurkace. Nastava, pokud plati nutnd podminka (12) a

or 0*F

5,(0.0) 0. =-(0,0) #0. (13)

Dle Véty o implicitni funkci 1.4 lze vyjadiit ¢ jako funkci proménné z : ¢ = ¥(x)

or

v okoli (0,0), nebot plati pfedpoklady této véty tj. F'(0,0) =0 a a—(0,0) # 0.
c
oF O*F
Déle protoze plati a—(0,0) =0a W(O’O) # 0, mé funkce ¢ = ¢ (x) v bodé
T T

x = 0 ostry lokalni extrém.

Véta 2.3. Necht plati podminky (12) a (13). Pak md diferencidlni rovnice (11)
v bodé (0,0) sedlovou bifurkaci a md jeden z ndsledujicich ¢ty bifurkacnich dia-

qgrama:

1) F,2(0,0) < 0 a F.(0,0) < 0 2) Fe(0,0) > 0 a F.(0,0) > 0

Obrazek 3
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3) Fuu(0,0) < 0 a F.(0,0) > 0 4) Fue(0,0) > 0 a F,(0,0) < 0

Obrézek 4
Dukaz: Pripad 1. Necht plati podminky za F,,(0,0) < 0 a F.(0,0) < 0. Pro-
toze F' € C*(R?), tak prvni i druhd parcialni derivace funkce I’ maji v dostatecné
malém okoli bodu (0, 0) stejné znaménko jako v bodé (0, 0). Dle Véty o implicitni
funkei 1.4 lze vyjadiit ¢ jako funkei proménné x : ¢ = ¥ (x) majici spojitou druhou
derivaci v okoli 0. Funkce ¢ = ¢(z) ma v bodé & = 0 ostré lokdlni maximum.

Plati totiz dle (10)

V() = " (().2) (14)

W(0) = — ~0. (15)




Dostavame tedy

, —F.(0,0)(F,.(0,0) - ¢'(0) + F,,(0,0))
Vi) = (7(0.0)):
F,(0,0)(F.(0,0) - ¢'(0) + F.,(0,0)) F,.(0,0)
* (F.(0,0))? = TTE0.0)

Diky podminkdm F.(0,0) < 0 a F.(0,0) < 0, dostavame

P"(0) = —% <0. (16)
Odtud dostavame tvar kiivky ¢ = 9(x) v okoli 0 a tim také mame uréen typ
bifurka¢niho diagramu.

Nyni vySetfime stabilitu kritickych bodi uréenych kiivkou ¢ = ¢ (z).

Zvolme (¢,T) na grafu kiivky ¢ = ¢(x), pfiéemz T > 0 lezi v dostateéné malém
okoli 0. Z (16) plyne, Ze ¢/ je klesajici na okoli 0 a z (15) odtud dostavame

() < 0. Tedy podle (14) je

o= — =@ <0. (17)

Podle predpokladu je F.(¢,Z) < 0, a proto musi byt
F.(¢,7) < 0. (18)

Aplikujeme-li nyni vétu 2.2 na diferencidlni rovnici (11) dostévame, Ze kriticky
bod T > 0 s parametrem ¢ = ¢ (T) je asymptoticky stabilni. Proto ¢ast kiivky
¢ = ¥ (x) odpovidajici témto kritickym boddim je na obrézku 3 (pfipad 1) vyzna-
¢ena plnou carou.

Nyni zvolme (¢,Z) na grafu kiivky ¢ = ¢ (x), pficemz T < 0 lez{ v dostateéné
malém okoli 0. Jiz vime, Ze ¢/ je klesajici na okoli 0, a tedy z (15) odtud dostavame

() > 0. Tedy dle (17) a predpokladu F.(¢,7) < 0 musi platit
F.(¢,z) > 0. (19)
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Nyni dle véty 2.2 dostavame, ze kriticky bod T < 0 s parametrem ¢ = (T) je
nestabilni. Proto ¢4st kiivky ¢ = ¢(x) odpovidajici témto kritickym bodim je
na obrazku 3 (pfipad 1) vyznacena prerusovanou ¢arou.

Dostavame tedy obréazek 3 pripad 1.

Ostatni pripady 2,3,4 by se dokdzaly analogicky. O

Ukazme piiklad sedlové bifurkace u diferenciélni rovnice tvaru 2’ = ¢ — 22.

Priklad 2.1. Necht je ddna autonomni diferencidlni rovnice 2/ = ¢ — 22, kde
c € R. Zjistéte, zda je diferencialni rovnice v bodé (0,0) v bifurkaci, tj. ¢ = 0 je
bifurkac¢ni hodnota a v okoli bodu x = 0 dochazi k lokalni bifurkaci. Nakreslete
tazové portréty pro rizné hodnoty parametru c. Jestlize lokalni bifurkace nastane,
nakreslete bifurkacéni diagram.

Nejprve ovérime, zda plati nutnd podminka pro existenci lokalni bifurkace, tj.

or

F(0,00=0—0>=0 a —(0,0)=—2-0=0.
Ha

Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni ovérime podminky sedlové bifurkace, tj.

oF O*F

Tedy diferencialni rovnice ' = ¢ — x* mé v bodé (0, 0) sedlovou bifurkaci. Nynf
nakreslime fazové portréty pro rtizné hodnoty parametru c. Z predpisu pravé
strany F'(c,z) = ¢ — 22 je ziejmé, Ze parametr ¢ zptsobuje posunuti grafu funkce
F(0,2) = —2? vertikdln& pravé o vzdélenost c. Proto lze viechny tii typy fazovych
portréti, tj. pro ¢ < 0, ¢ = 0 a ¢ > 0, zakreslit do jednoho obrazku tak, ze
vykreslime graf F'(0,z) = —x? a poté vertikdlné posouvame osu . Dostévame

tedy nasledujici obrazek 5.
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c<0

A

c>0

A
Y
\

Obrazek 5

Diky Vété o implicitni funkci, miizeme ¢ vyjadiit jako funkci z, tj.
¢ = ¢(x) = 2% Kdyz vykreslime jeji graf a poté ho oto¢ime tak, aby vodorovné
osa byla osa ¢ a svisld osa byla osa x, dostaneme bifurka¢ni diagram. Graf ¢ (x)

je vykreslen na nasledujicim obrazku 6.

-6 -4 -2 2 4 6

-5

Obrazek 6

Nyni uz upravou dostavame bifurkaéni diagram na obrazku 7.
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Obrézek 7
Stabilitu vétve z > 0 a ¢ > 0 jsme uréili vybérem bodu (¢(1),1) a dosadili
do derivace dle z, tj. F.(¥(1),1) = —2-1 < 0. Tedy tato vétev je asymptoticky
stabilni dle véty 2.2 a proto je vykreslena plnou ¢arou. Naopak pro druhou vétev,
tj. x < 0ac <0, jsme zvolili bod (¢(—1),—1) a dostali jsme F,(¢(—1),—1) =
= —2.(=1) > 0, a tedy tato vétev je nestabilni dle véty 2.2 a je vykreslena

Sarkované. &

Vytvorila jsem pro ilustraci sedlové bifurkace jesté dalsi piiklad, ktery de-
monstruje lokalnost sedlové bifurkace. Tedy, Ze diferencidlni rovnice je v bifurkaci

(sedlové) opravdu pouze v urcitém okoli bifurka¢niho bodu (0, 0).

Priklad 2.2. Necht je ddna autonomni diferencidlni rovnice 2’ = xsin(x) + ¢, kde
c € R. Zjistéte, zda je diferencialni rovnice v bodé (0,0) v bifurkaci, tj. ¢ = 0 je
bifurkac¢ni hodnota a v okoli bodu x = 0 dochazi k lokalni bifurkaci. Nakreslete
tazové portréty pro rizné hodnoty parametru c. Jestlize lokalni bifurkace nastane,
nakreslete bifurkacéni diagram.

Nejprve ovérime, zda plati nutnd podminka pro existenci lokalni bifurkace, tj.

F
F(0,0)=0-sin(0)+0=0 a g—x(o, 0) = sin(0) + 0 - cos(0) = 0.

20



Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni ovérime podminky sedlové bifurkace, tj.

or 0*F ,
%(0,0) =1#0 a w(0,0) = 2cos(0) — 0 - sin(0) = 2 # 0.

Tedy diferencidlni rovnice 2’ = wxsin(x) + ¢ ma v bodé (0, 0) sedlovou bifurkaci.
Nyni nakreslime fazové portréty pro rtizné hodnoty parametru c. Z predpisu pravé
strany F'(c,x) = xsin(x) + ¢ je ziejmé, Ze parametr ¢ zplsobuje posunuti grafu
funkce F(0,2) = wxsin(x) vertikalné préavé o vzdalenost c. Proto lze vSechny tii
typy fazovych portréti, tj. pro ¢ < 0, ¢ = 0 a ¢ > 0, zakreslit do jednoho obrazku
tak, Ze vykreslime graf F(0,z) = wxsin(x) a poté vertikilné posouvime osu z.

Dostavame tedy nasledujici obrazek 8.

<0 P

SO E— /TN —
oo | \/ "N\ ] \

Obrazek 8
Na tomto obrazku je jasné vidét, Ze sedlova bifurkace nastéava pouze na urci-
tém okoll bodu x = 0 a pouze pro maléd ¢ v okoli 0. Kritické body v tomto okoli
jsou zvyraznény kolecky. Je ziejmé, Ze v tomto okoli mé diferencialni rovnice
pro ¢ < 0 pouze 2 kritické body (jeden asymptoticky stabilni a druhy nestabilni),
déle pro ¢ = 0 ma jeden kriticky bod (nestabilni) a pro ¢ > 0 nemd zadny kriticky

bod. Nastava tedy lokalni sedlové bifurkace v okoli bodu x = 0.

Toto okoli uréime tak, Ze nalezneme body x, ve kterych nabyvé funkce F(0, x)
= zsin(x) lokdlnich maxim v okoli bodu 0. Z obrazku 8 je zfejmé, Ze pokud vez-
meme interval, jehoZ krajni body jsou pravé body, ve kterych ma funkce F(0,z) =
= zsin(x) tyto lokdlni extrémy, pak tento interval je hledanym okolim x.

Déle tedy vykreslime bifurkac¢ni diagram sedlové bifurkace, samoziejmé pouze

pro x € [—2.0288, 2.0288] vypoctené dle predchozich tuvah.
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Diky Vété o implicitni funkei 1.4, miZzeme ¢ vyjadrit jako funkci z, tj. ¢ = ¢¥(x) =

= —usin(x). Graf ¥(z) je vykreslen na nasledujicim obrazku 9.

1

05

L L L L L L |
-2 -1.5 -1 -0.5, 0] 0.5 1 15 2

=05

-5 o=¥(x)

Obrézek 9
Nyni kdyZz vykreslime graf «/(x) a otoéime ho tak, aby vodorovna osa byla osa

c a svisla osa byla osa z, dostaneme bifurka¢ni diagram na obrazku 10.
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-2 -1.5 -1 -0.5 05 1 15 2
5 Cc
-1
-15¢

Obrazek 10
Stabilitu vétve © > 0 a ¢ < 0 jsme uréili vybérem bodu (¢/(1),1) a dosadili do
derivace dle x, tj. F,(¢(1),1) =sin(1) 4+ cos(1) = 1,3818 > 0. Tedy tato vétev je
nestabilni dle véty 2.2 a proto je vykreslena ¢arkované. Naopak pro druhou vétev,
tj. x < 0ac <0, jsme zvolili bod (¢(—1),—1) a dostali jsme F,(¢(—1),—1) =
= —1,3818 < 0, a tedy tato vétev je asymptoticky stabilni. &
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2.1.2 Transkriticka bifurkace

Tato bifurkace nastévé, pokud jsou obé& prvni parcidlni derivace funkce F(c, )
v bodé (0,0) nulové, tj. derivace podle x i derivace podle ¢, a nelze tedy vyjadrit
x jako funkci proménné ¢ nebo ¢ jako funkci proménné x dle Véty o implicitni

funkci 1.4, nebof nejsou splnény jeji predpoklady.
Véta 2.4. Necht plati (12) a navic

%—5(0,0)20, %(0,0)7&0, det(HF(0,0)) < 0. (20)

Pak md diferencidlni rovnice (11) v bodé (0,0) transkritickou bifurkaci, kterd
se sklddd ze dvou vétvi kritickych bodu protinagicich se v (0,0) a ménict pii pre-

chodu bodem (0,0) stabilitu.

Dukaz: Na funkci F(c,z) pouZijeme v okoli (0,0) Taylortv vzorec, tedy dosté-

vame:
oF oF
Fle,a) = F el il
(¢, ) (0,0) + . (0,0)x + o (0,0)c +
i 82F(o 0) 2+282F (0,0)cx + 82F(o 0)c? | 4 r(c,z) (21)
—| = x cr+ —— c r(c, ).
20\ 022 Oxdc" oc2 ’
Pro zbytek r(c, ) plati, Ze lim ,)—(0,0) % = 0, tedy pro body (¢, z) dostateéné

blizko bodu (0, 0) lze (¢, z) zanedbat. Tedy dostéavame:
N P 2
F(c,z) = §(ozx + 2Bcx + yc). (22)

Nulové body funkce aa?+23cx+~yc? aproximuji kritické body diferencidlni rovnice
2’ = F(c,r). Resime tedy rovnici ax® 4 23cx + vc? = 0 a dostavame nésledujici

kofeny:

_ —20c+ \/46202 — daryc?
N 200

_ (_ﬁ + \/52 - OKY)C' (23)

12

Dale z predpokladu det(H F(0,0)) < 0, plati:

det(HF(O,O)):det<g§>:a7—62<0:>62—ory>0. (24)
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Nebof je tedy determinant kladny, dostéavame predpisy pro 2 piimky které apro-
ximuji ¥4 (c) a ¥a(c), tj. kiivky kritickych bodu.

T = (_ﬁ_l_ \/BQ_OKY)CiQﬁl(C)
= P e s e (25)

T

Tedy bifurkac¢ni diagram ma opravdu dvé vétve. Stabilita jednotlivych ¢asti

F
%(C,x) = ax + e

dle véty 2.2. Do této derivace budeme dosazovat body (c, x) z vétvi:

vétvi v bifurkacnim diagramu se urci ze znaménka derivace

c>0:x=1¢1(c),c<0:2=1(c),
x =1»(c) , x = n(c).
Ze vztahi (25) je zlejmé, Ze jedna z primek aproximujicich skuteénou vétev kri-
tickych bodd ma tvar x = ¥(c) = ke, kde k € R. Derivaci podle proménné x
oF
funkce F lze dle predchoziho aproximovat takto a—(c, x) = ax + Bc. Nyni kdyz
x

dosadime do této derivace bod piimky x = ¥(c) = ke dostdvame

i)—F(C, kc) = akc + Pe = (ak + B)e,
T

F
kde (ak + ) je konstanta. Tedy znaménko derivace a—(c, x) v daném bodé
T

primky se méni pouze se zménou znaménka c. Tedy vétev aproximovana danou

piimkou & = 9 (c) = ke pii prichodu bodem (0, 0) skuteéné méni stabilitu, nebot
meéni znaménko a—(c, x) a to dle véty 2.2 znamena zmeénu stability.
x

Nyni vykreslime bifurkac¢ni diagram. Stabilita na ¢astech vétvi se mize lisit

podle zadani. Zde jsme proto vykreslili vSechny ¢tyfi moznosti stability.
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. x=,0)

x=w,0)

Poznamka 2.2. Stabilitu bodd na jednotlivych vétvich kritickych bodd urcéu-

x=v, )

Obrazek 11

jeme ze znaménka ve vyrazu a—(c, x) pomoci véty 2.2 dosazenim konkrétnich
x

hodnot na vétvich.

Ukazme piiklad transkritické bifurkace u diferencidlni rovnice 2’ = cx — 22.

Priklad 2.3. Nechf je dédna autonomni diferencidlni rovnice 2/
c € R. Zjistéte, zda je diferencialni rovnice v bodé (0,0) v bifurkaci, tj. ¢ = 0 je
bifurkac¢ni hodnota a v okoli bodu x = 0 dochazi k lokalni bifurkaci. Nakreslete

tazové portréty pro rizné hodnoty parametru c. Jestlize lokalni bifurkace nastane,

nakreslete bifurkacéni diagram.

25

cx — 22, kde



Nejprve ovérime, zda plati nutnd podminka pro existenci lokalni bifurkace, tj.

ja
F(0,0)=0-0-0>=0 a %4@@:0—20:&.
Ha

Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni ovéfime podminky transkritické bifurkace,

tj.

or O*°F
30(070)_0 ) ax2(0,0)——27é0,
—-21
@uHme»=‘10‘=—1<a

Tedy diferencidlni rovnice 2/ = cx — 2? ma v bodé (0, 0) transkritickou bifur-
kaci. Nyni nakreslime fazové portréty i spolu s funkcemi F(c,z) pro konkrétni

hodnoty parametru c. Poté vykreslime typy fazovych portrétd pro ¢ € R.

Obrazek 12
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Nyni uréime bifurkaéni diagram. Nejdifve fesime rovnici cx — 2? = 0, tj.
xlc — z] = 0, a tedy TeSeni jsou x = 0 a x = ¢. Oznadime 1(c) = 0 a Ya(c) = c.
Na obrazku 13 vykreslen bifurka¢ni diagram, jehoz vétve jsou praveé tyto funkce.
Stabilita vétvi se uréi dle véty 2.2. Pro bod (—1,0) je F,(—=1,0) = -1 < 0, a
tedy vétev je asymptoticky stabilni. Déle pro bod (1,0) je F.(1,0) =1 >0, a
tedy vétev je nestabilni. Pro bod (1,1) je F,(1,1) = —1 < 0, a tedy vétev je
asymptoticky stabilni a pro bod (—1,—1) je F,(—1,—1) =1 > 0, a tedy v&tev je

nestabilni.

X x:\|12(c):c
ot
1t
-3 -2 -1 “Q 1 2 3
e
' Cc
e x=,(c)=0
7’ -1
7’
’
'
’
/, 2T
’
e
’
7z

’ 3L

Obrazek 13

&

Vytvorila jsem pro ilustraci transkritické bifurkace jesté dalsi priklad, ktery
demonstruje lokalnost transkritické bifurkace. Tedy, Ze diferencialni rovnice je

v bifurkaci (transkritické) opravdu pouze v ur¢itém okoli bifurkaéniho bodu (0, 0).

Priklad 2.4. Necht je ddna autonomni diferencidlni rovnice 2’ = xsin(z) + cz,
kde ¢ € R. Zjistéte, zda je diferencidlni rovnice v bodé (0,0) v bifurkaci, tj.
¢ = 0 je bifurka¢ni hodnota a v okoli bodu x = 0 dochazi k bifurkaci. Nakreslete
tazové portréty pro rizné hodnoty parametru c. Jestlize lokalni bifurkace nastane,

nakreslete bifurkacéni diagram.
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Nejprve ovérime, zda plati nutnd podminka pro existenci lokalni bifurkace, tj.

F
F(0,0)=0-sin(0)+0=0 a g—(0,0) = sin(0) + 0 - cos(0) + 0 = 0.
x

Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni ovéfime podminky transkritické bifurkace,

t.
oF O*F .
%(0, 0) =0 5 w(o, 0) = 2COS(0) —0- SlD(O) =2 7é 07
21

det(HF(0,0))= ‘1 0

‘:—1<O.

Tedy diferencidlni rovnice @’ = xsin(x) 4+ cx ma v bodé (0,0) transkritickou
bifurkaci. Nyni nakreslime fazové portréty i spolu s funkcemi F(c,z) pro kon-
krétni hodnoty parametru c. Zamérné volime ¢ € (—1,1), nebot ¢ mé byt malé

v okoli 0, ale ten hlavni divod této volby bude ukazan az dale v piikladu.

F(0.7,X)

Obrazek 14
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Nyni uréime bifurkaéni diagram. Nejdiive Fesime rovnici xsin(x) 4+ cx = 0,
tj. z[sin(z) + ¢] = 0, a tedy TeSeni jsou v = 0 a © = —arcsin(c). Oznadéime
Yn(c) = 0 a ¢a(c) = —arcsin(c). Na obrazku 15 vykreslen bifurka¢ni diagram,

jehoz vétve jsou prave tyto funkce. Stabilita vétvi je uréena dle véty 2.2 dosazenim

oF
bodt z konkrétnich vétvi do derivace a—(c, x) = sin(z) 4+ xcos(x) + ¢ stejné jako
T

v predchozich prikladech.

2 -
l\ X = \412(0) = -—arcsin(c) %]

~ 17

~ 05
- - -
S X = ‘U1 (C) =0
L L L L —_— L I L L 1 e
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.4 0.6 0.8 1
-0.5¢

Obrazek 15

Je zfejmé, ze okoli, na kterém nastéva transkriticka bifurkace je z € (=3, %). Od-

tud hodnoty ¢, pro které nastéva lokaln{ transkritickd bifurkace, jsouc € (—1,1).

oF
Je tomu tak, protoze v bodech (1,—-%) a (-1, 3) plati %(17 —%) =sin(-3) —
oF . <
—5cos(—3)+1=0a a—(—l, 7) = sin(3) + Seos(5) — 1 =0, a tedy vétu 2.2
T

o stabilité nelze pro tyto body pouzit. Nelze tedy Fici, zda stabilita téchto bodt
odpovida stabilité na vétvich bifurka¢niho diagramu na obrazku 15. Proto tyto

body jiz nepatii do okoli bodu (0,0), na kterém nastéva transkritickd bifurkace.

&
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2.1.3 Vidlova bifurkace

Na nasledujicich obrézcich 16 a 17 jsou vykresleny typické bifurkaéni diagramy
vidlové bifurkace. Vzdy pro mald ¢ < 0 nebo ¢ > 0 ma diferencidlni rovnice 3
kritické body, pro opacnou poloosu tj. mala ¢ > 0 nebo ¢ < 0 ma vzdy pouze 1
kriticky bod. Bifurka¢ni diagram pfipomina vidle, proto se uziva nazev vidlova
bifurkace.

Néasledujici véta uvadi podminky, za kterych nastava specialni typ vidlové

bifurkace.

Véta 2.5. Necht plati podminky (12) a (13). Pak md diferencidlni rovnice
¥ =xF(c, ) (26)

v bodé (0,0) vidlovou bifurkaci a md jeden ze étyr bifurkacnich diagrami uvede-

nych na obrdzcich 16 a 17.

1) F,2(0,0) < 0 a F.(0,0) < 0 2) Fe(0,0) > 0 a F.(0,0) > 0

Obrazek 16
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3) Fuu(0,0) < 0 a F.(0,0) > 0 4) Fue(0,0) > 0 a F,(0,0) < 0

Obrazek 17

Dukaz: Kritické body rovnice (26) uréime z rovnice
xF(c,z) =0.

Z rovnice x = 0 plyne, Ze kritickému bodu xz = 0 odpovida libovolna realna
hodnota parametru c. Proto osa ¢ na obrazcich 16 a 17 je casti bifurka¢niho
diagramu.

Dalsi kritické body x a k nim prislusné hodnoty ¢ dostaneme z rovnice
F(c,z) =0.

Pripad 1. Necht plati podminky F,.(0,0) < 0 a F.(0,0) < 0. Stejné jako
v dikazu véty 2.3 dostavame funkci ¢ = ¢(x), jejiz graf mé ptiblizné tvar paraboly
s vrcholem v pocatku - viz obrazek 16. Tato parabola je druhou éasti bifurka¢niho
diagramu.

Vysetfime nyni stabilitu kritickych bod uréenych obéma ¢astmi bifurka¢niho
diagramu.

Nejprve zvolme bod (¢,7) na kiivce ¢ = ¢(x) v dostateéné malém okoli po-
catku. Stejné jako v dikaze véty 2.3 odvodime pro T > 0 nerovnost (18) a pro
T < 0 nerovnost (19). Tedy plati

T>0 = F(e7) <0,

T<0 = F,¢7T) >0. (27)



Nyni na rozdil od diikazu véty 2.3, aplikujeme vétu 2.2 na diferencialni rovnici

(26) a tedy dostavame

) oF
— (P (e,2)) = Fle.x) + 25— (c.2). (28)

Pro uvazovany bod (¢,7) plati F(¢,7) = 0, a tedy po dosazeni tohoto bodu
do (28) dostavame vzhledem k (27)

0 _ . _ B
%(xF(c, 7)) =7F,(¢,T) <0.

Podle véty 2.2 jsou proto kritické body T uréené funkei ¢ = ¢ (x) asymptoticky
stabilni a cely graf kiivky ¢ = ¢(2) je vyznaden plnou Carou. Zévérem zvolme
bod (¢,0) na ose ¢ v dostateéné malém okoli poéatku. Protoze F.(0,0) < 0, je

funkce F(-,0) klesajici v proménné ¢ v okoli poéatku. Jelikoz F(0,0) = 0, plati
(29)
Dosadime-li bod (¢,0) do (28), dostavame

0 _
%(ZBF(C? x))(aO) = F(Cv 0)7

coz vzhledem k (29) znamend, Ze kriticky bod T = 0 s parametrem ¢ > 0 je
asymptoticky stabilni, zatimco kriticky bod & = 0 s parametrem ¢ < 0 je nesta-
bilni. Proto v bifurka¢nim diagramu je kladna ¢ast osy ¢ vykreslena plnou ¢arou a
zapornd Cast osy c je ¢arkovana. Bifurka¢ni diagram je tedy na obrazku 16 vlevo

(piipad 1). Ostatni piipady 2,3,4 by se dokdzaly analogicky. O
V nésledujicim piikladé ukazu vidlovou bifurkaci v bodé (0, 0).

Priklad 2.5. Necht je déna diferencialni rovnice ' = G(c,z) = cx + 2°, kde
c € R. Zjistéte, zda je diferencialni rovnice v bodé (0,0) v bifurkaci, tj. ¢ = 0 je
bifurka¢ni hodnota a v okoli bodu x = () dochézi k lokélni bifurkaci. Nakreslete
tazové portréty pro rizné hodnoty parametru c. Jestlize lokalni bifurkace nastane,

nakreslete bifurkacéni diagram.
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Nejprve ovéfime, zda plati nutnd podminka (12) pro existenci lokaln{ bifur-

kace, tj.

oG
G(0,0)=0-0+0°=0 a a—(0,0) =0+3-0°=0.
x
Nyni oveérime, zda plati predpoklady véty 2.5, a zda tedy nastava v bodé
(0,0) vidlové bifurkace. Rovnici @/ = cx + 2? lze zapsat ve tvaru @/ = z(c + 2?).
Funkce F(c,x) z véty 2.5, pro kterou budeme ovéfovat podminky véty, je tvaru

F(c,z) = ¢+ 2. Ovéifme tedy podminky (12) a (13), tj.

OF
F(0,0)=04+0>=0 5(0.0)=042-0=0,
OF O*F
—(0,0)=1+0°=1#0 , ——(0,0)=2#0.

dc 0x?
Tedy diferencidlni rovnice @’ = cx + 2® mé v bodé (0,0) vidlovou bifurkaci.
Nyni pro nézornost nakreslime fazové portréty i spolu s funkcemi G/(c, z) pro kon-

krétni hodnoty parametru c. Poté vykreslime typy fadzovych portréti pro ¢ € R.

G(-1,%) _al

Obrazek 18
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Obrézek 19

Nyni ur¢ime bifurkac¢ni diagram. Protoze jsou splnény podminky piipadu 2
véty 2.5, tj. F,.(0,0) =2 > 0a F.(0,0) =1 > 0, bifurka¢ni diagram bude typové
odpovidat obrazku 16 vpravo (pfipad 2). Ovéfme, zda je tomu opravdu tak.

Nejdifve Fesime rovnici cx +2* = 0, tj. z[c+2°] = 0, a tedy FeSeni jsou x = 0
ac= —z? Oznad¢ime = = 9, (c) = 0 a ¢ = ¢»(x) = —2*. Na obrazku 20 vykreslen
bifurka¢ni diagram, jehoz vétve jsou prave tyto funkce. Stabilita vétvi se urci dle
véty 2.2. Pro bod (—1,0) je G,(—1,0) = —1 < 0, a tedy vétev je asymptoticky
stabilni. Déle pro bod (1,0) je G.(1,0) =1 > 0, a tedy vétev je nestabilni. Pro
bod (—1,1) je G.(—1,1) = =143 =2 > 0, a tedy vétev je nestabilni.
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Obrazek 20
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2.1.4 Hystereze

V realnych modelech se casto vyskytuje jev nazyvany hystereze. Nejlépe se

tento jev da vysvétlit na prikladu.

Priklad 2.6. Nechf je dana diferencidlni rovnice tvaru 2/ = ¢ — o + 22, kde
¢ € R. Vykreslete fazové portréty, pro rizné hodnoty c¢. Najdéte kritické body
a urcete bifurkac¢ni hodnoty, jestlize nastava lokalni bifurkace, v tomto piipadé
dale vykreslete bifurkac¢ni diagram. Vysetfete typy bifurkaci pro dané bifurkacni
hodnoty.

Diky Vét€ o implicitn{ funkei 1.4 lze ¢ vyjadrit jako funkei z, tj. ¢ = ¥(z) =
x — 2°. Body, v nichz ma tato funkce extrémy, najdeme tak, ze prvni derivaci

poloZime rovnu nule, tj. 1 — 322 = 0. Tato funkce mé tedy extrémy v bodech

r = % ary = —%. Déle z predpisu pravé strany F(c,z) = ¢ —x+a° je zfejmé,
Ze parametr ¢ zpisobuje posunuti grafu funkce (0, ) = —z+2? vertikalné prave

o vzdalenost c. Proto lze vSechny typy fazovych portrétd zakreslit do jednoho
obrazku tak, ze vykreslime graf (0, ) = —x + 2% a poté vertikdlné posouvame
osu z. Hrani¢ni hodnoty ¢ zde budou 0, 3%/5 a —3%, tyto ¢ jsou extrémy funkce

P(x) = x — 2%, Dostédvame tedy nasledujici obrazek 21.

—2 I /
.
»-

]
g
A

Obrazek 21
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Nyni vykreslime bifurka¢ni diagram. Vypocitame kritické body, tj. polozime

pravou stranu rovnice rovnu nule. Tedy z ¢ —  + 2° = 0 dostdvame rovnost

c=(x) =x— 2% Je tedy ziejmé, ze c lze vyjadiit jako funkci proménné . Jeji

graf je vykreslen na obrazku 22.

o -

c=y(x) =x - x°
1.5}
1
05t
-2 -15 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-0.5 X

-2

Obrazek 22

Nyni staéi tedy vykreslit graf ¢)(x) a poté ho otoéit tak, aby vodorovna osa

byla osa ¢ a svisla osa byla osa x, tim dostaneme bifurkaéni diagram, ktery je

vykreslen na obrazku 23.
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Obrazek 23
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Stabilita vetvi se urci dle véty 2.2. Budeme zkoumat stabilitu tii casti bi-
furka¢niho diagramu a to & € (—oo, _T;), (_T;, %) a (%,oo), kde pravé body
r = \_/—é axr = % jsou body, ve kterych ma funkce ¢ (z) extrémy. Nyni tedy
vybereme body z téchto ¢asti bifurka¢niho diagramu a dosadime do derivace
F.(c,x) = =1+ 322 Pro bod (£,32) je F,(£,32) = 2 > 0, a tedy vitev je
nestabilni. Pro bod (0,—1) je F,(0,—1) = 2 > 0, a tedy vétev je nestabilni.
Pro bod (0,0) je F,(0,0) = —1 < 0, a tedy vétev je asymptoticky stabilni. Pro

bod (0,1) je F,(0,1) = 2 > 0, a tedy vétev je nestabilni a pro bod (== 15 3) je

FL(=2,2) = 2 > 0, a tedy vétev je také nestabilni.
Z bifurkaéniho diagramu je zfejmé, Ze pro hodnoty ¢ € (—oo, 5 \/—) mé diferen-

cialni rovnice 1 nestabilni kriticky bod. Pro ¢ = 3_—\/25 ac= 3—\2/5 ma diferencialni

rovnice 2 nestabilni kritické body. Pro ¢ € (%, %) ma rovnice 3 kritické body,

z nichz dva jsou nestabilni a jeden asymptoticky stabilni. Pro ¢ € (3 750 00 00) ma
rovnice opét pouze 1 nestabilni kriticky bod. Je tedy zfejmé, ze zde jsou bifur-

v_ 7 . . _ -2 _ 2
kaénimi hodnotami ¢; = 50T g

a) Nyni se zaméfime na bifurka¢n{ hodnotu ¢; = _—\/2— Zjistime, jaky typ

bifurkace nastava v bodé (¢, z4), tj. (3\/— \_/_) Postupujeme tak, Ze zavedeme

substituci y =z — o :x—l—% aa=c—c=c+ \/- Dostavame
1 2 1 1
¥ =y = Fla— )= +—=+y——=) =

:M’y NI - S Y V3

1 1
(P = VB4 y— —=)=a— V3 + ¢ =Ca,
373 (y v 4y 3\/3) a v 4y (a,y)

Tedy plati G(0,0) = 0, tj. 0 je kriticky bod rovnice ¢/ = a — /3y 4+ y* pro a = 0.

:a-y-]—

Oveétfime nutné podminky pro existenci lokalni bifurkace, tj.

oG

G(0,0)=0—vV3-0°+0°=0 a a—(0,0)=—2\/§-0+3-02=0.
Y

Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni se podivame, jestli nejsou splnény pod-
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minky sedlové bifurkace, tj.

oG 0*G

o (0,0) = —2v3+6-0=—2V3 #0.

Jsou tedy splnény podminky sedlové bifurkace. Jedna se o lokalni bifurkaci. Okoli,
na kterém k lokalni sedlové bifurkaci dochazi je urceno dale.

Na obrézku 24 je vykreslen graf funkce a = ¢ (y) = v3y*> — y°. Je zfejmé, Ze
tato funkce nabyvé svého lokalniho maximu v bodé¢ y = LV jeho hodnota je

3
14/3
9

a= , toto ziskdme vypodtem ¥/ (y) = 2v/3y — 33> = 0 a dosazenim. Sedlové

bifurkace nastéva pouze v okoli bodu (0,0) a to pro a € [0, 49&) a vy, které témto
a odpovidaji, tj. pfiblizné y € (—0.5774, @) Pokud bychom totiz vzali hodnoty
a > 47\/5, dostali bychom jiz pouze jeden kriticky bod, pro hodnoty a € (0, 47\6)
bychom dostali tfi kritické body pro y € R a pro a < 0 bychom dostali jeden

kriticky bod. Tedy urcité by se pro hodnoty a a y mimo zjisténé okoli nejednalo

o sedlovou bifurkaci. Toto je vidét na obrazku 24

a=1(y) =3y — ¢ 15
;
0.5
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
-0.5¢t Yy

Obréazek 24
Nyni vykreslime graf funkce G(0, 7). Rovnou do obrézku 25 vykreslime fazové
portréty pro riizna a. Parametr a zde zptisobuje posunuti grafu funkce

G(0,y) = —v3y? + y° préavé o hodnotu a. Schvalné pro nizornost nebudeme
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respektovat zjisténé okoli, na kterém nastava sedlova bifurkaci.

Obrézek 25
Nyni vykreslime bifurka¢ni diagram. Ten bude vlastné podobny jako bifur-
kac¢ni diagram ptvodni rovnice v okoli bodu (3_—\/25, _T;) s tim rozdilem, ze bude
tento bod posunut do (0,0), nebot jsme uZili substituce. Na obrazku 26 je vy-
kreslen bifurka¢ni diagram, ktery dostaneme vykreslenim funkce a = ¥(y) =
V3y? — 4® a poté pretodenim tak, aby vodorovna osa byla osa ¢ a svisla osa byla
osa z. Bereme a € [0, 22) a y € (—0.5774, QT*/g), coz je okoli bodu (0,0), na kte-

rém nastava sedlova bifurkace.

157

051

L 1 1 1 1 )
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Obrazek 26
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b) Nyni se zaméfime na bifurka¢ni hodnotu c¢; = 3%/5 Zjistime, jaky typ

bifurkace nastavé v bodé kritickém bodé (cq, x2), tj. (32%, %) Postupujeme tak,
ze zavedeme substituci y = — 21 = v — % aag=c—c =c¢— 3—\2/5 a dostavame

y = Gla,y) = a+ 3y’ + ¢
Tedy plati G(0,0) = 0, tj. (0,0) je kriticky bod rovnice ¢/ = a + /3y + ¢/°.

Daéle ovérime nutné podminky pro existenci lokalni bifurkace, tj.

oG
G(0,0)=0++v3-0°4+0°=0 a 5.-(0,0) = 2v3.043-0%=0.
Y
Nutné podminka je tedy splnéna. Nyni se podivame, jestli nejsou splnény pod-
minky sedlové bifurkace, tj.
oG 9*G

“(0,0)=1#0 a o

da (070):2\/5—%6*0:2\/57&0'

Jsou tedy splnény podminky sedlové bifurkace. Dale postupujeme stejné jako
v predchozim zadani a). Lze vyjadrit a jako funkei proménné y takto a = ¥ (y) =

—/3y? — 4%, Jeji graf je vykreslen na obrazku 27.

a=9(y) =3y -y

1 1 1 1 1 1 )
-2 —1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Obrazek 27
Okoli, na kterém nastava lokalni sedlova bifurkace ziskame obdobnymi tva-

hami jako v zadan{ a). Dostavame tedy okoli y € (—%, 0.5774) aa € (—%g, 0].
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Na nasledujicim obrazku 28 je vykreslen bifurkac¢ni diagram. Stabilita na vétvich

je opét urcena pomoci véty 2.2.
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Obrazek 28
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2.2 Skalarni diferencialni rovnice se dvéma realnymi pa-
rametry

Realné modely obvykle obsahuji vice parametri, na kterych je jejich chovani
zavislé. V predchozi podkapitole 2.1 jsme uvazovali zavislost pouze na jednom
realném parametru. Nyni se podivame na pripad, kdy bude prava strana diferen-
cialni rovnice generujici dynamicky systém zavisla na dvou redlnych parametrech.

Budeme tedy uvazovat diferencialni rovnici zavislou na realnych parametrech

cad, tj.
2’ = Fle,d,z), kde F € CH(R?), k> 2. (30)

V literatuie se tento piipad ilustruje pouze konkrétnimi piiklady, nebot je
zfejmé, Ze pokud fixujeme jeden z parametri rovnice (30), dostdvame opét pii-
pad (11), protoze na pravé strané diferencidlni rovnice dostavame funkei zavislou
na jednom redlném parametru, nebot ten druhy fixujeme. Dynamicky systém ge-
nerovany diferencidlni rovnici (30) by bylo mozné vySetfovat timto zpisobem, tj.
fixaci jednoho parametru a vysetfovanim diferencidlni rovnice zavislé na jednom
realném parametru jako v podkapitole 2.1. To by bylo ale prakticky nemozné

realizovat, nebot moznosti{ by bylo nekoneéné mnoho.

Postupujeme tedy tak, Ze polozime F(c,d,z) =0 a g—i(c, d,z) = 0. Z téchto
roviic eliminujeme x a vyvodime zavislost parametri ¢ a d na sobé. Ziskana
rovnice zévislosti ¢ a d je rovnice takzvaného vrcholu (anglicky cusp). Pokud
vykreslime graf dle ziskané rovnice, tj. osy budou ¢ a d, jedné se o graf vrcholu.
Tento graf ndm déli rovinu (¢, d) na oblasti, ve kterych ma dany dynamicky systém
stejné vlastnosti, tj. stejny pocet kritickych bodu a jejich stabilitu. Pri prechodu
hodnot ¢ a d pres vrchol dochazi k bifurkaci.

Pokud bychom chtéli vykreslit bifurkaéni diagram rovnice (30), konstruovali
bychom ho v prostoru (c,d, x) z rovnice F(c,d,x) = 0.

Predpokladejme nyni, ze pro fixovany parametr ¢ nastane urcity typ bifurkace

dle podkapitoly 2.1. Pokud nyni udélame fez bifurka¢nim diagramem F(c,d, ) =

0 pro tuto pevnou hodnotu parametru c, ziskdme bifurkaéni diagram daného
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typu bifurkace. Stejné tak, pokud nastava urcity typ bifurkace pro uréitou pev-
nou hodnotu parametru d, opét fezem bifurkaéniho diagramu v prostoru (¢, d, x)
dostavame bifurka¢ni diagram daného typu bifurkace.

Pro pochopeni predchozich poznatkl a postupt uvadim néasledujici priklad,
na kterém budu ilustrovat rozbor dynamického systému generovaného diferenci-

alni rovnici zdvislou na dvou redlnych parametrech c a d, tj. tvaru (30).

Priklad 2.7. Necht je ddna diferencidlni rovnice
¥ =c—dr+2°, ceR, deR.

Urcete rovnici vrcholu a vykreslete jeho graf. Déle vykreslete bifurkacni diagram
a urcete typy bifurkace pro urc¢ité pevné zvolené hodnoty parametri ¢ a d z bi-

furka¢niho diagramu fezem v danych hodnotéch parametri.

Nejprve uréime, pro jaké hodnoty ¢ a d ma diferencidlni rovnice 2’ = c—dax+23
nehyperbolické kritické body. Vime dle véty 2.1, Ze toto je nutnd podminka
pro existenci lokalni bifurkace - dany kriticky bod musi byt nehyperbolicky. Do-

sadime do dané diferencidlni rovnice a dostavame soustavu rovnic
3 2 _
c—dr+2°=0 a —d+ 322 =0.

Z druhé rovnice dostdvame d = 322 Nyni d dosadime do prvni rovnice, tj.
c—3x% + 2% = 0, a dostavame ¢ = 22°. Kdyz nyni umocnime d = 32 na tieti
a ¢ = 2% na druhou, dostaneme d® = 272% a ¢* = 42°. Odtud po eliminaci z,
tj. polozime z pfedchozich rovnic 2° = 2% pomoci parametrii ¢ a d, dostavame

rovnici vrcholu 4d® = 27¢?. Na obrazku 29 je vykreslen graf vrcholu.
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-4 -3 -2 -1 q 1 2 3 4

Obrazek 29

Vime, ze pii prechodu hodnot parametri ¢ a d pies hodnoty dané vrcholem
muze nastat bifurkace, nebot je tam splnéna nutnd podminka pro vznik lokalni
bifurkace. Vykreslime nyni fizové portréty pro oblasti roviny (¢, d), na které ndm
tuto rovinu rozdélil graf vrcholu. Na nasledujicich obrazcich je vidét, ze fazové
portréty pro ruzné oblasti roviny (c,d) jsou rizné. Hodnoty ¢ a d dané vrcholem

jsou tedy bifurka¢ni hodnoty.
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F(2,3,x)

F(1,1,x)

F(0,0,x)

-1

-2

-3

F(0,-1,x)

oL

Obrazek 30
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Nyni vykreslime bifurkaéni diagram v prostoru (¢, d, x). Bude to vykresleni
feSen{ rovnice F(c,d,z) = 0. VSimnéme si ,prekladu” v grafu. Hodnoty ¢ a d
v této &asti grafu jsou ohranideny vrcholem 4d® = 27¢%. Pro predstavu je vrchol

vykreslen na obrazku 32.

Obrazek 31

Obrazek 32
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Z bifurkac¢niho diagramu na obrazku 31 je tedy ziejmé, ze pii piechodu hodnot
c a d pres hodnoty vrcholu 4d® = 27¢? se bude ménit poéet kritickych bodi. To
jiz vime, nebof jsme vykreslili faizové portréty pro dané oblasti, timto jsme si tuto
nez pro diferencialni rovnici s jednim parametrem. Pro riizné hodnoty ¢ a d mohou
nastat rtizné typy bifurkace.

Pohledem na bifurkaéni diagram 31 lze nékteré typy bifurkaci predpoklddat.
Napiiklad ,pieklad” grafu bifurka¢niho diagramu svym tvarem piipomina bifur-
kacni diagram hystereze pro pevnou kladnou hodnotu d. Opravdu, pokud zvolime

d = 1, dostavame pro tuto hodnotu nésledujici bifurka¢ni diagram 33. Stabilita

je urcena opét dle véty 2.2 dosazenim bodu do derivace a—(c, 1,2) = —1+ 322
x
.
X
2 F
-~
-3 -2 -1 Q 1 2 3
Cc
i
ot

3L

Obrazek 33
Dalsi typy bifurkaci jiz nejsou na prvni pohled postiehnutelné. Obvykle postu-

pujeme tak, ze volime dle grafu vrcholu 4d® = 27¢? riizné fezy, tj. bereme hodnoty
¢ resp. d, pro které hodnoty d resp. ¢ pfechazi hodnoty vrcholu. V predchozim
pripadé jsme zvolili ez bodem d = 1. Nyni se zamérme na dalsi vyznamnou hod-
notu, coz je ¢ = 0. Dostavame pro ¢ = 0 bifurkaéni diagram 34 a je ziejmé, ze

zde nastava vidlova bifurkace. Stabilitu jsme opét urdili dle véty 2.2 dosazenim

F
bodti do derivace —(0,d,x) = —d + 322,

ox (
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Obrazek 34

Dale provedeme fez hodnotou ¢ = 1 a dostavame nasledujici bifurkac¢ni dia-

gram 35, jehoz ¢ast v prvnim kvadrantu poukazuje na lokalni sedlovou bifurkaci.

2 -
//’
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- d ] 2 3 4 5
e d
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4t

5L

Obrazek 35

Pro volbu ¢ = —1 dostavame opét bifurkacni diagram vedouci k existenci

lokalni sedlové hifurkace.
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Obrazek 36

&

Takto bychom tedy postupovali pii vysetfovani modelu zadaného diferencialni

rovnici se dvéma redlnymi parametry. Samoziejmé zalezi vzdy na konkrétnim

modelu, jaké hodnoty parametrt budou pro vysetfovani lokalni bifurkace klicové.
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3 Simulace pohybu hydroplanu

V této kapitole se budeme vénovat simulaci pohybu hydroplanu, coz je letadlo
uzptsobené tak, ze vzléta a pristava na vodni hladiné. Uvedeme si zakladni pied-
poklady a diferencialni rovnici pro rychlost hydroplanu. Ukazeme, jak se bude
hydroplan chovat pro rtizné hodnoty tahu motoru. Tedy hodnota tahu motoru
bude v diferencialni rovnici modelu parametrem. Nakonec vykreslime bifurkacéni

diagram a uréime, o jaky typ bifurkace se jedna.

3.1 Zadani modelu

Zakladni predpoklady:

Zrychleni hydroplédnu zavisi na tahu motoru 7', na hmotnosti m a na odporu
prostiedi W. Necht pro tah motoru plati T(v) = ¢, kde ¢ € R{. Necht odpor
prostiedi je funkei rychlosti tj. W (v). Pro rychlost v uvaZujeme pouze nezédporné
hodnoty. Zrychleni v/(t) je derivaci rychlosti, pfi¢emz pro rychlost plati, Ze roste
se zvétsujicim se tahem motoru a klesd se zvétsujicim se odporem prostiedi a

zvétsujici se hmotnosti, tj.

v =

(c = W(v)). (31)

1
m
Rychlost hydroplanu je Fizena diferencidlni rovnici (31) s parametrem c.

Nyni si popiseme pohyb hydroplanu v zavislosti na rychlosti.

P¥i rychlosti v € (0, vg) jede hydroplan po vodni plose a funkce odporu prostiedi
W (v) roste. Pro v = vy se hydroplédn zacéne odlepovat od vody a pro v > vy se
¢im dél méné dotykéd vodni hladiny, a proto funkce odporu prostiedi W (v) klesa.
Dale existuje rychlost vy > vg takova, Ze pro v € (vg, v1) funkce odporu prostiedi
W (v) klesé a pro rychlost v > v; funkce odporu W (v) opét roste.

Tedy tvar grafu funkce odporu prostiedi W (v) je dle pfedchoziho rozboru vy-

kreslen na nasledujicim obrazku 37.
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W(v)

Obrazek 37

3.2 Vysetfovani modelu

Nyni diskutujme mozné scénéafe pohybu hydroplanu v zavislosti na tahu mo-
toru ¢. Pro nazornost si vzdy pro urcité hodnoty parametru ¢ vykreslime fazovy
portrét a pomoci né€j popiseme chovani hydroplanu v uréité rychlosti v pfi daném
tahu motoru c. Poté vykreslime bifurka¢ni diagram a ur¢ime typ bifurkace.

Oznac¢me F(c,v) = --(c — W(v)), pak rovnici (31) lze zapsat ve tvaru

1
v = F(c,v), kde ceRy.

1.) Necht tah motoru ¢ je roven 0, tj. ¢ = ¢ = 0. Pro tuto nulovou hod-
notu ¢ ma rovnice (31) jeden kriticky bod 7 = 0, nebot kdyZ polozime F(c,v) =
L(—=W(v)) = 0, dostavame W (v) = 0 a feSenim je bod 0. To je zFejmé z ob-
razku 37. Protoze plati v/ = =(—=W(v)) < 0, je zfejmé, Ze ma-li hydroplén v da-
ném okamziku to rychlost v(tg) > 0, pro t > o tato rychlost klesa a konverguje k

v = 0. Fazovy portrét je vykreslen na obrazku 38.

o1



Il 5
A

|

Obrazek 38

1,) Pokud je v dany okamzik ¢q rychlost v(tg) € (0,v9), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stale klesa, az hydroplan zastavi.

1,) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(ty) € [vo, v1], hydroplan se slabé& dotyka
hladiny, jeho rychlost klesa, jede po hlading, az se zastavi.

1.) Pokud je v dany okamzik to rychlost v(ty) > v;, hydroplén leti, jeho rychlost

klesa, pristava, jede po hladiné a zastavi se.

2.) Necht tah motoru ¢ je mensi nez odpor prostiedi pii rychlosti vy, tj. necht

c=rt € (0,W(v)). Tato situace je vykreslena na obrazku 39.

W(v)

Obrézek 39
Je zfejmé, Ze pro tuto hodnotu parametru ¢ € (0, W(v;)) mé diferencialni

rovnice (31) jeden kriticky bod 7 € (0, ). Fazovy portrét je vykreslen na ob-
razku 40.
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Obrazek 40

2,) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(tg) € (0,7), hydroplan jede po hlading,
jeho rychlost stéle roste a konverguje k v, tato rychlost ale neni dostatecné velka
na to, aby hydroplan vzlétnul, ten tedy jede dal po hladiné rychlosti v.

2y) Pokud je v dany okamZik ¢y rychlost v(ty) € (7, vp), hydropldn jede po hla-
diné, jeho rychlost stale klesé a konverguje k rychlosti .

2.) Pokud je v dany okamzik t, rychlost v(ty) € [vg,v1], hydroplan se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost klesa a konverguje k v. Hydroplan dale jede po hladiné
rychlosti 7.

24) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(tg) > vy, hydropldn leti, jeho rychlost

klesa a konverguje k v. Hydroplan pfistava a jede po hladiné rychlosti v.

3.) Necht tah motoru ¢ je roven odporu prostiedi pii rychlosti v, tj. necht

c=¢= W(v). Tato situace je vykreslena na obrazku 41.

W(w)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obrazek 41

Je zfejmé, Ze pro tuto hodnotu parametru ¢ = W (v, ) ma diferencidlni rovnice
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(31) dva kritické body a to 7, € (0,v9) a T, = v;.
Fazovy portrét je vykreslen na obrazku 42. Bod 7, je asymptoticky stabilni a bod

7p je nestabilni.
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Obrazek 42

3.) Pokud je v dany okamzik t, rychlost v(ty) € (0,7,), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stéale roste a konverguje k 7, tato rychlost ale neni dostatecné
velka na to, aby hydroplan vzlétnul, ten tedy jede dal po hladiné rychlosti 7,.
3p) Pokud je v dany okamzik tq rychlost v(tg) € (s, vo), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stale klesé a konverguje k rychlosti v,.

3.) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(tg) € [vo, U, hydroplan se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost klesa a konverguje k v,. Hydroplan jede po hladiné
rychlosti 7,,.

34) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(ty) > 7, = vy, hydroplan leti, jeho
rychlost klesa a konverguje k 7. Hydroplan se dotyka hladiny, dale se pohybuje

rychlosti 7, ale nevzlétne.

4.) Necht pro tah motoru ¢ plati ¢ = ¢ € (W (vy), W(vy)). Tato situace je

vykreslena na obrazku 43.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obrazek 43
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Je zfejmé, Ze pro tuto hodnotu parametru ¢ € (W(vy), W(vg)) méa diferenci-
alni rovnice (31) tii kritické body a to 7, € (0,v) a T, € (vo, v1) & U > vy.
Fazovy portrét je vykreslen na obrazku 44. Body 7, a 7. jsou asymptoticky sta-

bilni a bod 7}, je nestabilni.
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Obrazek 44

4,) Pokud je v dany okamzik ¢ rychlost v(ty) € (0,7,), hydropldn jede po hla-
diné, jeho rychlost stéale roste a konverguje k v,, tato rychlost ale neni dostatecné
velka na to, aby hydroplan vzlétnul, ten tedy jede dal po hladiné rychlosti 7,,.
4;,) Pokud je v dany okamzik o rychlost v(to) € (U, v0), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stale klesé a konverguje k rychlosti v,.

4.) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(ty) € [vg,Tp), hydroplédn se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost klesa a konverguje k 7,. Hydroplan jede po hladiné
rychlosti 7.

44) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(tg) € (U, v1], hydropldn se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost roste a konverguje k 7. Hydroplan vzléta a dale leti
rychlosti v,.

4.) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(ty) € (v1,7.), hydroplan leti, jeho
rychlost roste a konverguje k v.. Hydroplan leti rychlosti v,.

4¢) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(ty) > 7., hydroplan leti, jeho rychlost

klesa a konverguje k v.. Hydroplan dale leti rychlosti ..

5.) Necht tah motoru ¢ je roven odporu prostiedi pii rychlosti v, tj. necht

c=1¢=W(uvy). Tato situace je vykreslena na obrazku 45.
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0 Ty = o g Ty v

Obrazek 45

Je zfejmé, Ze pro tuto hodnotu parametru ¢ = W (vy) ma diferencidlni rovnice
(31) dva kritické body a to T, = vy a v, > vy.
Fazovy portrét je vykreslen na obrazku 46. Bod 7, je nestabilni a bod 7 je

asymptoticky stabilni.
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Obrazek 46

5.) Pokud je v dany okamzik t, rychlost v(ty) € (0,7,), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stale roste a konverguje k v,, tj. hydroplan se dotyka lehce
hladiny a dale se pohybuje rychlosti v,, ale nevzlétne.

5p) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(ty) € (7, v1], hydroplan se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost stéle roste a konverguje k vy, tj. hydroplan vzlétne a
déle leti rychlosti 7y,

5.) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(ty) € (v1,7s), hydroplan leti, jeho
rychlost roste a konverguje k 7,. Hydroplan dale leti rychlosti w,.

54) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(ty) > Uy, hydroplan leti, jeho rychlost

klesa a konverguje k 7. Hydroplan déle leti rychlosti oy,
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6.) Necht tah motoru ¢ je vétsi nez odpor prostiedi pii rychlosti vg, tj. necht

c=7¢> W(u). Tato situace je vykreslena na obrazku 47.

T T
0 Yo U9

Obrazek 47

|
@

Je zfejmé, Ze pro tuto hodnotu parametru ¢ > W (vy) ma diferencidlni rovnice

(31) jeden kriticky bod T > vy. Fazovy portrét je vykreslen na obrizku 48.
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Obrazek 48

6.) Pokud je v dany okamzik ¢, rychlost v(ty) € (0, ), hydroplan jede po hla-
diné, jeho rychlost stale roste a konverguje k ©. Hydroplan tedy jede po hlading,
vzléta a nakonec leti rychlosti 7.

6,) Pokud je v dany okamzik tq rychlost v(ty) € [vg,v1), hydroplan se slabé do-
tyka hladiny, jeho rychlost stale roste a konverguje k v. Hydroplan tedy vzléta a
déle leti rychlosti ©

6.) Pokud je v dany okamzik tq rychlost v(tg) € [v1,7), hydroplan leti, jeho rych-
lost roste a konverguje k v. Hydroplan dale leti rychlosti v.

64) Pokud je v dany okamzik ¢y rychlost v(t9) > @, hydroplan leti, jeho rychlost
klesa a konverguje k w. Hydroplan dale leti rychlosti o.
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Nyni pfejdeme k uréeni bifurka¢niho diagramu. Ten ziskame tak, Ze polozime
pravou stranu rovnice (31) roviu nule, tj. L (c— W (v)) = 0, a vykreslime kritické
body v v zévislosti na parametru c. Dostdvame tvar feSeni ¢ = W (v). Vime, ze
rychlost v i tah motoru ¢ nabyvaji pouze nezédpornych hodnot. Bifurka¢ni diagram

je vykreslen na obrazku 49.
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W (v1) W (vo)

Obrézek 49

Stabilita na jednotlivych ¢astech bifurkacniho diagramu byla urcena dle pied-
choziho vySetfovani fazovych portréti. Lze ji také urcit dle véty 2.2 tak, ze vy-
poéteme parcidlni derivaci funkce F(c,v) a dle jejiho znaménka uréime stabilitu,
tj. Fy(c,v) = %/(”) Pro v € (0,v,) a v > v, plati W(v) > 0, tudiz pro F,(c,v)
plati F,(c,v) < 0 pro tato v, a tedy tyto vétve jsou asymptoticky stabilni. Naopak
pro v € (vg,v1) je W/(v) < 0, tedy plati F,(c,v) > 0 pro tato v a tato vétev je
tudiz nestabilni.

V bodech (W (v1),v1) a (W (wo),v0) je tedy diferencialni rovnice (31) v bifur-
kaci. V obou pripadech se jedna o bifurkaci sedlovou. Podle kapitoly 2.1.4 zde
proto dochézi k hysterezi.

V realité je ale pohyb hydroplanu poné¢kud odlisny od piedchoziho popisu.

Nastavé totiz jev zvany hysterezni smycka. Tento jev je popsan déle.
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Predpokladejme, Ze ¢ € (W (vy), W(vg)) a hydroplan ma v case to rychlost
blizkou 7, € (0,vy), coZ je asymptoticky stabilni kriticky bod. ZvySujeme-li nyni
tah motoru tak, Ze ¢ se blizi W (wvy). Potom kriticky bod 7, se blizi k v. V oka-
mziku, kdy ¢ = W () a zéroveni 7, = vy se tento kriticky bod stava nestabilnim.
Systém pak ,,sko¢i” do nejblizsiho stabilniho kritického bodu v, > v;. V nasem
pripadé to znamena, Ze hydroplan se nepohybuje dlouhodobé rychlosti 7, = vy,
ale velmi rychle zvysi svou rychlost na 7, a leti. Pritom tah motoru ¢ se neméni,
je stale roven W (wyp).

Podobné lze popsat ,,skok” systému pro ¢ klesajici k hodnoté W (v,). Pfedpo-
klddejme tedy, ze tah motoru ¢ > v; a hydroplan ma v case ty rychlost blizkou
vy > vy, coZ je asymptoticky stabilni kriticky bod takovy, ze v, < c. Snizujeme-li
nyni tah motoru tak, Ze ¢ se blizi W (v;). Potom kriticky bod 7y, se blizi k v.
V okamziku, kdy ¢ = W (v,) a zérovenl 7, = v; se tento kriticky bod stéva ne-
stabilnim. Systém pak ,sko¢i” do nejblizsiho stabilniho kritického bodu v, < .
V nasem piipadé to znamend, ze hydroplan se nepohybuje dlouhodobé rychlosti
7, = v, ale velmi rychle sniZi svou rychlost na 7,, tedy pristane a dale jede po
hlading rychlosti 7,. Pfitom tah motoru ¢ se neméni, je stéle roven W (v,).

Hysterezni smycka je vykreslena na obrazku 50 teckované.

W(vy) W (vo)

Obrazek 50
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Zavér

Cilem této prace bylo nastudovat problematiku elementarnich bifurkaci a
zpracovat teorii potfebnou k vySetfovani jednoduchych modelti, dale praci dopl-
nit piiklady. Dle mého nazoru bylo tohoto cile dosazeno. Byla definovana skalarni
diferencialni rovnice s jednim redlnym parametrem a byla uvedena teorie k jejimu
vysetfovani vzhledem k riznym typtm lokalnich bifurkaci. Podkapitoly byly vé-
novany sedlové, transkritické, vidlové a hysterezni bifurkaci. Ke kazdému typu
byly uvedeny podminky, za kterych dany typ lokalni bifurkace nastava a kazdy
typ bifurkace byl demonstrovan na piikladu. Dale byla skalarni diferencialni rov-
nice rozsifena o druhy realny parametr a byl uveden mozny postup vysetfovani
z hlediska elementarnich bifurkaci. Posledni kapitola byla vénovana realnému
modelu a to simulaci pohybu hydroplanu. Byla zde uvedena diferencialni rovnice
pro rychlost hydroplanu a vysetfovani chovani hydroplanu pri riznych hodnotéch
tahu motoru. Bylo zjisténo, Ze v tomto modelu dochézi k hysterezi.

P1i psani této prace jsem ziskala spoustu novych znalosti a zkuSenosti. Nau-
¢ila jsem se, jak vysetfovat danou skalarni diferencidlni rovnici modelu, co zna-
mena pojem lokalni bifurkace a jak urcit typ lokalni bifurkace, pokud nastava.
Na modelu simulace pohybu hydroplanu jsem si tyto nové nabyté znalosti ovérila.

Rovnéz jsem se zlepsila v préaci s typografickym softwarem TEX.
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