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Anotace

Diplomova prace je zaméiena na vlastnosti vybranych rovinnych kiivek fadu
vyS$$iho nez tii a jedné kiivky transcendentni. U kazd¢ kiivky je uveden piehled
vlastnosti, které jsou nasledné odvozovany a detailnéji popisovany. VSechny kiivky
jsou obohaceny o obrazky, které jsou vytvofeny pomoci matematického softwaru
GeoGebra. Kromé téchto obrazki jsou v textu ptilozeny odkazy pfimo na GeoGebru,

ve které jsou nékteré zajimavé vlastnosti popsany a demonstrovany.

Abstract

The thesis is focused on the properties of the selected plane curves of order
higher than two and one transcendent curve. To each curve an overview of its
properties which are then derived and described in detail is given. All curves are
enriched with their images that are created in mathematical software GeoGebra. In
addition, to these images the text links directly to GeoGebra are added, where some

interesting features are described and demonstrated.
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Uvod

Cilem této diplomové prace je vytvofit zakladni piehled vlastnosti vybranych
rovinnych kiivek vyssiho fadu nez tfi. K témto kiivkam ptipojuji i cykloidu, kterd neni
algebraickou ktivkou, ale transcendentni.

Prace je rozdélena do osmi kapitol, podle poctu vybranych kfivek.Kazdou
ktivku popisuji stejnym zptasobem. Nejprve piedstavuji jednoduchou definici, ndzorny
obrazek a zminku o historii objevu dané ktivky. Dale uvadim rovnici kiivky v kartézske
soustavé soufadnic, parametrické rovnice, polarni rovnici a piehled zakladnich
geometrickych vlastnosti. V nasledujicich podkapitolach se vénuji kiivce podrobnéji.
Odvozuji nékteré vlastnosti a rovnice kiivky, jiné pouze popisuji. Je zajimavé, ze kiivky
vyssiho fadu nez tii, které v této praci uvadim, maji i pies slozité vypocty jednoduché
ve veétsiné piipadu celoCiselné vysledky zavislé jen na svém parametru. (napi. délka
asteroidy je 6a a plocha kardioidy je 6a®)

V zavéru se na kazdou kiivku divam z pohledu mnoZziny bodii nebo obalky. Tuto
¢ast povazuji za nejzajimavéjsi a ke kazdému piikladu je pfiloZen odkaz na kiivku
vytvofenou vV matematickém programu GeoGebra. Casto vyuzivam moznosti zobrazeni
,»Stopy* bodu ¢i vykresleni mnoziny danych boda a krokovani konstrukce.

Vsechny kapitoly jsou vytvofeny prevazné na zaklad¢ této literatury:

Loockwood E. H., A Book of curves, Shikin Eugene V., Handbook and Atlas of curves
a internetovych stranek www.mathcurve.com. Proto jiz pfimo v textu na tuto literaturu
neodkazuji a uvadim ji az zcela v zdvéru v seznamu pouzité literatury a jinych zdroj.

Kazda zde popsana kiivka skryvéa v sob¢ krasu a platnost fadu svéta, kterou
bychom mohli obdivovat a objevovat cely Zivot. Tato diplomova prace je tedy jen
zlomkem toho, co se o téchto kiivkach mizeme dovédét, a doufam, Ze timto ¢tenare

alespon trochu nadchnu ke studiu kiivek a ke geometrii samotné.


http://www.mathcurve.com/

1 PRIMA STROFOIDA

Strofoida je rovinna ktivka, kterd vznikne jako mnozina bodu prisecika vysek

v rovnoramenném trojuhelniku. (Obrazek 1)

_———'/

Obrazek 1: Strofoida

Touto definici strofoidy se budeme jesté podrobné&ji zabyvat v podkapitole

Mnozina bodu.

1.1 Historie

Strofoidu poprvé objevil pii své praci Isaac Barrow (1630 — 1677), ucitel Isaaca
Newtona, v roce 1670. Avsak italsky fyzik a matematik Evangelista Torricelli

(1608 — 1647) tuto kiivku popsal ve svych dopisech jiz kolem roku 1645.



Nézev strofoida pochazi z feckého slova ,, strophos *“ (ve vyznamu , krouceny

pas‘) a navrhl jej Montucci v roce 1846.

1.2 Rovnice strofoidy

Strofoida je algebraicka kfivka tietiho stupné, kterou miizeme popsat témito

rovnicemi:
kartézské soutadnice: parametrické vyjadieni: polarni soufadnice:
1_ 2
el 2
x(x2+y2)=a(x2—y2) 1+t r_ g l0820
atft-t?) cos
1+1t?

1.3 Zéakladni geometricke vlastnosti

Osa soumérnosti: Y =0

Vertikalni asymptota: x =2a

Plocha smy¢ky: (2 — %)az

Plocha mezi kfivkou a asymptotou: (2 + %)az



1.4 Parametrické rovnice

Mezi rovnicemi strofoidy jsme si uvedli i parametrické rovnice. Nyni si je
odvodime.

Zvolme si kartézskou soustavu soufadnic tak, aby libovolna ptimka p protinajici
strofoidu ve dvou bodech prochazela pogatkem O =[0;0] abodem S =[x; y], ktery lezi
na smycce strofoidy. (Obrazek 2)

Rovnice ptimky p je:
p:y=tx, t=tge

Obrézek 2: Strofoida — odvozeni parametrickych rovnic

Obecna rovnice strofoidy je:
st x(x2+y?)-a(x* —y?)=0
Po jednoduché upravé dostdvame rovnici ve tvaru:
s: y*(a+x)—x*(a—x)=0
Parametrické rovnice ziskame dosazenim rovnice piimky p:y =tx do rovnice
strofoidy s.
(tx)(a+x)-x*(a—x)=0
t?’x*a+t’x* —ax’ +x* =0

ax(t? —1)+x3(t? +1)=0



Vytkneme dvojnasobny kofen X° a vypoéitime X — soufadnici.
xz[a(t2 —1)+ x(t2 +1)]= 0
a(t? —1)+ x(t* +1)=0
x(t2 +1)= —a(t2 —1)
x(t? +1)=all—t?)

1—t?
1+1t2

Stejné€ vypocitdme 1 Y —soufadnici.

ERHICHE

y> oyt ye
ay’ +2——-a2-+2-=0
Y t t2 3

at’y® +t?y°® —aty’ +y* =0

aty?(t> —1)+ y*(t> +1)=0

y?[at(t? —1)+ y(t? +1)|=0
y(t? +1)=atll—t?)

Parametrické rovnice strofoidy jsou:



1.5 Polarni rovnice

Nyni si odvodime polarni rovnici strofoidy. Kazdy bod X v kartézské soustaveé
soufadnic miizeme popsat pomoci polarni soustavy souradnic. Prvni soufadnice udava
vzdalenost bodu od poc¢atku, druha uhel spojnice bodu a pocatku od osy x. (Obrazek 3)

X =[xy]>X=[rg]
X=Tr-C0Sp

y=r-sing’ r=[0;a], p=[0;27]

Obrazek 3: Strofoida — odvozeni polarni rovnice

Rovnice strofoidy v kartézské soustavé soufadnic je s: y2(a+x)=x*(a—x).
Za x a y dosadime polarni soutadnice:
(r-sing)’-(a+r-cose)=(r-cose)’ -(a—r-cosp)
Rovnici upravujeme:
rz(a-sin2 p+sin? (p-rCOSgo): rz(a-cos2 @—TI -COS - C0S* (p)
sin® @-r-cos@+r.cos¢-cos’ ¢ =a-cos’ p—a-sin® ¢
r-COSgo(sin2 @ +Cos? (0)= a-(cos2 p—sin® (p)
VyuZijeme rovnosti: cos2x = cos’ Xx—sin® x, 1=cos” x+sin® x
Polarni rovnice strofoidy s je

[ a-cos2¢p
cosp

-10 -



1.6 Plocha smycky

Plochu smycky strofoidy jsme si uvedli jiz v Gvodu mezi zakladnimi
geometrickymi vlastnostmi. Nyni si ukazeme, jak tuto plochu vypocitat pomoci
integralu.

B
Vzorec pro vypocet plochy zadané parametricky je — .[ X'(t)- y(t) dt.

(24

Parametrické rovnice strofoidy s jsme si jiz odvodili:

1-t2
s: x=a
1+t2
1-t2
=at
y 1+t?

Dale budeme potiebovat meze integralu t € (O, 1) a derivaci x(t):

X,(t):a—2t(1+t2)—(1—t2)(2t):a—2t—2t3—2t+2t3: 4ot

(1+t2)2 (1+t2)2 ) m

Abychom vypoéitali celou plochu smy¢ky, musime integral nasobit dvéma. (Obrazek 4)

Obréazek 4: Strofoida — plocha % smy¢ky

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf

-11 -



t o 1-t? 4at ¢ttt ttt—t?
2- T dt=8 2 dt=-8 2 dt =
!atut2 ( (1+t2)2}t : '([(1+t2)3 e 2[(1+t2)3 t

Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme metodu parcialnich zlomkii:

t*—-t> At+B Ct+D Et+F

href @) @ef @)

t* —t? = (At+B)1+t* f +(Ct+ DY1+1? )+ (Et+F)

t —t2 = At+2At°+ At° +B+2B* +Bt* +Ct+Ct  + D+ Dt*> + Et + F
A=0

B=1
2A+C=0=C=0
2B+D=-1=D=-3
A+C+E=0=E=0
B+D+F=0=F=2

- 8a’ l:j.lﬂzdt 3[ dt+2j L i dt}

1+t ) 1+t

= -8a {arctgt 3j 2j }

Nez budeme integrovat, vypocitame si samostatng tyto integraly:

1) integral I ) dt vypocitame

1 -2t

1 perpartes.f =" f':—2 t t2 +1-1

tgt=11- dt = 1+t 2) | = 2 dt =
arctg t = | ) g’:1+ g:t(1+t ) ot I(1+t2)2

t 1
= +2j1th dt -2 j(“tz)zdt
Nyni ndm vznikla rovnice:

t

arctgt_1th + 2arctg t — ZI 1+t ) dt

-12 -



2
J-(1+t2)2
1 10t
e iloe

It

1

[y

1 dt =

1+t

~-+arctg t

+arctg tj

.. 1
2) obdobné vypocitame i integral ————dt

g

g

(1+t2)3
-2-2t
1 perparte f = f’=
S o S F TR
t t2+1-1 t
4 dt = 4 dt —4| ———dt
@+ﬁy*'f@+ﬁf @+ey*'f@+t) f )
Vznikla nam rovnice:
1
t= +4 dt 4 dt
+t ) 1+t I 1+t J.1+t )
1 t 1
4 dt = 3 dt
I@+ﬁf @+ﬁy*'f@+ef
1 1 t 3( t
—+t2)3 dt zz(—(l—‘rtz)z +E(ﬁ+al’ctg t)J
Nakonec doplnime do integralu a vypocitame:
_ a2 Ll 1 t 3t
=-8a [arctgt 32(1”2 + arctg t}+24((1+t2)2 + 2(1“2 +arctg t

t

1+t> 2 §(1+t2)2

-13-

3 t 3

1) efe)
8 8 2

+—- >+
4 1+t darctgt .



1.7 Plocha smycky — jiny pohled

Vypocet plochy smycky strofoidy jsme si jiz ukdzali. Nyni se na tento vyraz
aZ(Z —%) podivame z jiného Ghlu a to z pohledu obsahii ploch ndm zndmych
geometrickych utvari.

Nejdtive si vyraz az[Z - %] roznasobime a pak vytkneme ¢islo 2.

a?l2-= :2a2—a2ﬁ=2- az—azﬂ
2 2 4

Po tprave vidime, ze polovina této plochy se rovna rozdilu obsahu ¢tverce o strané a

a obsahu ¢tvrtkruhu o poloméru a. (Obrazek 5)

>s
L/

N NS

4
.

A

Obrézek 5: Strofoida — rozdil ploch

V programu GeoGebra (GeoGebra 1) se miizeme piesvédcit, Ze tento
rozdil ploch plati pro jakoukoliv hodnotu parametru a.

-14 -


GeoGebra/GeoGebra%201.ggb

1.8 Mnozina bodu

1.8.1 Strofoida jako ohniska elips, které vzniknou p¥i Fezu valce svazkem rovin.

Pti fezu vélce svazkem rovin, které¢ jsou dany pevnym bodem a te¢nou, nam

vznikne elipsa (popf. kruznice). Mnozina vSech ohnisek elipsy (popi. kruznice) nam

vytvoii strofoidu. (Obrazek 6)

valec

Obrazek 6: Strofoida — ez valce

Nyni si toto tvrzeni popiSeme a dokdzeme pomoci matematickych programt

GeoGebra a CoCoA.

V programu GeoGebra (GeoGebra 2) si tento obrazek vytvoiime v roviné

a umistime do kartézské soustavy souradnic, tak aby pevny bod O =[0; 0].


GeoGebra/GeoGebra%202.ggb

Dale popiseme bod S, =[a; s], (S, €0 o,,0—osavalce, o, —osadhlu p,v,),
ptimku p:y=kx=kx-y=0, (peONRX=0,,0)),

kruznici k, i (x—a)’ +(y—s)’ =a®, (k,(S,; a)),

bod F, =[p;a]l (F ek, np),

a vektor isecky |S,F|: F, — S, =(p—a;q—s). (Obrazek 7)

ky: (x-a)z:-l-(y-s)2=af,/

A=[2a;0]

Obrazek 7: Strofoida — Fez valce v kartézské soustavé souradnic

Ménime-li Uhel « , vidime, ze mnozinou vsech ohnisek F, a F, je strofoida.
Nyni si dokdzeme, Ze se opravdu jedna o strofoidu. Ohnisko elipsy F, nalezi
kruznici k, a ptimece p:
F,ek:(p-a) +(q-s)* =a’
Fepikp—q=0=n, =(k;-1)Ln=(Lk)

-16 -



Pimka p je kolma na Gisetku |F;S,|:
pLFS, :(a-p)l+(s—q)-k=0
Dostavame soustavu tfi rovnic:
(b-a) +(a-5) ~a* =0
kp—qg=0
(@-p)-1+(s-q)-k=0

Nyni z téchto rovnic eliminujeme k a s. Prvni rovnici upravime, z druhé rovnice si

vyjadiime k [k = EJ a doplnime do tfeti rovnice.
p

p?—2ap+a’+q°-2qs+s*—a*=0
a—-p+sk—gk=0

, dopInime do prvni rovnice.

2 2
Déle si z druhé rovnice vyjadiime s (s - MJ
q

q+p’-ap) (q’+p’-ap)
p2—2ap+q2—2q-( J+£ ] =0
q q

Rovnici vynasobime q° a upravujeme.
p?q” —2apg’ +q* —2q* —2q7p +2q%ap + (g% + p? —ap) =0
-p’9’ —q" +(q” + p* —ap) =0
-p’a®-q*+q* +p’q® —apq”® + p’q® + p* —ap’ —apq”® —ap’ +a’p® =0
p* —2p’a+ p°q® + p*a® —2apq® =0
Nakonec vydélime p.

p® —2pa+ pg® + pa® —2ag* =0

vvvvvv

CoCoA. (Obréazek 8)
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File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help
D oBEH& ©exh B «» &M

- -/ -/ \ -
-- / N/ A\ P -- .
- \ I [\ I I A -
- 4 , 1 A\ -
- Version :4.7.4 -
-= Online Help : type 2 or ?keyword -=
-- Web site : http://cocoa.dima.unige.it --

Interactive (0)
Use R::=Q[p,q,a,k,s];

I:=Ideal ((p-a)"2+(g-s)"2-a~2,kp-q, (a-p) *1+(s3-q) *k);
Elim(k..s,I);

--vysledek: (-p™3 - pg™2 + 2p~2a + 2g*2a - pa"2)

Ready [320ms] Line: 3 Col: 14 HE 2 WW: Normal AC: Off AL

Obrazek 8: Stropfoida — vypocet v programu CoCoA

V programu Geogebra si mizeme pomoci funkce implicitni krivky ukézat, zda se

jedna o rovnici strofoidy. (Obréazek 9)

34
S
a=1
»
Implicitni kfivka: 2]
S:X?-2x*+x Y+ x-2y*=0

14

T T O T

-2 - 1 2
-14

Obréazek 9: Strofoida — implicitni rovnice
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1.8.2 Strofoida jako prisecik vySek v rovnoramenném trojihelniku.

Mnozina prise¢ikt vySek vSech moznych rovnoramennych trojuhelniku ndm

vytvoii strofoidu.

Necht existuje kruznice k (K; a), usetka |KL| = a. Sestrojme libovolny

rovnoramenny trojiihelnik KLM tak, aby bod M ek, |KM|=|KL|=a. Dale sestrojime

vysky v,,v,, Vv, . Jejich prisecik nazveme S. (Obrazek 10)

\")
a=1 m
..—
M
k
Vi
a
S
K a L
Vk
;—/

Obrazek 10: Strofoida — sti‘ed vy$ek v rovnoramenném trojihelniku
Posouvame-li bodem M po kruznici, mizeme se v programu GeoGebra

(GeoGebra 3) ptesvedcit, ze mnozinou bodi vSech priseéikt vysek S rovnoramenného
trojuhelnika KLM je strofoida. (Obréazek 11)
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GeoGebra/GeoGebra%203.ggb

Obrazek 11: Strofoida jako mnoZina vy$ek v rovnoramenném trojuhelniku
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2 ASTEROIDA

Asteroida je kiivka, kterd vznikne jako mnozina bodii pat kolmic na thlopticku

kolmého rovnobézniku. (Obrazek 12)

Obrazek 12: Asteroida

Touto definici asteroidy se budeme jesté podrobnéji zabyvat v podkapitole

Mnozina bodu.

2.1 Historie

Asteroida patii mezi cykloidni kiivky, které byly poprvé objeveny danskym

astronomem Olem Christensenem Rgmerem (1644 — 1710) roku 1674. V letech
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1691 - 1692 studuje asteroidu Svycarsky matematik Johann Bernoulli (1667 — 1748).
Zminky o této kiivce miizeme také nalézt v G. W. von Leibnizove (1646 — 1716)
korespondenci z roku 1715.

Néazev asteroida byl v literatuie poprvé pouzit roku 1836.

2.2 Rovnice asteroidy

Asteroida je algebraicka kiivka Sestého stupné, kterou miizeme popsat témito

rovnicemi:
kartézské souradnice: parametrické vyjadieni: polarni soufadnice:
3
X=acos t seco
Ix? +3y? =¥/a? a>0 r:a—| | -

y=asin’t 2\
[1+tg SgoJ
implicitni rovnice:

(x2+y2—a?) +27x2y? =0

2.3 Zakladni geometricke vlastnosti

Osy soumérnosti: X=0, y=0, x—y=0, x+y=0
Stied soumérnosti: [0; 0]
Singularni body: [+ a; 0], [0; + a]

Plocha ohrani¢ené kiivkou: g 7’

Délka ktivky: 6a
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2.4 Implicitni rovnice

Mezi rovnice asteroidy jsme si uvedli i implicitni rovnici. Tato rovnice se

vyjadiuje ve tvaru F(X, y): 0.

K odvozeni implicitni rovnice asteroidy pouZijeme rovnost 1=cos’t +sin’t, dvé
substituce ¢ =cos’t, s =sin”t a parametrické rovnice
a: x=acos’t
y = asin’®t.
Dostavadme soustavu rovnic:
x =ac®
y=as®
1=c?+s%

Nyni vyuzijeme matematického programu CoCoA, ve kterém eliminujeme
proménné ¢, . Vysledny polynom si ozna¢ime pismenem M. Dale napiSeme implicitni
rovnici asteroidy a ozna¢ime ji pismenem O. Oba polynomy upravime pomoci piikazu
Factor. Upraveny polynom M nyni nazveme N a upraveny polynom O nazveme P.
Odecteme-li tyto dva polynomy od sebe vysledek je 0. Timto jsme dokazali implicitni
rovnici asteroidy. (Obréazek 13)
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. % CoCo 4.7:1/E.T/¥YSOKA/DIPLOMKA asteroida/O dvozent implicitnf rownice CaCod, ===
File Edit CoCol CoCoAServer Settings Help

DEOES 2o xhB W «» &06K
- Web site : http://cocoa.dima.unige.it - -

Interactive (0) | Untted(1) | Odvozeniimplicitni rovnice CoCod (1)

Use R:i:=Q[x,v,a,c,5];

I:=Ideal (x-ac"3,y-as"3,c"2+3"2-1);

Elim(c..s,I);

Ideal (-2/9x"6 - 2/3x"dy"2 - 2/3x"2y"~4 - 2/%y"6 + 2/3x"4a*2 - 14/3x"2y"
2a*2 + 2/3y~da”2 - 2/3x°2a"4 - 2/3y"2a"4 + 2/%a"6)

M:=(-2/8x"6 - 2/3x"4y"2 - 2/3x"2y~4 - 2/9y"6 + 2/3x™4a"2 - 14/3x"2vy"*2a
~2 o+ 2/3yndate - 2/3xM2a%d - 2/3vt2atd o+ 2/9a%6)

Factor (M) ;

[[x"6 + 3x"4yn2 + 3x°Z2y~4d + yh6 - 3x™4a~2 + Z21x"2y*Z2an2 - 3y*danZ + 3%
~2a*4 + 3y~Zatd - a6, 11, [-2/9, 111
Cr=((Xr2+y"h2-at2) "3+27r 2y 2ar) ;

Factor (O} ;

[[x*6 + 3xMy*2 + 3x"2y™4 + y*6 - 3x™~4a”2 + 21x"2y*2a2 - 3y~4a”2 + 3=x
~2atd + 3ytZatd - a6, 1]]

N:={x"6 + 3x~4y"2 + 3x"2y™4 + yv*6 - 3x"4a~2 + 21x"2y*2a™2 - 3y~datl +
3x~2and + 3y~zZatd - ate);

P:=(x"6 + 3x™4y"2 + 3x"2y*4 + yv"6 - 3x™4a”2 + z21lx"2y"2atZ - Jytdatl +
3x~2and + 3ytzatd - ate);

N-F;

0l

Line: 17 Cal: 2 HL 1 WA Mormal AC: Off AL Off

Obrazek 13: Asteroida — odvozeni implicitni rovnice

2.5 Parametrické rovnice

Nyni si odvodime parametrické rovnice.
Z obrazku (Obrazek 14) vidime:
OM =a=PR (obdélnik OPMR)
MR=a-cost (trojuhelnik OMR)
AR=MR-cost =a-cos’ t (trojuhelnik RAM)
x=0X = AY = ARcost =a-cos’t (trojuhelnik YAR)

X=a-cos’t
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t
0,
A
Y" ______________
t A
@] a X

Obrazek 14: Asteroida — odvozeni parametrickych rovnic

Podobné odvodime i y —soufadnici:
PM =a-sint (trojuhelnik PQR)
AP=PM -asint=a-sin’t (trojuhelnik APM)
y=0Y = AX = AP -sint =a-sin’t (trojuhelnik XPA)
y=a-sin’t
Parametrické rovnice asteroidy jsou:
a: x=acos’t

- a>0
y=asint
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2.6 Polarni rovnice

Asteroidu mizeme také popsat pomoci polarnich rovnic, které si také odvodime.

Kazdy bod X popsany kartézskou soustavou soufadnic mizeme ptepsat do polarni
soustavy soufadnic. (Obrazek 15)

X =[x, y]> X =[r, 9]
X=r-C0SQ
y=rsing " =02l o=[0:27]

Y. X

Obrazek 15: Asteroida — odvozeni polarni rovnice

Rovnice asteroidy v kartézské soustavé soufadnic je 3/ x* +3/y? =3/a’.
Nyni dosadime za x a y polarni soutadnice:

3fr?.cos? p +3/r? sin? p =3/a®
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Po upravé dostavame rovnici:

2 2
(0053 @+sind @

3

i

2
.. COoS® ¢
VyuZzijeme rovnosti 1= 7
cos® ¢
1
r=a-
2
2 2 2
B . . Ccos*o
3 3 .
cos® p+sind ¢ ;
cos® ¢
B 1
r=a- 5
2 2 2 9

Vytkneme co0s?® @a umochime.

r=a-

" . 1
Vyuzijeme rovnosti COS¢p = ——.
seco

Polarni rovnice asteroidy je

|

2 2
cos? go-(lﬂg%pﬂ
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2.7 Plocha ohrani¢ena krivkou

Stejné jako u strofoidy si nyni odvodime plochu asteroidy pomoci integrélu.
A :
Vzorec pro vypocet plochy zadané parametricky je Ix ydt.!

Parametrické rovnice asteroidy jsme si jiz odvodili:
a:x=acos’t
y=asin’t
Déle budeme potiebovat meze integralu (Obrézek16) t < (0, 27r) a derivaciy soufadnice

y'=3asin’t cost.

3m/2

Obréazek 16: Asteroida — plocha ohrani¢ena k¥ivkou

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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Nyni miizeme dosadit do vzorce:

27 27
J'acosst-Sasinzt cost dt = 3a’® Icos4 tsin®tdt=
0 0

Vyuzijeme rovnosti: sint =1—cos’t

2z
—=3a? jcos4 t—cos’tdt=
0

cos"txsinx n
+
n

_3q2. cos’tsint 2”+§ cost sint 2ﬂ+12fcos°tdt | cos’tsint
4 4 2 0 2 0 6

" -1 i
VyuZijeme vzorce: ICOS” xdx = jCOS" 2 x dx
n

2z

527r
——J'cos“tdt =
6 0

0 0

=3a’- 0+0+§7z—§-§7r :§7za2.
8 6 8 8

Plocha asteroidy je gﬂaz, tedy g obsahu kruhu o poloméru a.

2.8 Délka krivky

Délku asteroidy si odvodime také pomoci integralu. Vzorec pro vypocet délky

B .
ktivky zadané parametricky je j\/ [X'(t)]2 + [y'(t)]2 dt. '

Pro dosazeni do vzorce budeme potiebovat derivaci parametrické rovnice.
a:x=acos’t X'=-3acos’tsint
y =asin®t y'=3asin’t cost
Délka asteroidy se sklada ze Ctyt stejné dlouhych ¢asti. Vyuzijeme-li této vlastnosti,

muzeme si nejprve vypocitat ¢tvrtinu a vysledek nasledné vynasobit ¢tyfmi. Pro ¢tvrtinu

délky asteroidy dosadime meze integralu (0,%) . (Obrazek 17)

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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3mw/2

Obrazek 17: Asteroida — délka k¥ivky

\/(— 3acos’t sint)2 +(3asin2t cost)2 dt =

O V| Ny

J9aZ(cos* t sin?t +sin*t cos’ ) dt =

O N [ N

VyuZijeme rovnosti: cos’t=1-sin’t

3a \/(1—sin2tXl—sinzt)sinzt+sin4t(1—sin2t)dt=

O N | N

=3a vsintcos’t dt =

Vsin?t—sin“t dt=3aJ2'\/sin2t(l—sin2t)dt=3a
0

O v [ N
O N [ N

Vyuzijeme rovnosti: Sin2t = 2sintcost

Vsin? 2t dt =

a

O N [ N

N w
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C. . 1
VyuzZijeme vzorce: ISIn cx dx = —=coscx

c
2
__3, [cos2t] = 3a
4 o 2
Vynasobime Ctyimi:
4-§a =6a
2

Délka asteroidy nam vychazi 6a, tedy jen o malo méné nez obvod kruznice

0 polom¢éru a.

2.9 Mnozina bodu

2.9.1 Asteroida jako mnoZina pat kolmic na ihlop¥i¢ku kolmého rovnobézniku

Asteroida je kiivka, ktera vznikne jako mnoZina bodi pat kolmic na thlopficku
kolmého rovnobé&zniku.

Necht existuje kruznice k(O; a) abod M e k. Sestrojme kolmy rovnobé&znik
OPMR a jeho thlopticky |[OM| =|PR = a. Dale sestrojime kolmici z bodu M na
thlopticku|PR| a jejich prisecik bod A. Posunujeme-li bodem M po kruznici k,

mnozina v8ech pat kolmic na uhlopticku rovnobézniku OPMR nam vytvaii asteroidu.
(Obréazek 18)

V programu GeoGebra (GeoGebra 4) mizeme posunovat bodem M po kruznici
k ¢i zvolit animaci bodu M. Pomoci stopy bodu A muzeme pozorovat zakresleni

asteroidy.
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GeoGebra/GeoGebra%204.ggb

Obrazek 18: Asteroida — pata kolmic na ahlop¥i¢ku kolmého rovnobéZzniku

2.9.2 Asteroida jako hypocykloida

Hypocykloida je kiivka, ktera vznikne jako trajektorie bodu pii odvalovani se
jedné kruznice (kruhu) bez smykani zevnitt po jiné pevné kruznici (kruhu).

Necht existuje k, (S,;1,) a k, (S,;r,) abod Q ek,.Kruznice k, a k, maji
prave jeden vnitini dotyk. Kruznici k, nechame odvalovat uvniti po kruznici k,
pomoci posuvniku «. Mnozinou vSech bodi Q je hypocykloida.
Je-li r, =4-r,, jedna se o asteroidu. (Obrazek 19)

V programu GeoGebra (GeoGebra 5) se mizeme piesvédcit, ze pokud je

r, =4-r,, vznikne nam asteroida. Ménime-li velikosti posuvniku r, a r, dostaneme

I jinou kiivku, o které se jesté budeme zminovat. Je-li r, =3-r,, jedna se o deltoid.
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Obrazek 19: Asteroida jako hypocykloida

2.10Asteroida jako obalka

2.10.1 Asteroida jako obalka usecek

Obalkou vsech usecek, které vzniknou pohybem dané tisecky délky a, jejiz
krajni body se pohybuji po soutadnych osach, je asteroida. (Obrazek 20)

V programu GeoGebra (GeoGebra 6) si vytvorime libovolnou kruznici se
sttedem v pocatku a tsecku délky a s krajnimi body na soutfadnych osach.

Pohybujeme-li bodem M , méni se nam poloha bodu N a tedy i tisecka a.

Stopa useCky a ndm vytvofii asteroidu. (Obrazek 21)
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a=25

Obrazek 20: Asteroida — tise¢ka @ s krajnimi body na souradnych osach

a=25

Obréazek 21: Asteroida — obalka tse¢ky a
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2.10.2 Asteroida jako obélka elips

Obaélkou vsech elips, u kterych postupné ménime jejich excentricitu pii piedem
dané maximalni délky hlavni a vedlejsi poloosy, je asteroida.

Na obrazku (Obréazek 22) vidime asteroidu jako obalku elips. Stejné jako
Vv ptedchozim piipadé miazeme v programu GeoGebra (GeoGebra 7) pomoci posuvniku
ménit polohu elipsy. Posuvnikem e ménime excentricitu a posuvnikem m maximalni
délku dané poloosy. Stopa téchto elips nam vytvoii asteroidu.

Budeme-li ménit velikost elipsy pomoci posuvniku m a barvu jednotlivych stop

elips, mizeme vytvorit takovyto krasny obrazek. (Obrazek 23)

L

L
| 52 = 50 N

Obrazek 22: Asteroida jako obalka elips
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Obrazek 23: Asteroida - vice obélek elips
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3 DELTOID

Deltoid je kiivka, kterd vznikne jako mnozina vSech trajektorii bodu pfi
odvalovani se jedné kruznice k, bez smykani zevnitt po jiné pevné kruznici k,,

pficemz plati r, =3-r,. (Obrazek 24)

Obrazek 24: Deltoid

3.1 Historie

Poprvé byla tato kiivka studovana Leonhardem Eulerem (1707 — 1783) jiz
v roce 1745 a dale Jakobem Steinerem (1796 — 1863) roku 1856. Kiivka byla brzy
rozpoznéna jako hypocykloida, a proto je ¢asto ozna¢ovana jako Steinerova
hypocykloida.

Néazev deltoid ziskala tato kiivka diky svému tvaru piipominajici fecké pismeno

A (delta).
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3.2 Rovnice deltoidu

Deltoid (Obrézek 25) je algebraicka ktivka ¢tvrtého stupné, kterou miizeme

popsat témito rovnicemi:

kartézské soutadnice:

(x2 + y2)2 +8ax(3y2 - x2)+ 18a2(x2 + yz)— 27a* =0

parametrické vyjadieni: polarni soufadnice:
x = a(2cost +cos2t)

. . >0 r =a+5+4cos3t
y =a(2sint —sin2t)

3a

Obrazek 25: Deltoid
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3.3 Zakladni geometricke vlastnosti
Osy soumérnosti: Yy =0, V3x+ y=0
Singularni body: body [3a; 0], [—3—:; isﬁa}

Plocha ohrani¢ena kiivkou: 27a°

Délka kiivky: 16a

3.4 Parametrické rovnice

Stejné jako u pfedchozich kiivek si nyni odvodime parametrické rovnice.

Z obrézku (Obrézek 26) vidime, Ze soufadnice bodu D jsou D =[x, y] a dale

0Q=a=0o,|.

Obrazek 26: Deltoid — odvozeni parametrickych rovnic
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Pomoci tii trojuhelnikia OPQ a QRD vyjadiime X — soufadnici:
x=0P+RD
Pro dalsi upravu potfebujeme znat velikosti uhlii |[< RDQ a [< DQM)|. (Obrazek 27)

K tomu vyuzijeme vlastnosti sttedového a obvodového uhlu. Je-li sttedovy tihel

3t

|—< SOQ | =3t, pak ptislusny obvodovy thel je dvakrat mensi: |—< SQQ|= > Dale

vyuzijeme vlastnosti dvojic tthlu:
vrcholové thly: |< SQQ|=|< DQM| = gt
souhlasné thly: |< POQ =< TQM| =t

stfidavé uhly: |< TQD|=|< RDQ = %t

Obrézek 27: Deltoid — Uhly
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Nyni jiz mizeme déle upravovat vyjadienou X — soutradnici

x=0P+RD

x=0Qcost+QD cos%t

X =acost + 2acosgt-cos%t (trojuhelnik QDM )

Vyuzijeme vzorce: COSca +COS 3 = Zcos(a er p j ~ cos[a ;ﬂ j

2t+t 2t—t
X =acost + 2acos > -COS 5

X =acost+acos2t +acost

X =aco0s2t +2acost

x = a(2cost +cos 2t)

Stejn¢ budeme pokracovat i pro y —soutadnici:
y=PQ-RQ
. .1
y=0Qsint —QPsin Et
y =asint —2acos§t -sinlt
2 2
Vyuzijeme vzorce: Sina —sin = 2008(#} . Sh(%)

. 2t+t) . (2t-t
y =asint—2acos > -sin >

y=asint—asin2t+asint

y = 2asint —asin 2t

y =a(2sint —sin 2t)

Parametricka rovnice deltoidu d :

d: x=a(2cost +cos2t)
y = a(2sint —sin 2t)
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3.5 Polarni rovnice

Odvodime si polarni rovnici deltodu.

Kazdy bod X popsany kartézskou soustavou soufadnic miizeme popsat i pomoci polarni
rovnice. (Obrazek 28)

X =[x y]> X =[r,¢]
X=Tr-C0S@
y=r-sing’ r=[0;3a], 0 =[0; 27]

Obrézek 28: Deltoid — polarni rovnice

Pro odvozeni polarni rovnice vyuzijeme parametrickych rovnic:

x = a(2cost +cos2t)
y = a(2sint—sin2t)
Polozime t=¢.

x = a(2cosp +cos2¢)
y =a(2sing—sin2p)
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Umocnime a secteme.
x* =a’ (4cos2 @ +4Cc0spCos2¢ + cOS’ 2(p)
y’=a’ (4sin2 @ — 4sin gsin 2¢p +sin’ 2@)

x? +y? =a’ (4 +4cospcos2¢p —4sin psin 2¢ +1)
Dale dle Pythagorovy véty plati x* +y* =r?.
r? =a’(4+4cospcos2¢ —4sin psin 29 +1)
Vyuzijeme souctového vzorce: COS(X + y) =COSX-COSYy—Sinx-siny
r’ =a’(5-4cos(p +2¢))
r’ =a’(5-4cos3p)

r=a,/5—4cos3p

3.6 Plocha ohrani¢ena krivkou

Pro odvozeni vypoctu plochy deltoidu zadaného parametricky budeme
B B _
potiebovat jeden z téchto vzorca: — J. y - X'dt nebo I x-ydt." Pro nas§ vypocet

pouzijeme prvniho vzorce.
Parametrické rovnice deltoidu jsme si jiz odvodili:
d:x=a(2cost +cos2t)
y =a(2sint—sin 2t)
Déle budeme potiebovat meze integralu (Obrazek 29), které jsou (0, 277) a derivaci
X - soufadnice
X=a(-2sint —2sin 2t).

Nyni miizeme dosadit do vzorce:

27
— ja(ZSint —sin2t)-a(- 2sint — 2sin 2t)dt =

0

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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2z
=—a? j (2sint —sin 2t)- (- 2sint — 2sin 2t )dt =
0
VyuzZijeme vzorce: Sin2t=2costsint

27
=—a’ _[ (2sint—2costsint)- (- 2sint —4costsint)dt =

0

Déle vynasobime a vytkneme.

2
=4a° j sin®t+costsin?t—2cos’tsin?t dt =

3m/2

Obrazek 29: Deltoid - plocha

VyuZzijeme rovnosti: cos’t =1—sin’t
2r
=4a° _[ sint+costsin?t—2sin’t+2sin*t dt =

2r

I 2costsin’t —sin’t+2sin*tdt=

0
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Opét vyuzijeme vzorce: 2costsint =sin 2t
2 sint
:4a2fsin2t~7—sin2t+23in4tdt=
0

sin"* xcosx n
+
n

, . . -1 .
Pro integraci sin*t vyuZzijeme vzorce: J.sm" X dx=-— Ism” 2 x dx
n

) 1cos2tsint  costsin2t | sintcost 1.1 sintcost 3sintcost 3]
=4a”-|| - - - - +=t| +2 - - +=t| |=
4 2 2 2| 4 8 8

0

=4a* -(0—72’4—%7[]:27232.

Plocha deltoidu je 27a”. Srovname-li tento vyraz se vzorcem pro obsah kruhu

0 poloméru a, je plocha deltoidu dvakrat vetsi.

3.7 Délka krivky

Stejné jako u asteroidy si nyni odvodime délku deltoidu. Vzorec pro vypocet

A .
délky ktivky zadané parametricky je I\/ [X©)F +[y(t)]dt "

Pro dosazeni do vzorce budeme pottebovat derivaci parametrickych rovnic.
d :x =a(2cost +cos2t) X = a(-2sint - 2sin 2t)
y = a(2sint —sin 2t) y'=a(2cost —2cos2t)

Délka deltoidu se sklada ze tfi stejné dlouhych ¢asti. Vyuzijeme-li této vlastnosti,
: : 2 . . :
vypocitame nejprve tietinu délky pro t € (0, gﬁ) a vysledek poté vynasobime tfemi.

(Obréazek 30)

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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a=1
-.—
2/3m
a
0
4/31

Obrazek 30: Deltoid — délkal/3 k¥ivky

—T

%: J\/az(—ZSint—Zsin 2t)* +a*(2cost — 2cos2t)* dt =

0

2
gﬂ

= aj\/(4sin2t +8sintsin 2t + 4sin? 2t )+ (4cos’ t —8cost cos2t + 4cos 2t ) dt =
0

2
-

= Zaj'J(sinzt +2sintsin 2t +sin? 2t )+ (cos? t — 2cost cos2t + cos® 2t ) dt =
0

Vyuzijeme rovnosti: cos®t+sin®t =1, cos* 2t +sin®2t =1

2

57[
= ZaI\/Z— 2(costcos2t —sintsin 2t) dt =
0
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Vyuzijeme souctového vzorce: COS(X + y) =COSX-COSYy—Sinx-siny

2 2

3" 3"
- ZaI\/Z —2cos3t dt = 2+/2a .f\/l— cos3t dt =
0 0

1-cosx
2

2

" . X
Vyuzijeme vzorce: Sin 2 =

2

3" Pt
dt = 4ajsin§dt = 4a{—3cos§t}3 =§a(1+1)=§a
2 3 2 3 3

0

2

3" —
=2\/§a_[\/§-‘/l cos3t

. V2

Délka celé ktivky je: 3- ? a=16a

3.8 Mnozina bodu

3.8.1 Deltoid jako hypocykloida

Hypocykloida je kiivka, ktera vznikne jako trajektorie bodu pii odvalovani se
jedné kruznice (kruhu) bez smykani zevnitt po jiné pevné kruznici (kruhu).

Necht existuje k, (S;;1,) a k, (S,;r,) abod Q ek,.Kruznice k, a k, maji
pravé jeden vnitini dotyk. KruZnici k, nechame odvalovat uvniti po kruznici k,
pomoci posuvniku «. Mnozinou viech bodt Q je hypocykloida. Je-li r, =3-r,, jedna

se o deltoid. (Obrazek 31)
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Obrazek 31: Deltoid jako hypocykloida

V programu GeoGebra (GeoGebra 8) se miizeme piesvédcit, ze pokud je

r, =3-r,, vznikne nam deltoid. Ménime-li velikosti posuvniku r, a r, mizeme dostat

kiivku asteroidu. (1, =4-r,)

3.9 Deltoid jako obéalka

3.9.1 Deltoid jako obalka priaméra

Obalkou vsech priméra PQ kruznice k, , ktera se odvaluje bez smykani zevnitf
po jiné pevné kruznici k,, a o jejich polomérech plati r, = % r,, je deltoid. (Obrazek 32)

V programu Geogebra (GeoGebra 9) si tyto kruznice k; a k, s primérem PQ
mizeme vytvotit. Pomoci stopy v GeoGebie ndm pramér PQ, pti odvalovani kruznice

k, posuvnikem « , vytvoii deltoid.
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Obrazek 32: Deltoid — MB — obalka priaméri
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4 KARDIOIDA

Kardioida je kiivka, kterd vznikne jako mnozina vSech trajektorii bodu pii
odvalovani se jedné kruznice k, bez smykani zvenku po jiné pevné kruznici k,,

pficemz plati r, =r,. (Obrazek 33)

Obrazek 33: Kardioida

Touto definici kardioidy se budeme jesté podrobnéji zabyvat v podkapitole

Mnozina bodu.

4.1 Historie

Kardioida byla studovana jiz v 15. stoleti danskym matematikem a astronomem

Olem Christensenem Rgmerem (1644 — 1710) a matematikem Vaumeslem (1678). Roku
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1708 francouzsky matematik Philippe de La Hire (1640 — 1718) stanovil délku této
ktivky.
Néazev kardioida (,,ve tvaru srdce) byl poprvé pouzit matematikem Johannem

Castillonem (Giovanni Francesco Salvemini Melciorre, 1704 - 1791) roku 1741.

4.2 Rovnice kardioidy

Kardioida (Obrézek 34) je algebraicka kiivka ¢tvrtého stupné, kterou mizeme

popsat t€émito rovnicemi:

kartézské soutadnice: parametrické vyjadieni: polarni soufadnice:

x = a(2cost —cos2t)

0 r=2a(l-cost
y = a(2sint —sin 2t) >0 r=2a(l-cost)

(x? + y2 + 2ax)’ =4a>(x + y?)

™~

/]

@

\
-

Obrazek 34: Kardioida



4.3 Zakladni geometrické vlastnosti

Osa soumérnosti: Yy =0
Singularni bod: [0; 0]
Plocha ohrani¢en4 kiivkou: 67r?

Délka kiivky: 16a

4.4 Plocha ohrani¢ena kiivkou'

ﬂ ..
Pro odvozeni plochy kardioidy vyuzijeme vzorce — .[ Xy dt".

a

Parametrické rovnice kardioidy jsou:

k:x=a(2cost—cos2t)

y =a(2sint—sin2t)

Z obréazku vidime, Ze je kiivka soumérné podle osy X, jeji obsah spoc¢itame jako
dvojnésobek obsahu pro t € (0, 7). (Obrézek 35)
Derivace X soufadnice je

X = a(-2sint + 2sin 2t).
Nyni miiZeme dosadit do vzorce:

g = —_[a(— 2sint +2sin 2t)-a(2sint —sin 2t)dt =
0

= —azj (~ 4sin? t + 2sintsin 2t + 2sin 2tsint — 2sin? 2t )dt =

0

. 1-cos2x
Vyuzijeme vzorce: sin x:T
= —a2_|‘—4-—1_cOSZt +4sin 2tsint—2-—1_02054t dt =

0

' http://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i21.html
" homel.vsb.cz/~nik01/IntegralVzorce.pdf

-52-



2

32T

Obrazek 35: Kardioda - plocha %2

Rozdélime na tfi s€itajici se integraly a vytkneme.
=2a’ jl— cos2tdt —4a’ Isin 2tsint dt+a’ Il— cos4tdt =
0 0 0

Vyuzijeme vzorce: sin2t = 2sintcost

= Za{t - sm;t} + az{t - Sm;'t} —8a2_|‘sin2 tcost dt =
0

0 0

Posledni integral vypocitdme pomoci substituce.

sint=u u® sin’t
= Iu du=|—|=

cost dt =du 3 3

jsin2 tcost dt =

Dosadime:
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Vynasobime dvéma:
2-3m% = 6ma’
Plocha kardioidy (67a?) je tedy obsah 6 kruh@i o poloméru a. Ve srovnani s plochou

deltoidu (27a”), je plocha kardiody ttikrat vétsi.

4.5 Délka krivky

Délku kardioidy si odvodime také pomoci integralu. Vzorec pro vypocet délky

B .
kiivky zadané parametricky je I\/ [X©)F +[y(t)]dt

Pro dosazeni do vzorce budeme potitebovat derivaci parametrickych rovnic.
k : x =a(2cost —cos2t) X'=a(- 2sint + 2sin 2t)
y = a(2sint —sin 2t) y'=a(2cost —2cos2t)
Délka kardioidy se sklada ze dvou stejné dlouhych ¢asti. Vyuzijeme-li této vlastnosti,
vypocitame nejprve polovinu délky pro t € (0, 7) a vysledek vynasobime dvéma.

(Obréazek 36)

% = j\/az(—ZSint+ 2sin2t)* +a’(2cost —2cos2t)* dt =
0

T

= aj\/(4sin2t —8sin 2tsint +4sin? 2t )+ (4cos’ t —8cos2t cost + 4cos’ 2t ) dt =
0

Vi

= ZaJ\/(sinzt —2sin 2tsint +sin? 2t)+ (cos? t — 2cos2t cost + cos? 2t ) dt =
0

Vyuzijeme rovnosti: cos®t+sin®t =1, cos” 2t +sin® 2t =1

= ZaI\/Z —2(cos2tcost +sin 2tsint) dt =
0

VyuZijeme souctového vzorce: cos(x - y) =CO0SX-COSYy+Sinx-siny

= 2aj«/2—2cost dt = 2\/§a'|.\/1—cost dt =
0 0

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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h
W

o

372
Obrazek 36: Kardioida — délka % kiivky

vos . X 1-cosx
Vyuzijeme vzorce: Sin > = 5

T v1—cost
= 2\/53.-([\/5 %

Délka celé kiivky je: 2-8a =16a
Délka kardioidy je stejna jako délka deltoidu.

dt = 4ajsin %tdt = 4a[— Zcos%t} =8a(-0+1)=8a
0

0

4.6 Mnozina bodu

4.6.1 Kardioida jako specialnim pripad Pascalovy zavitnice.

Necht’ existuje kruznice k (S;r). Na kruznici k zvolime pevny bod A
a pohyblivy bod M. Bodem M abodem A povedeme piimku. Na této pfimce zvolime

dvabody X a X' tak, aby |[MX|=|MX{=a. (Obrézek 37)
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Obrazek 37: Pascalova zavitnice

Posouvame-li bodem M, mnozinou vSech bodtt X a X' je ktivka, kterou
nazyvame Pascalova zavitnice.
Specialnim ptipadem Pascalovy zavitnice je kardioida. Tato kfivka ndm vnikne

tehdy, je-li vzdalenost [MX|=|MX{=a=2r. (Obréazek 38)

Toto v§e mlizeme pozorovat v programu GeoGebra (GeoGebra 10), kde si

muZeme libovolné ménit posuvniky polomér kruznice k a vzdalenost bodl

IMX],[MX.
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Obrézek 38: Kardioida — specialni pfipad Pascalovy zavitnice

4.6.2 Kardioida jako Upatnice

Mnozinu vSech pat kolmic spusténych na teény dané rovinné kiivky z daného
bodu (pélu) nazyvame Gpatnici. '

Necht existuje kruznici k(S; a), pevny bod Ak (pdl) a pohyblivy bod M k.
Sestrojime te¢nu t € M. Dale sestrojime kolmici p nate¢nu t z bodu A (p6lu) a nové

vznikly priseéik nazveme P. (P et p) (Obrazek 39)

" http://www.matematika.cz/content/rovinne-krivky/?dir=upatnice
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Obrazek 39: Kardioida — sestrojeni Gpatnice

Pohybujeme-li bodem M, stopa bodu P nam vykresli kiivku kardioidu.
V programu GeoGebra (GeoGebra 11) mtizeme téz vyuZzit zakresleni mnoZiny bodd.
(Obréazek 40)
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Obrazek 40: Kardioda jako Upatnice

4.6.3 Kardioida jako epicykloida

Epicykloida je kiivka, kterd vznikne jako trajektorie bodu pii odvalovani se
jedné kruznice (kruhu) bez smykéni zvenku po jiné pevné kruznici (kruhu).

Necht existuje k, (S,;1,) a k, (S,;r,) abod Q ek,. Kruznice k, a k, maji
prave jeden vnitini dotyk. Kruznici k, nechame odvalovat zvenku po kruznici k,
pomoci posuvniku a. Mnozinou v§ech bodu Q je epicykloida.

Je-li r, =r,, jedna se o kardioida. (Obrazek 41)

V programu GeoGebra (GeoGebra 12) mame vytvoienou epicykloidu.
Posuvniky r, a r, mizeme libovoln¢ ménit a nastavit tak, aby r, =r,. Opét pomoci
stopy ¢i mnoziny bodu vykreslime kiivku, kterd se nazyva kardioida. Pokud r, =2-r,,

jedna se o nefroidu, o které se jesté pozdéji zminime.
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Obrazek 41: Kardioida jako epicykloida

4.6.4 Kardioida jako epicykloida s vnitinim dotykem (nazyvéna pericykloida)
Pericykloida je kiivka, ktera vznikne jako trajektorie bodu pevné spojeného
s kruZnici kutélejici se svym vnitinim obvodem po vné€jSim obvodu druhé kruznice.
Necht existuje k, (S,;r,) a k, (S;;r,) abod Q e k,. Kruznice k, a k, maji
prave jeden vnitini dotyk. KruZnicik, nechame odvalovat uvnitf po kruznici k,
pomoci posuvniku a. Mnozinou vSech bodu Q je epicykloida.
Je-li r, =2-r,, jedna se o kardioida. (Obréazek 42)

V programu GeoGebra (GeoGebra 13) mame kruznici k, S vnitinim dotykem

kruZnice k; vytvofenou. Posuvniky r, a r, mizeme libovolné ménit a nastavit tak, aby

r, = 2-r,. Nakonec pomoci stopy ¢i mnoziny bodl vykreslime kiivku.
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Obréazek 42: Kardioida jako epicykloida s vnitinim dotykem
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5 NEFROIDA

Nefroida je kiivka, ktera vznikne jako mnozina vSech trajektorii bodu pfi

odvalovani se jedné kruznice k, bez smykani zvenku po jiné pevné kruznici k,,

pficemz plati r, = 2r,. (Obrazek 43)

Obrazek 43: Nefroida

Touto definici kardioidy se budeme jesté podrobnéji zabyvat v podkapitole Mnozina

bodu.

5.1 Historie

Nézvem nefroida byla nejprve pojmenovana dvou vrcholové epicykloida

Proctorem roku 1878, o rok pozdéji Freeth pouzil stejny nazev pro kiivku ponékud
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komplikované;jsi.

Nefroida si vyslouzila sviij nazev diky svému tvaru podobnému ledving. Tato
kiivka byla studovana jiz v 17. stoleti nejprve Christiaanem Huygensem (1629 — 2695),
Ehrenfriedem Waltherem von Tschirnhausem (1651 — 1708) a také Jacobem
Bernoulliem (1654 — 1705) a jeho synovcem Danielem (1700 — 1782).

5.2 Rovnice nefroidy

Nefroida (Obréazek 44) je algebraicka kiivka Sestého stupné, kterou miizeme
popsat témito rovnicemi:
kartézské soutadnice: parametrické vyjadieni:

x = a(3cost —cos3t)

2 2 23_ 4 2=
4x? +y? —a?) —27a'y y = a(3sint —sin3t)

2 2 2 \2
polarni soufadnice: r = a3 [0053 %+ sin? fj

Obrazek 44: Nefroida
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5.3 Zakladni geometricke vlastnosti

Osa soumérnosti: Yy =0

Plocha ohrani¢end kiivkou: 127r?

Délka kiivky: 12a

5.4 Plocha ohrani¢ena krivkou

Pro odvozeni plochy ohranicené nefroidou, kterd je zadana parametricky,
ﬁ -
pouzijeme tento Vzorec — J' X-ydt.'

Parametrické rovnice nefroidy jsou:
n:x=a(3cost-cos3t)
y = a(3sint —sin3t)
Z obrazku vidime, Ze je kiivka soumérna podle osy x, jeji obsah spoéitame jako
dvojnésobek obsahu pro t € (0, 7). Derivace x— soufadnice je
x'= a(-3sint +3sin 3t).
Nyni miizeme dosadit do vzorce:

g = —!a(—35int+35in 3t)-a(3sint —sin 3t)dt =

= —azj (~9sin? t+3sintsin 3t + 9sin 3tsint — 3sin? 3t )dt =

0

" . 5 1-cos2x
Vyuzijeme vzorce: sin x=T
=—aﬁ—&ﬂ+125in3tsint—3-ﬂdt:

0

Rozdé€lime na tf1 sCitajici se integraly a vytkneme.

= gaz'[l—c052t dt —12a2jsin 3tsint dt+§a2'[1—c056t dt =
2 0 0 2 0

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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Vyuzijeme vzorce: sinx-siny = %[cos(x —y)—cos(x+y)]

= gaz_[l— cos2t dt — 6a2j0052t dt+ 6azjcos4t dt+ga2jl— cos6t dt =
0 0 0 0

2
:9a2 t_S|n2t _6a2 sin 2t 632 sin 4t +§a2 t_S|n6t
2 2 4 1, 2 2

Va

0

2 0 0
:gaz(n—o)—6a2(0—0)+ 6a2(0—0)+ga2(7z—0): 67a’

Plocha ohrani¢ena kiivkou je 2-67a° =127a°, coz je dvakrat vétsi plocha nez u

kardioidy.

/2

3/2m

Obrézek 45: Nefroida — %2 plochy
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5.5 Délka krivky

B
Vzorec pro vypocet délky kiivky zadané parametricky je j\/ [X'(t )]2 + [y'(t )]2 dt.

Nyni si pomoci tohoto vzorce a parametrickych rovnic nefroidy odvodime jeji délku.
Nejprve si zapiSeme parametrické rovnice a vytvorime jejich derivaci.
n:x = a(3cost —cos3t) x'= a(-3sint +3sin 3t)
y = a(3sint —sin 3t) y'= a(3cost —3cos3t)
Délka nefroidy se sklada ze dvou stejné¢ dlouhych ¢asti, nebot’ je soumérna podle osy x .
Vyuzijeme-li této vlastnosti, vypocitame nejprve polovinu délky pro t € (0, 7)

a vysledek vynasobime dvéma. (Obrazek 46)

/2

3/2m

Obrézek 46: Nefroida — délka % k¥ivky

%: I\/az(—Bsint+3sin 3t)* +a*(3cost —3cos3t )’ dt =

0
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a

= af\/(gsinzt —18sin 2tsint +9sin? 3t)+(9cos? t —18cos2t cost +9cos® 3t ) dt =
0

= 3a'7|£\/(sin2 t —2sin 2tsint +sin? 3t )+ (cos? t — 2cos2t cost + cos? 3t ) dt =
0

VyuZzijeme rovnosti: cos’t+sin®t =1, cos® 3t +sin® 3t =1

= SaI\/Z— 2(cos3tcost +sin3tsint) dt =
0

VyuZijeme souctového vzorce: cos(x - y) =C0SX-COSYy+Sinx-siny

:3ajx/2—20052t dt =3\/§aj'\/1—c032t dt =
0 0

. /1— CO0S 2X
Vyuzueme vzorce: SIn X = T

_ 3\/56‘_[\/5' \/1—c2052t
0

dt = 6ajsin tdt = Ga{—%cost} =3a(-(-1)+1)=6a
0

0

A

Délka celé kiivky je: 2-6a=12a

5.6 Mnozina bodu

5.6.1 Nefroida jako epicykloida

Epicykloida je kiivka, kterd vznikne jako trajektorie bodu pii odvalovani se
jedné kruznice (kruhu) bez smykani zvenku po jiné pevné kruznici (kruhu).

Necht existuje k, (S,;1,) a k, (S,;r,) abod Q ek,.Kruznice k, a k, maji
pravé jeden vnitini dotyk. Kruznici k, nechdme odvalovat zvenku po kruznici k;
pomoci posuvniku . Mnozinou vSech bodd Q je epicykloida.
Je-li r, =2-r,, jedna se o nefroidu. (Obrazek 47)

V programu GeoGebra (GeoGebra 14) mame vytvoienou epicykloidu.

Posuvniky r, a r, mizeme libovoln¢ ménit a nastavit tak, aby r, =2 -r,. Opét pomoci
stopy ¢i mnoziny bodl vykreslime kiivku, kterd se nazyva nefroida. Pokud r, =r,,

jedna se o kardioidu, o které se jsme se jiz zmifnovali.
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Obrazek 47: Nefroida jako epicykloida

5.7 Nefroida jako obalka

5.7.1 Nefroida jako obalka kruZnic

Necht mame kruznici k (S; r). Na kruznici kK si vyzna¢ime primér. Poté si
vytvotime libovolnou kruznici tak, aby jeji stfed nalezel kruznici k a dotykal se jejiho
pruméru.

Posuvnikem r, ménime poloméry téchto libovolnych kruznic. Z obrazku
(Obréazek 48) vidime, Ze obalkou takovychto kruznic je nefroida.

V programu Geogebra (GeoGebra 15) mame vytvotrenou kruznici k i libovolnou

kruznici dotykajici se praméru kruznice k. Pomoci stopy muzeme pozorovat, zda se

nam vykresli neforida.
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Obrazek 48: Nefroida jako obalka kruZnic
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6 KOPERNIKOVA VETA

Hypocykloida je kiivka, ktera vznikne jako trajektorie bodu pii odvalovani se

jedné kruznice (kruhu) bez smykani zevnitt po jiné pevné kruznici (kruhu).
Necht existuji dvé kruznice k, (S,;1,) a k, (SZ; % rlj abod Q €k,. Kruznice

k, mé polovi¢ni polomér. Kruznice k, a k, maji pravé jeden vnitini dotyk. Kruznici
k, nechame odvalovat uvniti po kruznici k,. Mnozinou vSech bodi Q by méla byt

hypocykloida.
Kopernikova véta nam vSak uvadi ptekvapivy vysledek. Bod Q na obvodu

kruznice k, opisuje GiseCku — pramér kruznice k,. (Obrazek 49) Jedna se tedy o ptevod

pohybu otac¢ivého na pohyb piimy.
Toto vSe si ukazeme i v programu GeoGebra (GeoGebra 16), ve kterém si

muzeme libovolné nastavovat poloméry kruznic r, a r, a pomoci posuvniku o

odvalovat kruznici Kk, po kruznici K, .

Obréazek 49: Kopernikova véta


file:///C:\Users\Packard%20Bell\Desktop\Diplomov�%20pr�ce\GeoGebra\GeoGebra%2016.ggb

7 BERNOULLIHO LEMNISKATA

Bernoulliho lemniskata je kiivka, ktera vznikne jako mnozina bodd, jejichz

soucin vzdalenosti od danych bodt F,, F, je konstantni. (Obrazek 50)

Obrazek 50: Bernoulliho lemniskata

7.1 Historie

Jiz v roce 1694 Jacob Bernoulli (1654 — 1705) publikoval ¢lanek v Acta
Eruditorum o této kiivce. Nazval ji latinskym slovem lemniscus (zavésna stuha, pentle).
Nebyl si védom, Ze tato kiivka je zvlastni ptipad Cassiniova ovalu. Zabyval se hlavné

vySetiovanim délky oblouku kiivky a polozil tak zéklady eliptickych funkeci.
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7.2 Rovnice Bernoulliho lemniskaty

Bernoulliho lemniskata je algebraicka kiivka ¢tvrtého stupné, kterou miizeme

popsat témito rovnicemi:

kartézské souradnice: parametrické vyjadieni: polarni soufadnice:

( sint j
x=a ———
, 1+cos’t

) a>0 r’ =a%cos2t
y—a(sthOStj
1+cos’t

7.3 ZAakladni geometricke vlastnosti

Osy soumérnosti: Y=0, x=0
Singularni bod: (0, 0) - stied symetrie

Plocha ohrani¢ena kiivkou: a’

7.4 Polarni rovnice

Ktivku mizeme popsat pomoci polarnich rovnic, které si nyni odvodime. Kazdy
bod X popsany kartézskou soustavu soufadnic miizeme piepsat do polarni soustavy
soufadnic. (viz obr)

X =[x y]> X =[r,¢]
X=r-COS@

y=r-sing’ r=[0;a], p=[0;27]

Rovnice Bernoulliho lemniskaty v kartézské soustavu soutadnic je

(x2 + yz)2 =a2(x2 — yz).
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Nyni dosadime za x a y polarni soutadnice:
(2 & 2 a2 2,2 2 2 2
r’-cos’ ¢+r°-sin®p| =a’(\r’-cos’ ¢—r°-sin’ ¢
[r?(cos® p+sin? o[ =a?r*(cos’ p—sin® )
VyuZijeme vzorce: cos2t =cos’t—sin®t,1=cos’t+sin’t
r* =a’r’cos2t
r’ =a’cos2t
Polarni rovnice Bernoulliho lemniskaty je:

r = a+/cos2t

7.5 Plocha ohrani¢ena k¥ivkou'

Pro odvozeni plochy ohrani¢ené Bernoulliho lemniskatou vyuZijeme vzorce

S= % I r ((p)d(p . Pro dosazeni do vzorce budeme potiebovat polarni rovnici.

o
r’=a’cos2¢p

Z obrézku (Obrazek 51) vidime, Ze nam bude stacit vypocitat obsah pro

pe (0; %) a vysledek vynasobime 4.

Obrazek 51: Bernoulliho lemniskata — plocha

' http://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i21.html
" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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7.6 Bernoulliho lemniskata jako specialni pripad Cassiniho
ovalu
Cassiniho ovaly jsou definovany jako mnozina vSech bodi X V roviné

takovych, ze souc¢in vzdalenosti od dvou pevné zvolenych bodli F,, F, (ohnisek) je

konstantni a je roven k?, plati |F, X|-|F, X|=k?." (Obrazek 52)

Obrazek 52: Cassiniho ovaly

" http://fyzikalniolympiada.cz/texty/matematika/mkrivek.pdf
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Necht mame dvé kruznice k,, k, a konstantu k. Vzdalenost stfedti dvou kruznic

kl[Fl; rkJ a k,(F,;r,) jerovna 2d. V programu GeoGebra mame toto vymodelovano
2

a pomoci posuvniku mizeme fesit situace k =d, k <d nebo k >d . (GeoGebra 17)
Posuvnikem r, a k* mé&nime poloméry kruznic, posuvnikem d vzdalenost
IFF,|.
Je-li k=d, jedna se o Bernoulliho lemniskatu. (Obrazek 53)

Je-li k <d, jedna se o Cassiniho ovaly.

Je-li k >d, jedna se o Cassiniho ovaly.

Obrazek 53: Cassiniho oval — Bernoulliho lemniskata
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8 CYKLOIDA

Cykloida je draha bodu kruZnice pfi jejim valeni po piimce. ' (Obréazek 54)

411 a=7

3

Obrazek 54:Cykloida

8.1 Historie

Historie cykloidy je spjata s mnoho legendami. Jednou z nich je pokus hledani
plochy Galilea Galileem (1564 — 1642). Pfesnou plochu vSak nalezl aZ jeho zak
Evangelista Torricelli (1608 — 1647) a také matematici Pierre de Fermat (1601 — 1665),
Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675) a René Descartes (1596 — 1650).

Kiivka byla ale studovana jiz roku 1501Charlesem de Bovellesem (1475 — 1566)
a také Marinem Mersennem (1588 — 1648). Nazev cykloida pravdépodobné poprvé
pouzil Galileo Galilei z feckého nazvu ,,kuklos* znamenajici kruh, kolo nebo také

cyklus.

" http:/Awww. pf.jcu.cz/cabriltemata/CYKLOIDY/
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Délku jednoho oblouku cykloidy nalezli Gilles Personne de Roberval
a Christopher Wren (1632 - 1723). V roce 1658 nabidl Blaise Pascal (1623 — 1662)
cenu pro feSeni fady problému spojenych s ,,La Roulette™ (z francouzského
pojmenovani cykloidy ,,roulette de Pascal®).

Izochronni a tautochronni vlastnosti této kiivky objevil dansky matematik
a prirodovédec Christiaan Huygens. V roce 1696 Johann Bernoulli (1667 — 1748)
predstavil v ¢asopise Acta Eruditorium kiivku brachistochronu, ktera je ¢asti cykloidy.

Prvni kyvadlové hodiny, vynalezené Huygensem, opisovali cykloidni oblouk. Jiz
také v 17. stoleti navrhl Girard Desargues (1521 — 1661) cykloidni zuby na ozubenych
kolech.

8.2 Rovnice cykloidy

Cykloida (Obrazek 55) je nealgebraicka kiivka, ktera lze popsat jen pomoci

transcendentni funkce, kterou mizeme vyjadfit témito rovnicemi:

paramatreické vyjadieni:
c: x=alt-sint)
a>
y = a(l-cost)

Obrazek 55: Cykloida
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8.3 Zakladni geometrické vlastnosti:

Plocha jednoho oblouku: 37a?
Délka jednoho oblouku: 8a

8.4 Plocha jednoho oblouku cykloidyi

Vzorec pro vypocet plochy zadané parametrickymi rovnicemi X = (p(t) :
B

wt)-ot)at

a

y=plt). prote (e A) je

Parametrické rovnice cykloidy jsou:
c:x=al(t-sint)

yza(l—cost) a>0, 0<st>2r

Derivace x soufadnice je
X = a(l-cost).

Nyni spocitame obsah jednoho oblouku cykloidy pro t € (0, 27r).

27
aZJ' (1-cost)’dt

0

2z
Ja(l— cost)-a(l—cost)dt

0

P=

azzfﬂ (L—2cost + cos* t)dt

0

1+cos2x

Vyuzijeme vzorce: COS* X = 5

1+cos2t cos2t

e 4
a2I1—2cost+—dt dt =
0 2

27
a’ I1—2cost+1+
5 2

dt

a’ =

27 27!3 127!
a? _[—2cost dt+_|.—dt+— IcosZt dt
0 02 2 0

27
I—Zcost+§+ cos 2t
0 2

2

az[—ZSint+gt+%sin Zt} =|a®(0+37 +0) =3z’

0

" http://www.math.muni.cz/~xschlesi/dp/web/i21.html
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8.5 Délka jednoho oblouku

Nyni si odvodime vypocet délky jednoho oblouku cykloidy. VVzorec pro vypocet

B .
délky kiivky zadané parametricky je I\/ [X'(t )]2 + [y’(t )]2 dt. '

Pro dosazeni do vzorce budeme potitebovat derivaci parametrickych rovnic.
a:x=a(t —sint) x=a(l- cost)
y =a(l - cost) y=asint

Parametr je t € (0, 27).

2r 2z
j\/az(l—cost)z +a’sin’t dt :I\/az(l— 2cost +cos’ t)+a?sin?t dt =
0 0

27 2r Y4 /
:aI\/Z—Zcost dt:a\/EI\/l—cost dt:aﬁjﬁ-%dt:
0 0 0

.. o X l1l-cosx
Vyuzijeme rovnosti: sin’ 5

2z 27
ZaIsin % dt =2a[— Zcos%t} =2a(2+2)=8a
0

0

" homel.vsb.cz/~nik01/Integral Vzorce.pdf
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Z.avér

V této diplomoveé praci jsem se snazila vytvofit pfehled vlastnosti vybranych
rovinnych ktivek. Nékteré vlastnosti jsem odvozovala a dokazovala, na jiné jsem pouze
poukazovala a popisovala je. Pro nadSené ¢tenaie se timto naskytuje piilezitost
K hlubsimu studiu.

Kiivky vyssiho fadu nez tfi se bézné na skolach nevyucuji, proto si myslim, ze
feseni nékterych vlastnosti pomoci programtt GeoGebra ¢i CoCoA svou nazornosti
mnohé objasni a tim povzbudi ve studiu.

Tato prace mé obohatila o nové poznatky a ujistila v tom, ze ¢im vice uhla
pohledu (nejen na ktivky) poznam, tim vice budu moci zasnout nad rozmanitosti,

jednoduchosti a krasou.
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