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ME, III. ročńık
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Úvod

Jako téma své bakalářské práce mě nejv́ıce zaujala možnost zabývat se normál-

ńım rozděleńım, se kterým jsem se v́ıce či méně setkávala po celou dobu

studia, a možnost́ı jeho aplikace pro speciálńı typ mnohorozměrných dat,

tzv. kompozičńı data, což je oblast statistiky vyvinutá v 80. letech mi-

nulého stolet́ı. Svoji bakalářskou práci jsem rozdělila do dvou kapitol, po-

pisuj́ıćıch mnohorozměrné normálńı rozděleńı a kompozičńı data. Prvńı ka-

pitola se skládá ze tř́ı část́ı. V prvńı z nich se zabývám momentovou ge-

neruj́ıćı funkćı, jej́ı definićı a vlastnostmi pro diskrétńı i spojité náhodné

veličiny včetně názorných výpočt̊u. Ve druhé části této kapitoly je popsáno

normálńı rozděleńı za použit́ı momentové generuj́ıćı funkce pro jeho odvo-

zeńı. V posledńı části této kapitoly se věnuji samotnému mnohorozměrnému

normálńımu rozděleńı, opět s užit́ım vlastnost́ı momentové generuj́ıćı funkce.

Druhá kapitola se zabývá praćı s kompozičńımi daty, náhodnými vektory ne-

soućımi pouze relativńı informaci, a možnému zavedeńı normálńıho rozděleńı

v tomto speciálńım př́ıpadě. Přitom se též bĺıže zmiňuji o simplexu jako

výběrovém prostoru kompozičńıch dat a celou situaci jsem opět ilustrovala

na názorných př́ıkladech.
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1. Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

1.1. Momentová generuj́ıćı funkce

V základńım kurzu teorie pravděpodobnosti jsme se seznámili s distribučńı

funkćı a pravděpodobnostńı funkćı, resp. hustotou, jako variantami popisu

rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńıch a spojitých náhodných veličin. Daľśı

možnost́ı je též momentová generuj́ıćı funkce, kterou si představ́ıme v následu-

j́ıćı definici [6].

Definice 1 (momentová generuj́ıćı funkce) Necht’ X je náhodná veličina ta-

ková, že pro nějaké h > 0 existuje středńı hodnota náhodné veličiny etX , kde

−h < t < h. Momentová generuj́ıćı funkce náhodné veličiny X je definována

jako reálná funkce M(t) = E(etX), pro −h < t < h.

Pro daľśı úvahy je potřeba, aby byla momentová generuj́ıćı funkce defi-

nována na otevřeném okoĺı kolem nuly, které bude zahrnovat interval (−h, h)

pro nějaké h > 0. Také je zřejmé, že pokud polož́ıme t = 0, potom se mo-

mentová funkce M(0) bude rovnat jedné, tzn. M(0) = 1. Muśıme však ještě

jednou poznamenat, že předpokladem je právě jej́ı výskyt v otevřeném in-

tervalu kolem nuly. Z tohoto d̊uvodu je zřejmé, že ne každé rozděleńı má

momentovou generuj́ıćı funkci. Jestliže budeme hovořit o v́ıce náhodných

veličinách, pak budeme pro M použ́ıvat označeńı MX jako momentová gene-

ruj́ıćı funkce náhodné veličiny X.

Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny s momentovými generuj́ıćımi funk-

cemi. Jestliže maj́ı stejné rozděleńı pravděpodobnost́ı, tj. FX(z) = FY (z), pro

všechna z reálná, potom v okoĺı nuly zřejmě plat́ı MX(t) = MY (t). Avšak

jednou z nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı momentové generuj́ıćı funkce je, že opak
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výroku uvedeného výše je také pravdivý, tedy momentové generuj́ıćı funkce

popisuj́ı jednoznačně rozděleńı náhodných veličin. Tento poznatek shrneme

v následuj́ıćı větě [6]:

Věta 1 Necht’ X a Y jsou náhodné veličiny s momentovými generuj́ıćımi

funkcemi MX a MY , které existuj́ı v otevřeném intervalu kolem nuly. Pak

FX(z) = FY (z) pro každé z ∈ R tehdy, a jen tehdy, pokud plat́ı MX(t) =

MY (t), pro všechna t ∈ (−h, h), kde h > 0.

Oveř́ıme tvrzeńı věty 1 na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 1 Necht’

M(t) =
1

10
et +

2

10
e2t +

3

10
e3t +

4

10
e4t

je pro všechna t ∈ R momentová generuj́ıćı funkce náhodné veličiny X

diskrétńıho typu. Jestlǐze p(x) je jej́ı pravděpodobnostńı funkce, pak

M(t) =
∑

x

etxp(x),

tedy pro realizace a1, a2, a3, ... náhodné veličiny X dostaneme

1

10
et +

2

10
e2t +

3

10
e3t +

4

10
e4t = p(a1)e

a1t + p(a2)e
a2t + ...

Protože rovnost plat́ı pro všechna reálná t, pravá strana muśı být složena

ze čtyř výraz̊u a každý z nich roven odpov́ıdaj́ıćımu na levé straně. Tedy pro

a1 = 1, dostaneme p(a1) = 1
10

; analogicky pak a2 = 2, p(a2) = 2
10

; a3 = 3,
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p(a3) = 3
10

; a4 = 4, p(a4) = 4
10

. Zjednodušeně řečeno, pravděpodobnostńı

funkce náhodné veličiny X je rovna

p(x) =

{

x
10

, x = 1, 2, 3, 4,
0, jinak.

Dále předpokládejme náhodnou veličinu X spojitého typu a necht’

M(t) =
1

1 − t
, t < 1,

je momentová generuj́ıćı funkce náhodné veličiny X. Následkem toho dosta-

neme

1

1 − t
=

∞
∫

−∞

etxf (x) dx, t < 1.

Odsud neńı na prvńı pohled zřejmé, jak najdeme hustotu f(x). Lze ovšem

ověřit, že rozděleńı s hustotu

f(x) =

{

e−x, 0 < x < ∞
0, jinak

má právě momentovou generuj́ıćı funkci M(t) = (1−t)−1 pro t < 1. Náhodná

veličina X má tedy rozděleńı s touto hustotou ve shodě s tvrzeńım Věty 1

o jednoznačnosti momentové generuj́ıćı funkce.

Vzhledem k tomu, že rozděleńı maj́ıćı momentovou generuj́ıćı funkci M(t)

je touto funkćı plně určeno, neńı překvapeńım, že př́ımo z M(t) źıskáme

některé vlastnosti tohoto rozděleńı. Např́ıklad existence M(t) pro −h < t < h

implikuje, že pro t = 0 existuj́ı derivace všech řád̊u M(t). S využit́ım teorie di-

ferenciálńıho a integrálńıho počtu by bylo možné ověřit, že lze zaměnit pořad́ı

derivováńı a integrováńı, resp. diferencováńı a sumace v diskrétńım př́ıpadě.
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Potom pro náhodnou veličinu X, která má spojité rozděleńı pravděpodobnosti,

plat́ı

M ′(t) =
dM(t)

dt
=

d

dt

∞
∫

−∞

etxf (x) dx =

∞
∫

−∞

d

dt
etxf (x) dx =

∞
∫

−∞

xetxf (x) dx,

př́ıpadně, jestliže X je diskrétńı náhodná veličina,

M ′(t) =
dM(t)

dt
=
∑

x

xetxp (x).

Polož́ıme t = 0, můžeme tedy ř́ıct, že plat́ı

M ′(0) = E(X) = µ.

Druhá derivace M(t) pak analogicky bude

M ′′(t) =

∞
∫

−∞

x2etxf (x) dx nebo M ′′(t) =
∑

x

x2etxp (x),

tedy

M ′′ (0) = E(X2).

Pro rozptyl var(X) = σ2 veličiny X tedy plat́ı

σ2 = E(X2) − µ2 = M ′′ (0) − [M ′ (0)]
2
.

Např́ıklad, jestliže M(t) = (1 − t)−1, t < 1 z př́ıkladu uvedeného výše, pak

plat́ı

M ′ (t) = (1 − t)−2 a M ′′ (t) = 2 (1 − t)−3
.

Odtud př́ımo plyne

µ = M ′ (0) = 1 a σ2 = M ′′ (0) − µ2 = 2 − 1 = 1.
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Samozřejmě, µ a σ2 bychom mohli též spoč́ıtat př́ımo z hustoty jako

µ =

∞
∫

−∞

xf (x) dx a σ2 =

∞
∫

−∞

x2f (x) dx − µ2.

Někdy bývá jeden postup snadněǰśı než druhý. Obecně, necht’ m je kladné

celé č́ıslo a označme M (m)(t) m-tou derivaci momentové generuj́ıćı funkce

M(t). Pak opakovanou derivaćı podle t dostaneme

M (m)(0) = E(Xm).

Poznamenejme, že integrály (nebo také součty) typu

E (Xm) =

∞
∫

−∞

xmf (x) dx nebo E (Xm) =
∑

x

xmp (x)

jsou v mechanice nazývány momenty. Vzhledem k tomu že M(t) generuje

hodnoty E(Xm), kde m = 1, 2, 3, . . ., nazývá se momentovou generuj́ıćı funkćı.

Potom tedy opravdu můžeme nazvat č́ıslo E(Xm), které odpov́ıdá m-té de-

rivaci momentové generuj́ıćı funkce, m-tým (obecným) momentem rozděleńı

nebo m-tým momentem náhodné veličiny X.

Momentová generuj́ıćı funkce sdruženého rozděleńı n náhodných veličin

X1, X2, . . . , Xn je definována jako

E[exp(t1X1 + t2X2 + . . . + tnXn)],

existuje–li pro −hi < ti < hi, i = 1, 2, . . . , n, kde hi je kladné pro každé i. Tuto

středńı hodnotu, kterou označ́ıme jako M(t1, t2, . . . , tn), nazýváme momento-

vou generuj́ıćı funkćı sdruženého rozděleńı náhodných veličin X1, X2, . . . , Xn.



10

Např́ıklad, momentová generuj́ıćı funkce marginálńıho rozděleńı náhodné

veličiny Xi je z tohoto pohledu rovna M(0, . . . , 0, ti, 0, . . . , 0) pro i = 1, 2, . . . , n,

dále marginálńımu rozděleńı veličin Xi a Xj, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, odpov́ıdá

M(0, . . . , 0, ti, 0, . . . , 0, tj, 0, . . . , 0), atd., a proto existence rozkladu

M (t1, t2, . . . , tn) =
n
∏

i=1

M (0, . . . , 0, ti, 0, . . . , 0)

je nutnou a také postačuj́ıćı podmı́nkou pro nezávislost náhodných veličin

X1, X2, . . . , Xn. Poznamenejme, že sdruženou momentovou generuj́ıćı funkci

lze zapsat i vektorově jako

M (t) = E [exp (t′X)]

pro X = (X1, X2, . . . , Xn)′, t = (t1, t2, . . . , tn)′ a t ∈ B ⊂ Rn, kde

B = {t : −hi < ti < hi, i = 1, 2, . . . , n} .

1.2. Jednorozměrné normálńı rozděleńı

Normálńı rozděleńı pravděpodobnosti představuje d̊uležitou tř́ıdu rozděleńı

pro statistické usuzováńı včetně mnoha aplikaćı, např́ıklad je též odrazovým

můstkem pro velmi elegantńı a explicitńı teorii lineárńıch model̊u. V daľśım

textu nejdř́ıve zavedeme tzv. normované normálńı rozděleńı a skrze něj potom

obecné normálńı rozděleńı [6]. Uvažujme tedy integrál

I =

∞
∫

−∞

1√
2π

exp

(

−z2

2

)

dz.



11

Tento integrál existuje, protože argument je kladná spojitá funkce, která je

omezená integrovatelnou funkćı, konkrétně

0 < exp

(

−z2

2

)

< exp (− |z| + 1) , −∞ < z < ∞,

a přitom
∞
∫

−∞

exp (− |z| + 1) dz = 2e.

Pro určeńı hodnoty I poznamenejme, že I > 0 a I2 může být zapsána jako

I2 =
1

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

exp

(

−z2 + w2

2

)

dz dw.

Tento dvojný integrál lze vyřešit převedeńım do polárńıch souřadnic.

Polož́ıme–li

z = r · cos θ a w = r · sin θ, r > 0, θ ∈ 〈0, 2π) ,

dostaneme

I2 =
1

2π

2π
∫

0

∞
∫

0

e−
r2

2 · r dr dθ =
1

2π

2π
∫

0

dθ = 1.

Protože integrand u I je kladný pro všechna reálná č́ısla a I = 1, je husto-

tou nějaké spojité náhodné veličiny, kterou označ́ıme Z. Dohromady, Z má

hustotu

f (z) =
1√
2π

exp

(

−z2

2

)

,−∞ < z < ∞. (1)

Momentová generuj́ıćı funkce náhodné veličiny Z je rovna

E [exp(tZ)] =

∞
∫

−∞

exp(tz)
1√
2π

exp
(

−1

2
z2
)

dz =
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= exp
(

1

2
t2
)

∞
∫

−∞

1√
2π

· exp
(

−1

2
(z − t)2

)

dz =

= exp
(

1

2
t2
)

∞
∫

−∞

1√
2π

exp
(

−1

2
w2
)

dw,

přičemž jsme v posledńım integrálu provedli substituci w = z − t. Hodnota

posledně uvedeného integrálu je rovna jedné, a tedy pro Z plat́ı

MZ (t) = exp
(

1

2
t2
)

,

kde −∞ < t < ∞. Vypočteme prvńı a druhou derivaci,

M ′
Z (t) = t · exp

(

1

2
t2
)

a

M ′′
Z (t) = exp

(

1

2
t2
)

+ t2 · exp
(

1

2
t2
)

.

Položeńım t = 0 tak urč́ıme středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny Z,

E (Z) = 0 a var (Z) = 1. (2)

Dále definujeme spojitou náhodnou veličinu X jako

X = bZ + a, kde b > 0 .

Přitom X je lineárńı transformaćı náhodné veličiny Z, tedy hustota bude
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ve tvaru

fX (x) =
1√

2π · b
exp

(

−1

2

(

x − a

b

)2
)

pro −∞ < x < ∞. Užit́ım (2) dostaneme E(X) = a a var(X) = b2. Následně

nahrad́ıme ve výrazu pro hustotu a parametrem µ a b kladným parametrem

σ2. Obdrž́ıme tak následuj́ıćı definici [8]:

Definice 2 Řekneme, že náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s para-

metry µ a σ2, jestliže pro jej́ı hustotu plat́ı

fX (x) =
1

σ
√

2π
exp

(

−1

2

(

x − µ

σ

)2
)

, pro −∞ < x < ∞.

Parametry µ a σ2 tedy představuj́ı středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny

X. V daľśım textu budeme často zapisovat, že X má rozděleńı N(µ, σ2).

V tomto označeńı má náhodná veličina Z rozděleńı N(0, 1) a nazýváme je

normované normálńı rozděleńı.

Pro určeńı momentové generuj́ıćı funkce náhodné veličiny X užijeme

vztahu X = σZ + µ a momentové generuj́ıćı funkce pro Z, tedy

MX (t) = E [exp(tX)] = E [exp(t (σZ + µ))] =

= exp(µt)E [exp(tσZ)] = exp(µt) exp
(

1

2
σ2t2

)

=

= exp
(

µt +
1

2
σ2t2

)

,

kde −∞ < t < ∞. Předchoźı úvahy tedy vedou k závěru, že X má rozděleńı

N(µ, σ2) tehdy, a jen tehdy, má–li Z = X−µ
σ

rozděleńı N(0, 1).
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Normálńımu rozděleńı se také ř́ıká rozděleńı chyb nebo se nazývá Gaus-

sovo rozděleńı podle Karla Friedricha Gausse, který jej v roce 1809 zavedl.

Tak jsme se dostali ke známému termı́nu Gaussova křivka, který se už́ıvá

pro označeńı hustoty. Graf hustoty normálńıho rozděleńı s charakteristickým

zvonovitým tvarem má jediný vrchol v µ a je symetrický kolem středńı hod-

noty, která je zároveň rovna modu a mediánu (viz Obrázek 1 pro př́ıpad

normovaného normálńıho rozděleńı) [7]. Připomeňme, že modus u spojitého

rozděleńı je právě bod, ve kterém má hustota fX lokálńı maximum. Je zřejmé,

že plat́ı rovnost

fX (µ − x) = fX (µ + x) ,∀x ∈ R.

Oproti tomu rozptyl nám ukazuje, zda hodnoty náhodné veličiny se v́ıce

či méně koncentruj́ı kolem středńı hodnoty µ. Změna parametru µ potom

znamená posun fX ve směru osy x, oproti tomu σ určuje mı́ru ’zploštělosti’

křivky.

Provedeńım substituce Z = X−µ
σ

lze distribučńı funkci X vyjádřit jako

FX (x) = P (X ≤ x) = P

(

Z ≤ x − µ

σ

)

= Φ
(

x − µ

σ

)

,

kde

Φ (z) = P (Z ≤ z) =
1√
2π

z
∫

−∞

e
u2

2 du

je distribučńı funkce náhodné veličiny Z (viz Obrázek 1). Této transfro-

mace se často využ́ıvá, potřebujeme–li hodnotu FX (x) naj́ıt právě ve sta-

tistických tabulkách. Nav́ıc využit́ı vlastnosti symetrie hustoty normovaného

normálńıho rozděleńı okolo nuly nám umožńı vypoč́ıtat hodnotu distribučńı
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Obrázek 1: Hustota a distribučńı funkce normálńıho normovaného rozděleńı

funkce Φ(−z), kde z > 0, jako

Φ (−z) = 1 − Φ (z) .

Distribučńı funkce normálńıho rozděleńı náhodné veličiny X je tak dána

předpisem

FX (x) =

x
∫

−∞

1

σ
√

2π
e−

(u−µ)2

2σ2 du,

bohužel ji tedy neńı možné vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı a jej́ı hod-

noty hledáme v tabulkách či pomoćı statistického softwaru (viz předchoźı

strana). Použit́ı distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı pro vý-

počet pravděpodobnost́ı, s kterými náhodná veličina X nabývá svých reali-

zaćı, si ukážeme na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 2 Necht’ X ∼ N(2; 25), pak

P (0 < X < 10) = Φ
(

10 − 2

5

)

− Φ
(

0 − 2

5

)

=
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= Φ (1, 6) − Φ (−0, 4) = 0, 945 − (1 − 0, 655) = 0, 600.

Př́ıklad 3 Necht’ X má normálńı rozděleńı N(µ, σ2), potom

P (µ − 2σ < X < µ + 2σ) = Φ
(

µ + 2σ − µ

σ

)

− Φ
(

µ − 2σ − µ

σ

)

=

= Φ (2) − Φ (−2) = 0.977 − (1 − 0.977) = 0.954.

Poznamenejme, že z normálńıho rozděleńı je odvozena řada rozděleńı daľśıch

např. χ2 rozděleńı, Studentovo nebo také Fisherovo rozděleńı, které maj́ı

mimořádně d̊uležitou roli v matematické statistice [8].

1.3. Mnohorozměrné normálńı rozděleńı

V této kapitole se budeme zabývat již samotným mnohorozměrným normál-

ńım rozděleńım. Zavedeme jej obecně pro n–rozměrný náhodný vektor, ale

také speciálně zmı́ńıme dvourozměrný př́ıpad, tzn. n = 2. Stejně jako v kapi-

tole o jednorozměrném normálńım rozděleńı začneme nejprve normovaným

rozděleńım a poté přejdeme k obecnému př́ıpadu [6]. Přitom budeme s výho-

dou už́ıvat maticového zápisu.

Uvažujme náhodný vektor Z = (Z1, Z2, ..., Zn)′, kde Z1, Z2, ..., Zn jsou

nezávislé náhodné veličiny maj́ıćı rozděleńı N(0, 1). Pak hustota náhodného

vektoru Z je

fZ (z) =
n
∏

i=1

1√
2π

· exp
(

−1

2
z2

i

)

=
(

1

2π

)

n
2

· exp

(

−1

2

n
∑

i=1

z2
i

)

=

=
(

1

2π

)

n
2

· exp
(

−1

2
z′z
)

, pro z ∈ Rn.
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Protože Zi maj́ı středńı hodnotu rovnu nule, rozptyl var(Zi) = 1 a jsou ne-

korelované, plat́ı pro středńı hodnotu a variančńı matici náhodného vektoru Z

E(Z) = 0 a var(Z) = In,

kde In znač́ı jednotkovou matici řádu n. Vzpomeňme, že momentové gene-

ruj́ıćı funkce veličin Zi jsou rovny

MZi
(ti) = exp

(

t2i
2

)

, i = 1, . . . , n.

Tedy, protože Zi jsou nezávislé, momentová generuj́ıćı funkce náhodného

vektoru Z je rovna

Mz (t) = E [exp (t′Z)] = E

[

n
∏

i=1

exp (tiZi)

]

=

=
n
∏

i=1

E [exp(tiZi)] = exp

(

1

2

n
∑

i=1

t2i

)

= exp
(

1

2
t′t
)

pro všechna t ∈ Rn. Ř́ıkáme, že náhodný vektor Z má mnohorozměrné

normálńı rozděleńı se středńı hodnotou rovnou nulovému vektoru 0 a va-

riančńı matićı In, což zjednodušeně zapisujeme jako Z ∼ Nn(0, In).

V obecném př́ıpadě předpokládejme, že Σ je symetrická pozitivně semi-

definitńı matice typu n×n, , tj. ∀ x ∈ Rn,x′ Σx ≥ 0. Potom, d́ıky znalostem

lineárńı algebry, můžeme Σ vždy rozložit jako součin

Σ = Γ′ΛΓ,

kde Λ = diag(λ1, λ2, ..., λn) je diagonálńı matice, λ1 ≥ λ2 ≥, ...,≥ λn ≥
0 jsou nezáporná vlastńı č́ısla matice Σ a sloupce matice Γ, v1,v2, ...,vn,
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jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Tento rozklad se nazývá spektrálńı rozklad

matice Σ. Matice Γ je ortogonálńı, tj. Γ−1 = Γ′, a tedy ΓΓ′ = I = Γ′Γ.

Spektrálńı rozklad můžeme ovšem zapsat i jiným zp̊usobem, a to jako

Σ = Γ′ΛΓ =
n
∑

i=1

λiviv
′
i.

Protože λi jsou nezáporná, můžeme definovat diagonálńı matici

Λ
1
2 = diag

(

√

λ1,
√

λ2, ...,
√

λn

)

;

pak z ortogonality Γ plyne

Σ = Γ′Λ
1
2ΓΓ′Λ

1
2Γ

a definujeme odmocninu pozitivně semidefinitńı matice Σ jako

Σ
1
2 = Γ′Λ

1
2Γ.

Poznamenejme, že Σ
1
2 je opět symetrická a pozitivně semidefinitńı. Dále

předpokládejme, že Σ je pozitivně definitńı, tj. všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou

kladná.

Zaved’me náhodný vektor X = µ+Σ1/2Z, kde µ je n–rozměrný náhodný

vektor. Potom pro jeho momentovou generuj́ıćı funkci s využit́ım MZ(t)

zřejmě obdrž́ıme [6]

MX (t) = exp
(

t′µ +
1

2
t′Σt

)

.

Provedená úvaha vede k následuj́ıćı definici:
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Definice 3 Řekneme, že n–rozměrný náhodný vektor X má mnohorozměrné

normálńı rozděleńı s parametry µ a Σ , jestliže jeho momentová generuj́ıćı

funkce je rovna

MX (t) = exp
(

t′µ +
1

2
t′Σt

)

pro všechna t ∈ Rn, kde Σ je symetrická pozitivně definitńı matice a µ ∈ Rn.

Pro jeho hustotu plat́ı

f (x) =
1

|Σ|1/2 (2π)n/2
exp

(

−1

2
(x − µ)′ Σ−1 (x − µ)

)

.

Pro zjednodušeńı zápisu budeme psát X ∼ Nn (µ,Σ).

Věta 2 Předpokládejme, že X ∼ Nn (µ,Σ). Necht’ Y = AX + b, kde A

je č́ıselná matice typu m × n a b ∈ Rm, pak Y má normálńı rozděleńı

Nm (Aµ + b,AΣA′).

Tato věta ř́ıká, že lineárńı transformace normálně rozděleného náhodného

vektoru má též normálńı rozděleńı s parametry, které vzniknou lineárńı trans-

formaćı výchoźıch parametr̊u µ a Σ. S využit́ım této věty lze snadno odvodit

marginálńı rozděleńı k mnohorozměrnému normálńımu rozděleńı náhodného

vektoru X [2]. Necht’ X1 je podvektorem X dimenze m < n. Bez újmy

na obecnosti můžeme psát

X =

(

X1

X2

)

,

kde X2 má dimenzi p = n − m. Analogicky rozděĺıme středńı hodnotu a va-

riančńı matici náhodného vektoru X jako

µ =

(

µ1

µ2

)
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a

Σ =

(

Σ11

Σ21

Σ12

Σ22

)

;

poznamenejme, že Σ11 je variančńı matice vektoru X1 a Σ12 obsahuje všechny

kovariance mezi složkami vektor̊u X1 a X2. Nyńı definujme matici

A = [Im,Omp] ,

kde Omp je matice samých nul typu m×p. Pak zřejmě X1 = AX a z předchoźı

věty plyne následuj́ıćı d̊usledek:

Důsledek 1 Předpokládejme, že náhodný vektor X má n–rozměrné normálńı

rozděleńı se středńı hodnotou µ a variančńı matićı Σ, které jsou rozděleny

výše uvedeným zp̊usobem. Pak X1 má rozděleńı Nm(µ1,Σ11).

Tento užitečný výsledek ř́ıká, že jakékoliv marginálńı rozděleńı náhodného

vektoru X je také normálńı, a dále jeho středńı hodnota a variančńı matice

jsou asociovány s př́ıslušným marginálńım vektorem (matićı).

Př́ıklad 4 V tomto př́ıkladu budeme zkoumat situaci, kdy n = 2, tedy náhod-

ný vektor má pouze dvě složky, a rozděleńı v tomto př́ıpadě se tedy nazývá

dvourozměrné. Budeme také už́ıvat obvyklý zápis (X,Y )′ namı́sto (X1, X2)
′.

Potom tedy předpokládejme, že (X,Y )′ má rozdělelńı N2(µ,Σ), kde

µ =

(

µ1

µ2

)
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a

Σ =

(

σ2
1

σ22

σ12

σ2
2

)

.

V tomto př́ıpadě µ1 a σ2
1 jsou středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny X,

µ2 a σ2
2 jsou středńı hodnota a rozptyl náhodné veličiny Y a σ12 je kovariance

mezi náhodnými veličinami X a Y . Vzpomeňme, že σ12 = ρσ1σ2, kde ρ je

korelačńı koeficient mezi X a Y . Substitućı ρσ1σ2 pro σ12 v Σ lze snadno

odvodit, že determinant Σ je roven σ2
1σ

2
2(1 − ρ2), kde ρ2 ≤ 1 . Pro zbytek

tohoto př́ıkladu budeme však předpokládat, že ρ2 < 1. V tomto př́ıpadě je

tedy Σ invertibilńı (a také pozitivně definitivńı). Dále, vzhledem k tomu, že

Σ je matice typu 2 × 2, m̊užeme jej́ı inverzi snadno určit jako

Σ−1 =
1

σ2
1σ

2
2 (1 − ρ2)

(

σ2
2

−ρσ1σ2

−ρσ1σ2

σ2
1

)

.

Užit́ım tohoto vztahu m̊uže být hustota náhodného vektoru (X,Y )′ zapsána

ve tvaru

f (x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

· e− q

2 ,

kde

q =
1

1 − ρ2

[

(

x − µ1

σ1

)2

− 2ρ
(

x − µ1

σ1

)(

y − µ2

σ2

)

+
(

y − µ2

σ2

)2
]

,

−∞ < x < ∞,−∞ < y < ∞. Připomeňme, že pro X a Y nezávislé je

jejich korelačńı koeficient roven nule. Pokud obě maj́ı normálńı rozděleńı,

pak podle D̊usledku 1 má X rozděleńı N(µ1, σ1
2) a Y rozděleńı N(µ2, σ2

2).

Z tvaru hustoty f(x, y) je přitom zřejmé, že pro ρ = 0 je sdružená hustota

rovna součinu marginálńıch hustot, tedy X a Y jsou nezávislé.
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V př́ıpadě dvourozměrné normality je tedy nezávislost ekvivalentńı ρ = 0.

Obdobné tvrzeńı lze potom odvodit i pro př́ıpad mnohorozměrného normálńıho

rozděleńı.

Věta 3 Necht’ je dán náhodný vektor X, který má normálńı rozděleńı se

středńı hodnotou µ a variančńı matićı Σ a necht’ X = (X′
1,X

′
2)

′. Pak X1

a X2 jsou nezávislé tehdy, a jen tehdy, pokud Σ12 = O.

2. Kompozičńı data

2.1. Definice a základńı vlastnosti

V následuj́ıćı kapitole se seznámı́me se speciálńım typem mnohorozměrných

dat, tzv. kompozičńımi daty [1], která indukuj́ı odlǐsný výběrový prostor, sim-

plex, na rozd́ıl od standardńıch náhodných vektor̊u. Nejprve přitom budeme

uvažovat pouze nenáhodná kompozičńı data a jako náhodné je zavedeme

teprve v kapitole o normálńım rozděleńı na simplexu.

Definice 4 [9] Sloupcový vektor x = (x1, x2, ..., xD)′ se nazývá D–složková

kompozice, jestliže všechny jeho složky jsou kladná reálná č́ısla nesoućı pouze

relativńı informaci.

To znamená, že jak daná kompozice x, tak i jej́ı kladný násobek nesou

tutéž informaci. T́ım se lǐśı od běžných mnohorozměrných dat, které nesou

informaci absolutńı. Jako d̊usledek můžeme součet složek kompozic položit

roven dané kladné konstantě k, která by v př́ıpadě interpretace složek jako

procentuálńıch pod́ıl̊u odpov́ıdala k = 1 nebo k = 100.
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Výběrový prostor D–složkových kompozic je tedy simplex

SD =

{

x = (x1, x2, ..., xD)′, xi > 0, i = 1, 2, ..., D;
D
∑

i=1

xi = k

}

.

V př́ıpadě trojsložkových kompozic tvoř́ı simplex rovnostranný trojúhelńık

o výšce k s vrcholy A = [k, 0, 0], B = [0, k, 0], C = [0, 0, k]. Pro složky

kompozice x = (x1, x2, x3)
′ pak plat́ı, že x1 je vzdálenost od strany a, x2 je

vzdálenost od strany b a x3 je vzdálenost od strany c. Pokud tento rovno-

stranný trojúhelńık zobraźıme v rovině, vzniká graf, který nazýváme ternárńı

diagram.

Simplex jako výběrový prostor kompozic indukuje přirozeně odlǐsnou geo-

metrickou strukturu, to znamená, že je třeba zavést operace analogické sč́ıtáńı

vektor̊u a násobeńı skalárem v reálném prostoru, a dále skalárńı součin,

normu a vzdálenost dvou kompozic. V tomto smyslu pak hovoř́ıme o tzv. Ait-

chisonově geometrii na simplexu, kterou si nyńı stručně představ́ıme. Násle-

duj́ıćı definice uzávěru je přirozeným d̊usledkem definice kompozičńıch dat

[9]:

Definice 5 Uzávěr kompozice x= (x1, x2, ..., xD)′, xi > 0, i = 1, 2, ..., D, je

definován jako

C(x) =











k · x1

D
∑

i=1
xi

,
k · x2

D
∑

i=1
xi

, ...,
k · xD

D
∑

i=1
xi











′

.

Definice 6 Permutace kompozice x ∈ SD kompozićı y ∈ SD je dána vzta-

hem

x ⊕ y = C (x1y1, x2y2, ..., xDyD) .
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Definice 7 Mocninnou transformaci kompozice x ∈ SD konstantou α ∈ R

definujeme jako

α ⊙ x = C (xα
1 , xα

2 , ..., xα
D) .

Simplex s operacemi permutace a mocninná transformace je vektorovým pro-

storem, tedy tyto operace maj́ı analogické vlastnosti jako v př́ıpadě stan-

dardńıch vektor̊u (komutativitu, asociativitu, distributivitu).

Definice 8 Skalárńı součin x,y ∈ SD je definován jako

〈x,y〉a =
1

2D

D
∑

i=1

D
∑

j=1

ln
xi

xj

ln
yi

yj

.

Definice 9 Normu kompozice x ∈ SD definujeme

‖x‖a =

√

√

√

√

√

1

2D

D
∑

i=1

D
∑

j=1

(

ln
xi

xj

)2

=
√

〈x,x〉a.

Definice 10 Vzdálenost mezi x a y ∈ SD je dána

da (x,y) =

√

√

√

√

√

1

2D

D
∑

i=1

D
∑

j=1

(

ln
xi

xj

− ln
yi

yj

)2

= ‖x − y‖a .

Normu a skalárńı součin z výše uvedených definic nazýváme někdy Aitchiso-

novou normou a Aitchisonovým skalárńım součinem podle zakladatele mo-

derńıho, tzv. logratio př́ıstupu ke statistické analýze kompozičńıch dat, a

umožňuj́ı nám zavést pojem ortonormálńı báze na simplexu, který má di-

menzi D−1. Tu tvoř́ı takové kompozice u1, ...,uD−1, pro které plat́ı 〈ui,uj〉a =

0 pro i 6= j a ‖ui‖a = 1 pro i, j = 1, ..., D − 1. Pomoćı ortonormálńı báze

na simplexu pak zavád́ıme tzv. isometric logratio (ilr) transformaci [3], která
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kompozici x ∈ SD zobraźı do D − 1 rozměrného reálného prostoru RD−1 a

lze ji vyjádřit jako

ilr (x) = (〈x,u1〉a , 〈x,u2〉a , ..., 〈x,uD−1〉a) = (z1, . . . , zD−1) = z.

Složky vektoru z tedy tvoř́ı souřadnice kompozice x vzhledem k bázi

u1, . . . ,uD−1. Pro jednu konkrétńı volbu báze u1, . . . ,uD−1 [5] můžeme tuto

transformaci explicitně zapsat

zi =

√

i

i + 1
ln

i

√

∏i
j=1 xj

xi+1

, pro i = 1, . . . , D − 1. (3)

Výhoda ilr transformace je, že zobrazuje kompozice ze simplexu do reálného

prostoru, kde již můžeme provádět standardńı statistickou analýzu při za-

chováńı operaćı na simplexu, tedy

ilr (x ⊕ y) = ilr (x) + ilr (y) , ilr (α ⊙ x) = α · ilr (x) ,

〈x,y〉a = 〈ilr (x) , ilr (y)〉 ,

kde skalárńı součin vpravo je standardńı euklidovský skalárńı součin. Mı́sto

ilr transformace též často hovoř́ıme o vyjádřeńı kompozice x v souřadnićıch.

Označ́ıme–li z = ilr(x), inverzńı zobrazeńı je potom x = ilr−1(z), opět při

konkrétńı volbě báze výše jako x = C (x1, . . . , xD) , kde

xi = exp





D
∑

j=1

zj
√

j (j + 1)
−
√

i − 1

i
zi−1



 , pro z0 = zD = 0, i = 1, . . . , D.

Možnostem statistické analýzy ilr transformovaných kompozic se věnuje

řada publikaćı. My se ovšem zaměř́ıme pouze na zavedeńı normálńıho rozděleńı

na simplexu.
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2.2. Normálńı rozděleńı na simplexu

Také pro kompozičńı data hraje normálńı rozděleńı náhodných kompozic

zcela zásadńı roli pro možnosti statistické analýzy v souřadnićıch. Tomu je

též přizp̊usobena následuj́ıćı definice [9]:

Definice 11 Necht’ je dán náhodný vektor X, jehož výběrovým prostorem

je simplex (tj. náhodná kompozice), pak ř́ıkáme, že X má normálńı rozděleńı

na SD tehdy, a jen tehdy, když náhodný vektor ortonormálńıch souřadnic

X∗ = ilr(X) má mnohorozměrné normálńı rozděleńı na RD−1.

Abychom mohli charakterizovat normálńı rozděleńı, poťrebujeme znát jeho

parametry, čemuž ve standardńım př́ıpadě odpov́ıdaj́ı středńı hodnota µ a va-

riančńı matice Σ [4]. Poznamenejme přitom, že volba souřadnic (tedy orto-

normálńı báze na simplexu) nemá na existenci normálńıho rozděleńı vliv,

protože tato znamená pouze ortonormálńı rotaci transformovaných dat, a

tedy opět normálńı rozděleńı, pouze s jinými parametry. Pro ortogonálńı ro-

taci Y∗ kompozice X, vyjádřené v souřadnićıch, tedy X∗, totiž plat́ı Y∗ =

PX∗, kde PP′ = P′P = I, a tedy dle Věty 2 ověř́ıme normálńı rozděleńı s pa-

rametry Pµ a PΣP′. Podobu normálńıho rozděleńı se zvolenými parametry

µ a Σ v souřadnićıch i na simplexu si budeme ilustrovat na následuj́ıćıch

př́ıkladech. Na Obrázku 2 je zachycen výsledek simulace realizaćı normo-

vaného normálńıho rozděleńı kompozice X (tj. s µ rovným nulovému vek-

toru a Σ jednotkové matici). Vliv parametr̊u je zřejmý z vyjádřeńı kompo-

zice X v souřadnićıch, přičemž bylo využito ortonormálńı báze, odpov́ıdaj́ıćı

vztah̊um (3), tedy z1 = 1√
2
ln x1

x2
, z2 =

√

2
3
ln

√
x1x2

x3
. Na Obrázku 3 je zachy-

cena změna situace pro parametry

µ =

(

0
0

)

a Σ =

(

4
−1, 9

−1, 9
1

)
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Chceme–li určit pravděpodobnost, že se bude náhodná kompozice X rea-

lizovat v A ⊂ SD, je třeba vyjádřit A v souřadnićıch, tj. ilr(A), a následně

spoč́ıtat pravděpodobnost z (D − 1)–rozměrného integrálu, tedy

P (A) =
∫

ilr(A)

1

|Σ|
1
2 (2π)(D−1)/2

exp
(

−1

2
(x∗ − µ)′ Σ−1 (x∗ − µ)

)

dx∗.

Př́ıklad 5 Uvažujme dvousložkovou kompozici (X,Y )′, tedy D = 2 a simplex

S2 je pro k = 1 ve tvaru

S2 =
{

(x, y) ∈ R2, x > 0, y > 0, x + y = 1
}

.

Necht’ množina A je dána jako

A =
{

(x, y) ∈ R2 : x + y = 1; 0, 25 ≤ x ≤ 0, 75; 0, 25 ≤ y ≤ 0, 75
}

a necht’ naš́ım úkolem je určit pravděpodobnost P((X,Y )′ ∈ A), že se bude

kompozice (X,Y )′ realizovat v množině A za předpokladu, že se kompozice

(X,Y )′ ř́ıd́ı normálńım rozděleńım s parametry µ = 1 a σ2 = 4. Urč́ıme

nejprve podobu A v souřadnićıch. Je zřejmé, že v našem př́ıpadě stač́ı trans-

formovat pouze krajńı body. Pro výše zvolenou ortonormálńı bázi na simplexu

obdrž́ıme souřadnici z = 1√
2
ln x

y
, a tedy

ilr (A) =

{

z ∈ R,
1√
2

ln
0, 25

0, 75
≤ z ≤ 1√

2
ln

0, 75

0, 25

}

=

= {z ∈ R,−0, 7768 ≤ z ≤ 0, 7768} .

Vzhledem k uvedenému rozděleńı náhodné veličiny Z je hledaná pravděpodobnost
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Obrázek 2: Normované normálńı rozděleńı na simplexu, vlevo v ternárńım
diagramu, vpravo v souřadnićıch.

P((X,Y )′ ∈ A) = P(Z ∈ ilr(A)) =

0,7768
∫

−0,7768

1

σ
√

2π
e−

(z−µ)2

2σ2 dx =

0,7768
∫

−0,7768

1

2
√

2π
e−

(z−1)2

8 dx

Φ
(

0, 7768 − 1

2

)

− Φ
(−0, 7768 − 1

2

)

= Φ (−0, 1116) − Φ (−0, 8884) =

= Φ (0, 8884) − Φ (0, 1116) = 0, 811 − 0, 544 = 0, 267

Je tedy zřejmé, že hlavńı myšlenkou bylo převedeńı výpočtu pravděpodobnosti

do souřadnic, kde jǐz m̊užeme s výhodou využ́ıt známých postup̊u.
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Obrázek 3: Normálńı rozděleńı na simplexu s parametry µ a Σ, vlevo situace
v ternárńım diagramu, vpravo v souřadnićıch.



30

Závěr

Téma mnohorozměrné rozděleńı a jeho aplikace jsem si nevybrala jen proto,

že je nejznáměǰśım spojitým rozděleńım, ale zaujala mě i š́ı̌re možnost́ı jeho

aplikaćı, kterými bych se ráda v budoućım studiu dále zabývala. Také jsem

si chtěla utř́ıdit veškeré pojmy, co se tohoto rozděleńı týče a rozš́ı̌rit znalosti

hlouběji, než v samotném kurzu matematické statistiky. Ćılem mé bakalářské

práce bylo ovšem nejen podrobněji popsat normálńı rozděleńı, aplikaci mo-

mentové generuj́ıćı funkce pro jeho jednorozměrný i v́ıcerozměrný př́ıpad, ale

nakonec seznámit i se základńı strukturou kompozičńıch dat. Jelikož spousta

materiál̊u je v ciźım jazyce, představovalo samotné přeložeńı veškerých ma-

teriál̊u jednu z nejnáročněǰśıch praćı, nelehké také bylo naučit se pracovat

s dosud pro mě neznámým softwarem TEX. Byla bych ráda, kdyby má ba-

kalářská práce byla př́ınosem, jak pro mé budoućı studium, tak pro ty, koho

př́ıslušné téma zaj́ımá.
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http://arxiv.org/abs/0802.2643?context=math

[5] Filzmoser, P., Hron, K., Outlier detection for compositional data using
robust methods, Mathematical Geosciences 40, 233–248 (2009).

[6] Hogg, R.V., McKean, J.W., Craig, A.T., Introduction to Mathematical
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