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Uvod

Jako téma své bakalarské prace mé nejvice zaujala moznost zabyvat se normal-
nim rozdélenim, se kterym jsem se vice ¢i méné setkavala po celou dobu
studia, a moznosti jeho aplikace pro specidlni typ mnohorozmérnych dat,
tzv. kompozicni data, coz je oblast statistiky vyvinuta v 80. letech mi-
nulého stoleti. Svoji bakalaiskou préaci jsem rozdélila do dvou kapitol, po-
pisujicich mnohorozmérné normélni rozdéleni a kompoziéni data. Prvni ka-
pitola se sklada ze tii ¢asti. V prvni z nich se zabyvdm momentovou ge-
nerujici funkci, jeji definici a vlastnostmi pro diskrétni i spojité nahodné
veliciny véetné nazornych vypocti. Ve druhé ¢ésti této kapitoly je popsano
normalni rozdéleni za pouziti momentové generujici funkce pro jeho odvo-
zeni. V posledni ¢asti této kapitoly se vénuji samotnému mnohorozmérnému
normalnimu rozdéleni, opét s uzitim vlastnosti momentové generujici funkce.
Druha kapitola se zabyva praci s kompozi¢nimi daty, nahodnymi vektory ne-
soucimi pouze relativni informaci, a moznému zavedeni norméalniho rozdéleni
v tomto specidlnim piipadé. Pritom se téz blize zminuji o simplexu jako
vybérovém prostoru kompozi¢nich dat a celou situaci jsem opét ilustrovala

na nazornych prikladech.



1. Mnohorozmeérné normalni rozdéleni

1.1. Momentova generujici funkce

V zakladnim kurzu teorie pravdépodobnosti jsme se seznamili s distribucni
funkci a pravdépodobnostni funkci, resp. hustotou, jako variantami popisu
rozdéleni pravdépodobnosti diskrétnich a spojitych ndhodnych velic¢in. Dalsi
moznosti je tézZ momentova generujici funkce, kterou si predstavime v nasledu-

jici definici [6].

Definice 1 (momentové generujici funkce) Necht X je ndhodnd veli¢ina ta-
kovd, Ze pro néjaké h > 0 existuje stiedni hodnota ndhodné veliciny X, kde
—h <t < h. Momentova generujici funkce nahodné veliciny X je definovana

jako redlna funkce M(t) = E(e'*), pro —h < t < h.

Pro dalsi ivahy je potieba, aby byla momentova generujici funkce defi-
novana na otevieném okoli kolem nuly, které bude zahrnovat interval (—h, h)
pro néjaké h > 0. Také je ziejmé, ze pokud polozime ¢ = 0, potom se mo-
mentova funkce M (0) bude rovnat jedné, tzn. M(0) = 1. Musime vsak jesté
jednou poznamenat, ze predpokladem je pravé jeji vyskyt v otevieném in-
tervalu kolem nuly. Z tohoto duvodu je zfejmé, ze ne kazdé rozdéleni ma
momentovou generujici funkci. Jestlize budeme hovorit o vice ndhodnych
velicinach, pak budeme pro M pouzivat oznaceni My jako momentova gene-

rujici funkce ndhodné veliciny X.

Necht X a Y jsou nadhodné veli¢iny s momentovymi generujicimi funk-
cemi. Jestlize maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti, tj. Fix(z) = Fy(z), pro

vSechna z redlnd, potom v okoli nuly zfejmé plati Mx(t) = My (t). Avsak

------



vyroku uvedeného vyse je také pravdivy, tedy momentové generujici funkce
popisuji jednoznacné rozdéleni nahodnych veli¢in. Tento poznatek shrneme

v nasledujici véte [6]:

Véta 1 Necht X a 'Y jsou ndhodné veliciny s momentoviymi generujicimi
funkcemi Mx a My, které existuji v otevreném intervalu kolem nuly. Pak
Fx(z) = Fy(z) pro kazdé z € R tehdy, a jen tehdy, pokud plati Mx(t) =
My (t), pro vsechna t € (—h,h), kde h > 0.

Ovetime tvrzeni véty 1 na nasledujicim prikladé.

Piiklad 1 Nechf

1 2 3 4
M) = —t &= Zp2t 4 2 3t = at
0= "1 T10° "1
je pro vsechna t € R momentovd generujici funkce ndhodné veliciny X

diskrétniho typu. Jestlize p(x) je jeji pravdépodobnostni funkce, pak
M(t) =) e“p(),

tedy pro realizace ay,as,as, ... ndhodné veliciny X dostaneme

1 2 3 4
68+ 07 1ge F get = plane™ 4 plas)er + .

Protoze rovnost plati pro vsechna redlnd t, prava strana musi byt sloZena
ze Cltyr vyrazu a kaZdy z nich roven odpovidajicimu na levé strané. Tedy pro

L - analogicky pak ay = 2, play) =

ay = 1, dostaneme p(a1) = 15; az = 3,

2.
10~



plaz) = 13—0; ay = 4, play) = 14—0. Zjednodusené teceno, pravdépodobnostni

funkce nahodné veliciny X je rovna

10”

= x =12 3,4,
0, jinak.

p(x) =
Ddle predpoklddejme ndhodnou velicinu X spojitého typu a necht

1

je momentovd generujici funkce nahodné veliciny X . Nasledkem toho dosta-

neme

o0

1

E: /emf(x)dx, t<1.

—00

Odsud neni na proni pohled zrejmé, jak najdeme hustotu f(x). Lze oviem

overit, Ze rozdeéleni s hustotu

e’ 0<r<oo

flz) = {O, jinak

md prdvé momentovou generugici funkci M(t) = (1—t)~! prot < 1. Ndhodnd

velicina X ma tedy rozdéleni s touto hustotou ve shodé s tvrzenim Veéty 1

o0 jednoznacnosti momentové generujici funkce.

Vzhledem k tomu, ze rozdéleni majici momentovou generujici funkei M (t)
je touto funkei plné uréeno, neni piekvapenim, ze piimo z M(t) ziskdme
nekteré vlastnosti tohoto rozdéleni. Napiiklad existence M (t) pro —h <t < h
implikuje, ze pro t = 0 existuji derivace vsech radu M (t). S vyuzitim teorie di-
ferencialniho a integralniho poctu by bylo mozné ovérit, ze lze zaménit potadi

derivovani a integrovani, resp. diferencovani a sumace v diskrétnim piipadeé.



Potom pro ndhodnou veli¢inu X, ktera ma spojité rozdéleni pravdépodobnosti,

plati
aM(t) d T T d T
M'(t) = dt< ) _ dt_/ e f (z) dx :_/ aemf (x)dx :_/ xe f (x) du,
pripadné, jestlize X je diskrétni ndhodné velic¢ina,
dM (t
M'(t) = dt( ) _ >zt p (z).
Polozime ¢ = 0, muzeme tedy fict, ze plati
M'(0) = E(X) = p
Druhd derivace M (t) pak analogicky bude
M"(t) = / 2?e” f(x)dx  mnebo M"(t) = a*e"p(x),

tedy
M"(0) = E(X?).

Pro rozptyl var(X) = o? veliciny X tedy plati
0? = E(X?) — 2 = M" (0) — [M' (0))"

Napiiklad, jestlize M (t) = (1 —t)~', t <1 z pitkladu uvedeného vyse, pak
plati
M) =1-t)2aM (t)=2(1—-1t)"°.

Odtud piimo plyne

p=M0)=1 a o*=M'(0)—p*=2-1=1.



Samoziejmé, p a o2 bychom mohli téZ spoéitat pifmo z hustoty jako

,u:/xf(x)dx a 02:/a:2f(x)d:v—u2.

Nékdy byvéa jeden postup snadnéjsi nez druhy. Obecné, necht m je kladné
celé ¢islo a oznaéme M ™ (1) m-tou derivaci momentové generujici funkce

M (t). Pak opakovanou derivaci podle ¢ dostaneme

M™(0) = E(X™).

Poznamenejme, ze integrély (nebo také soucty) typu

o0

E(X™) = / 2™ f () dz nebo E(X™) = 3" a™p (z)

—00

jsou v mechanice nazyvéany momenty. Vzhledem k tomu ze M(t) generuje
hodnoty E(X™), kdem = 1,2, 3, .. ., nazyva se momentovou generujici funkei.
Potom tedy opravdu muzeme nazvat ¢islo E(X™), které odpovida m-té de-
rivaci momentové generujici funkce, m-tym (obecnym) momentem rozdélent

nebo m-tym momentem nahodné veliciny X.

Momentova generujici funkce sdruzeného rozdéleni n nahodnych velic¢in

X1, Xo, ..., X, je definovana jako
E[exp(thl -+ tQXQ + ...+ tan)],

existuje-li pro —h; < t; < h;,1 =1,2,...,n, kde h; je kladné pro kazdé i. Tuto
stfedni hodnotu, kterou oznacime jako M (t1,ts, ..., t,), nazyvame momento-

vou generujici funkci sdruzeného rozdéleni nahodnych velicin X, Xo, ..., X,,.
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Naptiklad, momentova generujici funkce marginalniho rozdéleni nahodné
veliciny X; je z tohoto pohledu rovna M (0, ...,0,¢;,0,...,0)proi = 1,2,...,n,
ddle margindlnimu rozdéleni velicin X; a X;, 1 < 4,5 < n,i # j, odpovidd

M(0,...,0,¢,0,...,0,t;,0,...,0), atd., a proto existence rozkladu
M (ty,t2, ... ty) = [[ M (0,...,0,t,0,...,0)

je nutnou a také postacujici podminkou pro nezavislost nahodnych velic¢in
X1, Xo, ..., X,. Poznamenejme, ze sdruzenou momentovou generujici funkci

lze zapsat i vektorové jako
M (t) = E [exp (¢/X)
pro X = (Xl,XQ,...,Xn)/, t= (tl,tg,...,tn), ate B C Rn, kde

B:{t—hz<tz<hz,2:1,2,,n}

1.2. Jednorozmérné normalni rozdéleni

Normaélni rozdéleni pravdépodobnosti predstavuje dulezitou tiidu rozdéleni
pro statistické usuzovani véetné mnoha aplikaci, naptiklad je téz odrazovym
mustkem pro velmi elegantni a explicitni teorii linearnich modelta. V dalsim
textu nejdrive zavedeme tzv. normované normalni rozdéleni a skrze néj potom

obecné normélni rozdéleni [6]. Uvazujme tedy integrél

I 7 1 —_22 dz
IV o P 2
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Tento integral existuje, protoze argument je kladnd spojita funkce, ktera je

omezena integrovatelnou funkei, konkrétné

2
0<exp<;><exp(—|z|+1), —00 < z < 00,

a pritom
[ee]

/ exp (— |z| + 1) dz = 2e.

Pro uréen{ hodnoty I poznamenejme, ze I > 0 a I? muze byt zapsana jako
1 77 —22 + w?
12:—/ /exp —E dz dw.
2m J 2
Tento dvojny integral lze vytesit prevedenim do polarnich souradnic.
Polozime-li
z=r-cos) a w=r-sinf, r>0, 0ec(02n),

dostaneme

Protoze integrand u [ je kladny pro vSechna redlna cisla a I = 1, je husto-
tou néjaké spojité nahodné velic¢iny, kterou oznacime Z. Dohromady, Z ma

hustotu

f(z):\/12_ﬂexp<_2'22>,—oo<z<oo. (1)

Momentova generujici funkce nahodné veliciny Z je rovna

Elexp(tZ)] = 70 exp(tz)\/12_7r exp (—;zz) dz =
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pricemz jsme v poslednim integralu provedli substituci w = z — t. Hodnota

posledné uvedeného integrédlu je rovna jedné, a tedy pro Z plati

Mz (t) = exp (;ﬁ) :

kde —oo < t < co. Vypocteme prvni a druhou derivaci,

1
My (t) =t-exp (2152)

1 1
My (t) = exp (2152) + - exp (2252) :

Polozenim ¢ = 0 tak ur¢ime stfedni hodnotu a rozptyl nahodné veliciny Z,

E(Z)=0 a var(Z)=1. (2)

Déle definujeme spojitou nahodnou velicinu X jako

X=0Z4+a, kdeb>0.

Pritom X je linearni transformaci ndhodné veli¢iny Z, tedy hustota bude
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ve tvaru

o= (5 (5)

pro —oo < x < oo. Uzitim (2) dostaneme E(X) = a a var(X) = b?. Nésledné
nahradime ve vyrazu pro hustotu a parametrem p a b kladnym parametrem

o?. Obdrzime tak nésledujici definici [8]:

Definice 2 Rekneme, ze ndhodnd veli¢ina X ma normalni rozdéleni s para-

metry p a o2, jestlize pro jeji hustotu plati

1 1 /x—p\?
fX(:U):m/%exp<—2( U”)), pro — oo < x < 00.

Parametry p a o2 tedy predstavuji stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny

X. V dalsfm textu budeme ¢asto zapisovat, ze X md rozdéleni N (u,c?).
V tomto oznaceni ma ndhodnd veli¢ina Z rozdéleni N(0,1) a nazyvame je

normované normdlni rozdeélent.

Pro urcéeni momentové generujici funkce nahodné veliciny X uzijeme

vztahu X = 0Z + 1 a momentové generujici funkce pro Z, tedy

My (£) = E exp(tX)] = E [exp(t (7 + 1))] =
= exp(ut)E [exp(to Z)] = exp(ut) exp (;02152) =

1
= exp (ut + 202252) ,

kde —oo < t < 0o. Predchozi ivahy tedy vedou k zavéru, ze X ma rozdéleni

N(pi,0?) tehdy, a jen tehdy, ma-1li Z = = rozdéleni N(0,1).
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Normaéalnimu rozdéleni se také tika rozdéleni chyb nebo se nazyva Gaus-
sovo rozdéleni podle Karla Friedricha Gausse, ktery jej v roce 1809 zavedl.
Tak jsme se dostali ke zndmému terminu Gaussova kiivka, ktery se uzivéa
pro oznaceni hustoty. Graf hustoty normalniho rozdéleni s charakteristickym
zvonovitym tvarem maé jediny vrchol v p a je symetricky kolem stfedni hod-
noty, kterd je zdroven rovna modu a medidnu (viz Obrézek 1 pro piipad
normovaného normélntho rozdéleni) [7]. Pfipomenme, zZe modus u spojitého
rozdéleni je praveé bod, ve kterém ma hustota fy lokdlni maximum. Je ziejmé,

ze plati rovnost

fx(p—2)=fx(p+2z),Vr e R.

Oproti tomu rozptyl nam ukazuje, zda hodnoty nahodné velic¢iny se vice
¢i méné koncentruji kolem stfedni hodnoty p. Zmeéna parametru g potom
znamena posun fy ve sméru osy x, oproti tomu o urcuje miru ’zplostélosti’
krivky.

Provedenim substituce Z = % Ize distribuéni funkci X vyjadrit jako

FX(a:):P(XSx):P<Z§:L‘—,u):q)(a;—M)’

o o

kde

w2

O(2)=P(Z <z e du

1 z
I
27?_OO
je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Z (viz Obrazek 1). Této transfro-
mace se Casto vyuziva, potfebujeme-li hodnotu Fy (x) najit pravé ve sta-
tistickych tabulkach. Navic vyuziti vlastnosti symetrie hustoty normovaného

norméalniho rozdéleni okolo nuly nam umozni vypocitat hodnotu distribuéni
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Obréazek 1: Hustota a distribu¢ni funkce normalniho normovaného rozdéleni

funkce ®(—z), kde z > 0, jako
O(—2)=1—-D(2).

Distribuéni funkce normalniho rozdéleni nahodné veliciny X je tak dana
predpisem

1 _(u—p?
e 202 du,

Fx (z) = /

o\ 2w
—0o0

bohuzel ji tedy neni mozné vyjadrit pomoci elementarnich funkei a jeji hod-
noty hleddme v tabulkdch ¢ pomoci statistického softwaru (viz predchozi
strana). Pouziti distribuéni funkce normovaného normélniho rozdéleni pro vy-
pocet pravdépodobnosti, s kterymi nahodna velicina X nabyva svych reali-

zaci, si ukdzeme na nasledujicich piikladech.

Priklad 2 Necht X ~ N(2;25), pak

P(0<X<10)_q>(105_2>—<1><05_2)_
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=®(1,6) — ®(—0,4) = 0,945 — (1 — 0,655) = 0, 600.

Priklad 3 Necht X md normdlni rozdéleni N(u,c?), potom

2 — — 20 —
P(u—20<X<u+20)_<I>(W>—CI>(W)_
g g

=P (2) — ®(—2) =0.977 — (1 — 0.977) = 0.954.

Poznamenejme, Ze z normalniho rozdéleni je odvozena fada rozdéleni dalsich
napi. x? rozdéleni, Studentovo nebo také Fisherovo rozdéleni, které maji

mimoiradné dulezitou roli v matematické statistice [8].

1.3. Mnohorozmérné normalni rozdéleni

V této kapitole se budeme zabyvat jiz samotnym mnohorozmérnym normél-
nim rozdélenim. Zavedeme jej obecné pro n-rozmérny nahodny vektor, ale
také specidlné zminime dvourozmérny piipad, tzn. n = 2. Stejné jako v kapi-
tole o jednorozmérném normalnim rozdéleni zacneme nejprve normovanym
rozdélenim a poté prejdeme k obecnému piipadu [6]. Pfitom budeme s vyho-

dou uzivat maticového zapisu.

Uvazujme ndhodny vektor Z = (73, Zs, ..., Z,)', kde Zy, Zs, ..., Z, jsou
nezavislé nahodné veli¢iny majici rozdéleni N(0,1). Pak hustota ndhodného

vektoru Z je

n

fZ (Z) — H12.exp (—;,212) = (2171-)2 - exp <—;Z§n:1212> =

1
- exp (—2z/z> ,proz € R".

I
S
Y=
~

|3
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Protoze Z; maji sttedni hodnotu rovnu nule, rozptyl var(Z;) = 1 a jsou ne-

korelované, plati pro stfedni hodnotu a varian¢ni matici nahodného vektoru Z

E(Z) =0 avar(Z) =1,,

kde I,, znaci jednotkovou matici radu n. Vzpomenme, ze momentové gene-

rujici funkce veli¢in Z; jsou rovny

t2
Mzi(t)—exp<2>, i=1,...,n.

Tedy, protoze Z; jsou nezavislé, momentova generujici funkce nahodného

vektoru Z je rovna

M (6) = Elesp (¢2)) = €| [T exw (12| =

— [[Eexp(t:2)] _exp< Zt>=eXp(;t’t>

i=1

pro véechna t € R". Rikdme, ze nahodny vektor Z mé mnohorozmérné

normdlni rozdéleni se stredni hodnotou rovnou nulovému vektoru 0 a va-
riancni matici I,,, coz zjednodusené zapisujeme jako Z ~ N, (0,1,).

V obecném piipadé predpokladejme, ze 3 je symetricka pozitivné semi-

definitni matice typunxn, , tj. Vx € R", x' ¥ x > 0. Potom, diky znalostem

linearni algebry, muzeme X vzdy rozlozit jako souc¢in

¥ = IVAT,

kde A = diag(Ai, A2, ..., A,) je diagonalni matice, Ay > Ay >,....> A, >

0 jsou nezaporna vlastni ¢isla matice X a sloupce matice I', v, va, ..., v,
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jsou odpovidajici vlastni vektory. Tento rozklad se nazyva spektralni rozklad
matice . Matice I' je ortogondlni, tj. I! = IV, a tedy TT' =1 = I'T.

Spektralni rozklad muzeme ovSem zapsat i jinym zpusobem, a to jako

= F/AF = Z )\iViVQ.

i=1

Protoze \; jsou nezaporna, muzeme definovat diagonalni matici

Az = diag <\/)\71, \@, e \/E) ;

pak z ortogonality T' plyne
3 = TA:TT'A:T
a definujeme odmocninu pozitivné semidefinitni matice 3 jako

—T'A:T.

NI

b

Poznamenejme, ze e je opét symetrickd a pozitivné semidefinitni. Déle
predpokladejme, ze X je pozitivné definitni, tj. vSechna jeji vlastni ¢isla jsou

kladna.

Zaved me nahodny vektor X = p+ 227, kde p je n-rozmérny ndhodny
vektor. Potom pro jeho momentovou generujici funkei s vyuzitim Mry(t)

ziejmé obdrzime [6]
!/ 1 /!
Mx (t) = exp (t St Et> .

Provedena tvaha vede k nasledujici definici:
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Definice 3 Rekneme, Ze n-rozmérny nahodny vektor X ma mnohorozmérné
normalni rozdéleni s parametry p a ¥ | jestlize jeho momentova generujici

funkce je rovna
1
Mx (t) = exp <t'u + 2t’2t>

pro vSechna t € R", kde X je symetrickd pozitivné definitni matice a u € R".
Pro jeho hustotu plati

Wexp (5 - m' s - m).

NS e

Pro zjednoduseni zépisu budeme psit X ~ N, (u, 3).

Véta 2 Predpokldidejme, Ze X ~ N, (u,X). Nechf Y = AX + b, kde A
je ciselnd matice typu m x n a b € R™, pak Y md normdlni rozdéleni

N, (Ap +b,AXA).

Tato véta 1ika, ze linearni transformace normalné rozdéleného nahodného
vektoru ma téz normalni rozdéleni s parametry, které vzniknou linedrni trans-
formaci vychozich parametri g a 3. S vyuzitim této véty lze snadno odvodit
marginalni rozdéleni k mnohorozmérnému normélnimu rozdéleni nahodného

vektoru X [2]. Necht X; je podvektorem X dimenze m < n. Bez ijmy

(X
x=(x.):

kde X5 ma dimenzi p = n — m. Analogicky rozdélime stfedni hodnotu a va-

na obecnosti muzeme psat

riancni matici ndhodného vektoru X jako

= (0)
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Y XY
= ;
< o1 Yo
poznamenejme, ze 317 je varianéni matice vektoru X; a 315 obsahuje vSechny

kovariance mezi slozkami vektoru X; a X,. Nyni definujme matici

A= [Im7 Omp] )

kde O,,, je matice samych nul typu m xp. Pak ziejmé X; = AX a z piedchozi
véty plyne nasledujici dusledek:

Disledek 1 Predpoklidejme, Ze ndahodny vektor X md n—rozmérné normdlni
rozdeleni se stredni hodnotou p a variancni matici 3, které jsou rozdeéleny

vyse uvedenym zpusobem. Pak Xy md rozdéleni N, (p, X11).

Tento uzitecny vysledek fika, ze jakékoliv marginalni rozdéleni ndhodného
vektoru X je také normalni, a dale jeho stfedni hodnota a varianéni matice

jsou asociovény s prislusnym marginalnim vektorem (matici).

Piiklad 4 V tomto prikladu budeme zkoumat situaci, kdy n = 2, tedy ndhod-
ny vektor md pouze dvé slozky, a rozdeleni v tomto pripadé se tedy nazyva
dvourozmeérné. Budeme také uzivat obvykly zdpis (X,Y) namisto (X1, Xs)'.

Potom tedy predpokladejme, Ze (X,Y) md rozdélelni No(p, X), kde

e (1)
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2

0'1 012
E: 2 .

092 0'2

V tomto pripadé 1 a o3 jsou stiedni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny X,
o a o3 jsou stredni hodnota a rozptyl ndhodné veliciny Y a 015 je kovariance
mezi nahodnymi velicinami X a Y. Vzpomenme, Ze 015 = po10os, kde p je
korelacni koeficient mezi X a Y. Substituci poioy pro oo v X lze snadno
odvodit, Ze determinant X je roven oios(1 — p?), kde p*> < 1 . Pro zbytek
tohoto prikladu budeme viak predpoklddat, Ze p*> < 1. V tomto pripadé je
tedy X invertibilni (a také pozitivné definitivni). Ddle, vzhledem k tomu, Ze

3 je matice typu 2 X 2, muzZeme jeji inverzi snadno urcit jako

n-1 1 (0% —00102>

31— ) \ —poos ot

Uzitim tohoto vztahu muzZe byt hustota ndhodného vektoru (X,Y) zapsdna

ve tvaru

(@) 1 -
T,y) = e 2,
4 2mo109y/ 1 — p?

[0S

kde

1 T — i\ T =\ (Y= e Y — 2\
q= 5 —2p + )
1—p 01 01 02 02

—00 < x < 00,—00 < y < 00. Pripomenme, Ze pro X a Y nezduislé je
jejich korelacni koeficient roven nule. Pokud obé maji normalni rozdélent,
pak podle Disledku 1 md X rozdéleni N(py,01%) a' Y rozdéleni N(pa,09%).
Z tvaru hustoty f(x,y) je pritom zrejmé, Ze pro p = 0 je sdruZend hustota

rovna soucinu margindlnich hustot, tedy X a'Y jsou nezduislé.
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V piipadé dvourozmérné normality je tedy nezavislost ekvivalentni p = 0.
Obdobné tvrzeni 1ze potom odvodit i pro ptipad mnohorozmérného normalniho

rozdéleni.

Véta 3 Necht je ddn ndhodny vektor X, ktery md normdini rozdéleni se
stredni hodnotou p a variancni matici ¥ a necht X = (X|,X5). Pak X4

a Xy jsou nezdvislé tehdy, a jen tehdy, pokud 315 = O.

2. Kompozi¢ni data

2.1. Definice a zakladni vlastnosti

V nasledujici kapitole se seznamime se specidlnim typem mnohorozmérnych
dat, tzv. kompoziénimi daty [1], kterd indukuji odlisny vybérovy prostor, sim-
plex, na rozdil od standardnich ndhodnych vektoru. Nejprve pritom budeme
uvazovat pouze nendhodna kompoziéni data a jako nahodné je zavedeme

teprve v kapitole o normalnim rozdéleni na simplexu.

Definice 4 [9] Sloupcovy vektor x = (21, 3, ...,2p)" se nazyva D-slozkova
kompozice, jestlize vSechny jeho slozky jsou kladné realna ¢isla nesouci pouze

relativni informaci.

To znamenad, ze jak dana kompozice x, tak i jeji kladny nasobek nesou
tutéz informaci. Tim se 1is{ od béznych mnohorozmérnych dat, které nesou
informaci absolutni. Jako dusledek muzeme soucet slozek kompozic polozit
roven dané kladné konstanté k, kterd by v pripadé interpretace slozek jako

procentudlnich podilu odpovidala & = 1 nebo k = 100.
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Vybérovy prostor D-slozkovych kompozic je tedy simplex

D

SP = {X = (21,29, ...,xp) 2, >0, i=1,2,...,D; Y a; = k} .
i=1
V pripadé trojslozkovych kompozic tvori simplex rovnostranny trojihelnik
o vysce k s vrcholy A = [k,0,0], B = [0,k,0], C = [0,0,k]. Pro slozky
kompozice x = (x1, 9, x3) pak plati, ze 21 je vzdalenost od strany a, xo je
vzdalenost od strany b a x3 je vzdalenost od strany c. Pokud tento rovno-
stranny trojtihelnik zobrazime v roviné, vznika graf, ktery nazyvame ternérni
diagram.

Simplex jako vybérovy prostor kompozic indukuje ptirozené odlisnou geo-
metrickou strukturu, to znamena, ze je treba zavést operace analogické s¢itani
vektoru a nasobeni skaldarem v realném prostoru, a déle skalarni soucin,
normu a vzdalenost dvou kompozic. V tomto smyslu pak hovorime o tzv. Ait-
chisonové geometrii na simplexu, kterou si nyni stru¢né predstavime. Nasle-

dujici definice uzaveéru je prirozenym dusledkem definice kompozi¢nich dat

[9]:

Definice 5 Uzéavér kompozice x= (z1, 2, ...,zp), z; > 0,i = 1,2,.... D, je
definovan jako
k-xi k-x9 k-xp

C(x) = : s

D D
€
=1

D
€ X
i 1 =1

7

= 7

Definice 6 Permutace kompozice x € SP kompozici y € S je ddna vzta-

hem

x @y =C (2191, 22Y2, ..., TpYD) -
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Definice 7 Mocninnou transformaci kompozice x € S” konstantou o € R
definujeme jako

aOx=C(z7, 25, ...,2p) .

Simplex s operacemi permutace a mocninna transformace je vektorovym pro-
storem, tedy tyto operace maji analogické vlastnosti jako v ptipadé stan-

dardnich vektoru (komutativitu, asociativitu, distributivitu).

Definice 8 Skaldrni sou¢in x,y € S? je definovén jako
1 D D

_ Liy, Y
(x,y)a—2DZZln -In =

i=1j=1 Ti Yj

Definice 9 Normu kompozice x € SP definujeme

el = 53055 (%) = o

i=1j5=1

Definice 10 Vzdalenost mezi x a'y € S” je ddna

1 DD . " 2

by = [ X3 (2 - )~ px v,

2D = j=1 Lj Yj ¢
Normu a skaldrni sou¢in z vyse uvedenych definic nazyvame nékdy Aitchiso-
novou normou a Aitchisonovym skalarnim sou¢inem podle zakladatele mo-
derniho, tzv. logratio piistupu ke statistické analyze kompozi¢nich dat, a
umoznuji nam zavést pojem ortonormalni baze na simplexu, ktery ma di-
menzi D—1. Tu tvoii takové kompozice uy, ..., up_1, pro které plati (u;, u;), =
0proi # jal||wlle =1proi,j=1,..,D — 1. Pomoci ortonormalni baze

na simplexu pak zavadime tzv. isometric logratio (ilr) transformaci [3], ktera
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komporzici x € SP zobrazi do D — 1 rozmérného realného prostoru R~ a
lze ji vyjadrit jako

ilr (x) = ((x,w),, (X, u2),, ..., (X, up_1),) = (#1,...,2p-1) = 2.
Slozky vektoru z tedy tvori souradnice kompozice x vzhledem k bazi

uy,...,up 1. Pro jednu konkrétni volbu béze uy, ..., up_1 [5] muzeme tuto

transformaci explicitné zapsat

. if i}_ T
L P e ],proz'zl,...,D—l. (3)

i+ 1 Tit1

Z; =

Vyhoda ilr transformace je, ze zobrazuje kompozice ze simplexu do redlného
prostoru, kde jiz muzeme provadét standardni statistickou analyzu pii za-

chovani operaci na simplexu, tedy
ilr (x®y) =ilr(x) +ir(y),ir (a ©x) = a-ilr(x),

(x,¥), = (ilr (x) ,ilr (y)) ,
kde skaldrni soucin vpravo je standardni euklidovsky skalarni soucin. Misto
1lr transformace téz casto hovorime o vyjadieni kompozice x v soutadnicich.
Oznacime-li z = ilr(x), inverzni zobrazen{ je potom x = ilr~!(z), opét pii

konkrétni volbé baze vyse jako x = C (z1,...,xp), kde

D .
Zj 1—1 )
T; = exp E “—\/,zi1),pr020:zD:O,2:1,...,D.
QﬂVJO+U !

Moznostem statistické analyzy ilr transformovanych kompozic se vénuje
fada publikaci. My se ovsem zamétrime pouze na zavedeni normélniho rozdéleni

na simplexu.
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2.2. Normalni rozdéleni na simplexu

Také pro kompozicni data hraje normalni rozdéleni nahodnych kompozic
zcela zasadni roli pro moznosti statistické analyzy v souradnicich. Tomu je

téz prizpusobena nasledujici definice [9]:

Definice 11 Necht je ddn nahodny vektor X, jehoz vybérovym prostorem
je simplex (tj. ndhodnd kompozice), pak fikdme, ze X mé normélni rozdéleni
na SP tehdy, a jen tehdy, kdyz ndhodny vektor ortonormdlnich soufadnic

X* = ilr(X) ma mnohorozmérné norméln{ rozdélenf na R”~*.

Abychom mohli charakterizovat normalni rozdéleni, potfebujeme znat jeho
parametry, cemuz ve standardnim ptipadé odpovidaji stfedni hodnota p a va-
riancni matice ¥ [4]. Poznamenejme pritom, Ze volba soutadnic (tedy orto-
normalni baze na simplexu) nemd na existenci normélniho rozdéleni vliv,
protoze tato znamenda pouze ortonormélni rotaci transformovanych dat, a
tedy opét normalni rozdéleni, pouze s jinymi parametry. Pro ortogonalni ro-
taci Y* kompozice X, vyjadiené v soutadnicich, tedy X*, totiz plati Y* =
PX*, kde PP’ = P'P =1, a tedy dle Véty 2 ovéfime normdlni rozdéleni s pa-
rametry Pu a PXP’. Podobu normdlniho rozdéleni se zvolenymi parametry
p a X v soutadnicich i na simplexu si budeme ilustrovat na nasledujicich
prikladech. Na Obrazku 2 je zachycen vysledek simulace realizaci normo-
vaného normadlniho rozdéleni kompozice X (tj. s g rovaym nulovému vek-
toru a X jednotkové matici). VIiv parametru je ziejmy z vyjadieni kompo-
zice X v soutadnicich, pficemz bylo vyuzito ortonormalni béze, odpovidajici
vztahum (3), tedy z; = %ln o2 = \/gln \/%TQ Na Obrazku 3 je zachy-

cena zmeéna situace pro parametry
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Chceme-li urcit pravdépodobnost, ze se bude ndhodna kompozice X rea-
lizovat v A C 8P, je tieba vyjadfit A v soutadnicich, tj. ilr(A), a nasledné

spocitat pravdépodobnost z (D — 1)-rozmérného integrélu, tedy

1 1
P(A) = / exp (— (x* —p)' 27 (xF - u)) dx”.
ilr(A) |E|% (2m) P12 2

Piiklad 5 Uvazujme dvouslozkovou kompozici (X,Y), tedy D = 2 a simplex

S§? je pro k = 1 ve tvaru
S% = {(x,y) ER 2>0,y>0,z+y= 1}.
Necht mnozina A je ddna jako
A={(wy) e R x+y=1;0,25<2<0,75 0,25 <y < 0,75}

a necht nasim ikolem je urcit pravdépodobnost P((X,Y) € A), Ze se bude
kompozice (X,Y) realizovat v mnoziné A za predpokladu, Ze se kompozice
(X,Y) 7idi normdlnim rozdélenim s parametry p = 1 a o = 4. Urcime
nejprve podobu A v souradnicich. Je zrejmé, Ze v nasem pripadé staci trans-
formovat pouze krajni body. Pro vyse zvolenou ortonormdlni bazi na simplexu

obdrzime souradnici z = \% In %, a tedy

1 0,25 1 0,75
r (A) = R —In-— << —In- =
ilr (A) {ze ,\/ﬁn0775_2_\/§n0725}

={z€ R,—0,7768 < 2z < 0,7768} .

Vzhledem k uvedenému rozdeleni ndahodné veliciny Z je hledand pravdépodobnost



X1 X2

Z

Obrazek 2: Normované normalni rozdéleni

diagramu, vpravo v soutadnicich.

P(X,Y) € A) =P(Z €ilr(A)) =

~1 — —1
(I)<0,7768 )_q)( 0,7768

2 2

0,7768

—0,7768

o
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na simplexu, vlevo v ternarnim

1 (z=w)*

(&

24/ 21

—0,7768

) = ©(—0,1116) — ® (—0,8884) =

— @ (0,8884) — @ (0,1116) = 0,811 — 0,544 = 0, 267

Je tedy zrejmé, Ze hlavni myslenkou bylo prevedeni vypoctu pravdépodobnosti

do souradnic, kde jiz muzZeme s vghodou vyuZzit zndmych postupu.

_(z=1)?

8

T
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2

Xy X2
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Obrazek 3: Normalni rozdéleni na simplexu s parametry p a 3, vlevo situace
v ternarnim diagramu, vpravo v soutadnicich.
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Zaver

Téma mnohorozmérné rozdéleni a jeho aplikace jsem si nevybrala jen proto,
Ze je nejznameéjsim spojitym rozdélenim, ale zaujala mé i Sife moznosti jeho
aplikaci, kterymi bych se rada v budoucim studiu déle zabyvala. Také jsem
si chtéla utiidit veskeré pojmy, co se tohoto rozdéleni tyce a rozsitit znalosti
hloubéji, nez v samotném kurzu matematické statistiky. Cilem mé bakalaiské
prace bylo ovSsem nejen podrobnéji popsat normalni rozdéleni, aplikaci mo-
mentové generujici funkce pro jeho jednorozmérny i vicerozmérny piipad, ale
nakonec sezndamit i se zakladni strukturou kompozic¢nich dat. Jelikoz spousta
materialu je v cizim jazyce, predstavovalo samotné prelozeni veskerych ma-
s dosud pro mé neznamym softwarem TEX. Byla bych rada, kdyby mé ba-
kalarska prace byla ptinosem, jak pro mé budouci studium, tak pro ty, koho

prislusné téma zajima.
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