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Uvod

Diplomova prace se zabyva pfedevsim vytvorenim sbirky pfikladti z komplexnich ¢isel. V
prvni kapitole je popsana historie komplexnich ¢isel. Druhé kapitola se vénuje konstrukci
télesa komplexnich ¢isel véetné uvedenti jejich zdkladnich vlastnosti. Také je stru¢né cha-
rakterizovan geometricky model télesa komplexnich ¢isel a geometricky interpretovany
operace s komplexnimi ¢&isly. Diplomova prace se na konci této kapitoly vénuje také bi-
nomickym, kvadratickym a kubickym rovnicim a snaZzi se tak nastinit dtvody, proc je
vyhodné konstruovat obor komplexnich ¢isel. Treti kapitolu zaujima sbirka feSenych pfi-
kladti. Samotné piiklady ve sbirce jsou ¢erpany z uvedené literatury, pficemz bylo pfe-
vzato zaddni i feSeni (odkaz na literaturu je uveden na konci feSeni), nebo pouze zadani
(odkaz na literaturu je uveden na konci zadéanf). U zbylych piikladi je zadani i feSeni
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autorské. Posledni ¢ast diplomové prace obsahuje sbirku nefeSenych piikladi s vysledky.



Kapitola 1

Historie komplexnich cisel

V této casti diplomové prace si pfedstavime stru¢ny historicky vyvoj komplexnich ¢&isel.

V této kapitole bylo ¢erpano z publikaci [1, [3], [13].

V dobé, kdy matematici zac¢inali pracovat s komplexnimi ¢isly, tak v nich néktefi vidéli
néco, "co neni z tohoto svéta". Tehdy také vznikl ndzev "imagindrni ¢islo", ktery nazna-
¢oval, Ze se jednd o ¢isla pomyslnd, zdanliva. Dnes imaginarni ¢isla povaZzujeme za body
roviny, které leZz{ mimo pfimku zobrazujici ¢isla realnd, a nic tajemného a neskute¢ného v
nich nevidime, ani nehleddme. V matematice samotna komplexni ¢isla umoZznila nejenom
vznik novych odvétvi, ale ptispéla i k pochopeni souvislosti mezi partiemi zdanlivé nijak

nesouvisejicimi.

Prvnim Evropanem, ktery stal u zrodu komplexnich ¢isel byl Leonardo da Pisa

(1170-1250) zndmy dnes jako Fibonacci. Tvrdil, Ze kubickou rovnici nelze fesit algebraicky,
ale pouze geometricky. Dokézal vsak, ze nap¥iklad rovnici 22 + 222 + 10z = 20 nelze fesit
pouze pomoci pravitka a kruZitka. Ke konci 14. stoleti bylo znamo, Ze kubickou rovnici
23 +az?+bx+c = 0lze redukovat na jednodussi formu 23 + px +q = 0 ajsou-li koeficienty

a hodnota nezndmé kladna ¢isla, 1ze rozlisit tfi zakladni typy kubické rovnice:
(1)z® +pr=gq
(2)2® =pz+q
(3)2® + q = p.
Okruh hledéani vzorce pro feSeni kubickych rovnic se ztiZil pouze na tyto tfi typy kubic-

kych rovnic.

Historie komplexnich ¢isel dale pokracovala v 15. stoleti v Italii opét v souvislosti s hled4-

nim kofent kubickych rovnic. Jako prvni objevil feSeni téchto rovnic italsky matematik



Scipio dal Ferro a Niccolo Fontana, ktery prozradil feSeni téchto rovnic 1ékafi Gerolamu
Cardanovi (1501-1576). Hlavnim motivem pro zkoumani komplexnich ¢isel byly odmoc-
niny ze zapornych ¢isel. Tato ¢isla, budouci komplexni ¢isla, se objevuji i u kvadratickych
rovnic, jak si spravné Cardano v8iml. Komplexni ¢isla se viibec poprvé objevila v jeho

knize Ars Magna (1545) v dloze, kterd vedla na kvadratickou rovnici.
z(10 — x) = 40.

Cardano dospél k feseni 5++/—15, 5—+/—15, &islo v/—15 nazyval &islem formalnim (quan-
titas sophistica). Cardano v této knize publikoval metodu fe$eni kubickych rovnic véetné
vzorcli pro feSeni téchto rovnic a déle v ném shrnul poznatky o feSeni rovnic prvniho
az ¢tvrtého stupné, které objevil jeho Zdk Lodovicco Ferrari. U kubickych rovnic uvedl
vzorce dnes znamé jako Cardanovy. Jejich nevyhodou je skutec¢nost, Ze nékteré redlné ko-
feny vyjadiuji pomoci ¢isel imaginarnich, které nelze Zadnymi algebraickymi tpravami
prevést na ¢isla redlnd. Tento problém se oznacuje jako casus irreducibilis a je dalsim dulezi-
tym motivem pro studium komplexnich ¢isel. Jedna se o p¥ipad, kdy md kubicka rovnice

tfi redlné kofeny a kdy se v Cardanové vzorci vyskytuji odmocniny ze zdporného ¢isla.

Italsky matematik Rafael Bombelli (1526-1572) dospél ve své knize pii pocitdni s kom-
plexnimi ¢isly podstatné déle nez Gerolamo Cardano. Ve své knize uvedl vypocet odmoc-
nin pomoci fetézovych zlomki, pravidla pro pocitani se zapornymi ¢isly a pro pocitani
s odmocninami ze zapornych ¢isel, kterd oznacoval za ¢isla neuzite¢nd. Dale usoudil, Ze
odmocnénim zaporného ¢isla nedostaneme ani kladné, ani zdporné ¢islo. Napsal tedy
pfed odmocninu z absolutni hodnoty tohoto ¢&isla piii di meno, kdyz ji p¥icital, resp. meno
di meno, kdyz ji od¢ital (jednalo se o slovni oznacéeni pro pozdéjsi symbol i, resp. —i). Ve
své préci rozlisil &sla ++v/—1 a —/—1 a pro pocitdni s takovymito &isly formuloval osm

pravidel, v nichZ se pracuje s komplexni jednotkou:

(+1)(44) = +i (1) (44) = —i (+1)(=i) = —i (1) (i) = +i
(4+i)(+i) = —1 (+i)(—i) = +1 (=i)(+1) = +1 (—i)(—i) = -1
Bombelli mimo jiné zkoumal také Cardanovy vzorce. Velkou pozornost vénoval situaci
casus irreducibilis, kdy se pokousel pocitat tfeti odmocniny komplexnich ¢isel, které v Car-
danovych vzorcich figuruji. Zjistil pfitom, Ze tfeti odmocniny komplexné sdruZzenych ¢isel

jsou opét komplexné sdruzend ¢isla.

V 17. stoleti pracovalo s komplexnimi ¢isly stéle vice matematikti. Francouzsky matematik

René Descartes je uplatnil zejména pfi rozsifovani ¢iselnych obort. Sdm ¢asto pracoval
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se zdpornymi ¢isly a s komplexnimi ¢éisly, kterd nazyval imaginaire. Odmitl uznat tato ¢isla
jako plnohodnotné feSeni rovnic a povaZoval je za nefesitelny problém. Prvnim, kdo se
vice zabyval pochopenim komplexnich ¢isel, byl anglicky matematik John Wallis

(1616-1703), ktery interpretoval kladna a zdporna ¢isla pomoci pohybti na opacné strany.
Ovsem usporddéni ¢iselné osy nemél zcela jasnou piedstavu. Jako prvni naznacil geo-
metrickou interpretaci imaginarnich ¢isel. Odmocninu ze zaporného ¢isla uvazoval ve
tvaruv/—b - ¢, kde —b, cjsou &isla kladn4, ktera reprezentoval opa¢né orientovanymi tisec-
kami se spole¢nym pocate¢nim bodem P. Podle Euklidovy véty o visce 1ze veli¢inu /—b - ¢
zndzornit tseckou s pocateénim bodem P, kterd je kolma k p¥imce, na niz lezi tsecky
—b, c. Tato interpretace komplexnich ¢isel, kterd byla pouze naznacena, neméla veliky
ohlas. S komplexnimi ¢isly se rovnéz setkali Isaac Newton (1643-1727), Johann Bernoulli
(1667-1748), ¢i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ackoliv s nimi pracovali, neché-
pali podstatu komplexnich ¢isel ani jejich vyznam. Leibniz o nich dokonce tvrdil, Ze jsou
"netvorem svéta". Jinak tomu bylo u vyzkumu francouzského védce Abrahama de Moivre

(1667-1754). V roce 1722 zvefejnil formuli, dnes znamou jako Moivreiiv vzorec:
(cosp + isin )™ = cosnp + isin nep.
Cislo n uZité v této formuli mohlo byt podle Moivrea pouze kladné celé.

V 18. stoleti pracoval s komplexnimi ¢isly zejména Leonhard Euler (1707-1783), ktery
pouzil prvniho pismene slova imaginaire pro oznaceni komplexnijednotky i = v/—1. Tento
matematik se kromé Moivreovy formule zabyval také problémy s algoritmy. Euler svymi
vypocty odvodil vztah mezi exponenciadlou, logaritmem a goniometrickymi funkcemi.

Stanovil, Ze funkce
Yy =2cosT a y=e% e

naleZi téze diferencidlni rovnici a musi si byt rovny. Toto pozorovani zvefejnil ve formé

vzorcu:

elm + e*lfb . elx + e*ll’
cosy = ———— sing = ———
2 ’ 2

7 Xz

Je téméfT jisté, Ze jiz v padesatych letech 18. stoleti chapal komplexni ¢islo = + yi jako bod
roviny s kartézskymi soufadnicemi z, y. Nikde to vSak vyslovné nenapsal. Komplexni

¢isla vyjadioval i v goniometrickém tvaru

x4 yi=r-(cosp+ising)

11



a chapal je jako body roviny s kartézskymi soufadnicemi z, y. Kofeny rovnice 2" = 1

reprezentoval jako jako vrcholy pravidelného n-tihelnika. Uvazoval rozklad

1 = cos? ¢ 4 sin® p = (cos ¢ + isin @)(cos ¢ — isin @)

a vztah
€'’ = cos @ + isin .
Eulerovy préce vedly k rozvoji teorie funkci komplexni proménné. Koncem 18. stoleti se

komplexni ¢isla uzivala v matematické analyze napft. pfi feSeni linedrnich diferencialnich

rovnic s konstantnimi koeficienty.

Ke geometrické interpretaci komplexnich ¢isel jako bodt roviny dospél na pfelomu 18.

a 19. stoleti Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Geometrickych pfedstav o komplexnich
¢isel vyuZzil ve své disertacni préci p¥i dtikazu zdkladni véty algebry. Pod vyraznym Gaus-
sovym vlivem postupné doslo k vSeobecnému rozsifeni piedstavy o komplexnich ¢islech

jako bodech roviny, proto se pozdéji ujal termin Gaussova rovina.

Aritmetickou teorii komplexnich ¢isel vytvofil pocatkem tticatych let 19. stoleti William
Rowan Hamilton. V prvni ¢asti své prace se vénoval problematice ¢isel kladnych a z&-

pornych, ve druhé ¢asti prfedlozil novou teorii komplexnich ¢isel. Komplexni ¢isla chapal

jako uspotddané dvojice realnych cisel, jejichz s¢itani a ndsobeni definoval vztahy
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + b2),
(a1, az2) - (b1,b2) = (a1b1 — agbz, arby + azby).
Znal také vzorec
(af +a3)(bF +b3) = (a1b1 — azbe)? + (arba + azby)?,

kterému fikal zdkon modulii. Modul komplexniho ¢isla o = (a1, ag) definoval vztahem

la| = a} + a3, zdkon moduld m4 tedy tvar
laf - 18] = la- 8],

kde o = a; + byi a |a| = a® + b2

Pro matematické vyjadreni fyzikalnich déjt, které se vyznacuji harmonickym pribéhem,
je nékdy vyhodné uzit komplexnich ¢isel a pocetnich vykonti s nimi k vyjadfeni pfislus-
nych vektord. Poloha vektoru zavisi na case, je uréena smérovym thlem, ktery je argu-
mentem komplexniho ¢isla. Toto uziti komplexnich ¢isel je asté v elektrotechnice k vyja-

dfenti veli¢in sttidavého proudu.

12



7 Mz

Geometrickd interpretace komplexnich ¢isel a zptisob, jakym jsou komplexni ¢isla vytvo-
fena z Cisel redlnych, inspirovaly nékteré matematiky jednak k pokustiim o rozsifovani
oboru komplexnich ¢isel na vétsi ¢iselny obor, jednak k obecnéj$im tivaham o strukturdch
viceslozkovych ¢isel. Pozdéji se zrodila tzv. teorie hyperkomplexnich cisel a historie kvater-
nionii. Chceme-li zkoumat historii kvaternionf, je tfeba se vratit sto let pfed Hamiltona,
kterému je objev kvaternionti pfipisovan. Zdkladni myslenku kvaternionového nasobeni
totiZ znal uz Euler, ktery popsal skladani ¢tvefic realnych ¢isel odpovidajici ndsobeni kva-
ternionti. Hamilton publikoval roku 1837 préci, v niZ byla komplexni ¢isla a + bi repre-
zentovdna dvojicemi (a,b) redlnych &isel. V nasledujicich letech se opakované vracel k
problému nalézt rozumny vzorec pro ndsobeni trojic redlnych &isel (a, b, c), resp. trojsloz-
kovych &isel a + bi + cj. Zachoval pfirozenou definici pro jejich s¢itani, definici modulu
la + bi + cj| = a? + b? + ¢? a velké usili vénoval hledani vhodného vzorce pro ndsobeni
téchto trojslozkovych ¢isel, které by bylo distributivni vzhledem ke s¢itani a navic spl-
fiovalo zakon modulti. Stale mu vSak vychazely struktury, které obsahovaly netrividlni
délitele nuly, tj. nenulové prvky, jejichZ soucin je roven nule. V takovéto struktufe nelze
bez omezeni délit. Hamilton se tedy pokousel vytvorit ¢isla z bodt prostoru podobnym
zpusobem, jakym jsou z bodi roviny konstruovana ¢isla komplexni. V moment¢, kdy fe-
8il problém pro ¢tvetice a + bi + ¢j + dk, soucasné ho napadl vzorec pro ndsobeni ¢tyf

zékladnich jednotek 1,4, j, k :

ilil=k| =11 i

k|l k| j | =i -1

Hamilton tak roku 1843 sestrojil obor ¢tyfslozkovych hyperkomplexnich ¢isel

a + bi + cj + dk, ktery nazval kvaterniony. S vyjimkou komutativity ma nasobeni kvater-
niont vSechny rozumné vlastnosti: je asociativni, oboustranné distributivni vzhledem ke
s¢itani, existuje jednotkovy prvek a ke kazdému nenulovému kvaternionu

a = a + bi + cj + dk existuje inverzni kvaternion, ktery ma tvar

4 a—bi—cj—dk

a4 b+ d?

13



tj. kazdym nenulovym kvaternionem je moZno oboustranné d¢lit. Kvaterniony tedy tvori
nekomutativni téleso, které rozsifuje téleso ¢isel komplexnich. Kromé komutativity ndso-
beni v ném plati vSechny aritmetické zdkony, které zname z klasickych ¢&iselnych oborti.
Kvaternion & = a — bi — cj — dk se nazyva sdruZeny ke kvaternionu c, vyraz

la| = a® + b% + % + d? je tzv. modul kvaternionu «. Pro libovolné kvaterniony «, 3 je

Q
=
I
=l
9

|

o]
Q
Il
Q
o]
Il

a déle
lal - B8] = |a- 8]

I pro kvaterniony tedy plati zakon modulti.

Hamilton se domnival, Ze kvaterniony jsou systémem hyperkomplexnich ¢isel, ktery je
komplexnich éisel, ty se v8ak nenaplnily. Vyznam kvaternionti se vyznamu komplexnich
¢isel nevyrovnal, i kdyZ byly nalezeny vzorce vyjadfujici pomoci kvaterniont fadu jevii

v geometrii a ve fyzice.

Pomoci kvaternionti vSak Hamilton dospél k zakladtim vektorového poctu. Kvaternion
a = a + bi + ¢j + dk rozdélil na tzv. skaldrni ¢dst a, kterou nazval kratce skaldr a tzv.
vektorovou Cist, kterou nazval vektor; tu l1ze chapat jako vektor v trojrozmérném prostoru.
Pti s¢itani resp. od¢itani kvaternionti se scitaji resp. odéitaji nezdvisle na sobé skalarni
a vektorové casti. Pfi ndsobeni dvou skaldrnich kvaternionti dostaneme opét skalar, p¥i
nasobeni skaldrniho a vektorového kvaternionu ziskame skaldrni ndsobek vektoru. Ha-
milton tspésné aplikoval sviij vektorovy pocet ve fyzice. Vektorovymi rovnicemi vyjadfil
podminky rovnovéhy soustavy sil ptisobicich v danych bodech; pomoci vektorti popsal
jak polohu uvaZovanych bodi, tak velikost a smér plisobicich sil. Zavedl a vySettoval tzv.
vektorové pole, coZ je zobrazeni, které kazdému bodu prostoru pfifazuje urcity vektor. Dale
zavedl a pojmenoval diferencidlni operator nabla a pouZil jej k definici gradientu a skalar-
niho pole, ktery reprezentuje velikost a smér nejvétsiho piirtstku funkce. Brzy se ukazalo,
Ze pomoci kvaternionti 1ze efektivné popsat rotace trojrozmérného a ¢tyfrozmérného pro-
storu. Pomoci takového popisu rotaci se d4 ukazat, Ze sloZzeni dvou rotaci kolem os pro-

chazejicich pocatkem, je opét rotace kolem osy prochazejici pocatkem.

14



Kapitola 2

Zavedeni a zdkladni vlastnosti

komplexnich ¢isel

Cilem této kapitoly je zkoumat téleso komplexnich ¢isel, sezndmit s moZznymi zptisoby
z&pisu komplexnich ¢isel a provadénim operaci s nimi. Zavedeni komplexnich ¢isel v ma-
tematice naAm umoZnuje fesit problémy, které jsou v oboru redlnych ¢isel nefesitelné. Na-
ptiklad v oboru realnych ¢isel nelze urcit kofeny kvadratické rovnice se zapornym dis-
kriminantem, ani kofeny nékterych algebraickych rovnic vyssich fadd. P¥ikladem takové

ulohy je napfiklad hledani feSeni rovnice 2" —a = O pronsuddaa € R,a < 0.V této

kapitole bylo ¢erpano zejména z publikaci [2], [5], [10], [15], [1§].

Rovnice

z" —a=0,

kde a je libovolné nenulové realné ¢islo, n je libovolné kladné ptirozené &islo, se nazyva
binomicka.

Vime, Ze tato rovnice md pro kazdé nezdporné ¢islo a a kladné ptirozené ¢islo n v mnoziné
realnych ¢isel jediné nezdporné feSeni.

Snadno se ukédZe, Zze dand rovnice pro redlna ¢isla a < 0 a kladna suda pfirozena cisla n v
télese redlnych ¢isel feSeni nema.

Opravdu:

Pfedpoklddejme, Ze existuje takové realné ¢islo b, Ze je feSenim rovnice =" — a = 0, tj. Ze
plati b™ — a = 0. ProtoZe n je kladné sudé p¥irozené &islo, mtazeme psat n = 2k, k € Z™.

Polozime-li ¢ = b*, pak c # 0 (protoZe a # 0) a plati

a=b"=b* =2 A >0.
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To je ovSsem spor s predpokladem, Ze a < 0.

Nejjednodussi takova rovnice, kterd nemé realny kofen, je rovnice
2?+1=0.

Proto se pojem ¢isla rozsifi tim, Ze se téleso redlnych ¢isel vnoii do nového télesa, ve kte-
rém uz rovnice

2" —a=0

bude mit Fe$eni pro libovolné n € Z7, a € R\ {0}.

PoloZzme

C=RxR={(a,b);a,be R}
Dale definujme:
(V(a,b),(c,d) € C) (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) A(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Véta 2.1. Struktura (C,+, -) je komutationi téleso.
Diikaz.
1. (C,+) je abelovska grupa:

e Necht (a,b), (¢,d) € Cjsou libovolné prvky. Pak a,b,c,d € R, tj. a+c,b+d € R,
atedy (a + ¢, b+ d) = (a,b) + (¢, d) € Camnozina C je uzaviend vzhledem k

operaci ,+".

e Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,b) + (c,d)]+ (e, f) =(a+c,b+d)+ (e, f)=((a+c)+e, (b+d)+ f) =

= (a+(cte),b+(d+f)) = (a,0) +[(c+e) +(d+f)] = (a,0) + (¢, d) + (e, )],

tedy struktura (C, +) je asociativni.
e To, Ze je struktura (C, +) komutativni bychom ukéazali analogicky.

e Necht (a,b) € Cje libovolny prvek, (0,0) € C. Pak
(a,6) 4 (0,0) = (a +0,b+0) = (a,b),

coz znamend, ze (0, 0) je nulovy prvek (C, +).
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e Necht (a,b) € Cje libovolny prvek. Pak také (—a, —b) € C a plati
(a,b) + (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0),
coz znamena, ze (—a, —b) = —(a, b) je opaény prvek k prvku (a,b).
2. (C,) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem:

e Necht (a,b), (¢,d) € Cjsou libovolné prvky. Pak a,b,c,d € R, tj.
ac,bd,ad,bc € R, a tedy také ac — bd, ad + bc € R, neboli
(ac — bd,ad + bc) = (a,b) - (¢,d) € C a mnozina C je uzaviena vzhledem k
operaci ,,-”.

e Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,b) - (¢, d)] - (e, f) = (ac — bd, ad + be) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e) =
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee) =
= (a(ce — df) — b(de + cf), a(cf + de) + b(ce — df)) =
= (a,b) - (ce — df,cf + de) = (a,b) - [(c,d) - (e, f)],
tedy struktura (C, -) je asociativni.

e To, Ze je struktura (C, -) komutativni bychom ukéazali analogicky.

e Necht (a,b) € Cje libovolny prvek, (1,0) € C. Pak
(a,b) - (1,0) = (a — 0,0 +b) = (a,b),
coz znamena, Ze (1,0) je jednotkovy prvek v (C, -).
3. Struktura (C, +,-) je (+, -)- distributivni:

Necht (a,b), (c,d), (e, f) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(a,b) + (c,d)] - (e, f) = (a+c,b+d)- (e, f) =
=((a+c)e=(b+d)f,(a+c)f +(b+de) =
= (ae+ce —bf —df,af + cf + de + be) =

— (ae — bf,af +be) + (ce — df, cf +de) = (a,5) - (e, f) + (c,d) - (e, ),

coz znamend, Ze struktura (C, +, -) je (+, -)-distributivni.

Dokazali jsme tak, ze struktura (C, +, -) je komutativni okruh s jednotkovym prv-

kem.
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4. Zbyva ukazat, Ze ke kazdému nenulovému prvku z C existuje vzhledem k operaci

" v mnoziné C prvek inverzni:
Necht (a,b) € Cje libovolny prvek takovy, ze (a,b) # (0,0), tj.a # 0V b # 0.

Hledédme prvek (z,y) € C takovy, ze
(CL, b) : (.T,y) = (170)

Pak
(ax — by, ay + bzx) = (1,0), tj. axr —by =1 Aay + bz = 0.

Jestlize prvni rovnici vyndsobime —b a druhou a a obé rovnice sec¢teme, dostaneme

-b

a

)

Po dosazeni y do druhé rovnice méame

a

_ 2 2

Tedy ke kazdému prvku (a,b) € C\ {(0,0)} existuje v (C, -) prvek inverzni, tj.

(a,0)™" = <a2+b2’a2—|—b2) €C.

Véta 2.2. Teleso redlnijch cisel Ize izomorfné vnofit do télesa (C, +,-).

Diikaz. Necht
C' ={(a,b) € C; b=0} = {(2,0) € C; z € R}, C' C C.
Definujeme na mnoziné C’ restrikce operaci ,,+“ a ,,-“ takto:
(V(2,0),(,0) €C) (2,0)+ (y,0) = (x+5,0) A (2,0)-(y,0) = (y,0).

Struktura (C', +, -) je podstrukturou struktury (C, +, -).
Opravdu:

e () # C' C C, protoze napiiklad (0,0) € C’

o (V(2,0),(5,0)€C) (2,0) = (y,0) = (z —y,0) €
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o (V(2,0),(y,0) € C") (y,0) # (0,0),4.y #0:
(£,0) - (5.0) ™" = (2,0) - (;,o): (Zo)ec
Necht f : R — C’ je zobrazeni takové, ze
(Vz eR) f(z)=(z,0).
UkdZzeme, Ze f je izomorfismus (R, +,-) na (C/, +,) :

o Z definice je zfejmé, Ze zobrazeni f je surjekce.

o fje prosté zobrazeni (opravdu: necht =,y € R jsou libovolnd takova ¢isla, Ze

f(z) = f(y), pak (z,0) = (y,0), coz ovéem znamend, Ze z = y).
e Necht z, y jsou libovolné redlné &isla. Pak
fle+y)=(x+y,0)=(z+y,0+0) = (2,0) + (y,0) = f(z) + f(y)
flzy) = (2y,0) = (2,0) - (y,0) = f(x) - f(y)-

Tedy (R, +,-) = (C', +, ), zarovenr (C', +,-) C (C, +, -), to ovSem znameng, ze (R, +, ) Ize
izomorfné vnofit do (C, +, -).

O
Pozndmka. ProtoZe zobrazeni f : R — C' je izomorfismus, mtizeme ztotoZnit vzory a
obrazy, tj. mtiZeme psat

(Vx e R) x = (z,0).
Véta 2.3. Rovnice 22 + 1 = 0 je v télese (C, +, -) Fesitelnd.

Diikaz.
Nechtz € C, tj. z = (a,b) € C.
Podle vyse uvedené Pozndmky mtizeme psat 1 = (1,0) € C,0 = (0,0) € C, tj. dana
rovnice m4 tvar
(a,b)? + (1,0) = (0,0).
Protoze (C, +, -) je téleso, mame:
(a,b) - (a,b) = (—1,0), pak (a® — b%,2ab) = (—1,0), tedy a® — b* = —1 A 2ab = 0.

Z 2ab = 0 plyne, Ze a = 0 nebo b = 0.

e Kdyby bylo b = 0, pak by z a® — b* = —1 plynulo, Ze a®> = —1. Zaroveti ale a € R,

coZ neni mozné.
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e Tedy a = 0. To znamend, ze —b*> = —1, tj. b> = 1,aproto b = 1 nebo b = —1.

V télese (C, +, -) tedy existuji dva prvky (0, 1) a (0, —1), které jsou feSenim dané rovnice,
coz znamend, Ze rovnice 22 + 1 = 0je v (C, +, -) feSitelnd a ma prave dveé reseni.

O

Definice 2.1. Téleso (C, +, -), které obsahuje jako svou ¢ast podtéleso izomorfni s télesem
redlnych &sel a které obsahuje alesporti jeden koten rovnice 22 + 1 = 0, se nazyva téleso

komplexnich ¢isel a jeho prvky se nazyvaji komplexni ¢isla.

Komplexni ¢islo (0, 1) se znadi pismenem 7 a nazyvd se imagindrni jednotka.

Poznimka. Z definice s¢itani a nasobeni v télese C a z Poznamky za Vétou 2.2 plyne:
((I,b) = (a,O) + (07b) = ((1,0) + (b70) ’ (071) = (CL,O) + (b¢0) i=a+bi

Definice 2.2. Vyjadfeni komplexniho ¢isla z = (a,b) ve tvaru z = a + bi se nazyva alge-

braicky tvar komplexniho ¢isla z. Redlné ¢islo a se nazyva redlna ¢ast komplexniho ¢isla

2 ¥z

z, piseme Re z, redlné ¢islo b se nazyvd imagindrni ¢dst komplexniho ¢isla z, piSeme I'm z.
Je-li z = a+ bi komplexni ¢islo takové, Ze b # 0, pak fikdme, Ze &islo z je imaginarni kom-
plexni ¢islo. Pokud je navic a = 0, pak fikame, Ze ¢islo z je ryze imagindrni komplexni
¢islo.

Pozndmka. Z ptedchozich tivah bezprostfedné vyplyva nékolik dilezitych poznatki:

1. Pro imagindrni jednotku i plati

i2 =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

2. Z definice komplexnich ¢isel jako dvojic redlnych ¢isel a z definice rovnosti uspo-
fadanych dvojic redlnych ¢isel plyne, Ze dvé komplexni cisla v algebraickém tvaru se

rovnaji, pravé kdyzZ se rovnaji jejich redlné &isti a imagindrni Cdsti, tj.
a+bi=ct+dicsa=cNb=d.
3. Z definice operaci s¢itdni, od¢itani a ndsobeni komplexnich éisel plyne, Ze s¢itani a

nésobeni dvou komplexnich &isel v algebraickém tvaru se provadi stejnym zptiso-

bem jako s¢itani a nasobeni dvojélend (s vyuZitim toho, Ze i2 = —1), tj. plati

o (a+bi)E(c+di)=(atc)+ (bxd)i

o (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad + bc)i
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4. Z dtkazu Véty Vime, ze k libovolnému nenulovému komplexnimu ¢islu

z = a + bi existuje ¢islo inverzni

2_1_1_ a n —b a—bi
oz a2+ a2+ a2+ 02

Tedy v C mtiZeme délit nenulovym komplexnim ¢islem

a+ bi
c+ di

c—di  (a+ bi)(c— di)
C2+d2_ 02+d2

= (a+bi)- (c+di)™" = (a+bi)-

Pfiklad 2.1. Odvodte pravidlo pro vypocet mocniny ", kde 7 je imaginarni jednotka a

n € 7.

Reseni:

odtud plyne

Tedy pro kazdé n € Z plati:

=it = (M =41 0<g<4

Véta 2.4. Téleso komplexnich cisel (C, +, -) nelze usporadat.

Diikaz. V télese komplexnich ¢isel C neexistuje linedrni uspotfadéni < takové, aby platila
zékladni pocetni pravidla, na které jsme zvykli z mnoZziny realnych ¢isel. Tim mame na

mysli, aby pro kazdé z,v, w € C platilo:
1) z<v=>z4+w<v+w,
2) w>0,z<v=z-w<v-w.

Muselo by totiz potom platit, Ze i > 0 nebo —i > 0, coz by znamenalo, Ze i* > 0 a také
i* > 0. Dostali bychom pak —1 > 0 a sou¢asné 1 > 0, coz neni mozné.

O

Definice 2.3. Necht je dano komplexni ¢islo z = a + bi. Pak komplexni ¢islo Z = a — bi se

nazyva ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.
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Véta 2.5. Necht z a v jsou libovolnd komplexni &isla. Pak plati:

N
w1
N—
/N
SHEN
N—
I
SRS
S
N
o

(6) z+Z=2Rez
(7) z—z=2Imzi
(8) 2z = (Rez)?+ (Imz)*

Diikaz. Necht z = a + bi, v = ¢ + di € Cjsou libovolné. Pak

(1) z4v=a+bi+c+di=a+c+ (b+d)i=a+c—(b+d)i = (a—bi)+(c—di) =Z+0v

(2) z—v=a+bi—c—di=a—c+ (b—d)i=a—c—(b—d)i = (a—bi)—(c—di) =Z—0

(3) zv = (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + cb)i = (ac — bd) — (ad + cb)i

zZ-v=(a+bi) (c+di) = (a—bi)(c—di) = (ac — bd) + (—ad — cb)i =
= (ac — bd) — (ad + cb)i,
tedyzo=%2-70

(4) Opakovanym vyuZitim tvrzeni (3) proz =van € Z*.

(5) Vyuzijeme Poznamku 4. za Definici[2.2]

@: <a+bi> — (a+bi) c—di _ ((a—l—bi)(c—di)) _

v c+di [ c? + d?
B <ac+bd+(cb—ad)z’) _ac+bd — (cb — ad)i
B c? + d? B 2 +d?

Z (a+bi) a—bi (a—bi)(c+di) ac+bd+ (ad—cb)i
%_m_c—di_ 2+ d? N 2 + d? N
_ac+bd — (cb— ad)i
N c2 + d? ’
tedy (3) =3
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(6) z+zZ=(a+0bi)+ (a—bi)=2a=2Rez
(7) z—zZ=(a+bi) — (a—bi)=2bi =2Imzi
(8) 2z = (a+bi)(a—bi) = a® + b* = (Rez)? + (Im z)2.
O
Definice 2.4. Necht z = a + bi je libovolné komplexni ¢islo. Nezdporné redlné ¢islo

V2z = Va2 + b2

se nazyva absolutni hodnota komplexntho ¢isla z a znadi se |z|.

7 Mz

Komplexni ¢islo s takové, Ze |s| = 1, se nazyvd komplexni jednotka.
Véta 2.6. Necht z, v jsou libovolnd komplexni ¢isla. Pak plati

(1) |2]=0&2=0

2) el =1 === [

(3) 2+ vl <[z + [v]

(4) [2-0] = [2] - [v|

0 [ oo

(6) |z = v = [2] = [v]

(7) |2> =2z
1 z z
§) —= == 0
(8) z 2z 2| 27
Diikaz.

(1) Tvrzenije ziejmé.
(2) Necht z = a + bi, potom —z = —a — bi a Z = a — bi. Dostavame
|z] = Va? + b?

=2l = V(a2 + (0P = Va2 + 12 = |4
Z| = Va? + (=b)? =Va? + b2 = |7|
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(3) Toto tvrzeni dokdZeme sporem. Necht z = a + bi, v = ¢ + di. Dale pfedpoklddejme,
ve |2+ 0] > |2| + o], pak

Va+e)2+b+d?> Va2 +02+/e+ d2

ProtoZe na obou strandch nerovnosti jsou nezapornd redlna ¢isla, mtizeme obé strany

umocnit. Dostavame

(a+c)?+0+d?>a>+0+2- Va2 +02- VAR + &2+ +d°

2 +2ac+ A+ +2d+d>>a?+02+2- Va2 +b2- VR +d2+ A+ &

2. (ac+bd) >2- Va2 + b2 /2 + d
Po vykraceni obou stran dvéma a umocnéni médme
a?c? 4 2abed + V2d® > > + a*d® + v + b2 d?
Pak
0 > a?c? — 2abed — b?d?, tj.
0 > (ac — bd)?
a to je spor s tim, Ze pro (Vo € R) 22 > 0.

7 Xz

(4) Necht z = a + bi, v = ¢ + di jsou libovolna komplexni ¢isla. Pak je

|z v] = [(a+bi) - (c+di)| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = \/(ac — bd)% + (ad + be)? =

= Va2 + 022 + a2d? + 022 = /a2 (2 + d2) + b2 (2 + d2) = /(a2 + b2) (2 + d2) =

= Va2 + b2+ d? =]z |ul.

(5) Necht v # 0. Pak s vyuzitim tvrzeni (4) mame

z z

ol
v

(% (%

a’tedyM = ‘E‘
v

|v]

(6) Diikaz analogicky (3).

(7) a (8) jsou ziejmé.

24



Pozndamka.

(1) n—ta mocnina komplexniho ¢isla z pro n € N se definuje stejné, jako n—t4 mocnina

redlného d&isla:

n

o 2" =z-2---z prokazdéz € C,n € Z*
S

n

o :0=1prokazdéz e C,z #0

1
e 27 "= — prokazdé z € C,z # 0,n € Z*
z

(2) Na zakladé komutativnosti a asociativnosti s¢itdni a ndsobeni komplexnich ¢isel 1ze
ukdazat, Ze pro mocniny komplexnich ¢isel s celociselnymi exponenty plati stejnd

pravidla jako pro mocniny ¢isel redlnych.

Pro libovolna komplexni ¢isla z, 21, 22 a vSechna celd ¢isla n, m plati

2 g = (21 - 22)" = 21 - 25, (M) =M
Zn' n _ ﬁ " m. . n _ .m—n
1z =7 , 22 #0 2Tt =" 2 #£ 0.
2

2.1 Geometricky model télesa komplexnich ¢isel

Na pfelomu 18. a 19. stoleti dospél Carl Friedrich Gauss ke geometrickym pfedstavdam o

komplexnich ¢isel jako bodech roviny, proto se pozdéji ujal termin Gaussova rovina.

Definice 2.5. Rovina komplexnich ¢isel neboli Gaussova rovina je rovina, jejiz body po-

vazujeme za obrazy komplexnich éisel.

(1) Gaussovu rovinu si pfedstavujeme takto:

e V dané roviné mame zvoleny dvé navzdjem kolmé osy z, y redlnych ¢isel.

e Osa x se nazyva redlna osa, osa y se nazyva imagindrni osa. Jejich prtsecik se

nazyva pociatek a oznacuje se jako bod P.

7 Xz

(2) Kazdé komplexni ¢islo z = (a,b) = a + bi je zndzornéno jako bod o soufadnicich
[a, b]. Pfitom kazdému komplexnimu ¢&islu je uvedenym zptisobem piifazen prave
jeden bod Gaussovy roviny a naopak, kazdému bodu Gaussovy roviny odpovida

jediné komplexni &islo.
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(3) Protoze vzdalenost obrazu redlného ¢isla a od pocatku je |a| a vzdalenost obrazu
ryze imaginarniho ¢isla bi od pocatku je |b], tak z geometrického zndzornéni ¢isla
z = a+bivyplyvé na zakladé Pythagorovy véty, Ze vzdalenost obrazu ¢éisla z = a+bi

od pocétku je rovna

V0P +b]? = Va2 + 2 = |z].

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla je tedy rovna vzddlenosti jeho obrazu v Gaus-

sové roviné od pocatku soustavy soufadnic.
(4) Necht z = a + bi je komplexni ¢islo, pak

e Obrazem opac¢ného ¢isla —z = —a — bi je bod B soumérné sdruZeny podle

pocétku s obrazem A &isla z

e Obrazem komplexné sdruzeného ¢isla Z = a — bi je bod C soumérné sdruzeny

s obrazem A &isla z podle realné osy.
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(5) Spojnice pocatku P s obrazem Z komplexniho &isla z = a + bi, z # 0, se nazyva
pravodic¢ nebo také polohovy vektor (s po¢atkem v bodé P a s koncem v obrazu

isla z, tj. v bodé Z) ajeho délka je |z|.

b Zla,b]

i

Komplexni ¢isla tedy mtizeme zndzorriovat nejenom jako body v Gaussové roving,
ale také jako vektory, kde poc¢ate¢ni bod je v pocatku soustavy soutfadnic P a kon-

covy bod je obrazem komplexniho &isla.

(6) Orientovany thel ¢ s po¢ate¢nim ramenem v kladné ¢asti redlné poloosy a s konco-
vym ramenem v privodici se nazyvd argument (neboli amplituda) komplexniho

¢isla z = a + bi, piSeme Arg ¢ (Am ¢).
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f 3 y
Zla,b)
___________ b
el
e k)
a P T

7 Yz

e Necht z = a + bi je komplexni ¢islo. Bod Z = [a,b] # P mtzeme v Gaussové
roviné jednozna¢né urcit pomoci jeho vzdélenosti |z| od pocatku P soufadné

soustavy a velikosti orientovaného thlu ¢.

s Yo

e Ma-li komplexni ¢éislo z # 0 argument ¢, pak ma téZ argument ¢ + k - 27, kde
k je libovolné celé ¢islo. Zfejmé tedy argument neni definovan jednoznacné.
Omezime-li se napt. na interval 0 < ¢ < 27, pak ovSem argument jednoznacné

urcen je.

2.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

br------

©
P
v
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Z obréazku jde vidét, Ze pro komplexni ¢islo z = a + bi plati:

Tedy

kde

sing = —, cos p = i.
2] 2|
b= |z|sin ¢, a = |z| cos g,

z =a+ bi = |z|(cosp + isinp),

p=Argz

Definice 2.6. Zapis nenulového komplexniho ¢isla z ve tvaru

z = |z|(cos ¢ + isin )

se nazyva goniometricky tvar komplexniho ¢isla z.

Poznamka.

1.

Dvé komplexni ¢isla vyjadiena v goniometrickém tvaru se rovnaji, pravé kdyz se

rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se lisio k - 2, k € Z.
Opravdu:

Necht

z1 = |z1](cos p1 + isingy)
29 = |z2|(cos p2 + isingy).
MitiZeme se omezit pouze na nenulovd komplexni ¢isla.

=" Je-li z1 = 2z, musi se rovnat redlné a imaginarni ¢asti obou komplexnich &isel,

tj. musi platit
21| cos 1 = [22|cospa @  |z1|sinpy = |z2]singp,. (2.1)
Obé rovnice umocnime a se¢teme. Dostaneme
|21]%(cos? @1 + sin? @1) = |20|?(cos? @a + sin? )

a to znamena |21|? = |22/|?. Protoze absolutni hodnoty z &sel z1, 22 jsou nezdporna

realnd ¢isla, tak |z1| = |22

ProtoZe z1, zp # 0, miiZeme obé strany rovnosti (2.1)) vydélit &islem |z;| = |22].
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Dostaneme

COSp] =COSpy a sinp = sin ps. (2.2)

cos 1 = cos o plati, je-li p1 = @2 + 2km nebo p1 = —¢s + 2k7, k € Z. Kdyby platil
vztah @1 = —p9 + 2k7, dostaneme dosazenim do rovnice (2.2
sin(—gz + 2km) = sin po. Protoze sin(—yy + 2km) = — sin @9, plyne odtud

— sin 9 = sin ¢y. To v8ak plati jen pro sin s = 0, tj. p2 = nm,n € Z.
Potom p; = —nm + 2kn = nw + 2 - (k —n)m = @2 + 2ki7, k1 € Z.
Plati tedy i potom 1 = @2 + 2k 7.

=" Jestlize |z1| = |z2| a li$i-li se argumenty &isel z1, 22 jen o cely ndsobek 27, pak

ovsem také cos 1 = cos p2 a sin ¢ = sin s.

Pak z1 = |z1](cos p1 +isin 1) = |22|(cos g + isin ps) = 29.

. Komplexni ¢islo z je komplexni jednotkou, praveé kdyZz z = cos ¢ + isin ¢.
Opravdu:

,="Je-li z = |z|(cos ¢ + isin ¢) komplexni jednotka, pak |z| = 1, a tedy

z = cos + tsin .

=" Jestlize z = cos p+isin g, pak |z| = Vcos2 o+ isin?p = ladislo z je komplexni

jednotka.

. MnoZina obrazt v8ech komplexnich jednotek vyplni v Gaussové roviné jednotko-

vou kruznici se sttedem v pocatku.

. Pomoci zédpisu komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru se snadno vyjadii soucin

a podil komplexnich ¢isel. Pro dana nenulova komplexni ¢éisla

z = |z|(cos p1 +isinp1), v = |v|(cos @z + isin p2)
plati
(1)
z-v = [2] - [v|(cos(p1 + pa) +isin(p1 + ¢2))
(2)
2 = 12 contior = ) +isintir — )

30



Opravdu:

Vyuzijeme zndamé goniometrické vzorce
cos(x 4+ y) =cosx - cosy —sinzx - siny

sin(z + y) = sinz - cosy + cosz - siny

Tedy
(1)
z-v=|z||v|(cos gy + isin p1)(cos g + isin ps) =
=|z| - |v| ((cos 1 COS g — sin 1 sin @y) + i(cos @1 sin o + sin @1 cos 902)):
= 2] - [o] (cos(or + @2) + isin(or + 22)
(2)

z  |z| cospr+ising; cos@a —isin s

v |v] cosgs +isings cospg —isin g
|z]  (cos @1 cos g + sin g sin @g) 4 i(sin 1 cos Yz — sin g cos 1)

] cos? o + sin? g
z| cos(p1 — w2) +isin(p; — Y2 z .
— \v‘ . ( ) : ( ) = u(cos(gol — 2) +isin(¢r — cpg))

2.3 Moivreova véta

Véta 2.7. Moivreova

2 vr

Necht z = |z|(cos ¢ + isin ). Pak pro kaZdé celé ¢islo n plati
2" = |z|" - (cos(nyp) + isin(ng)).
Diikaz.

1. Necht nejprve n € Z*. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci vzhledem k n.

(a) pron = 1tvrzeni evidentné plati.
(b) Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna ptirozena ¢islam, 2 < m < n—1.
DokéaZeme nyni dané tvrzeni pro pfirozené ¢islo n.

PouZijeme-li postupné definici mocniny, indukéni pfedpoklad a souctové vzorce

pro sinus a kosinus, dostavame
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2" =z 2"t = |z|(cos p +ising) - |2|"Hcos(n — 1)@ +isin(n — 1)) =
= |z|"[cos ¢ cos(n—1)p—sin psin(n—1)p-+i(cos g sin(n—1)p+sinpcos(n—1)p)] =

= |z|" - (cos(ngp) + isin(ny)).
2. Pron = 0 mame
22 =1=1-(cos0+isin0) = |z]°(cos(0 - @) +isin(0- p)).

3. Necht tedy nakonec n € Z~. Vyuzijeme toho, Ze —n € Z™" a Ze tvrzeni podle 1. plati

pro libovolna kladnd pfirozend ¢isla. Pak

R 1 e 1 B
oz |27 (cos(—nyp) +isin(—nyp)) (cos(—nyp) +isin(—nyp))
P 1 ~(cos(ny) + isin(ny)) g (cos(ny) +isin(ny))

(cos(ny) —isin(np)) (cos(ny) + isin(ny)) (cos2(ngp) + sin®(nyp))

= |z|" - (cos(nep) + isin(ny)).

0

Pozndmka. Dosadime-li do Véty2.7n = —1, dostaneme

1

1
2T === =R (cos(—p) + i - sin(—p)) = |2| 7! - (cosp —ising), z # 0.
z

N

Véta 2.8. Pro kazdé celé ¢islo n plati
(cos @ + ising)™ = (cos(np) + isin(ny)).

Pfiklad 2.2. Uzitim Véty 2.8 vyjadtete sin 4z a cos 4z pomoci mocnin sin x a cos .

Reseni: Podle Véty[2.8/je

(cosx + isinz)*

= cos4dx + ¢sindx,
podle binomické véty je

3xsinx — 6cos® xsin?z — 4icoszsin® x + sin’ z.

(cosz + isinz)* = cos?a + 4icos
Porovnanim redlnych ¢asti pravych stran obou rovnosti dostaneme
cosda = cos* x — 6 cos® rsin? x 4 sin 2
a porovnanim ¢asti imaginarnich

sin 4z = 4 cos® sinz — 4 cos x sin® z.
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2.4 Geometricka interpretace operaci s komplexnimi ¢isly

Komplexni ¢isla miizeme znazorniovat nejenom jako body Gaussovy roviny, ale také jako
vektory. Geometrické zndzornéni komplexnich ¢isel pomoci polohovych vektorti je vy-
hodné pfi zndzorfiovani operaci mezi komplexnimi ¢isly.

V nésledujicich tivahach si postupné ukdZeme, jak aritmetickym operacim s komplexnimi
¢isly odpovidaji pfislusné operace s vektory.

Necht obrazem komplexniho ¢isla z = a + bi je bod A, obrazem komplexniho ¢isla

v =c+dijebod B.

e Obrazem souctu téchto komplexnich ¢isel, tj. obrazem ¢isla z + v, je bod

S = [a+ ¢, b+ d], nebot
z4+v=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

e Posuneme-li celou rovinu tak, aby bod leZici v poc¢atku pfesel do bodu o soufadni-
cich ¢, d (a ponechdme-li pfitom soustavu soufadnic beze zmény), zvétsi se soufad-
nice = bodu [z, y] o ¢ a soufadnice y o d, takze bod [z, y] pfejde timto posunutim do

bodu [z + ¢,y + d].

Muzeme tedy Fici, Ze obraz souctu z + v, jimz je bod S = [a + ¢, b + d], vznikne z
obrazu ¢isla z, jimz je bod A = [a, b], takovym posunutim, které pievadi pocatek P
v obraz ¢isla v, jimz je bod B = [c, d]. Protoze s¢itani komplexnich ¢isel je komuta-

tivni, mGzeme také fici, Ze obraz souctu z 4 v dostaneme z obrazu ¢isla v takovym

posunutim, které pievadi pocatek P v obraz ¢isla z.

e Obraz Z rozdilu z — v komplexnich &isel z, v je totozny s obrazem souctu z + (—v).
Tento bod vznikne z obrazu ¢isla z, tj. bodu A, posunutim, které prevadi pocéatek do

obrazu ¢isla —v (a také obraz ¢isla v do pocatku).

Tedy

e Pricteni komplexniho ¢isla v ke komplexnimu ¢islu z, se geometricky interpretuje

jako posunuti vektoru 2’ o polohovy vektor v.

e Odecteni komplexniho ¢isla v od komplexniho éisla z, se geometricky interpretuje

jako posunuti vektoru Z o polohovy vektor —.

Véta 2.9. V Gaussové roviné je vzdilenost obrazii By, By dvou komplexnich Cisel zy, zp rovna

absolutni hodnoté jejich rozdilu, tedy plati
d(Bl,BQ) = |2’1 — Z9|.
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Diikaz.

Necht z1 = a + bi, 22 = ¢ + di jsou libovolna komplexni ¢isla, By, Bs jsou jejich obrazy v

Gaussove roviné.

d

Pak

o 21 —zm=a+bi—c—di=(a—c)+ (b—d)i tedy |21 — 22| = \/(a — )2 + (b— d)?

e By =a,b], By = [c,d],tedy d(B1, B2) = \/(a — )2+ (d —b)2 = \/(a — )2 + (b— d)2.
O

Véta 2.10. Necht u = cos ¢ + i sin ¢ je komplexni jednotka a necht S je zobrazeni C — C takové,

ze

(Vz € C) S(z) = uz.

Zobrazeni S se v Gaussové roviné geometricky interpretuje jako shodné zobrazeni se samodruznym
bodem v pocitku P.
Je-li u # 1, md zobrazeni jediny samodruznij bod a je to tedy otocent kolem tohoto bodu (pocdtku).

Uhel otocent je roven ¢, coZ je amplituda komplexni jednotky u.

Diikaz.

e Necht body B, Bz jsou obrazy komplexnich ¢isel z1, zo v Gaussové roviné, necht
komplexni ¢isla S(z1), S(z2) jsou obrazy &isel z1, zo v zobrazeni S a nakonec necht

body Bj, Bj jsou obrazy komplexnich &isel S(z1), S(z2) v Gaussové roving.

Pak podle Véty2.9]a podle definice zobrazeni S mame

d(By, By) = [S(21) — S(22)| = |uz1 — uza| = |u||z1 — 22| = |21 — 22| = d(By, Ba).

Zobrazeni S (pfesnéji jeho geometricka interpretace) zachovava vzdélenost, a tedy

je to shodné zobrazeni.
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e Pfi hleddni samodruZnych bodt uvaZujeme vSechna komplexni ¢isla z takova, Ze
S(z) = z. To znamend, Ze uz = z, neboli Ze uz — z = z(u — 1) = 0, zaroveni podle
predpokladu je u # 1, tedy mame jedinou moZznost a to z = 0. To znamen4, Ze pro
komplexni jednotku u # 1 je jedinym samodruZznym bodem obraz komplexniho

¢isla 0, tj. pocatek P.

e Shodné zobrazeni s jedinym samodruZznym bodem je oto¢eni okolo tohoto bodu, tj.

pocatku.

e Obrazem ¢isla 1 v zobrazeni S je ¢islo S(1) = u- 1 = u, tj. ¢islo u. Je proto amplituda

¢ komplexni jednotky « rovna thlu tohoto otoceni.

0

Disledek 1: Necht u = cos ¢+ sin ¢ je komplexni jednotka a necht S je zobrazeni C — C
takové, ze

(VzeC) S(z)=uz.

7 Xz

Pak obrazem kazdého komplexniho ¢isla z, z # 0, v zobrazeni S je komplexni ¢islo uz,
které ma stejnou absolutni hodnotu jako ¢islo z a jehoZ amplituda je o thel ¢ vétsi, nez je
amplituda ¢isla z.

Disledek 2 (Moivretiv vzorec): Soucin dvou komplexnich jednotek s amplitudami ¢, 2

je komplexni jednotka s amplitudou ¢ = 1 + ¥, j.
(cosp1 +isinpy) - (cos gy + ising) = cos(py + p2) + isin(p1 + ¢2).
Véta 2.11. Necht a je libovolné nenulové redlné cislo, necht H je zobrazeni C — C takové, Ze
(V2€C) H(z) =az.
Pak
(1) Je-li a > 0, zachovidvd zobrazeni H amplitudu komplexniho Cisla, tj.

(VzeC) 2z#0= ArgH(z) = Arg z.

(2) Je-lia < 0, plati
(VzeC) 2z#0= ArgH(z) = Argz+ .

(3) (Vz2€C) [H(2)| = la] - |z,

(4) V Gaussové roviné se zobrazeni H interpretuje jako stejnolehlost se stiedem v pocitku P a

koeficientem stejnolehlosti a.
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Diikaz.
(1) Necht z = |z|(cos p +isinp), nechta € R, a > 0. Pak @ = |a|(cos0 + isin0) a
H(z) = az = |a|](cos 0+ isin0) - |z|(cos ¢ + isinp) = |a| - |z|(cos ¢ + isin p),

tedy
ArgH(z) = Arg z.

(2) Necht z = |z|(cos¢ + isinp), necht a € R,a < 0. Pak a = |a|(cosm + isin7) a
H(z) =az = |z|(cos p+ising)-|a|(cosT+isinm) = |a|-|z|(cos(¢+m)+isin(p+7)),

tedy
ArgH(z) = Argz + 7.

(3) (V=€ C) [H(2)| = |az| = |a] - |z].

7 ¥z

(4) Necht z = u + vi je libovolné komplexni ¢islo a bod A je jeho obraz v Gaussové
roviné, necht komplexni ¢islo H(z) = az = (au) + (av)i je obraz ¢isla z v zobrazeni

H abod A’ je obraz ¢isla H(z) v Gaussoveé roviné.

o Je-lia > 0, pak Arg H(z) = Argz, a tedy body P, A, A" lezi v téze pfimce a
plati

d(PA') = |H(z) - 0| = [H(2)| = laz| = |a - |2] = |a| -]z — 0] = || - d(PA).

A'(H(z))

av

e Je-lia < 0,pak Arg H(z) = Argz + 7, a tedy body P, A, A’ lezi v téze pFimce,

bod A’ lezi na polopiimce opacné k polopfimce PA, a plati
d(PA") = [H(2) = 0| = [H(2)| = |az| = |a| - |2[ = |a - |z = 0] = |a| - d(PA).
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To ovSem znamena, Ze zobrazeni H (resp. jeho geometricka interpretace) je stejno-

lehlost se sttedem v poc¢atku P a koeficientem stejnolehlosti a.

O

Véta 2.12. Necht v je libovolné nenulové komplexni ¢islo. Potom se zobrazeni T : C — C, defino-
vané

(V2 e C) T(z)=wvz,
v Gaussové roviné interpretuje jako podobné zobrazeni, které se di sloZit z otocent okolo pocatku s
1thlem otoceni shodnyym s amplitudou Cisla v a ze stejnolehlosti se stiedem v pocitku a koeficientem

stejnolehlosti rovnym cislu |v|.

Diikaz.
(VzG(C),T(z):Umz:ﬁ-M-z,

kde ’Z—‘ je komplexni jednotka a |v| je nenulové redlné ¢islo.
2.5 Exponencidlni tvar komplexniho ¢isla

1. Kazdou redlnou funkci y = f(z), kterd je v nékterém bodé = = a spojitd a ma v

tomto bodé derivace vSech ¥ad1, 1ze rozvinout v Taylorovu fadu

f(z) = f(a) + T -(x—a)+f2(!a)-(:U—a)2+f3(!a>.(x_a)3+...

2. Specidlné pro a = 0 a pro funkce sin z, cos x, e” dostdvame

i . x3 x° 7
TR T TR
—1 :132 l’4 1'6
cosT=lTgrtw Te

T 5132 .%'3 .%'4 1'5

x— — — — — — )
e TR TR TR T i

3. Pak
.%'2 .1‘4 .’E6 $3 fL'5 .’IJ7
cosa:+isin$:(1—5%—]—a+---)+i<m—§+ﬁ—ﬁ+~-):
:1+i~f!+i2-§+i3-§+i4~ﬁ+i5-§+---:
: T E.
_1 +(Z13!C) +(Z;c!) (Z;U!) (Zi?!) +(Z;) Y
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4. Rovnost

cosx + isinz = e
se nazyva Eulertv vzorec.

5. Pro libovolné komplexni ¢islo z = |z|(cos ¢ + isin ¢) uzitim Eulerova vzorce dosta-
vame vztah
z=|z|-€e"¥,

coZ je exponencidlni tvar komplexniho ¢isla z.

Pozndmka. Vyjadfeni komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru lze spojit s vyjadfenim

komplexniho ¢isla v exponencidlnim tvaru.
1. €% =cosp +ising, p €R
2. e7% =cosp —isiny, ¢ € R.

Déle pro libovolna dvé komplexni &isla z = |z|- €™, v = |v] - ¢! zapsand v exponencidlnim

tvaru a pro ¢, 0 € R plati

1. z-v=|z| |v] - €¥t9)

2‘ - = M.e“%ﬁf(s% U#O
v vl
3. e =1
4. 7% = L
e

5. Arg(e?) = ¢

2.6 Binomické rovnice

Definice 2.7. Rovnice tvaru

n

2" —a=0, n€Z" acC,a#0, (2.3)

se nazyva binomickd rovnice. Jeji feSeni se nazyvaji n—té odmocniny z komplexniho

disla a a piSeme {/a.
Pozndmka. Pro a = 0 md tato rovnice ziejmé jediné feSeni, a to z = 0.

Véta 2.13. Binomickd rovnice

" —a=0

md v mnoZiné komplexnich cisel pravé n navzdjem riiznijch fesent.
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Diikaz. Lze nalézt naptiklad v .

Pozndamka.
UkéaZeme, jak 1ze nalézt feSeni dané rovnice.

7 Xz

Komplexni ¢islo a vyjadiime v goniometrickém tvaru, tj.

a = |a|(cosa+isina),0 < a < 2. Necht komplexni ¢islo z je koFenem rovnice 2" —a = 0.
Také ¢islo x vyjadiime v goniometrickém tvaru, tj.

x = |z|(cosp +ising),0 > ¢ > 2.

Podle Véty 2.7 pak mame
|z|" (cos ny + isinny) = |a|(cos o + isin av).

Porovnanim absolutnich hodnot a amplitud obou komplexnich ¢isel mdme

o [z[" = la| = [z = {/la|

o+ 2km
n )

e np=a+2kr=¢p= ke Z.

Tedy

2k 2k
xk:W@osiOH_ 7T+z’sinioé+ 7T), ke Z.
n n

(a) Dosazenim se snadno piesvédcime, Ze ¢isla z, jsou kofeny dané rovnice pro libovolné
celé ¢islo k.

(b) Uvazujeme-li cela ¢isla k a k + n, pak

a+2n(k+n) (a—|—2k’7r+2> a+ 2km
——————= =cos| —— + 27 )= cos ———

cos
n n
a
. a+2r(k+mn) a4+ 2kw a4+ 2km
sm—:sm<7+27r>:sm7.
n n n

Je tedy zfejmé, Ze se nékterd feSeni opakuji.

Volime-li napt. k£ = 0,1,2,...,n — 1, pak dostdvame pravé n navzajem rtiznych feSeni.
Pozndimka.

1. Reseni

2k 2k
£ = n/‘a’<cosu +isinu>, k=0,1,2,...,n—1
n n

rovnice 2" — a = 0 nazyvdme komplexni n-té odmocniny z komplexniho ¢isla a.

2. Obrazy kofenti rovnice 2" — a = 0 tvoii v Gaussové roviné vrcholy pravidelného

n—uhelnika vepsaného do kruznice se sttedem v poc¢atku a polomérem {/|al.
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Opravdu:

2k 2k
e Vsechny kofeny zj, = {/|al - (cos ot kT + isin u)’
n n

k=0,1,2,...,n—1 dané rovnice maji stejnou vzdalenost {/|a| od pocatku, tedy

obrazy téchto kofenti lezi na kruZnici se sttedem v pocatku P a polomérem

o/l

2
e Argumenty sousednich kofenti se 1isi vzdy o -,
n
Argxg = ¢
n
2 2
Argx1:a+ T2,
n non
4 2
Argxo = atin =242
n n n
at+n-1)r « 2m
P S L4
n n n

To ovSem znamend, Ze polohové vektory obrazti kofenti rovnice déli thel 27

pravé na n stejnych ¢asti.

X3 n

Vial X

2 Xn—1

Zdroj:

Dusledek 1: Rovnice 2" —1 = 0 ma v mnoZiné komplexnich ¢isel pravé n rtiznych kotend,

které lze zapsat ve tvaru

2k 2k
Ty = (COS—W—I—isin—W), k=0,1,2,...,.n — 1.
n n
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Dusledek 2: Obrazy kofenti rovnice ™ — 1 = 0 tvoti v Gaussové roviné vrcholy pravidel-

ného n—thelnika vepsaného do jednotkové kruznice se stfedem v pocatku.

Poznimka.
1. Je ztejmé, zeje-li G = {z € C; 2" — 1 =0, n € Z1}, pak (G, -) je abelovské grupa.

2. Necht

2 2
xlzcos—ﬂ—kisini, k=1
n n

je kofenem binomické rovnice z" — 1 = 0. Pak podle Véty 2.7]je také

2k 2k
a:’f:cos—w—i—isin—7T =xr, k=0,1,...,n—1,
n n

kofenem této rovnice.

Plati tedy
0 1 2 n—1
o = Iy, Tl = T, T2 = Ty -eey Tn—1 :xl s

a tedy (G, -) je cyklickd grupa generovand prvkem x;.

X3 X2
2m

X4 2T . |, 2®W

o 2n X1=cos—+isin—

n n

n

2m
n

21

21 Xn—-1

Xn—-2

Zdroj: [E[]

2.7 Kvadratické rovnice

Véta 2.14. Kazdi algebraickd rovnice s komplexnimi koeficienty md v C alespori jeden koten.

Diikaz. Lze nalézt napifiklad v [|§]] na strané 354.
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Véta 2.15. KaZdi algebraickd rovnice 2. stupné je v C Fesitelnd.

Dtikaz plyne z predchozi Véty.

Necht je dana kvadraticka rovnice
ar? +ax4+ay =0, ag,ar,as € C,ag#D0.

Vime, Ze pro kofeny dané rovnice plati znamé vztahy

2a0 2&0 2a0 20,0

o Vi —dagsr VD (2.4)

T, = —

kde D = a% —4apas je diskriminant dané kvadratické rovnice.
(I) Uvazujme nejprve rovnici
apr’ +aiz+as =0, kde ag,a1,as €R, ag # 0.
Pak plati

(1) rovnice md jeden dvojnasobny redlny kofen, pravé kdyz D = 0
(2) jestlize D > 0, pak ma rovnice dva rtizné redlné kofeny
(3) jestlize D < 0, pak ma rovnice dva imagindrni komplexné sdruzené koteny.

Diikaz.

(1) Dtikaz tvrzeni plyne ze vztahii (2.4).

(2) Protoze dand rovnice ma redlné koeficienty, je D € R. Pfedpokladejme nyni,
ze D > 0. Podle definice druhé odmocniny redlného ¢isla existuje jednoznacéné

urcend v D a zdrovenn v D > 0. Pak jsou ovSem ¢isla vV D a —v' D navzdjem

_m VD a_ VD

+—azrg=— — 5 dané rovnice

rtizn4, a tedy také kofeny z; =
y Y= T T 2 240

jsou rtizné.

(3) Predpoklddejme, ze D < 0,D € R. Pak v D = +1i+/|D|, a tedy kofeny
l + LVID| a @ V1D dané rovnice jsou imaginarni
€T = - €T _— e —
! 2a0 2 ! 2a0 2 J &

komplexné sdruZené kofeny.

Pozndmka.

Opravdu: Je-li D < 0, D € R pak
D = |D| <cos7r + isinw)
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(vVD), \/@(cosg +z’sing) =+/|D|-i
(VD)y = ]D\(cos gﬂ—i—isin ;w>: —/|D| -i

Tedy

(II) Necht nyni

apx® + a1 +as =0, ag,a1,as € C, ag # 0.
Pro diskriminant D této rovnice mtiZe nastat praveé jedna ze dvou moZnosti:

(1) Jestlize D € R, pak plati
e je-li D = 0, rovnice mé v C dvojnasobny kofen
e je-li D # 0, rovnice mé v C dva rtzné koreny.

(2) Predpoklddejme déle, ze D € C\ R, tedy D = a +bi, a,beR,b#0.
Chceme-li danou rovnici vytesit, musime nalézt /D = v/a + bi.
MtiZeme postupovat dvéma zptisoby
(a) Algebraicky.

Nalezneme realna ¢isla u, v tak, ze
va+bi =u+ vi.
Po umocnéni obou stran dostaneme
a+ bi = u® — v? + 2uwi.
Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti obou ¢isel dostaneme
a=u—v? = 2uw. (2.5)

Z toho plyne
0=+ (—v?), —%zﬁ — 2(—0?). (2.6)

2
Tedy &isla u?, —v? vyhovuiji rovnici t? — at— bZ = 0.

Kofteny této rovnice jsou ¢isla
1
t12 = i(a:I: 02+b2).
Protoze u? > 0, —v? < 0, Va2 + b2 > |al, je zFejmé, Ze
2 _ 1 2 4 p2
t1=u :§(a+ a? +b?)
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Odtud dostdvame

1
u:i\/2(a—|— a’+bv?),

1
v= :I:\/2(—a—|— a?+b?).

Pro &isla u, v musi platit vztah (2.5)), tj. b = 2uv.

Zvolime-li za ¢islo v jednu z obou moZnych hodnot, ozna¢ime ji napiiklad u1,

pak dostaneme jednoznac¢né uréenou hodnotu ¢isla v = ou
u1

Ziskédme tak hodnoty odmocniny z diskriminantu
(VD)1 = (Va +bi)1 = ug + i,
(VD)y = (Va+bi)y = —(uy + v1i).

(b) Goniometricky.
Nalezneme dvé komplexni druhé odmocniny z D.

Je-li D = |D|(cos a + isin «x), pak

(VD) = \/@(COS% + isin %)

(VD)y = \/W(Cos(% + 7[‘) +i sin(% + 7[‘))

Protoze ale

a o LT, a
008(5 +7T): COSE - COST —sm§ -sinm = —cos§
. o .« (67 . e
51n<§ +7T): s1n§ . cos7r+cos§ ssInT = —sm§.

Dostavame

(VD) = —M(cos% + isin%).

Pak pro kofeny dané rovnice plati

(6% N 6]
o j:\/|D]<0082—i-zs1112>‘

ri2=—5—
2(10 2a0
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2.8 Kubické rovnice

Véta 2.16. Kazdd algebraickd rovnice ttetiho stupné je v C feSitelnd.

Pozndmka. Tvrzeni plyne z Véty

UvaZujme rovnici

aoz® + a12® + asx + a3 =0, ag,a1,as,as € C, ag # 0. (2.7)

1
Polozme z =y — gal.

Po dosazeni do rovnice [2.7|a tpravé, dostdvame tzv. redukovany tvar dané rovnice, tj. rov-

nici
2?4+ pr+q=0, (2.8)
kde p, g jsou komplexni &isla.
Cislo
2 3
D= —4p® 214> = —108(qZ + 5—7)

se nazyva diskriminant rovnice ([2.8]).

Véta 2.17. Necht p, q jsou komplexni ¢isla. Pak mnoZina vsech feSeni rovnice (2.8]) v télese kom-

plexnich cisel je rovna mnoZina {1, x2, x3}, kde

zi=a+h, wm=eate?B,  az=clatep, (2.9)

2 3 2 .3
Pfitom 4| qZ + ]2?—7 znaci nékterou pevné zvolenou druhou odmocninu z komplexniho cisla qz—i-%,

2 3
ddle o znaci nékterou pevné zvolenou tieti odmocninu z Cisla —g +1/ qz + %, tedy

. 2 3 . 2 3
_ o4 e« P S B S S g=_P
O‘_\/2+V4+27’ b \/2 Vit ef=7g

Diikaz. Lze nalézt nap¥iklad v [L0] na strané 74.

Pozndmka.

1. Cislo € znaci nékterou pevné zvolenou tfeti odmocninu z 1 rtiznou od 1.

- 2 2 1 3
2. Cislo € je rovno bud ¢islu e = cos % + isin ?ﬂ =—5+ 2\2[ nebo ¢islu
4m tisi 4m 1 V3
€=1c08 5 +isin— = —- —i—.
3 3 2 2

3. Vztahtim (2.9)) se ¥ikd Cardanovy vzorce.
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Vztahy (2.9) mtZeme také piepsat ve tvaru

e =a+p
o 1y =ca+elf= <—;+i\é§>a+ <—;—i\é§>ﬁ——;(a+ﬁ)+i\g§(a—ﬂ)
o 13=c’a+ef= (—;—i\f)a—k (—;—H?)ﬂ:—;(ajLB)—i?(a—B)

Tvrzeni 2.1. Necht M je mnoZina vsech feSeni kubické rovnice

:v3+p:v—|—q:0

2 3
s komplexnimi koeficienty p, q nad télesem komplexnich ¢isel a D = —108(% + %) je jeji dis-
kriminant.
Pak plati

1. M je t¥iprvkovd mnoZina < D # 0,
2. M je dvouprvkovi mnoZina < D = 0,q # 0,
3. M je jednoprvkovi mnoZina < D = 0,q = 0.

Diikaz. Lze nalézt naptiklad v na strané 75.

Pozndmka. V piipadé 3. je pak jediné feSeni rovno 0.

Véta 2.18. Necht 23 + px + q = 0 je kubickd rovnice s redlnymi koeficienty p, q nad télesem
komplexnich Cisel. Necht dile D znaci diskriminant této rovnice.

Pak plati
1. D > 0 = rovnice md 3 riizné redlné koteny,
2. D < 0 = rovnice md jeden redlny a 2 komplexné sdruzené koteny,
3. D =0, q # 0 = rovnice md 2 riizné redlné koteny,
4. D =0, ¢ = 0 = rovnice md jediny kofen rovny 0.

Diikaz. Lze nalézt nap¥iklad v [10] na strané 76.
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Kapitola 3
Sbirka priklada

Hlavnimi zdroji pro tuto kapitolu jsou 3], [6], [9], [14], [17].

Priklad 3.1. Vypocitejte
2i'% 43070 4+ 6" 4+~

Reseni:

20100 4 30750 4 6070 4 4705 = 24 25H0 4 gt (TIAR g4 18+3 4y (HIDF

3 _

=924+32+6i°+i°=2-3—-6i—i=—1—"Ti

Také

S U B SURIE S B
165 74:16+1 7 250 741242

Pfiklad 3.2. Vypoctéte absolutni hodnotu komplexniho ¢isla

5+ 12
8 —6i

Reseni:

a)

5412 (54+120)(8+6i) 40+ 30i + 96i + 722 —32 + 126

3
_72__3

"T876i  (8—6)(8+6i) 64 — 3642 T 100
5 (1 o .
_2-(-16463) _ 16463 _ 16 63 8 63,
100 50 50 50 25 ' 50
8\ (63\2 13
i ) G -
2l = va® + \/ 25) T\50 10

b) Podle Véty[2.6](5) mtizeme postupovat takto:

5+12i‘_ 5+12i] V169 13
8—6i | |8—6i] /100 10
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Priklad 3.3. Vypocitejte

1‘ . .
5 i
Y] 1—-2i1 _
1424
3
2.
[V3—il-(i—1)
li-(i—1)] —2i
[14]
Resent:
1.
3—4i| |2+ 13—4i|+\2+¢| 32+(_4)2+ V22 +12
‘ 5i 1—2i |54 ] I1—2i] V52 2+ (—22
1424 - 142 = 1+ 2 =
5. V5
5 5 2 2(1 — 2i) 2-4i 2 4.
g g g — - — =1
1+2i 1+2 (1+2)(1-20) 5 5 5
2.
|\/§—i|'(i—1) \/— i—1) B 2. (i—1)
li-(i—1)] —2i |-]i — 1] —2i 1 /(12 +12—
| 2i-2 ) j2i-2] (—2)2 422 _@_ 21/2 _l\/g_2\/§
V22 V22 (V2)2 + (—2)2 V6 V2.3 V3 V33
Pfiklad 3.4. Vypocitejte
1.
7 1
2—1 3
=
1
+2i+1
[14]
2.
1—1 7
2 1t
[14]

48



Reseni:

1.
i1 i 240 1 i 2%i-1 —3i—1
5—i i 2-i24i ii_ 5 ' T5 -3i-1 6+2 _
1 1 1—2i — 1-20 6—-20  6-—2 64+2
14— 1 : 1
toir1 T 1o 19 t 5 5
—20i 1.
= = ——1
40
2,
i—1 1—i -1 1—i -1 —1—i
- - it l= - 1= 7 : 1=
5 i1 't 5 i1 5 i1 “1-4°
1—i 14
_ _ 1=—i+1
5 9 + 1+

Pfiklad 3.5. Urcete takovéa redlnd ¢isla a, b, Ze plati

(1+5i)a+ (1—5)b=1—5i

Resent:
a+5ai+b—5bi =1-05¢
Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti komplexnich ¢isel na obou strandch rovnosti
dostaneme
a+ b= 1

5a —bb = -5,
tedy

P¥iklad 3.6. Reste v C soustavu rovnic

(3—i)z+ (4+2i)v=2+6i

(442i)z— (2+3i)v=5+4

Reseni: Vynasobenim prvni rovnice ¢islem 2 + 3¢, druhé rovnice ¢islem 4 + 2i a se¢tenim

obou rovnic mame

(2 + 3i)(3 — i)z + (24 3i) (4 + 20)v = (2 + 3i)(2 + 6i)

(4 + 20)(4+ 20)z — (44 20)(2 + 3i)v = (4 + 20)(5 + 4i),
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dale apravou

dostaneme

a tedy

Dale pak

(9+Ti)z + (2 + 16i)v = —14 + 18i

(14 + 16i)z — (2 4 16i)v = 12 + 26i

92 + Tzt = —14 + 184

14z + 1627 = 12 + 264,

23z + 232 = —2 + 44i
2(23 4 23i) = —2 + 44i

—24+44i _ —2+44i 23-23i 1058 (1+4)

23 +23i  23+23i 23-23i 1058

(24+3i)v=(4+2i)z—5—4i
(24 3i)0 = (4+20)(1 +14) — 5 — 4
(24 3i)v = —3 + 2

—3+2¢ —-3+20 2—-3¢ 13z .
v = = = =1.

2+ 3i 213 2-3i 13

P¥iklad 3.7. Reste v C rovnice

a) |z|—z=1+2

b) |z —Z=3—1i
9)

Z-(z—1) =]z -1

Reseni: Polozme z = x + yi.

a)

|z2| —z2=1+2i

vVai+y?—(z+yi) =1+ 2.

Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti obou komplexnich ¢isel mame

Va2t +yr -z =1

—y=2=y=-2.
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Pak

2+4-z=1

Vaz+d=x+1
P44=2’42r+1
L3
=5
Provedeme zkousku
PN R S EX N BT S
4 2 4 2 2 2
tedy L = P.
Pakz:§—2i.
2
b)
|z2| —z2=3—1
Va2 +y?— (z—yi) =3 —1,
tedy
Vrz+y2—x=3
y=-1
Dostaneme
Vai+l—xz=3
ViZ+l=x2+3
22 +1=2>+6x+9
4
r=——.
3

Provedeme zkousku

tedy L = P.
Pak z = —= — 1.
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Z-(z—1)=]z—1
(x—yi)(x+yi—1)=|z+yi—1]

22 ayi—x—ayi — P+ yi =/ (x — 1)2 + 42

2?4yt~ tyi= 22— 22+ 1+ 2,

tedy

2 2

- =22 =2 +1+2

y=0.
Dostaneme

B —z=1\22—20+1
(2?2 —z)(2® —z) =2 -2z +1
gt =223 =2 — 2241
22 (2% =22 4+1) = (x — 1)
22 (z—1)2—(x—-1)>=0

(z—1)2 (22 -1)=0=m103=1, 34 = —1,

Provedeme zkousku

o ;=1
L=1-1=0
P=y1-2+1=0,
tedy L = P.

o 1o =—1
L=14+1=2
P=Vi+2+1=+4=2,
tedy L = P.

Pak zZ1 = 1, zZ9 = —1.
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Piiklad 3.8. Vyjadfete v algebraickém tvaru komplexni ¢islo

2( L s 1)
— 7 S1n —
008671_ 67T

Resen:
1 1 3 1
2(005 57 + 4 sin 67T): 2({ + 51): V3+i
Pfiklad 3.9. Vyjadfete v goniometrickém tvaru ¢islo z = —5 + 5i.

Regeni: Plati

2] = Va2 + b2 = \/(—5)2 + 52 = 512,

pak

5 V2 _
COSYp = ——F= = ——(— sin @ = =

5v/2 2 5

Pro ¢ € (0,27) je ¢ = 37. Dostaneme tak

‘u
o[%
[\

>

3 3
z = 5v/2(cos i + ¢sin Zw)

Pfiklad 3.10. DokaZte, Ze ¢islo z je komplexni jednotka, jestlize

(1)
CVB+VE | VB-V2
z = + 7
4 4
(2)
z:\f-(1+\/§i\/§)+\fi
Resent:
(1)

o [ R R (R

6+2V/124+2 6—2V12+2
- 16 + 16 -

JelikoZ |z| = 1, tak se jedna o komplexni jednotku.
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‘4[ (1+xf—zxf)+\f = \/§+\/46—i\/6+\fi =

V24VB VB Va| | VaHVB V26
- e e ()

4 4 16

V2+v6\2 (V2 —6\2 2+2V12+46  2-2V12+6 16
Ry Ty RS
16 16
JelikoZ |z| = 1, tak se jedna o komplexni jednotku.

Priklad 3.11. Vypocitejte
(_1 + Z‘)GG _ Z(l + Z')SO

B

Resent:
_Z((1+,L)2)40 — (_22)33_1(21)40 _233‘,[:33_7;'240‘7:40 —

a) (=14i)P—i(1+0)% = ((i-1)*)*
—28 i (1427 =-2%.129.i

— 933 _ ;.90 _

b) Miizeme také postupovat uzitim Véty

[\/i . (cos Zﬂ' + 7 sin §7T)} 66: (\@)66 . (cos 14§7r 4 ¢ sin $ﬂ->:

14466 —
(-1+4) :
6 6
=2% [cos (487T + Zﬂ') ~+1sin <487r + Z’]T):| = 233 (cos T 4 ¢sin 7r)
— 233 ( )
80 80 80
(1+4)* = [\fQ (COS T +isin E)} = (V2)%. (COS —m +isin —ﬂ)z
4 4 4 4
= 240 (cos 207 + i sin 207m) = 2%° - (cos 0 + isin0) = 240
Tedy

(—1+4)% —q(140)30 = —233.5-210. 5= 235 _210.5—_129.2%

Priklad 3.12. Vypocitejte
1 1 V12
(1 + cos gﬂ—i—z’sin §7r> .
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Reseni:

a) Uzitim vztaha
2 1
14 cosa = 2cos ia,

dostdvame

1
2.

1
1 —T =2
-+ cos 37r CcoS 5

a tedy
1

1
1+cos§7r+isin§7r:2cosg7r

Umocnénim dostaneme

<1+ 1+"1)12 [2 1(
COS — 7811 — = + COS —

121

=212 . cos!? ~ 1
6

b) Mtizeme postupovat také takto:

1 1 12
cos 67r + 7sin *7‘(’)}

. .1
sina = 2sin —a cos —«
2 2

.1 .1 1
sin —7 = 2sin —7 cos 877,

3 6

1

G+ isn ).

1
(cos 67‘1’ +isin—m

6

12
(cos 2 + isin 2m) = 212 (‘f) (1 + 0i) = 36

T T 1 V3 3 V3 V3
1 T sn i V3,3 V3. V3 ,
+cosg+zsm3 +2+ 5t 2—i— 5 2(\/34—1)
T . m\12 /3 g1z 38 T m\12 s
(1+cos§+zsm§> :[7(\/§—|—2)} :ﬁ% -(COSE+ZSIDE> =3
Pfiklad 3.13. DokaZte, Ze plati rovnost
144 6 ,—1—3 6
(L
2 2
[14]
Resent:
—1—|—i\/§ 6 2'(COS%W+i-Sin%7T) 6 2 2 6
<72 > :[ 5 } = [1-(cos§7r+z-sm§7rﬂ =

sin 4

~1-1iV3

= (cosdm +i-sindr) =1

[2'(cos§7r—|—z'-
2

(==

2

Tedy 1 + 1 = 2 a rovnost plati.

377)}6

)] -

4
[1 . (cos §7r + 1 -sin §7r

= (cos8m +1i-sin8m) =1
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Mtizeme postupovat také takto:

) e (3) -]

1 2 1 2
- [—1+3iv3+3-3-3iV3] 5 [~1-3V3+3-3+3V3] =
I o 1
P¥iklad 3.14. Uzitim Véty 2.7]vypocitejte
(1 + i)25
z= :
1—1
a vysledek zapisSte v algebraickém tvaru. 3]

Reseni: Cislo 1+ i vyjadfime v goniometrickém tvaru

2] = V2
a
1 V2 , 1 V2
COSY = —= = —, sing = — = —.
=57 =57
Prop €(0,5)jep = % Dostaneme tak
1+:i= \@(coszjtisinE).
4 4
Cislo 1 — i vyjadifme v goniometrickém tvaru
2] = V2
a
1 V2 . 1 V2
COSQO:E:77 SIHWZ—EZ—T.

Regenim pro ¢ € (%ﬂ, 27) je o = %W. Dostaneme tak

1—7= ﬁ(cos%r—kisingw).

Tedy

_ [V2(cos T + isin T)]? _ cos Br+isinPr _
"~ [V2(cos %71' + isin §m)]20  cos 14@7T+isin B B

 cos(Zn- T im0 con(< ) i )= con Tpisin T = i
= COS 47T 47T 7 S1n 47T 4’ZT—COS 27T 7 S1n 27T —COS2 ZSln2—Z
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Pozndmka. Pti vypoctu mtizeme také postupovat pouze algebraicky

) ()= e -6

i i i i)? i
G- ) e =

Pfiklad 3.15. Urcete soucin zv a podil % komplexnich ¢isel

1 1 5 5)
z:2\/§(c0567r+isin67r>, v:\/§(00567r+isin67r).

ReSeni: Vyuzijeme Pozndmku 4. za Definici|2.6]
1 1
v = 2\/§<cos —T +isin 77r> w@(cos §7T + ¢sin §77) =
6 6 6 6
= 4[(:03(1 —i—§ )—I—isin E + > )}— 4(cosT +isinm) = —4
= 6T " T e")|= T ) =

5 2\/§(cos %ﬂ' + 7sin %w) 1 5 1 5
- = :2[cos(f7r—f7r)+zsm<f7r—f )}:
v \/Q(cos %77+isin %w) 6 6 6 6

= 2foos( g )sin( ) = 2feos( ) +isin(5m) | = 2{oon 3 + tsn )=
= COS 67'[' 7811 671' = COS 371' 7 S111 37[' = COS 37'[' 181 -0 | =

3
1. V3 ,
Pitiklad 3.16. Vypocitejte
4
1. > (144)*
k=1
4 14 ki
2.
k.z 1— ks
3 ki
3 -
kZ 1—(k+1)i
ki
4 - @
H 1—(k+1)i
[15]]
Reseni:

4
D (4% = i)+ (142 + (1412 + (1+0)* = (L+4) - [T+ (141) + (1+4)*+ (14)%] =
k=1
= (144 [1+Q+i)+Q+2i+i®)+ (1 +3i+3i +i%)) = (1 +4)-5i=—5+5i
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Ll ki 1 ki T ki o (L4 kD)2 o= 142k + k22 1 — k2 4+ 2ki
;1—/@_;1—k¢'1+ki_; 1— k22 kz_: 1+ k2 _kzl 1+ k2
:%+—3+4z’+—8+6i+—15+82’:<_§_§_ ) (1+ 3 +8),_ 1o 244,
2 5 10 17 5 5 5 5 17 85 ' 85

[1- k+1 )il - [1+ (k+1)i]

23: _23: ki 14 (k+1)i _23: L+ (k +1)i]
1 - k+1 1= (k1) 1+ (k+ 1)
3

k=1 1

= kit ki (k1) z?’:kz Rk -2 -6 i-12

L= (k122 A1+ (k12 5 10 17
_( 2 6 12)+(1+2+3),_ 29+49
s 10 w50 T T T ss
Mtizeme postupovat takto
23: ' _i % B i(+20)  20(1430)  3i(1+40)
k;:ll k+l 1—-2¢ 1-3t 1—4: 5 10 17
542, 1243 15 49 29 49,
= =——+4+ —i=——+ 1
5 17 8 ' 8 17 " 85
4.
3 . . . . 3 .
H _ ot 21 . 3t _ 61 _ —617 _
11 k+1 1-2i 1-3i 1—4i (—5—5i)-(L—4i) (—25+ 15i)

1 6i 1 67 5+3t 1 —-18+430c —9+15¢ 9 3.

T 5 5-3i 5 5-3i 5+3 5 34 85 85 17

Ptiklad 3.17. Re$te binomickou rovnici a jeji kofeny znazornéte v Gaussové roving

2 —1-iv3=0.

Reseni: Koteny binomické rovnice 28 = 1 + iv/3 budeme hledat podle Poznamky za

Veétou 2,13 ve tvaru

2k 2k
xk:G\a\(cosa+ 7r+z'sina+ W)7 k=0,1,2,...,5,
kde a = 1 +4/3.
Tedy
la| =1+ivV3=1/12+(V3)2 = 2.
Dale pak
! a si ted T
cosp = — s = - -0
P B m e 5 y ¢ 3
Pak

1 1
m6:1+i\/§:2-(cos§7r+isin§7r)

a kofeny dané rovnice jsou cisla
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y
X4
6 1 xz/—
° xoz\/i<cos—7r+zsm—7r>
6 7
° xl—ﬁ<cos—7r—|—zsmﬁ7r)
13 .
o Iy = W(COS—W—H& 13 7r) == =
T
19 0
° azng/i(cos—ﬂ—i—zm 7r> X
6 25
o x4—\/§<cos—7r+zsm—7r>
° $5:\6/§(Cos—ﬂ+251n—7r) ?
5
X4

Obrazy kofenti dané rovnice v Gaussové roviné tvoti vrcholy pravidelného Sestitihelniku

vepsaného kruZnici se sttedem v poc¢atku a polomérem r = v/2.

P¥iklad 3.18. Reste algebraicky rovnici

22 —16 =0.

Resent: Polozme z = /16 - 2. Pak 162% — 16 = 0, tj. 2® — 1 = 0,
atedy (2 —1)- (2*+1) =0

1L.22-1=0=(22+1)-(:2-1)=0

22— 1=0=2=1,2=—1
0 224+ 1=0=23=14, 24 = —i,
a tedy

T =V2, 1= —V2, m3=iV2, z4=-iV2

2. 24 41=0

Rovnici budeme fesit jako reciprokou rovnici. Obé strany rovnice vydélime 22 a do-

staneme

1
2

— =0.
z+22

1 1
Dale polozmey =z + —, 4. y* —2=2"+ .
z z

Paky? —2=0 a yj2=+2
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oy =12

2+14v2
\/§=z+i$z2—2ﬁ+1:0:>z5,6:\[2“f
® yp=—V2

—V2+£1iVv2
—\/§:z+i:>z2+zx/§+1:02>2778:\f22\f.

Tedy
x5:\[ (f-l-\f)—l—kz re=1—1,

2 =2- (—\[+ ‘[) 144, ag=—1—i.

Piiklad 3.19. Naleznéte vSechny Sesté odmocniny z ¢isla

(1-a"
£ = ;12
+ 49
9¢
‘ T
Reseni: Vypocitejme
12 -9 9 (53 1 9 1—
gi_z +_Z =9i—w:9l—wz&'
1—2 1—2 1—2
1—34 19 1—34 19
a dostaneme tak z = ( Z) = (1= . Tedy
|81 8
19
[\@ (cos Ew—l—isin %71’):| 63 5
z = 53 =2 (coa 7r+zsm47r)
Pak
5 5 13
20:21\2/5(c0sﬂ7r+isinﬂ7r), 21—2\f <c05ﬂ7r+251n247r),
20 =252 (cos T+ ¢sin 77T) 23 =282 (cos — 7 4 ¢sin 297r>
2T 8 8 T 24 24" )
37 15 15
2 =2%2- <cosﬂ7r+zsm24 ), 25 =2N2- (cos§ﬂ+zs1n§7r>

7 Xz

Ptiklad 3.20. V Gaussové roviné urcete graficky komplexni ¢isla
1. (5+3i) + (=1 +21)
2. (5+3i) — (—1+42i)

1
3.2 (5+3i); —5 - (5+3)
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Resent: Necht it = (5,3),7 = (—1,2).

1. 2.
y . 44 51
2N Y 54 3i
- \ \
e \ \
P \ \
// \ \
e \ -1+ \
Phd U+ v 5+ 3i v .
- o -~ (6+9
—1+2i g o /,’ X
v ,’/
-V 7
//
(@]
X 1-2
3.
y
A(2z)
2- (54 31)
Z(z)
o X
1
B(—==z
(-52)
5 31,
2 2

Podle Véty 2.11] Soucin az redlného &isla a # 0 a komplexniho &isla z je obrazem &isla z
ve stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficientem a.
Necht Z je obraz komplexniho ¢isla z = 5 + 3i. Pak bod A je obrazem komplexniho ¢isla

2.z = 2-(5+ 3i) ve stejnolehlosti se sttedem v pocatku a koeficientem 2 a bod B je obrazem

1 1
komplexniho ¢isla — 3= "5 (54 317) ve stejnolehlosti s tymz sttedem, ale s koeficientem
, 1
rovaym —o.
Pfiklad 3.21. Urcete graficky (3 — 2¢)(2 + 7). [13]]

Reseni: Polohovy vektor obrazu komplexniho &isla 3 — 2i oto&ime okolo pocatku o argu-

61



ment ¢&isla 2 + i, tedy o @ = 26°33". Hledany soucin pak dostaneme jako obraz tohoto
&isla ve stejnolehlosti se sttedem v poc¢atku a s koeficientem /5. Vypoctem se miizeme

presveédcit, zeje (2 +1)(3 — 2i) = 8 —i.

4 5 6 7 8 9 10
- (3 — 2i) - (c0s26°33 + isin 26°33)

-] oY S

(3 —2i)- (cos26°33 +isin 26°33) - /5

3-2

13

3—2
. 3
)

Reseni: Délit komplexnim ¢islem z(cos ¢ + i sin ¢) znamend ndsobit ¢islem

Pfiklad 3.22. Urcete graficky

! _1 [cos(—p) + isin(—p)]
z(cosp +ising) 2z ? P

Ptevedenim podilu na soucin dostaneme
3—2 3—2i

~ = = (3—2i)-
3+i /10 (cos 1826/ + isin 18°26/) S

1
—— - [cos(—18°26") + i sin(—18°26")].
V10
Sestrojime nejprve soucin

(3 — 2i) - [cos(—18°26") + i sin(—18°26")],

hledany podil pak dostaneme jako obraz tohoto &isla ve stejnolehlosti se sttedem v po-

1 3-2 .
¢atku a s koeficientem ——. Vypoctem se mtizeme piesvéddit, ze e 0,7—-0,9:.
i

V10
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05

3+

-1

(3 — 2i) t [cos(—18°26") + i sin| (—18°26")] - —

‘q‘
1N
V10

-2

-2.5

-3

0s(—18°26") 4

Pfiklad 3.23. Naleznéte kvadratickou rovnici, kterd ma koreny

1. 244,23

2. 1424

Reseni:

1. (a) Kvadraticka rovnice, ktera ma kofeny u, v, se d4 napsat ve tvaru soucinu kofe-

novych ¢initelt (z — u)(z — v) = 0. Tedy

[r =2+ ][z - (2-)]=0,
22 —4x+5=0

(b)
Tl + 22 = —p,
tedy mame
24i14+2—-1=4= —p,

22 =4z +5=0

2. (a) [z— (1422 =0,

Mtzeme vyuzit také Vietovy vzorce

X1 -T2 = (q,

(241)-(2—1i)=5=gq,

22— (2+4i)z+ (—-3+4i) =0
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(b) 14+2i+1+2i=2+4i=—p, (1+2i)(1+2i)=-3+4i=q,
2% — (24 4i)z + (=3 + 4i) = 0.

&l
Piiklad 3.24. V mnoziné C feSte rovnici

ix? + (3 —2i)z — 6 =0.

Reseni: Kvadratickou rovnici vyfesime algebraicky s vyuzitim tivah v sekci 2.8.

D=(3—2i)2—4i-(—6) =9 — 12 +4i® +24i =54 12i

Polozime

Vb +12i = a + bi.

Po umocnéni mame

54+ 12i = a? + 2abi — V2.

Porovnanim realnych a imagindrnich ¢asti obou ¢isel dostavame

5=a*—b°  12=2ab
1. Budeme postupovat uzitim vztaha (2.6)
5=a%+ (—b)?
—36 =a” - (—b?),
kde a?, —b? jsou koteny kvadratické rovnice
t* — 5t — 36 =0,

tedy
(t—=9)-(t+4)=0.

Pro koteny t1,t2 této rovnice plati

t1=9= a?

ty = —4 = —b>
Pak

VD = /5 +12i = +(3 + 2i).
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2. Mtzeme také uvazovat takto:

a’ - =5

2ab:12:>b:6
a

Tedy
36
2 —
a — ? =
a' —5a> — 36 =0
(a®> = 9)(a® +4) =0
Tedy

e a’=9=qa19=%3=b=+2

e a2 =—4MNa€R - nelze.

Tedy v'D = +(3 + 2i).

Pak
~b++vVD  —(3—2i)+3+2
xlz = -
2a 21
. _—b—VD —(3-2i)—3-2i
2T T2q 2
Piiklad 3.25. Reste v C
20 —y=14 3¢
Ty = 2

< 2
Reseni: Dosazenim y = — do prvni rovnice dostaneme
x
2
20 — = =1+3i =222 - (1+3i)x —2=0.
x
Potom D = (1 + 3i)? + 16 = 8 + 6i.

Polozime /8 + 6i = u + vi = 8 + 6i = u? + 2uvi — v?

Uzitim vztahu (2.6) dostaneme

kde u?, —v? jsou koteny kvadratické rovnice

2 -8 —-9=0

(t—9)(t+1) =0.
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Potomu? =9 = ujo =4+3a —v? = -1 = v =+1,atedy VD = £(3 +1).

Dostaneme tak

1+3i+ (344)
4

. 1 1.
T12 = $x1:1+1,x2:—§—|—§z,

a tedy
oy =2-(1+4)—1-3i=1—1i
1 . . ,
. y2:2-§(—1—|—z)—1—31:—2—22

Piiklad 3.26. V mnoziné C feSte rovnice

a) 1:2:(_1:—1“/3)12

1 i 100
b) ¥ 1- Z’)S()6 i_z'). (1+0)% 0

Resenti:

a) Necht
4

2=
—1+iV3

Cislo z ptevedeme nejprve na algebraicky tvar

4 1-iV3 4-(-1-VB) ﬂ,
T i 4 — s

Nésledné ¢islo z vyjadiime v goniometrickém tvaru

z=2 (cosz%—is'nz)
- 3 "My

Plati tedy

12
212 = {2 . (cosg + ¢ sin %)] =212, (cosdm +isindr) = 212,

To znamena, Ze z* = 2! = 212 = 2y 5 = £ 25,

b)

100
o (14410 = [|\/§| : (cos% + isin g)} = 2% (cos 25 + isin 257) =

=2 (cosm+isinm) =2 . (=1 4+ 0) = —2%°
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96
o (1—4)% [|\f! (cos —7 4 isin Zw)} = 298 . (cos 1687 + isin 1687) =
=2% . (cos0 + isin0) = 2%
98 4 4
o i-(1+0)%®= [|\f! (cos — +isin W)} =i- [249 . (cos —977 + ¢sin —97r>}:
4 2 2
i To® (eos ™ 4 i sin = 919
=1 {2 (C082+ZSIH2)} 2
Opét miizeme postupovat algebraicky
° (1 4 Z’)IOO — ((1 + i)2)50 — (22-)50 = —9250
° (1 _ Z-)96 — ((1 _ i)2)48 — (—2i)48 — 248

o i (1+i)®=i-(1+9))¥ =i (20)%=-2%

Tedy
_250
2 —
7 i om Y
250
2 —
o+ 248 1 949 0
9 250
TR 1y T
+ 5 1 =0
z?
3
2= 2
3
2
12 = iﬁll
2
T2 = ig -iV/3

Priklad 3.27. V C feSte rovnici s nezndmou x a komplexnim parametrem p

(3 + i)z — (2 + 2i)x = 3 — 5i + pa.

Reseni:

B+4i)x — (24 2i)x =3 —bi+pz
r-(34+4i—2—-2i—p)=3->5i

z- (142 —p)=3—5i
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3—951

o Je-lil+2i—p # 0, 4. p # 1427, pak ma rovnice v C pravé jedno feseni x = 1325
t—=p

o Je-lil+2i—p=0,t. p=1+ 2¢, pak rovnice nemd v C feSeni.
Piiklad 3.28. V mnoziné C feste rovnici

2® 4+ 3a* +22% — 42?2 — 242 — 32 = 0.

Reseni:

25 4 32 + 22°% — 42® — 242 — 32 =10

(2° — 32) + 32(a® — 8) +22%(x —2) =0

(z — 2)(at + 22 + 422 + 82 + 16) + 3z(x — 2)[(2? + 22 + 4)] + 223 (z — 2) = 0
(z — 2)(z* + 22° + 42° 4 8z + 16 + 32> + 622 + 122 4 222) = 0

2t +52° + 1222 + 200 + 16 = 0
20 16
74_72:
i X

16 4
<x2 + —2)+5- <x+ 7)+12 =0
T T

22+ 52+ 12+ 0

4 16
Polozmey =z+— a y*—8=ua’+ —, pak
T T

y* —8+5y+12=0
Y +5y+4=0

W+D(y+4)=0=y1=—-1y2 = -4

Dostaneme nasledujici kofeny rovnice

o 11 =2
oy =—1:
4
z+—-=-1
T
—1+4/15
x2+x+4:0:>x273:+
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4
T+ —=—4
x

22+ 4r+4=0

(£U+2)2:O:>.%'475:—2

Priklad 3.29. V mnoziné C feste rovnici

323 + 2622 + 522 + 24 = 0.
Reseni:

323 + 2622 + 52 + 24 = 0
(323 +24) + 26 - (x + 2

)=0
3-(x+2) (2 — 20 +4)+26x(z+2)=0
(x4 2)(32% — 62 + 12 4 262) = 0

)=0

(z + 2)(32% + 20z — 12

Dostaneme nasledujici kofeny rovnice

2

3

Ptiklad 3.30. V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

T = —2, To = —6 r3 = —

i
s -1l
P+1+A>V |

Redeni:
7 1—di i+1

1+i 1—4i 2

(a) Vyuzijeme Vétu2.9]

Pak
‘z—i—l—;i > |z — 1]
z—*g” > |21
‘z— (—%—%Z) > |z —1].



1 1
Hleddme tedy mnozinu vSech bodti v roviné, jejichz vzdélenost od bodu B; = [— 3~ 5}
je vétsi, nez vzdalenost od bodu By = [1,0].
Regenim je polorovina, jejiZ hrani¢ni pfimka bude osa tsecky B; Bo.

Stfed tsecky B1Bsje S = E, —1} .

4
q_q_<3 1>:>3 +1 .
vEn=Ngg) Tt YT
Tedy
31 11
24 9 aTeTVTeT

3 +1 1_O
2t TV Ty T
1
3 ——=—=0
r+vy 5
1
=-3 —.
Y 9:+2

o 1
Resenim je polorovina obsahujici bod By = [1,0], a tedy y > —3x + 3
(b) Polozme z = x + yi.

Pak

. 141 .
‘x+yz+?’>\x+yz—l\
1 1y . ,
’(m+§)+(y+§)2’>\(x—1)+yz[
1\2 1\2
(e+3) +(vr3) > V-7
1 1
P+t ty+ o> —2r+1+y°

4 4

1
> —3 =
Y x+2
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-1 -0.5 0 05 1
B,
o/o,s
B

Pfiklad 3.31. V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

- 1< e
Z— — AR
2

Resen:
(a) Opét vyuZijeme Vétu
Pak

1

Hleddme tedy mnoZinu vSech bodt v roving, jejichz vzdalenost od bodu B; = [f —

2 9y
je mensi, nez vzdalenost od bodu By = [0, 0].

1
Stfed tsecky By, Bs je S = E, —ﬂ .

272 27 2

Tedy
11+1 1+ P
9’4 g gV TeT

Nalezneme tak rovnici hledané osy tsecky

1 1 1

r—Zy—==0
2" YTy
1
—y—==0
1
= r— —
y 2
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1
atedyy <z — .

. 1
Re$enim je polorovina obsahujici bod By = [f 5

3)
2" 2
(b) Polozme z = x + yi.
Pak
} + yi 1Jrl"<| + yi
T+ yi 5 22 x+ yi

(= 3) (v g)] <hebui
T 5 Y 5 T+ yt

e a) < v

1
—x+y+§ <0
< 1
y<x 5
0.5
B,
-0.5 0 5 1 16
B4

Pfiklad 3.32. Naleznéte mnozinu M v8ech obrazti komplexnich ¢isel z takovych, Ze

1 1 1 12
Re — = a, a € R\{0}. Pro ktera ¢isla a nalezi obraz komplexniho ¢isla z = 2- (5 - 5@\/5)

z

do uvazované oblasti M?

. 1 1
Reseni: Polozme z = z + yi, pak — = -. Déle
xr+ 1y
1 T — Yt T — Yl T " -y .
. = == 7/,
r+yi x—yi x2+y?  x2+y? 224y
tedy
%:a; aZ0=>x#0;,x£A0ANy#£0.
T4 +y
Dostaneme



1 1
Nalezli jsme rovnici kruznice, kterd ma stted v bodé S = [2—, ()] a polomér r = S|’
a a

1 1
Polozme x = 5~ 5@'\/3, pakz=1- <cos gﬂ' + ¢sin %r)

Dostaneme z'? = (cos 207 + isin 207), a tedy z'? = 1.

naleZi obraz &isla z do uvazované oblasti M.

N

Pak z = 2, a tedy pro ¢islo a =

Ptiklad 3.33. Je-li komplexni ¢islo u kofenem algebraické rovnice s redlnymi koeficienty,

je kofenem téZe rovnice i ¢islo w komplexné sdruzené k u. DokaZte toto tvrzeni.

Reseni: Algebraicka rovnice se da zapsat ve tvaru
apx™ + a1z ' 4 ... Fap_1z +an =0,
kde n je pfirozené &islo, ag # 0. Podle naseho pfedpokladu je
aou + a1 4 o+ ap_qu+a, =0

a vSechny koeficienty této rovnice ag, a1, ..., an—1, a, jsou redlnd ¢isla. Dosadime-li do levé

strany rovnice ¢islo komplexné sdruzené ke kofenu u, dostaneme komplexni ¢islo
aot”™ + a1 @+ .+ ap_ 1T+ an.

Podle Véty 2.5 dostavame

at” + a1 @ o ap_ Tt a, = a0+ @@+ e+ 1T+ Gy, =

= agu” + aju™ 1 + ...+ @, 1u + @y = apu” + au 1 + ..+ a, =0=0.

ProtoZe ¢islo u je podle predpokladu kofenem dané rovnice, je také w kofenem této rov-

nice. ||

Pfiklad 3.34. Naleznéte komplexni ¢isla, jejichZ obrazy tvoii vrcholy kosoctverce ABC' D
se sttedem v pocatku P, vite-li, ze vrchol A tohoto kosoc¢tverce je obrazem komplexniho

&isla a = /3 + i a strana AB je rovnobéZna s osou z.

Reseni: Necht B je obrazem komplexniho ¢isla b = by + bos.

JelikoZ a = /3 +ia AB || o,, pak b = by + i.
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P
-05 S0\ 05 1
p

3 1
Je-li Arga = ¢, pak cosp = i,singp =_,atedyp = i

2 2 6
Necht Arg b = 1. ProtoZe uhlopficky v kosoctverci jsou navzdjem kolmé, tak
byt T2
“PTe T2 T ET
Dostaneme
: b2 b 1 2V3
= £ bl = — - _ Ve
sy |b] = [0l sin 1) § 3
b 2V3 1 3
cosy = ﬁ = by = |b|cosyp = \3[ . (—5): —\3[.
Tedy b = \ég + 2.

Necht C a D jsou obrazy komplexnich ¢isel ¢, d. Dobodu C, resp. dobodu D, se dostaneme
otodenim bodu A, resp. bodu B, okolo po¢éatku o tthel 7, tedy (podle Dtisledku 1
Véty 2.10) mame

c=a-(cosT+isinm)=—a=—V3—i

V3

d:b-(cos7r+isin7r):—b:?—i.

Pfiklad 3.35. V Gaussové roviné tvofi obrazy komplexnich éisel o, z1, 22 vrcholy rovno-

stranného trojihelnika o délce strany 1. Dokazte, Ze plati
21720+ z2-71 = 1.

[12]

Reseni:
a) Necht PAB je rovnostranny trojihelnik takovy, ze P, A, B jsou po sobé obrazy kom-

plexnich ¢isel o, 21, 2.
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0.5

-0.5 0 0.5 1 15

P(o)

Pak d(PA) = |z1| =1, d(PB) = |z| = 1.
ProtoZe trojuhelnik PAB je rovnostranny, je ‘AAPB = g ’ .Zvrcholu A se tedy do vrcholu
B dostaneme otoc¢enim okolo poc¢atku P o 60°. Podle dtsledku Véty jestlize
Z1 = cos ¢ + isin g, pak
.. ™ .. ™ .. ™
z9 = (cosp +isiny) - (COSg + isin §>: cos(ap + §>—|—zsm(<p + §>

Tedy

2129+t 2921 = (cos<p1 + isingpl) . [cos(tpl + 3>—zsm(g01 + )}-i—
™ .. T
+ [cos (gol + §)+z sm(cpl + 5)} (cospy —isinpy) =
. T T
= (cosp1 +isiney) - {cos(—cm - §)+z sm( —)]
™ .. T
+ [cos (gol + §)+Z s1n<g01 + g)] “(cos(—¢1) +isin(—¢1)) =

= [cos(—z>+isin<—z>}+<cosE—i—isin77) 2.CoS © i sin ~ —i—zsm— 2'coszz2g
3 3 3 3 3 3 3 3 2
b) Necht z; = a + bi, 20 = ¢ + di. Pak |z1]2 = a® + b2 = 1, |20 = 2 + d? = 1, tedy
® 21 Zy+z-z1=(a+bi) (c—di)+ (c+di) (a—bi) =2 (ac+ bd)
o |21 — 2> =1, pak

|21 — 22> = (a—¢)* + (b—d)? = (&> + b*) + (2 + d?) — 2 (ac+ bd) = 1.

To znamena, Ze

1+1—-2-(ac+0bd)=1,4.2- (ac+bd) =1,atedy z1 - 72 + 22 - Z1 = 1.

Priklad 3.36. Body P[0, 0], A[a, 11], B[b,37] v Gaussové rovin€ jsou vrcholy rovnostran-
ného trojihelnika PAB. Urcete ¢isla a, b.
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Reseni:

40
B[b,37)
35
30

25

20

Ala,11]

-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

P[0, 0]

Ulohu budeme fesit dvéma zptisoby:

1. PoloZzme x = a + 114, y = b + 37:¢. Bod A, obraz ¢isla x, oto¢ime do bodu B, obrazu

v ™
éisla y, o 3 Dostaneme

y:(a+11i)-(cosg+ising):(a+lli)~(;—F?i),
tedy
y:b+37z‘:(%a—%\/§)+(%+gx/§)z’
a
11
e
a
37= 5 +5V3
Dostaneme

74:11+a\/§;sa:%3\/§:21\/§
21 11
b:?\/»—i\/gzaa\/g,
a tedy ab = 315.

2. Protoze PAB je rovnostranny trojihelnik, pak d(PA) = d(PB) = d(AB). Mdme

Va2 + 112 = V02 + 372 = \/(a — b)2 + (11 — 37)2, 4. a>+121 = b*+1369 = (a—b)?+676.

e a2+ 121 = b% + 1369 = a2 = b% 4 1248
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e a2 —2ab+ b2 +676 = a? + 121 = b2 = 2ab — 555
a® — 2ab + b% + 676 = b + 1369 = a? = 2ab + 693.

Dostédvame tak

b2 4+ 1248 = 2b - /b2 + 1248 + 693
bt 4+ 111002 + 308025 = 4b* + 499202
3b* + 388202 — 308025 = 0

(30 — 225)(b* + 1369) = 0.

Pak

302 =225, 4.0 =5v3 a a=/1323 = 21-+/3. Tedy ab = 315.

Pfiklad 3.37. Urcete vSechna komplexni ¢isla, kterd ze vSech ¢isel spliiujici podminku
|z + 25| < 15 maji

a) nejvétsi absolutni hodnotu

b) nejmensi argument.

[€ll

Resent: Polozme z = x + yi. Pak |z + 25| < 15, coZ znamen4, Ze |(x + 25) + yi| < 15 atoje
pravé kdyz (z + 25)2 + y? < 225. Tedy obrazy vsech takovych bodt tvoi{ vnitiek kruhu
k(S,7),kde S = [-25,0] ar = 15.

-20

a) Je ziejmé, Ze nejvétsi absolutni hodnotu ma ¢&islo z = —40.
b) Nejmensi argument md ¢islo a, jehoz obraz, tedy bod A, je bodem dotyku te¢ny ke

kruZznici k vedené z pocatku P a kruznice k.
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Plati |a| = v/252 — 152 = /625 — 225 = 20.

Protoze a € k A |a| =20 A a = x + yi, dostdvame
(x4 25)% +y* = 225
z? + 42 = 400,

a tedy

22 + 50z + 625 + y? = 225
z? + 4% = 400.

Pak 50z = —800. To znamen4, ze z = —16 a y? = 400 — 256, §j.y? = 144 ay = +12.

Tedy nejmensi argument ma ¢islo a = —16 + 12i.
Pfiklad 3.38. Urcete obsah ¢tyfthelniku, jehoZ vrcholy jsou v Gaussové roviné ¢isla

z, 21, —z, —z1, kde z je dané komplexni ¢islo.

8]

Resent:
e Ajeobrazcisla z = x + yi.

e Bjeobrazéislazi=—y+azi=z- (cos g + isin g) Bod B tedy ziskdme z bodu A

v . ™
otoc¢enim o 5.

e ('jeobrazcisla —z = —x — yi = (zi) - i, a tedy bod C ziskdme z bodu B oto¢enim o
T

5"
. Yz . . z Z b4 z. 7r
e Djeobraz ¢isla —zi = y — zi. Bod D ziskdme z C oto¢enim o —.

Utvarem je tedy &tverec ABCD.

IS . 122
Sapap = ——. Toznamend, ze Spapcp =4 --—

=2.|z|%
5 |2|
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Piiklad 3.39. V Gaussové roviné zobrazte mnozinu M vSech komplexnich &isel z, pro

ktera plati

Re z| < 1 A |[Imz| < 1arozhodnéte, zda obrazy kofenti rovnice

22 — (3 — i)z + 2 + 3i = 0 nalezi mnozin& M.

Regen:
a) Polozme z = x + yi. PaAk Rez =xalmz=ya|Rez| = |z| <1, |[Imz| = |y| < 1.
Tedy z € (—1,1),y € (—1,1).

*
1
|
1
|
4

|
(4]
- e
|
2
(4]
(=]
o
(4]
ENEFNENENNEEEEEES
(&)

Obrazy vSech komplexnich &isel z tedy tvofi vnitiek ¢tverce o strané délky 1 a se sttedem
v pocateénim bodé P.

b) Budeme fesit rovnici 22 — (3 — i)z + 2 + 3i = 0, kdy

D=8-6i—8—12i = —18i.

Polozime v/'D = /=18 = a + bi. Pak —18i = a? + 2abi — b2,

atedya® — b =0, a*-(-b)* = -81.

Odpovidajici kvadraticka rovnice ma tvar 2 —-81=0.
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Dostavame tak t; = a® = 9aty = b> = 9.

3—1+(3—-31
Pak VD = (3 — 3i)awyo = — 2(3 3i)
tedy 1 = 3 — 24, x9 = 4, a proto ani jeden kofen nepatii do mnoziny M.
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Kapitola 4
NereSené priklady s vysledky

Pfiklad 4.1. Vypocitejte

‘3—42' 142

5% 3—1
120 — 1| + | — i

. -5

Resvenz’:5 V5

Pfiklad 4.2. Urcete realnd ¢isla a, b takové, Ze plati

2+ 10
2

(1+ 2i)a+ (3 —6i)b =

L 7 1
Reseni: a = —— b=-
eSent: a T 1

P¥iklad 4.3. Reste v C soustavu rovnic

(1+20)z+20=2

iz+(1—-20)v=1

Piiklad 4.4. Vyjadfete v goniometrickém tvaru komplexni ¢islo

,_ V3. 3
4 4

1

. 3 1 1
Reseni: z = 7((308 gﬂ'-‘ri sin §7T)

Piiklad 4.5. Vyjadrete v algebraickém tvaru komplexni ¢islo
! (cos ’ +isin7 )
— - -
V2 4 4
s, .1 1.
Reseni. 575"
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Piiklad 4.6. Vypocitejte

ol
==
el
| |+
|
-~ -~

Reseni: E~|—é
e T ARTA

G ]

P¥iklad 4.7. Reste v C soustavu rovnic

(14i)-z—3v=—-8+Ti

22+ (2+1)-v = 3i.

Reseni: z=—-2+3i, v=1-2i

Piiklad 4.8. Reste binomickou rovnici a jeji kofeny zndzornéte v Gaussoveé roviné

25 —1=0.
Reseni:
L4 5130:1, y
1
° xl:,+i§7 ) ./- :1:1=c:0517r+1:si1117r
2 3 3
1 V3
.,172—*5‘1‘7/7, ,‘771'
¥ = 5
3
[ ] $3 = —17 3 X0=1
X
1 V3
[ 2174:*5*7/7,
. /3
Ty =5 — i
PT 2 T2
xIn

Pozndmka. Rovnici 2% — 1 = 0, mtizeme fesit také algebraicky rozkladem levé strany na

soucin takto:

1= - +1) =@ - D@+ + 1) (@ +1)(2* -2+ 1).
Jejim feSenim jsou tak kofeny rovnic
zt—1=0, z+1=0, 2°4z+1=0, 2°2—z+1=0,
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tedy cisla

N —144/3 —-1—-4v/3 14iV/3 1—-iV3
) b 2 ) 2 b 2 ) 2 *
€]l

Piiklad 4.9. V mnoziné C feste rovnici

2t =2+ 2iV3.

5+ 2km

. T 4+ 2k
Reseni: x, = /2 - (cos %)—i—z sin( 1

), k=0,1,2,3
P¥iklad 4.10. Reste binomickou rovnici a jeji kofeny zndzornéte v Gaussové roving

22 —-1=0.

Reseni: Koteny binomické rovnice budeme hledat ve tvaru

2k 2k
T = (:os—7T —i—isin—ﬂ, k=0,1,...,7.
n n

Kofteny této rovnice jsou ¢isla

V2

xo =1, T2 =1, 33327-(—1—1—1'), xg=—1

V2 . . V2

x5 =—-(—1—1), xe = —I, x7:7‘(1—i).

Obrazy téchto ¢isel v Gaussoveé roviné tvoii vrcholy pravidelného osmithelniku.

Pfiklad 4.11. V Gaussové roviné zobrazte vSsechna komplexni ¢isla z, pro néz plati

1—-24¢
1

1—22"
|

’z— S’z—i—

Reseni:

Piiklad 4.12. V mnoziné C feste rovnici

3 (1—0)*

=0.
T (1+a)4 44 (1—1)46

Resent:
4 2k 2k
Tp =4\ f(cosTﬂJrisinTﬂ), k=0,1,2.
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Piiklad 4.13. V mnoziné C feste rovnici

2t —22% — 222 — 62 +9=0.

Resent: 1 =1, T9 = 3, r34=1% iv2
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Zaveér

V dobé¢, kdy matematici zac¢inali pracovat s komplexnimi ¢isly, v nich néktefi vidélo néco,
co neni z tohoto svéta. Tehdy také vznikl ndzev imaginarni ¢islo, ktery naznacoval, Ze se
jedna o ¢isla pomyslnd. V d¥fivéjsich dobach se rovnéz zdalo, ze komplexni ¢isla nemohou
mit Zddné praktické vyuziti. OvSem dnes existuje celd fada technickych oborti, ve kterych
komplexni ¢isla hraji diileZitou a nezastupitelnou roli. V matematice samotna komplexni

¢isla umoznila nejen vznik novych odvétvi, ale prispéla i k pochopeni souvislosti mezi

partiemi zdanlivé nijak nesouvisejicimi.

Samotna prace pro mé byla velikym pfinosem, nebot jsem mél moZznost fesit ptiklady, se

kterymi jsem se doposud nesetkal.
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